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Ìîíîãðàôèÿ îòíîñèòñÿ ê îáëàñòè îáîáùàþùèõ ïîñòðîåíèé â ñîâðåìåííîé ôèçèêå, êîòîðûå èìåþò
ðàçëè÷íûå íàçâàíèÿ: Åäèíàÿ Òåîðèÿ, Òåîðèÿ Âñåãî è ò.ä. Çäåñü ýòà îáëàñòü íàçâàíà Íîâîé Ôèçèêîé.
Êëþ÷åâûì ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîå îáîáùåíèå äâóõ ïðîñòðàíñòâ: ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè è ïðîñòðàí-
ñòâà äåéñòâèÿ, ïîäîáíîãî ïðîñòðàíñòâó-âðåìåíè. È ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ, è ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèÿ íà-
äåëÿþòñÿ ñâîéñòâàìè óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû. Ýòî ïîçâîëÿåò îáúÿñíèòü êâàíòîâûå ÿâëåíèÿ è äàòü
íîâîå ïîíèìàíèå âîëíîâîé ôóíêöèè. Êðîìå òîãî, óêàçàííîå îáîáùåíèå ïîçâîëÿåò îáúÿñíèòü èåðàð-
õèþ ôóíäàìåíòàëüíûõ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö è ñäåëàòü îáîáùåíèÿ, êàñàþùèåñÿ ýòèõ ÷àñòèö. ×àñò-
íûì ñëó÷àåì óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû ÿâëÿåòñÿ àëãåáðà Êëèôôîðäà, êîòîðàÿ ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå
ëåïòîíàì. Ëèíåéíûå è áèëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå
ïðîìåæóòî÷íûì ÷àñòèöàì. Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîçâîëÿþò îïèñàòü âçàèìîäåéñòâèå ôóíäàìåíòàëü-
íûõ è ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö.

Ìîíîãðàôèÿ ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ ñïåöèàëèñòîâ, çàíèìàþùèõñÿ èññëåäîâàíèÿìè â îáëàñòè òåîðåòè-
÷åñêîé è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, ôèçèêè ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö, òåîðèè ãðàâèòàöèè è åäèíîé òåîðèè
ïîëÿ, à òàêæå äëÿ ïðåïîäàâàòåëåé, àñïèðàíòîâ è ñòóäåíòîâ ýòèõ ñïåöèàëüíîñòåé.

À. À. Ketsaris

Mathematical foundations of New Physics.

This study concerns the �eld of fundamental generalizing concepts in present-day physics known
as Uni�ed Theory, Theory of Everything etc. Here we call it the New Physics. Our key approach is
to make algebraic generalization of two spaces: the space-time and the space of the action similar to
the space-time. We attribute the properties of the universal algebra to the space-time and the action
space. This main concept allows us to explain quantum phenomena and give a new understanding of
the wave function. Furthermore, it helps us to explain the hierarchy of fundamental elementary particles
and make generalizations about them. A special case of universal algebra is Cli�ord's algebra assigned
to leptons in our approach. Linear and bilinear transformations of universal algebra are set to match
intermediate particles. These transformations make it possible to describe the interaction of fundamental
and intermediate particles.

The book is intended for researchers in theoretical and mathematical physics, particle physics,
gravitation theory and uni�ed �eld theory, as well as for teachers, postgraduates and students of these
specialties.
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Ïðåäèñëîâèå ê âòîðîìó ýëåêòðîííîìó èçäàíèþ

Ïî îòíîøåíèþ ê ïåðâîìó ýëåêòðîííîìó èçäàíèþ 2019 ãîäà ìîíîãðàôèè "Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâàíèÿ Íîâîé
Ôèçèêè" âòîðîå ýëåêòðîííîå èçäàíèå äîïîëíåíî â Ãëàâå 4.6 Ðàçäåëîì VII.1, îòíîñÿùèìñÿ ê èñêóññòâåííîé
øàðîâîé ìîëíèè, Ãëàâîé 5.2, îòíîñÿùåéñÿ ê âçàèìîäåéñòâèþ ôóíäàìåíòàëüíûõ è ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö, âû-
ïîëíåíî ðàçâåðíóòîå èçëîæåíèå Ãëàâû 6.1, ÷òî ïðèâåëî ê åå ïðåîáðàçîâàíèþ â äâå ãëàâû � 6.1 è 6.2.
Êðîìå òîãî âûïîëíåíû íåáîëüøèå óëó÷øåíèÿ ïî èçëîæåíèþ è îáîçíà÷åíèÿì.

À. Êåöàðèñ. Ìîñêâà, ÿíâàðü 2021.

Ïðåäèñëîâèå ê òðåòüåìó ýëåêòðîííîìó èçäàíèþ

Â òðåòüåì ýëåêòðîííîì èçäàíèè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå äîïîëíåíèÿ:

1. Ãëàâà 1.1 äîïîëíåíà Ïðèëîæåíèåì, â êîòîðîì äàí âûâîä ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà è îáñóæäàþòñÿ ëîðåí-
öåâû ñîêðàùåíèÿ äëèíû è âðåìåíè.

2. Â Ðàçäåëå VIII Ãëàâû 5.3 âûâåäåíî ëåâîå êâàíòîâîå óðàâíåíèå, äîïîëíèòåëüíîå ïðàâîìó êâàíòîâîìó óðàâ-
íåíèþ � óðàâíåíèþ Äèðàêà. Îïèñàíèå ýëåêòðîíà äâóìÿ êâàíòîâûìè óðàâíåíèÿìè � ëåâûì è ïðàâûì �
êîððåëèðóåò ñ ïðåäñòàâëåíèåì Ôèëèïà Ó. Àíäåðñîíà (Philip W. Anderson) îá ýëåêòðîíå êàê î äâóõ ÷àñòè-
öàõ, îäíà èç êîòîðûõ íåñåò ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä, à äðóãàÿ ÿâëÿåòñÿ íîñèòåëåì ñïèíà.

3. Äàí ïîëíûé âûâîä óðàâíåíèé äèíàìèêè äëÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ, ïðîìåæóòî÷íûõ è âòîðûõ ïðîìåæóòî÷-
íûõ îáúåêòîâ. Ýòî äîïîëíåíèå êîñíóëîñü Ãëàâ 6.2 è 6.4.

4. Ãëàâà 3.2 äîïîëíåíà Ïðèëîæåíèåì, ïîñâÿùåííûì âàðüèðîâàíèþ è äèôôåðåíöèðîâàíèþ ôóíêöèé.

5. Ãëàâà 3.3 äîïîëíåíà Ðàçäåëîì X.2, â êîòîðîì äàí âûâîä ïðàâèëà Òèöèóñà-Áîäå.

6. Ãëàâà 4.3 äîïîëíåíà Ðàçäåëîì VII, â êîòîðîì ðàññìàòðèâàþòñÿ äèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû ïîäàëãåáð äåé-
ñòâèÿ è ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, òàêèå êàê ñïèí, ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä è ñëàáûé çàðÿä.

7. Â Ðàçäåëå IV Ãëàâû 4.6 áîëåå äåòàëüíî ðàññìàòðèâàåòñÿ îáðàçîâàíèå ìîëåêóëû âîäîðîäà H2.

À. Êåöàðèñ. Ìîñêâà, íîÿáðü 2021 � ìàðò 2022.
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êè". Ýòà ìîíîãðàôèÿ ðàçâèâàåò êîíöåïöèè, èçëîæåííûå ðàíåå â
1) ìîíîãðàôèè "Îñíîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè", èçäàííîé â 1997 ãîäó, è
2) ëåêöèÿõ ïî åäèíîé òåîðèè âçàèìîäåéñòâèé, îïóáëèêîâàííûõ ñ 2002 ãîäà ïî 2014 ãîä íà ñàéòå
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Íîâàÿ Ôèçèêà � ýòî ãèïîòåòè÷åñêàÿ òåîðèÿ, êîòîðàÿ äîëæíà âêëþ÷èòü â ñåáÿ ôàêòû è óñòîÿâøèåñÿ ñîîáðàæå-

íèÿ, êàñàþùèåñÿ âñåõ âçàèìîäåéñòâèé, íàéòè îòâåòû íà ñóùåñòâóþùèå âîïðîñû, ðåøèòü âîçíèêøèå ïðîáëåìû.
Íî, ìàëî òîãî, îíà äîëæíà âûïîëíèòü ýòó ðàáîòó, èñõîäÿ èç íåêîòîðûõ óíèâåðñàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé, "åäèíûì"
îáðàçîì. Çäåñü ïîéäåò ðå÷ü î ðàçðàáàòûâàåìîì íàìè âàðèàíòå Íîâîé Ôèçèêè. Ñíà÷àëà ïåðå÷èñëèì íàèáîëåå
ñóùåñòâåííûå ôàêòû, ñóæäåíèÿ, âîïðîñû è ïðîáëåìû, êîòîðûå, ñ íàøåé òî÷êè çðåíèÿ, äîëæíû áûòü îõâà÷å-
íû Íîâîé Ôèçèêîé, à çàòåì ñôîðìóëèðóåì òå îòâåòû íà ïîñòàâëåííûå âîïðîñû, êîòîðûå äàåò ïóáëèêóåìàÿ
ìîíîãðàôèÿ.
1. Ïåðâûé âîïðîñ, êîòîðûé íåîáõîäèìî ïðåäúÿâèòü Íîâîé Ôèçèêå, òàêîâ. Ìîæíî ëè îáúÿñíèòü òîò ôàêò, ÷òî

âçàèìîäåéñòâèÿ íîñÿò êâàíòîâûé õàðàêòåð, òî åñòü âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèå âçàèìîäåéñòâèå, ïðåæäå âñå-
ãî èìïóëüñ, ýíåðãèÿ, ïðèîáðåòàþò äèñêðåòíûå çíà÷åíèÿ? Ìíîãèå îñíîâîïîëîæíèêè êâàíòîâîé òåîðèè ñ÷èòàëè
òàêóþ ïîñòàíîâêó âîïðîñà íåïðîäóêòèâíîé. Ñ èõ òî÷êè çðåíèÿ äîñòàòî÷íî íàéòè ïðàâèëà âû÷èñëåíèé äèñêðåò-
íûõ çíà÷åíèé âåëè÷èí. Îäíàêî ïîíÿòíî, ÷òî âíåñåíèå ÿñíîñòè â ýòîò âîïðîñ äîëæíî ïðîäâèíóòü âïåðåä íàøå
ïîíèìàíèå ôèçè÷åñêîãî ìèðà, êàê ìèíèìóì â êîíöåïòóàëüíîì îòíîøåíèè. Ïîñòàâëåííûé âîïðîñ ïîðîæäàåò
öåëóþ ñåðèþ âîïðîñîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê êâàíòîâîé òåîðèè.

1.1. Â ÷åì ñìûñë îïåðàòîðà, ïîñòàâëåííîãî â ñîîòâåòñòâèå ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíå? Êàê è ïî÷åìó îí êîíñòðóè-
ðóåòñÿ? Íàïðèìåð, ïî÷åìó èìïóëüñó p ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå îïåðàòîð

−iℏ ∂

∂x
? (1)

Çäåñü i � ìíèìàÿ åäèíèöà, ℏ � ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà, x � ïðîñòðàíñòâåííàÿ êîîðäèíàòà.
Åñëè ó÷åñòü, ÷òî èìïóëüñ

p = −∂S
∂x

,

ãäå S � ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà, íàçûâàåìàÿ äåéñòâèåì, òî áûëî áû åñòåñòâåííî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå
èìïóëüñó îïåðàòîð

− ∂

∂x
,

à îáúåêòîì ïðèìåíåíèÿ ýòîãî îïåðàòîðà ñ÷èòàòü ñêàëÿðíóþ ôèçè÷åñêóþ âåëè÷èíó � äåéñòâèå. Îòñþäà
âîçíèêàþò äîïîëíèòåëüíûå âîïðîñû.

1.2. Â ÷åì ñìûñë ìíèìîé åäèíèöû, ó÷àñòâóþùåé â êîíñòðóèðîâàíèè êâàíòîâîãî îïåðàòîðà? Ïî÷åìó íóæíî
èñïîëüçîâàòü åå, à íå êàêóþ ëèáî äðóãóþ ÷èñëîâóþ ãèïåðåäèíèöó?

1.3. Ïî÷åìó â êâàíòîâûé îïåðàòîð âõîäèò ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà, èìåþùàÿ ðàçìåðíîñòü äåéñòâèÿ?

1.4. Â ÷åì ñìûñë êâàíòîâîãî ïîñòóëàòà, ñîñòîÿùåãî â òîì, ÷òî çíà÷åíèÿ ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû åñòü ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ åå îïåðàòîðà?

1.5. Â ÷åì ñìûñë âîëíîâîé ôóíêöèè ψ � âåëè÷èíû, ïî îòíîøåíèþ ê êîòîðîé ïðèìåíÿåòñÿ êâàíòîâûé îïåðàòîð?
Ïî÷åìó åå íóæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âåêòîð ñïåöèàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë �
ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà?

1.6. Ïî÷åìó âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â èíòåðïðåòàöèè âîëíîâîé ôóíêöèè, â òî âðåìÿ êàê äðóãèå ôèçè÷åñêèå
âåëè÷èíû íå òðåáóþò èíòåðïðåòàöèè? Îíè îáîçíà÷àþò òî, ÷òî ïðèçâàíû îáîçíà÷àòü.

2. Ïî ñåãîäíÿøíèì ïðåäñòàâëåíèÿì ñóùåñòâóþùèå âçàèìîäåéñòâèÿ ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê âçàèìîäåéñòâèþ
î÷åíü îãðàíè÷åííîãî ÷èñëà ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö, êîòîðûå ìû áóäåì íàçûâàòü ôóíäàìåíòàëüíûìè. Îíè ñî-
ñòàâëÿþò äâå ãðóïïû ÷àñòèö � ëåïòîíû è êâàðêè. Â ïðåäåëàõ êàæäîé èç ýòèõ ãðóïï èìååò ìåñòî çàìå÷àòåëüíàÿ
ñèììåòðèÿ. Êàæäàÿ èç ãðóïï ðàçáèâàåòñÿ íà òðè ïîäãðóïïû (òðè ïîêîëåíèÿ) ïî äâå ÷àñòèöû â ïîäãðóïïå
(óñëîâíî âåðõíþþ è íèæíþþ ÷àñòèöû). Îòñþäà Íîâàÿ Ôèçèêà äîëæíà îáúÿñíèòü ñëåäóþùåå.

https://toe-physics.org/ru/
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2.1. ×åì îòëè÷àþòñÿ âîëíîâûå ôóíêöèè êàæäîé èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö äðóã îò äðóãà?

2.2. Ïî÷åìó ÷èñëî ãðóïï ÷àñòèö ðàâíî äâóì � ëåïòîíû è êâàðêè?

2.3. Ïî÷åìó ÷èñëî ïîêîëåíèé ÷àñòèö ðàâíî òðåì?

2.4. Ïî÷åìó êàæäîå ïîêîëåíèå ñîäåðæèò äâå ÷àñòèöû? Íàïðèìåð, ïåðâîå ïîêîëåíèå ëåïòîíîâ âêëþ÷àåò ýëåê-
òðîí e è ýëåêòðîííîå íåéòðèíî νe?

Êðîìå òîãî, óñòàíîâëåíî, ÷òî êàæäûé âèä (àðîìàò) êâàðêà ñóùåñòâóåò â òðåõ ìîäèôèêàöèÿõ, îáîçíà÷åííûõ
öâåòîì � êðàñíûé, æåëòûé è ñèíèé. Îòñþäà âîçíèêàþò àíàëîãè÷íûå âîïðîñû.

2.5. Ïî÷åìó ÷èñëî öâåòîâ êâàðêîâ ðàâíî òðåì?

2.6. ×åì îòëè÷àþòñÿ âîëíîâûå ôóíêöèè êâàðêîâ îäíîãî àðîìàòà, íî ðàçíîãî öâåòà?

Êðîìå òîãî, êàæäàÿ èç ïåðå÷èñëåííûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö èìååò àíòè÷àñòèöó. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

2.7. â Íîâîé Ôèçèêå äîëæíà ïðèñóòñòâîâàòü ñèñòåìà ïîíÿòèé è îïåðàöèé, ñâÿçàííûõ íå òîëüêî ñ ÷àñòèöåé, íî
è ñ àíòè÷àñòèöåé.

3. Ôèçèêà ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö ñâÿçûâàåò íàäåæäó íà ïðîðûâ â íåèçâåäàííóþ îáëàñòü ìàòåðèàëüíîãî ìèðà
c ñóïåðñèììåòðèåé. Ñîãëàñíî ýòîé êîíöåïöèè êàæäîé ýëåìåíòàðíîé ÷àñòèöå ñîîòâåòñòâóåò ìàññèâíûé ñóïåð-
ïàðòíåð, ïðèíàäëåæàùèé ïðîòèâîïîëîæíîé ñòàòèñòèêå. Òàê ôóíäàìåíòàëüíûì ÷àñòèöàì, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
ôåðìèîíàìè, ñîîòâåòñòâóþò ôóíäàìåíòàëüíûå ñóïåð÷àñòèöû, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé áîçîíû. Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî

3.1. â Íîâîé Ôèçèêå äîëæíû ñîäåðæàòüñÿ ñðåäñòâà äëÿ åñòåñòâåííîãî ïðèñóòñòâèÿ ñóïåðñèììåòðèè.

Áåç îòâåòà îñòàþòñÿ ñëåäóþùèå âîïðîñû.

3.2. ßâëÿåòñÿ ëè ñîîòâåòñòâèå ñóïåð÷àñòèö ÷àñòèöàì âçàèìíîîäíîçíà÷íûì (íàïðèìåð, ñóùåñòâóåò ëè ñóïåð-
ïàðòíåð ó íåéòðèíî)?

3.3. Ñóùåñòâóþò ëè êâàíòîâûå ÿâëåíèÿ â òîé îáëàñòè ìàòåðèàëüíîãî ìèðà, êîòîðàÿ îáðàçîâàíà ñóïåð÷àñòè-
öàìè?

4. Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè åñòü òà àðåíà, íà êîòîðîé ïðîèñõîäÿò âçàèìîäåé-
ñòâèÿ. Òå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, êîòîðûå îñòàâëÿþò èíâàðèàíòíûìè ïðîöåññû âçàèìîäåéñòâèÿ,
îïðåäåëåíû êàê ãðóïïà Ïóàíêàðå. Ãðóïïà Ïóàíêàðå âêëþ÷àåò ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå ñäâèãè, ãåîìåòðè÷å-
ñêèå ïîâîðîòû è ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà. Ñêîðîñòü ñâåòà ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ýòîé ãðóïïû. Â ñâÿçè ñ ýòèì
âîçíèêàåò âîïðîñ: ñëåäóåò ëè èñêàòü îáîáùåíèå ãðóïïû Ïóàíêàðå ïðè ïåðåõîäå ê Íîâîé Ôèçèêå? Ïðàâîìåð-
íîñòü òàêîé ïîñòàíîâêè âîïðîñà âûòåêàåò èç öåëîãî ðÿäà ðàññóæäåíèé. Íàïðèìåð, ýòîò âîïðîñ ìîæåò áûòü
èíèöèèðîâàí ñëåäóþùèì ðàññóæäåíèåì. Äâèæåíèå ñâåòîâîé ÷àñòèöû ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ

c2dt2 − dx2 = 0.

Çäåñü x � êîîðäèíàòà, t � âðåìÿ äâèæåíèÿ ñâåòîâîé ÷àñòèöû, c � ñêîðîñòü ñâåòà. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â ëþáîé
ñèòóàöèè è, â ÷àñòíîñòè, â ìîìåíò èçëó÷åíèÿ ñêîðîñòü ñâåòîâîé ÷àñòèöû ðàâíà ñêîðîñòè ñâåòà. Âìåñòå ñ òåì
èíòóèòèâíàÿ òî÷êà çðåíèÿ ïîäñêàçûâàåò, ÷òî â ìîìåíò èçëó÷åíèÿ ñêîðîñòü ñâåòîâîé ÷àñòèöû ðàâíà íóëþ è
ñóùåñòâóåò òàêîé ïðîìåæóòîê âðåìåíè, çà êîòîðûé óêàçàííàÿ ñêîðîñòü âîçðàñòàåò îò íóëÿ äî c. Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî âûøåïðèâåäåííîå ñîîòíîøåíèå äîëæíî áûòü ìîäèôèöèðîâàíî, à âìåñòå ñ íèì îáîáùåíà ñïåöèàëüíàÿ òåîðèÿ
îòíîñèòåëüíîñòè è ãðóïïà Ïóàíêàðå â òîì ÷èñëå. Ïîñòàâëåííûé âîïðîñ ðàçäåëÿåòñÿ íà äâà.

4.1. Ñëåäóåò ëè èñêàòü îáîáùåíèå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ïðè ïåðåõîäå ê
Íîâîé Ôèçèêå?

4.2. Ñëåäóåò ëè èñêàòü îáîáùåíèå ãðóïïû ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîâîðîòîâ è ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà?

Ðàññìàòðèâàÿ îáîáùåíèå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, ñëåäóåò îòâåòèòü íà âîïðîñ:

4.3. ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ëè êâàíòîâûå ÿâëåíèÿ íà îáîáùåííîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ?
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5. Êàæäîìó òèïó âçàèìîäåéñòâèé ñîîòâåòñòâóåò ãðóïïà âíóòðåííåé ñèììåòðèè, ïðåîáðàçóþùàÿ êîîðäèíàòû
âîëíîâîé ôóíêöèè, ïðèíàäëåæàùèå âíóòðåííåìó ïðîñòðàíñòâó. Ïîìèìî ýòèõ êîîðäèíàò, âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ
ñîäåðæèò êîîðäèíàòû, ïðåîáðàçóåìûå ãðóïïîé Ïóàíêàðå. Ñóùåñòâîâàíèåì òàêèõ êîîðäèíàò îáúÿñíÿåòñÿ íàëè-
÷èå ñïèíà ó ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö. Ïðîñòðàíñòâî óêàçàííûõ êîîðäèíàò íàçîâåì âíåøíèì. Â ýòîé òåðìèíîëîãèè
ãðóïïà Ïóàíêàðå � ýòî ãðóïïà âíåøíåé ñèììåòðèè. Îòñþäà âîçíèêàþò ñëåäóþùèå âîïðîñû.

5.1. Â ÷åì ñìûñë âíóòðåííèõ ïðîñòðàíñòâ âçàèìîäåéñòâèé?

5.2. Â ÷åì ñìûñë ãðóïï âíóòðåííèõ ñèììåòðèé?

5.3. Ñóùåñòâóåò ëè ñâÿçü ìåæäó âíåøíèì è âíóòðåííèìè ïðîñòðàíñòâàìè?

5.4. Ñëåäóåò ëè èñêàòü ïðîñòðàíñòâî, îõâàòûâàþùåå âíåøíåå è âíóòðåííèå ïðîñòðàíñòâà?

5.5. Ñóùåñòâóåò ëè ñâÿçü ìåæäó âíóòðåííèìè ïðîñòðàíñòâàìè ðàçëè÷íûõ òèïîâ âçàèìîäåéñòâèé?

5.6. Ñëåäóåò ëè èñêàòü ïðîñòðàíñòâî, îõâàòûâàþùåå âíóòðåííèå ïðîñòðàíñòâà ðàçëè÷íûõ òèïîâ âçàèìîäåé-
ñòâèé è ñîîòâåòñòâåííî ãðóïïó âíóòðåííåé ñèììåòðèè, îõâàòûâàþùóþ ãðóïïû âíóòðåííèõ ñèììåòðèé
ðàçëè÷íûõ òèïîâ âçàèìîäåéñòâèé?

6. Ñîãëàñíî ñóùåñòâóþùåìó ìèðîâîççðåíèþ âçàèìîäåéñòâèå ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî-
ñðåäñòâîì ïîëÿ. Òî÷íåå, âçàèìîäåéñòâèå ÷àñòèöû 2 ñ ÷àñòèöåé 1 ñâîäèòñÿ ê âçàèìîäåéñòâèþ ÷àñòèöû 2 ñ ïîëåì,
èñòî÷íèêîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòèöà 1. Òèïàì âçàèìîäåéñòâèé ñîîòâåòñòâóþò òèïû ïîëåé. Êâàíòàìè ïîëåé
ÿâëÿþòñÿ ïðîìåæóòî÷íûå ÷àñòèöû. ×àñòî ïðè ïåðå÷èñëåíèè ÷àñòèö, èç êîòîðûõ, ïî ñåãîäíÿøíèì ïðåäñòàâ-
ëåíèÿì, ñîñòàâëåíà ìàòåðèÿ, ôóíäàìåíòàëüíûå è ïðîìåæóòî÷íûå ÷àñòèöû óïîìèíàþòñÿ ñîâìåñòíî. Ïðè ýòîì
âóàëèðóåòñÿ ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö îò ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö, èõ îñîáåííîå ïðåä-
íàçíà÷åíèå: áûòü ïîñðåäíèêîì â îñóùåñòâëåíèè âçàèìîäåéñòâèé ìåæäó ôóíäàìåíòàëüíûìè ÷àñòèöàìè è èìè
ñàìèìè. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

6.1. ñèñòåìà ïîíÿòèé Íîâîé Ôèçèêè äîëæíà îòðàæàòü îáñëóæèâàþùóþ ôóíêöèþ ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö.

7. Íîâàÿ Ôèçèêà äîëæíà îòâåòèòü íà âîïðîñû, êàñàþùèåñÿ òèïîâ âçàèìîäåéñòâèé.

7.1. ×åì îáúÿñíèòü, ÷òî â ïðèðîäå ñóùåñòâóåò ÷åòûðå òèïà âçàèìîäåéñòâèé:

� ãðàâèòàöèîííîå,

� ñëàáîå,

� ýëåêòðîìàãíèòíîå,

� ñèëüíîå?

7.2. ×åì îáúÿñíèòü, ÷òî êðóã ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö, ó÷àñòâóþùèõ â óêàçàííûõ âçàèìîäåéñòâèÿõ, ñóæàåòñÿ
îò ãðàâèòàöèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ê ñèëüíîìó? Åñëè â ãðàâèòàöèîííîì âçàèìîäåéñòâèè ó÷àñòâóþò âñå
ýëåìåíòàðíûå ÷àñòèöû, òî ñèëüíîå âçàèìîäåéñòâèå îãðàíè÷åíî ó÷àñòèåì àäðîíîâ.

7.3. ×åì îáúÿñíèòü, ÷òî âçàèìîäåéñòâèÿ îòëè÷àþòñÿ ïî ñâîåé ñèëå?

8. Òåîðèÿ ãðàâèòàöèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñòîèò îñîáíÿêîì îò òåîðèé ýëåêòðîñëàáîãî è ñèëüíîãî âçàèìîäåé-
ñòâèé. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü íåÿñíî,

8.1. äîëæíà ëè îáùàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè ïðåäñòàâëÿòü ãðàâèòàöèþ â Íîâîé Ôèçèêå?

8.2. êàêàÿ ãðóïïà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ãðàâèòàöèîííàÿ ãðóïïà ñèììåòðèè?

Çàêîí÷èâ íà ýòîì âîïðîñû ê Íîâîé Ôèçèêå, ðàññêàæåì î òîì, êàê íà ýòè âîïðîñû îòâå÷àåò ïóáëèêóåìàÿ
ìîíîãðàôèÿ è êàêèå ïðîáëåìû îíà ïîäíèìàåò â ñâîþ î÷åðåäü.
1. Â ïóáëèêóåìîé ìîíîãðàôèè ïåðâàÿ ãðóïïà âîïðîñîâ ïîëó÷àåò ñâîå ðàçðåøåíèå ïîñëå ñëåäóþùèõ îáîáùå-

íèé.

� Íà âåêòîðàõ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ââîäèòñÿ îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ, áëàãîäàðÿ êîòîðîé ïðîñòðàíñòâî-âðå-
ìÿ ñòàíîâèòñÿ àëãåáðîé, à òî÷íåå óíèâåðñàëüíîé àëãåáðîé. Ïî îòíîøåíèþ ê êîâàðèàíòíûì áàçèñíûì
âåêòîðàì EI çàêîí óìíîæåíèÿ (êîìïîçèöèè) çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

EI ◦EK = CIKL ·EL ,
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ãäå CIKL � ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå èëè ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû. Â ðåãóëÿðíîì
(ïðèñîåäèíåííîì) ïðåäñòàâëåíèè áàçèñíûå âåêòîðû ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñòðóêòóðíûìè ìàòðèöàìè

EI ∼ CIKL .

Íîìåð ñòðóêòóðíîé ìàòðèöû I åñòü èíäåêñ áàçèñíîãî âåêòîðà, êîòîðûé ïðåäñòàâëåí ýòîé ìàòðèöåé. Îò-
ñþäà îáîáùåííûé îïåðàòîð íàáëà çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∇ = EI · ∂

∂xI
∼ CIKL ·

∂

∂xI
, (2)

ãäå xI � êîîðäèíàòû âåêòîðà îáîáùåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.

� Ñêàëÿðíîå äåéñòâèå îáîáùàåòñÿ äî âåêòîðíîé âåëè÷èíû; áîëåå òîãî, ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî âåêòîðîâ
äåéñòâèÿ S òàêæå ñîñòàâëÿåò óíèâåðñàëüíóþ àëãåáðó. Çàêîí óìíîæåíèÿ âåêòîðîâ (òî÷íåå ïðàâûé çàêîí
óìíîæåíèÿ) â ýòîé àëãåáðå çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

S =
1

S0
S1 ◦ S2 . (3)

S0 åñòü ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ ðàçìåðíîñòü äåéñòâèÿ è ñîãëàñóþùàÿ ðàçìåðíîñòè ïðàâîé è ëåâîé
÷àñòåé óðàâíåíèÿ. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ýòà âåëè÷èíà ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé ïîñòîÿííîé Ïëàíêà

S0 = ℏ . (4)

1.1. Ñîîòíîøåíèÿ (2), (3), (4) â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå òàê íàçûâàåìîãî ñæàòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïðèâîäÿò ê
êëàññè÷åñêèì êâàíòîâûì îïåðàòîðàì ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, â ÷àñòíîñòè ê îïåðàòîðó èìïóëüñà (1).

1.2. Ïðè âû÷èñëåíèè ñòðóêòóðíûõ ìàòðèö, åñëè èñõîäèòü èç ïðàâèë óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ, ïîëó÷à-
åòñÿ, ÷òî â ñîñòàâ ñòðóêòóðíûõ ìàòðèö âõîäÿò ìàòðè÷íûå áëîêè 2×2 âèäà

1

-1
.

Èõ ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ìíèìîé åäèíèöåé i, ó÷èòûâàÿ ÷òî

i2 = −1 ,

ãäå ÷åðåç 1 îáîçíà÷åíà åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà

1

1
.

Òàêèì îáðàçîì, ìíèìàÿ åäèíèöà ïîÿâëÿåòñÿ â êâàíòîâîé òåîðèè êàê ðåçóëüòàò àëãåáðàè÷åñêîãî çàêîíà
êîìïîçèöèè íà ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâå äåéñòâèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî ïîìèìî óêàçàííûõ áëîêîâ â ñîñòàâ ñòðóêòóðíûõ ìàòðèö âõîäÿò ñëåäóþùèå áëîêè:

1

1
, -1

1
.

Îòîæäåñòâëÿÿ ýòè ìàòðèöû ñ ÷èñëàìè a è b ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷èì ñèñòåìó ãèïåð÷èñåë ñ åäèíèöàìè

{1 , a, b, i}

è çàêîíîì óìíîæåíèÿ

a2 = b2 = 1 , i2 = −1 , a b = −b a = i ,

a i = −i a = b , i b = −b i = a .

1.3. Ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà ïåðåõîäèò â êâàíòîâûé îïåðàòîð èç çàêîíà êîìïîçèöèè (3), ÷òî ïðåäñòàâëÿåòñÿ äî-
âîëüíî èñêóññòâåííûì. Åñòåñòâåííåå áûëî áû çàïèñûâàòü êâàíòîâûé îïåðàòîð â âèäå îïåðàòîðà íàáëà (2),
à ïîñòîÿííóþ Ïëàíêà çàêðåïèòü çà çàêîíîì êîìïîçèöèè (3).
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Ðèñ. 1. ×åòûðåõóðîâíåâîå äåðåâî Þíãà ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ

1.4. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì çàêîí êîìïîçèöèè (3) äâàæäû è âû÷èñëèì d2d1S, ãäå d1S � äèôôåðåíöèàë ïî íà-
ïðàâëåíèþ âåêòîðà S1, à d2S � äèôôåðåíöèàë ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà S2. Ïîëó÷èì

d2d1S =
1

ℏ
d1S ◦ d2S . (5)

Ýòî ñîîòíîøåíèå åñòü óðàâíåíèå ñòðóêòóðû àëãåáðû äåéñòâèÿ â âåêòîðíîé ôîðìå.

Â óðàâíåíèè (5) ââåäåì îáîçíà÷åíèå

ψ = d1S .

Êðîìå òîãî, ââåäåì îáîçíà÷åíèå d äëÿ äèôôåðåíöèàëà d2. Óðàâíåíèå ñòðóêòóðû â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ
ïðèíèìàåò âèä

dψ =
1

ℏ
ψ ◦ dS . (6)

Ýòî óðàâíåíèå èìååò âèä çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà äèôôåðåíöèàëà d. Èòàê, ïîëó÷åí
ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò: óðàâíåíèå ñòðóêòóðû àëãåáðû äåéñòâèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê çàäà÷à íà
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà äèôôåðåíöèàëà d. È, ñëåäîâàòåëüíî, êâàíòîâûé ïîñòóëàò åñòü íå ÷òî
èíîå êàê çàêîí êîìïîçèöèè àëãåáðû äåéñòâèÿ â äèôôåðåíöèàëüíîì âèäå.

1.5. Èç óðàâíåíèÿ (6) ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíà ψ, ïî îòíîøåíèþ ê êîòîðîé ïðèìåíÿåòñÿ êâàíòîâûé îïåðàòîð,
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèôôåðåíöèàë âåêòîðà äåéñòâèÿ è îí äîëæåí áûòü îòîæäåñòâëåí ñ âîëíîâîé ôóíêöèåé,
ââîäèìîé â êâàíòîâîé òåîðèè. Ïðîñòðàíñòâî Ãèëüáåðòà íàäî ðàññìàòðèâàòü êàê óíèâåðñàëüíóþ àëãåáðó
äåéñòâèÿ.

1.6. Íåîáõîäèìîñòü â èíòåðïðåòàöèè âîëíîâîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì íåðàçâèòîñòè îñíîâ êâàíòîâîé
òåîðèè è îòðàæàåò îòñóòñòâèå îáúÿñíåíèÿ êâàíòîâûõ ÿâëåíèé. Âûøåóêàçàííûå ñîîáðàæåíèÿ îáúÿñíÿþò
êâàíòîâûå ÿâëåíèÿ òåì, ÷òî äåéñòâèå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé âåëè÷èíîé.

2. Âòîðàÿ ãðóïïà âîïðîñîâ ïîëó÷àåò ñâîå ðàçðåøåíèå èç äåòàëüíîãî àíàëèçà óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû äåéñòâèÿ.
Ðàçäåëåíèå óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû íà ïîäàëãåáðû óäîáíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü äèàãðàììîé, íàçûâàåìîé äåðå-
âîì Þíãà (Ðèñ. 1). Çäåñü ôèãóðû îáîçíà÷àþò òåíçîðû, âõîäÿùèå â âîëíîâóþ ôóíêöèþ. ×èñëî êëåòîê â ôèãóðå
îçíà÷àåò ðàíã òåíçîðà. Êàæäîé ôèãóðå ñîîòâåòñòâóåò ñâîÿ ñèììåòðèÿ òåíçîðà ïðè ïåðåñòàíîâêå èíäåêñîâ. Âåð-
òèêàëüíîìó ðàñïîëîæåíèþ êëåòîê ñîîòâåòñòâóåò àíòèñèììåòðè÷íàÿ êîìáèíàöèÿ èíäåêñîâ, ãîðèçîíòàëüíîìó
ðàñïîëîæåíèþ êëåòîê ñîîòâåòñòâóåò ñèììåòðè÷íàÿ êîìáèíàöèÿ èíäåêñîâ. Ëèíèÿ, ñîåäèíÿþùàÿ îäíîêëåòî÷-
íóþ ôèãóðó è îäíó èç ÷åòûðåõêëåòî÷íûõ ôèãóð (ñòâîë), ñîîòâåòñòâóåò ïîäàëãåáðå òåíçîðíîé àëãåáðû. Òàêèì
îáðàçîì, â êàæäóþ ïîäàëãåáðó âõîäÿò òåíçîðû îò ïåðâîãî äî ÷åòâåðòîãî ðàíãà ñ îïðåäåëåííîé ñèììåòðèåé.
Çàìåòèì, ÷òî ñàìîìó ëåâîìó ñòâîëó ñîîòâåòñòâóåò ïîäàëãåáðà, âêëþ÷àþùàÿ òîëüêî àíòèñèììåòðè÷íûå òåíçî-
ðû. Ýòà ïîäàëãåáðà åñòü àëãåáðà Êëèôôîðäà C4. Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ àíòèñèììåòðè÷íûìè òåíçîðàìè ðàíãîâ îò
îäíîãî äî òðåõ, òî ïîëó÷èì àëãåáðó Êëèôôîðäà C3.
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2.1. Ôóíäàìåíòàëüíûå ÷àñòèöû íàõîäÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîäàëãåáðàìè óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû. Òî÷íåå,
âîëíîâûå ôóíêöèè ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö ÿâëÿþòñÿ âåêòîðàìè ïîäàëãåáð óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû è
îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà ñèììåòðèÿìè òåíçîðîâ, ñîñòàâëÿþùèõ àëãåáðó. Íàïðèìåð, âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ
ýëåêòðîíà åñòü âåêòîð àëãåáðû Êëèôôîðäà C3, à âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ëåïòîíîâ îäíîãî ïîêîëåíèÿ åñòü
âåêòîð àëãåáðû Êëèôôîðäà C4.

Âñå ïîäàëãåáðû óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû íà óðîâíå òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà è ñîîòâåòñòâåííî ôóíäàìåí-
òàëüíûå ÷àñòèöû äåëÿòñÿ íà äâà êëàññà. Âîëíîâûå ôóíêöèè ÷àñòèö ïåðâîãî êëàññà ñîäåðæàò àíòèñèì-
ìåòðè÷íûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà, à âîëíîâûå ôóíêöèè ÷àñòèö âòîðîãî êëàññà ñîäåðæàò ñèììåòðè÷íûé
òåíçîð âòîðîãî ðàíãà. Òàêîìó ðàçäåëåíèþ âîëíîâûõ ôóíêöèé ñîîòâåòñòâóåò ðàçäåëåíèå ôóíäàìåíòàëüíûõ
÷àñòèö íà äâà êëàññà: ÷àñòèöû ñî ñïèíîì 1/2 � ôåðìèîíû è ÷àñòèöû ñî ñïèíîì 0 � áîçîíû. Ïîñëåäíèå
÷àñòèöû ïîêà îñòàâèì â ñòîðîíå è îñòàíîâèìñÿ íà ôåðìèîíàõ. Ðèñ. 1. òàêæå èëëþñòðèðóåò ïîäàëãåáðû,
îòíîñÿùèåñÿ ê ôóíäàìåíòàëüíûì ôåðìèîíàì.

2.2. Ïîäàëãåáðû ôåðìèîíîâ íà óðîâíå òåíçîðîâ òðåòüåãî ðàíãà ðàçäåëÿþòñÿ íà äâå ãðóïïû. Îäíà èç íèõ
âêëþ÷àåò â ñåáÿ àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð òðåòüåãî ðàíãà è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àëãåáðó Êëèôôîðäà,
âåêòîðàìè êîòîðîé ñîãëàñíî Äèðàêó îïèñûâàþòñÿ ëåïòîíû. Îòñþäà åñòåñòâåííî âòîðóþ ãðóïïó ïîäàë-
ãåáð îòíåñòè ê êâàðêàì. Òàêèì îáðàçîì, â ðàìêàõ êëàññèôèêàöèè ÷àñòèö â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîäàëãåáðàìè
òåíçîðíîé àëãåáðû íàõîäèò îáúÿñíåíèå äåëåíèå ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö ñî ñïèíîì íà äâå ãðóïïû �
ëåïòîíû è êâàðêè, à òàêæå àëãåáðàè÷åñêîå òîëêîâàíèå òàêèõ õàðàêòåðèñòèê ëåïòîíîâ è êâàðêîâ, êàê
ëåïòîííûé è áàðèîííûé çàðÿäû.

2.3. Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê âîïðîñó: ïî÷åìó ÷èñëî ïîêîëåíèé ÷àñòèö ðàâíî òðåì? Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîé
ïîäàëãåáðû âîëíîâûå ôóíêöèè ìîãóò îòëè÷àòüñÿ ïîðÿäêîì, óñòàíîâëåííûì íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ ãåî-
ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Òàê ïîðÿäêó èíäåêñîâ 123 ñîîòâåòñòâóåò âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ÷àñòèö ïåðâîãî
ïîêîëåíèÿ. Èìåííî äëÿ òàêîãî ïîðÿäêà èíäåêñîâ ïðèâåäåíî äåðåâî Þíãà (Ðèñ. 1). Ïîðÿäêó èíäåêñîâ 312
ñîîòâåòñòâóåò âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ÷àñòèö âòîðîãî ïîêîëåíèÿ, à ïîðÿäêó èíäåêñîâ 231 ñîîòâåòñòâóåò âîëíî-
âàÿ ôóíêöèÿ ÷àñòèö òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, âîëíîâûå ôóíêöèè ëåïòîíîâ ðàçíûõ ïîêîëåíèé
îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé òðåõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ îáðàçóþùåãî ãåîìåòðè-
÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Ýòî ïðàâèëî âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé êâàðêîâ ðàçíûõ ïîêîëåíèé.
Ðàçëè÷èå â ìàññàõ ÷àñòèö ðàçíûõ ïîêîëåíèé, âèäèìî, ñâèäåòåëüñòâóåò î íåîäíîðîäíîñòè ãåîìåòðè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö. Ïðè÷èíà òàêîé íåîäíîðîäíîñòè îñòàåòñÿ íåÿñíîé.

2.4. Âûÿñíèì òåïåðü, ïî÷åìó êàæäîå ïîêîëåíèå ëåïòîíîâ èëè êâàðêîâ ñîäåðæèò äâå ÷àñòèöû.

Ñòðóêòóðà êâàíòîâûõ óðàâíåíèé äëÿ ñâîáîäíûõ ëåïòîíîâ òàêîâà, ÷òî îíè ðàçäåëÿþòñÿ íà äâå íåçàâèñèìûå
ñèñòåìû óðàâíåíèé. Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì äâå ÷àñòèöû, îäíà èç êîòîðûõ � ýòî íèæíèé ëåïòîí, à äðóãàÿ
� ñîîòâåòñòâóþùåå åìó íåéòðèíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäàëãåáðà ëåïòîíîâ êàæäîãî ïîêîëåíèÿ îòíîñèòñÿ ê
äâóì ÷àñòèöàì: íèæíåìó ëåïòîíó è ñîîòâåòñòâóþùåìó åìó íåéòðèíî.

Ñòðóêòóðà êâàíòîâûõ óðàâíåíèé äëÿ ñâîáîäíûõ êâàðêîâ òàêîâà, ÷òî îíè òàêæå ðàçäåëÿþòñÿ íà äâå íåçà-
âèñèìûå ñèñòåìû óðàâíåíèé. Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì äâå ÷àñòèöû, îäíà èç êîòîðûõ � ýòî âåðõíèé
êâàðê, à äðóãàÿ � íèæíèé êâàðê. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäàëãåáðà êâàðêîâ êàæäîãî ïîêîëåíèÿ îòíîñèòñÿ ê
äâóì ÷àñòèöàì: âåðõíåìó è íèæíåìó êâàðêàì.

Ñòðóêòóðà êâàíòîâûõ óðàâíåíèé äëÿ ñâîáîäíûõ ëåïòîíîâ òàêîâà, ÷òî âîëíîâûå ôóíêöèè ëåïòîíîâ ðàç-
äåëÿþòñÿ íà äâå êîìïîíåíòû � ïðàâóþ è ëåâóþ. Ñòðóêòóðà êâàíòîâûõ óðàâíåíèé äëÿ ñâîáîäíûõ êâàðêîâ
òàêîâà, ÷òî âîëíîâûå ôóíêöèè êâàðêîâ ðàçäåëÿþòñÿ íà äâå êîìïîíåíòû � ïðàâóþ è ëåâóþ, ïîäîáíî òîìó
êàê ýòî èìååò ìåñòî äëÿ ëåïòîíîâ. Òàêîå ðàçäåëåíèå íåîáõîäèìî äëÿ îïèñàíèÿ ýëåêòðîñëàáîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ñ ó÷àñòèåì ëåïòîíîâ è êâàðêîâ.

2.5. Óðîâåíü òåíçîðîâ ÷åòâåðòîãî ðàíãà ñâÿçàí ñ ïðèâëå÷åíèåì âðåìåíèïîäîáíîãî áàçèñíîãî âåêòîðà. Ïîýòîìó
ýòîò óðîâåíü íàçâàí ðåëÿòèâèñòñêèì. Íà ðåëÿòèâèñòñêîì óðîâíå àëãåáðà êâàðêîâ ðàçäåëÿåòñÿ íà òðè
ïîäàëãåáðû â ñîîòâåòñòâèè ñ òðåìÿ ñèììåòðèÿìè òåíçîðà ÷åòâåðòîãî ðàíãà. Êàæäîé èç ýòèõ ïîäàëãåáð
ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ìîäèôèêàöèÿ êâàðêà, îáîçíà÷àåìàÿ öâåòîì. Òàêèì îáðàçîì, â ðàìêàõ êëàññèôè-
êàöèè ÷àñòèö â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîäàëãåáðàìè óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû íàõîäèò îáúÿñíåíèå äåëåíèå êâàðêîâ
íà òðè ìîäèôèêàöèè � êðàñíûå, æåëòûå è ñèíèå êâàðêè, à òàêæå àëãåáðàè÷åñêîå òîëêîâàíèå òàêîé õàðàê-
òåðèñòèêè, êàê öâåò.

2.6. Îòñþäà ñëåäóåò îòâåò íà âîïðîñ, ÷åì îòëè÷àþòñÿ âîëíîâûå ôóíêöèè êâàðêîâ îäíîãî àðîìàòà, íî ðàçíîãî
öâåòà. Îíè îòëè÷àþòñÿ ñèììåòðèÿìè òåíçîðîâ ÷åòâåðòîãî ðàíãà, âõîäÿùèõ â âîëíîâûå ôóíêöèè öâåòíûõ
êâàðêîâ.
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Óêàæåì çäåñü íà èíòåðåñíîå ñëåäñòâèå àëãåáðàè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö. Îíî
êàñàåòñÿ ëåïòîíîâ. Ïîäîáíî àëãåáðå êâàðêîâ àëãåáðà ëåïòîíîâ íà ðåëÿòèâèñòñêîì óðîâíå äåëèòñÿ íà äâå
ïîäàëãåáðû. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ëåïòîíû ñóùåñòâóþò â äâóõ ìîäèôèêàöèÿõ, êîòîðûå, ïî àíàëîãèè ñ êâàð-
êàìè, óäîáíî îáîçíà÷èòü öâåòîì � áåëûå è ÷åðíûå ëåïòîíû. Íî òîãäà, èñõîäÿ èç àíàëîãèè ñ êâàðêàìè,
ñëåäóåò çàêëþ÷èòü, ÷òî áåëûå è ÷åðíûå ëåïòîíû ñâÿçàíû êîðîòêîäåéñòâóþùèìè ñèëàìè öâåòîâîãî ïðè-
òÿæåíèÿ, ïðåâîñõîäÿùèìè ñèëû Êóëîíà (äëÿ çàðÿæåííûõ ëåïòîíîâ). Â ÷àñòíîñòè, ýòè ñèëû ïðîÿâëÿþò
ñåáÿ ïðè îáðàçîâàíèè ýëåêòðîííûõ ïàð â òàêèõ ÿâëåíèÿõ, êàê

� çàïîëíåíèå ýëåêòðîíàìè îðáèò àòîìîâ,

� êîâàëåíòíàÿ õèìè÷åñêàÿ ñâÿçü,

� îáðàçîâàíèå êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè,

� ñâåðõïðîâîäèìîñòü.

2.7. Â ïðåäñòàâëÿåìîé Íîâîé Ôèçèêå ïåðåõîä îò ÷àñòèöû ê àíòè÷àñòèöå ñâÿçàí ñ ïåðåõîäîì îò êîíòðàâàðèàíò-
íîé àëãåáðû äåéñòâèÿ ê êîâàðèàíòíîé. Ïðè ýòîì â äåéñòâèòåëüíîì ïðåäñòàâëåíèè ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû
ïåðåõîäÿò â òðàíñïîíèðîâàííûå, à â êîìïëåêñíîì ïðåäñòàâëåíèè ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû ïåðåõîäÿò â ýð-
ìèòîâî ñîïðÿæåííûå. Â ÷àñòíîñòè, çàðÿäîâûå ìàòðèöû ìåíÿþò çíàê.

3. Ðàññìîòðèì òåïåðü ãðóïïó âîïðîñîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê ñóïåðñèììåòðèè. Âåðíåìñÿ ñíîâà ê äåðåâó Þíãà è
âûäåëèì èç íåãî áîçîííóþ âåòâü. Èç Ðèñ. 1 âèäíî, ÷òî êàæäîé ïîäàëãåáðå ôåðìèîííîé âåòâè ñîîòâåòñòâóåò
ïîäàëãåáðà áîçîííîé âåòâè. Òàêèì îáðàçîì, êàæäîé ÷àñòèöå ñî ñïèíîì 1/2 ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòèöà ñî ñïèíîì 0.

3.1. Îòñþäà âèäíî, ÷òî â ïðåäñòàâëÿåìîé Íîâîé Ôèçèêå àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä ê äåéñòâèþ åñòåñòâåííûì
îáðàçîì ïðèâîäèò ê êîíöåïöèè ñóïåðñèììåòðèè. ×àñòèöû, ñóïåðñèììåòðè÷íûå ëåïòîíàì, ìû íàçûâà-
åì ëåïòèíî, ÷àñòèöû, ñóïåðñèììåòðè÷íûå êâàðêàì, � êâàðêèíî. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðåäñòàâëåíèÿ î
ñóïåðñèììåòðèè, î êîòîðîé èäåò ðå÷ü, îòëè÷íû îò ïðèíÿòûõ ïðåäñòàâëåíèé. Ñðåäè ñóïåð÷àñòèö íåò ÷à-
ñòèö íè ñ öåëûì ñïèíîì, íè ñ äðîáíûì. Ñïèí ñóïåð÷àñòèö ñëåäóåò ñ÷èòàòü ðàâíûì íóëþ. Òî÷íåå íóæíî
ñêàçàòü òàê: òàêîé õàðàêòåðèñòèêè, êàê ñïèí, ó ñóïåð÷àñòèö íåò, à åãî ìåñòî çàíèìàåò íîâûé, â íåêîòî-
ðîì ñìûñëå ñèììåòðè÷íûé ñïèíó, äèíàìè÷åñêèé ïàðàìåòð. Ýòîò ïàðàìåòð íàçâàí èíåðöèåé. Â âîëíîâîé
ôóíêöèè ñóïåð÷àñòèö èíåðöèÿ ïðåäñòàâëåíà ñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì âòîðîãî ðàíãà. Ôóíäàìåíòàëüíûå
ñóïåð÷àñòèöû íå ó÷àñòâóþò â òåõ âçàèìîäåéñòâèÿõ, â êîòîðûõ ó÷àñòâóþò ôóíäàìåíòàëüíûå ÷àñòèöû, çà
èñêëþ÷åíèåì ãðàâèòàöèè.

Åñëè íà äåðåâå Þíãà (Ðèñ. 1) óêàçàòü íàïðàâëåíèå óâåëè÷åíèÿ ìàññû ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö îò ëåï-
òîíîâ ê êâàðêàì, òî åñòü ñëåâà íàïðàâî, òî ñëåäóåò ñ÷èòàòü, ÷òî êâàðêèíî òÿæåëåå êâàðêîâ, à ëåïòèíî �
ýòî ñàìûå òÿæåëûå ÷àñòèöû. À åñëè ó÷åñòü, ÷òî ñóïåð÷àñòèöû íå ó÷àñòâóþò â ýëåêòðîìàãíèòíîì âçàè-
ìîäåéñòâèè, òî îòñþäà ñëåäóåò ìûñëü î òîì, ÷òî, âîçìîæíî, ñóïåð÷àñòèöû ñîñòàâëÿþò òàê íàçûâàåìóþ
òåìíóþ ìàòåðèþ, à ñóïåðïîëÿ ñîñòàâëÿþò òåìíóþ ýíåðãèþ.

3.2. Íà ðåëÿòèâèñòñêîì óðîâíå àëãåáðà êâàðêèíî ðàçáèâàåòñÿ íà òðè ïîäàëãåáðû, àëãåáðà ëåïòèíî ðàçáèâàåòñÿ
íà äâå ïîäàëãåáðû. Òðåì ïîäàëãåáðàì êâàðêèíî ìû ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êâàðêèíî òðåõ öâåòîâ � êðàñ-
íûå, æåëòûå, ñèíèå. Íåîáõîäèìî òàêæå ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ëåïòèíî èìåþò äâå öâåòîâûå ðàçíîâèäíîñòè �
÷åðíûå è áåëûå. Óðàâíåíèÿ äëÿ ñâîáîäíûõ ñóïåð÷àñòèö íå ðàçäåëÿþòñÿ íà äâå ñèñòåìû óðàâíåíèé. Òàêèì
îáðàçîì, âåðõíèå è íèæíèå ñóïåð÷àñòèöû íå ñóùåñòâóþò (íàïðèìåð, íå ñóùåñòâóþò ñóïåðàíàëîãè ýëåê-
òðîííîãî íåéòðèíî è ýëåêòðîíà), à ñóùåñòâóåò îäíà ñóïåð÷àñòèöà (â íàøåì ïðèìåðå ýòî � ñóïåðëåïòèíî
ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ) ñ âåðõíåé è íèæíåé êîìïîíåíòàìè, ñìåøàííûìè ìåæäó ñîáîé.

3.3. Èç àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðû âåêòîðîâ äåéñòâèÿ ñóïåð÷àñòèö ñëåäóþò êâàíòîâûå ïîñòóëàòû è òåîðèÿ
êâàíòîâûõ ÿâëåíèé ýòèõ ÷àñòèö. Ðîëü ìíèìîé åäèíèöû â êâàíòîâîé òåîðèè, îòíîñÿùåéñÿ ê îáëàñòè ñó-
ïåð÷àñòèö, âûïîëíÿåò åäèíèöà, îáîçíà÷åííàÿ íàìè ðàíåå áóêâîé a. Â îáùåì ñëó÷àå íåò îñíîâàíèé ñ÷èòàòü,
÷òî êâàíòîâûå ÿâëåíèÿ ñ ó÷àñòèåì ñóïåð÷àñòèö îïðåäåëÿþòñÿ ïîñòîÿííîé Ïëàíêà, à íå äðóãîé ïîñòîÿííîé
âåëè÷èíîé, èìåþùåé ðàçìåðíîñòü äåéñòâèÿ.

4. Ðàññìàòðèâàåìîé Íîâîé Ôèçèêå ñîïóòñòâóåò îáîáùåíèå ãðóïïû Ïóàíêàðå. Àíàëèç óðàâíåíèÿ Äèðàêà çà-
ñòàâëÿåò ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäîé èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö íåîáõîäèìî ñîîòíåñòè ñâîå ñîáñòâåííîå ïðîñòðàí-
ñòâî-âðåìÿ. Îíî îáîáùàåò ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè.

4.1. Ñîáñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòèöû ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé óíèâåðñàëüíîé àëãåá-
ðû, îáðàçóþùèì ïðîñòðàíñòâîì êîòîðîé ñëóæèò ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíî-
ñòè. Â ÷àñòíîñòè, îáîáùåííûì ïðîñòðàíñòâîì-âðåìåíåì áåëûõ ëåïòîíîâ ÿâëÿåòñÿ àëãåáðà Êëèôôîðäà
C4. Óêàçàííûå îáîáùåíèÿ ñâÿçàíû ñ ïðèâëå÷åíèåì äîïîëíèòåëüíûõ êîîðäèíàò â êà÷åñòâå íåçàâèñèìûõ
ïåðåìåííûõ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Ïîìèìî
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� xa � ãåîìåòðè÷åñêèõ êîîðäèíàò è

� t � êîîðäèíàòû âðåìåíè,

ê íèì îòíîñÿòñÿ

� sab � êîîðäèíàòû ïëîùàäè (óãëà ïîâîðîòà),

� va � êîîðäèíàòû ñêîðîñòè,

� V abc � êîîðäèíàòû îáúåìà (òåëåñíîãî óãëà),

� ωab � êîîðäèíàòû óãëîâîé ñêîðîñòè,

� Ωabc � êîîðäèíàòû òåëåñíîé óãëîâîé ñêîðîñòè,

� s � äëèíà âåêòîðà îáîáùåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.

Çäåñü èíäåêñû a, b, c ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 1, 2, 3.

Äîïîëíèòåëüíûì êîîðäèíàòàì ñîîòâåòñòâóþò äîïîëíèòåëüíûå êîìïîíåíòû èìïóëüñà. Ïîìèìî

� 3-õ ìåðíîãî èìïóëüñà pa,

� ýíåðãèè p4 = E
c ,

ê íèì îòíîñÿòñÿ

� 3-õ ìåðíûé óãëîâîé ìîìåíò èìïóëüñà pab =
Mab

R ,

� 3-õ ìåðíàÿ ñèëà pa4 = T fa,

� 3-õ ìåðíûé òåëåñíûé ìîìåíò èìïóëüñà pabc =
Mabc

R ,

� 3-õ ìåðíûé óãëîâîé ìîìåíò ñèëû pab4 = Fab

c ,

� òåëåñíûé ìîìåíò ñèëû pabc4 = Fabc

c ,

� èìïóëüñ ïîêîÿ p0.

Çäåñü R � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ äëèíû, T � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ âðåìåíè.

Ñïåöèàëüíàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòèöû îáîáùàåò ñïå-
öèàëüíóþ òåîðèþ îòíîñèòåëüíîñòè â 4-õ ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè. Â ÷àñòíîñòè, äâèæåíèå ñâåòîâîé
÷àñòèöû ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ

c2dt2 − dx2 − c2

A2
dv2 = 0.

Çäåñü v � ñêîðîñòü ñâåòîâîé ÷àñòèöû, A � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, òàê íàçûâàåìîå ìàêñèìàëüíîå
óñêîðåíèå. Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñâåòîâàÿ ÷àñòèöà ìîæåò íå òîëüêî äâèãàòüñÿ ïðÿìîëèíåéíî
ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà, íî è ñîâåðøàòü êîëåáàòåëüíîå äâèæåíèå. Â ìàêðîîòíîøåíèè êîëåáëþùàÿñÿ ñâåòîâàÿ
÷àñòèöà âîñïðèíèìàåòñÿ êàê íåïîäâèæíàÿ.

4.2. Ãåîìåòðè÷åñêèå ïîâîðîòû è ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà, âõîäÿùèå â ãðóïïó Ïóàíêàðå, îáîáùàþòñÿ äî ïîâî-
ðîòîâ îòíîñèòåëüíî âñåõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ â îáîáùåííîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè.

Òàê êàê ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòèöå ñîîòâåòñòâóåò ôóíäàìåíòàëüíàÿ àíòè÷àñòèöà, êîòîðîé ñîïóòñòâóåò êî-
âàðèàíòíîå (ñîïðÿæåííîå) ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ, òî â èíâàðèàíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íåîáõîäèìî âêëþ÷èòü
ñîïðÿæåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè àíòè÷àñòèöû.

Âûøåóêàçàííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îáúåäèíÿþòñÿ â îáùóþ êèíåìàòè÷åñêóþ àëãåáðó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáîá-
ùåíèåì êëàññè÷åñêîé ãðóïïû èíâàðèàíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé � ãðóïïû Ïóàíêàðå.

4.3. Â îòëè÷èå îò ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ñîáñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ
ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòèöû ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé. Îòñþäà íåîáõîäèìî ñëåäóåò êâàíòîâàíèå ýòîãî ïðîñòðàí-
ñòâà-âðåìåíè. Èñõîäíûå êâàíòîâûå ïîñòóëàòû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû ñîîòâåòñòâóþùåé
àëãåáðû.

5. Ïÿòàÿ ãðóïïà âîïðîñîâ ïîëó÷àåò ñâîå ðàçðåøåíèå ïî ñëåäóþùèì ñîîáðàæåíèÿì. Ïðåäñòàâëåíèå î âçàè-
ìîäåéñòâèè îñíîâûâàåòñÿ íà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâà äåéñòâèÿ. Ïðè
ýòîì, ó÷èòûâàÿ íåêîììóòàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, íåîáõîäèìî ðàçëè÷àòü ëåâûå è ïðà-
âûå ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ.
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5.1. Ãðóïïà ïðàâûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ãðóïïîé âíóòðåííåé ñèììåòðèè. Îáîñíîâà-
íèåì òàêîìó ïîíèìàíèþ ïðîñòðàíñòâà âíóòðåííåé ñèììåòðèè ñëóæèò òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ðåãóëÿðíîå
ïðåäñòàâëåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ àëãåáðû äåéñòâèÿ ñ ïðàâûì óìíîæåíèåì, ïîñòàâëåííûõ â ñîîòâåòñòâèå
áàçèñíûì âåêòîðàì ïðàâûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïðèâîäèò ê çàðÿäîâûì ìàòðèöàì.

5.2. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ãðóïïû âíóòðåííèõ ñèììåòðèé ïðèîáðåòàþò ñìûñë ïðàâûõ ïîâîðîòîâ âåêòîðîâ àëãåáðû
äåéñòâèÿ. Íàïðèìåð, ãðóïïà ýëåêòðîìàãíèòíûõ âçàèìîäåéñòâèé � ýòî ãðóïïà ïîâîðîòîâ âîêðóã áàçèñíîãî
âåêòîðà e21. Îíà èçîìîðôíà ãðóïïå U(1). Ãðóïïà ñëàáûõ âçàèìîäåéñòâèé � ýòî ãðóïïà ïîâîðîòîâ âîêðóã
áàçèñíûõ âåêòîðîâ e4 e123, e1324. Îíà èçîìîðôíà ãðóïïå SU(2).

5.3. Ãðóïïà ëåâûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ãðóïïîé âíåøíåé ñèììåòðèè. Îáîñíîâàíèåì
òàêîìó ïîíèìàíèþ ïðîñòðàíñòâà âíåøíåé ñèììåòðèè ñëóæèò òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ðåãóëÿðíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ àëãåáðû äåéñòâèÿ ñ ëåâûì óìíîæåíèåì, ïîñòàâëåííûõ â ñîîòâåòñòâèå áàçèñíûì
âåêòîðàì ëåâûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïðèâîäèò ê ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûì ìàòðèöàì, â ÷àñòíî-
ñòè ìàòðèöàì Äèðàêà.

5.4. Ïðîñòðàíñòâî, îõâàòûâàþùåå ïðîñòðàíñòâà âíóòðåííåé è âíåøíåé ñèììåòðèé, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðóïïó
ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé â îáùåì ñëó÷àå.

6. Øåñòàÿ ãðóïïà âîïðîñîâ ïîëó÷àåò ñâîå ðàçðåøåíèå ïî ñëåäóþùèì ñîîáðàæåíèÿì.

6.1. Äåéñòâèå ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöû åñòü îïåðàòîð ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðèìåíÿåìûé ê âåêòîðàì
äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö. Äåéñòâèå ïðîìåæóòî÷íîé àíòè÷àñòèöû åñòü îïåðàòîð ëèíåéíîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ, ïðèìåíÿåìûé ê âåêòîðàì äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ àíòè÷àñòèö. Âåêòîðû äåéñòâèÿ ïðîìå-
æóòî÷íîé ÷àñòèöû ñîñòàâëÿþò àëãåáðó. Âåêòîðû äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íîé àíòè÷àñòèöû òàêæå ñîñòàâëÿ-
þò àëãåáðó. Ïóñòü eI � áàçèñíûå âåêòîðû àëãåáðû äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòèöû, à IKL � áàçèñíûå
âåêòîðû àëãåáðû äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöû. Òîãäà âçàèìîäåéñòâèþ ôóíäàìåíòàëüíîé è ïðîìå-
æóòî÷íîé ÷àñòèö ñîîòâåòñòâóåò àëãåáðàè÷åñêèé çàêîí êîìïîçèöèè

eI ◦ IKL = δKI · eL .

Çäåñü δKI � ñèìâîë Êðîíåêåðà.

Ðÿä ñîîáðàæåíèé çàñòàâëÿåò ïîñòóëèðîâàòü ñóùåñòâîâàíèå ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö âòîðîãî ðîäà. Â ñâÿ-
çè ñ ýòèì ðàíåå óêàçàííûå ïðîìåæóòî÷íûå ÷àñòèöû íàçûâàþòñÿ ïðîìåæóòî÷íûìè ÷àñòèöàìè ïåðâîãî
ðîäà. Ïóñòü JKLM � áàçèñíûå âåêòîðû àëãåáðû äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöû âòîðîãî ðîäà. Òîãäà
âçàèìîäåéñòâèþ ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòèöû è ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöû âòîðîãî ðîäà ñîîòâåòñòâóåò àëãåá-
ðàè÷åñêèé çàêîí êîìïîçèöèè

eI ◦ JKLM = δKI · ILM .

Îí îçíà÷àåò, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå ôóíäàìåíòàëüíûõ è ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö âòîðîãî ðîäà ïðèâîäèò ê
ðîæäåíèþ ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö ïåðâîãî ðîäà.

7. Ñåäüìàÿ ãðóïïà âîïðîñîâ ïî ñóùåñòâó îñòàåòñÿ áåç îòâåòà. Ìîæíî òîëüêî âûñêàçàòü ðÿä îáùèõ ñîîáðàæå-
íèé.

7.1. Ãðàâèòàöèîííîå âçàèìîäåéñòâèå îáóñëîâëåíî ãðóïïîé âíåøíåé ñèììåòðèè. Ãðàâèòàöèîííîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ
÷àñòíûì ñëó÷àåì ïîëÿ âíåøíåé ñèììåòðèè.

7.2. Ýëåêòðîñëàáîå âçàèìîäåéñòâèå îáóñëîâëåíî ãðóïïîé âíóòðåííåé ñèììåòðèè. Ýëåêòðîñëàáîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ
÷àñòíûì ñëó÷àåì ïîëÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè.

7.3. Â îñíîâå ñèëüíûõ âçàèìîäåéñòâèé ëåæèò àëãåáðà (è ñîîòâåòñòâåííî ãðóïïà), îõâàòûâàþùàÿ öâåòíûå
ïîäàëãåáðû óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû.

8. Îáîñîáëåííîñòü îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè êàê òåîðèè ãðàâèòàöèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ âûçâàíà òåì,
÷òî åå ìàòåìàòè÷åñêàÿ îñíîâà � ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî � íå ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì, ñíàáæåííûì
ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. À ýòî íåäîïóñòèìî ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Äåëî â òîì, ÷òî óìíîæåíèå âåê-
òîðà íà ÷èñëî è ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå âåêòîðîâ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìàòåìàòè÷åñêèé ýêâèâàëåíò ïðîöåäóðû
èçìåðåíèÿ âåêòîðíîé âåëè÷èíû. Îòñþäà

8.1. ïîïûòêà ðàññìîòðåòü ñ åäèíûõ ïîçèöèé ãðàâèòàöèîííîå âçàèìîäåéñòâèå ñ îäíîé ñòîðîíû è ýëåêòðîñëàáîå
è ñèëüíîå âçàèìîäåéñòâèÿ ñ äðóãîé ñòîðîíû äîëæíà ñîïðîâîæäàòüñÿ ïåðåôîðìóëèðîâêîé òåîðèè ãðàâè-
òàöèè;



28 Ïðåäèñëîâèå

8.2. íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü ãðàâèòàöèîííóþ ãðóïïó êàê ãðóïïó ëåâûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà-âðå-
ìåíè.

Ïóáëèêóåìàÿ ìîíîãðàôèÿ ñîäåðæèò äâà òîìà è øåñòü ÷àñòåé.
Â ïåðâûé òîì âõîäÿò òðè ïåðâûå ÷àñòè:
1. ×ÀÑÒÜ ÏÅÐÂÀß. Ñèñòåìà îòñ÷åòà. Êèíåìàòèêà.
2. ×ÀÑÒÜ ÂÒÎÐÀß. Èñêðèâëåííîå ïðîñòðàíñòâî.
3. ×ÀÑÒÜ ÒÐÅÒÜß. Äèíàìèêà. Äåéñòâèå. Ôóíäàìåíòàëüíûå ôèçè÷åñêèå îáúåêòû.

Âî âòîðîé òîì âõîäÿò ñëåäóþùèå òðè ÷àñòè:
1. ×ÀÑÒÜ ×ÅÒÂÅÐÒÀß. Ôóíäàìåíòàëüíûå ÷àñòèöû.
2. ×ÀÑÒÜ ÏßÒÀß. Ïðîìåæóòî÷íûå ôèçè÷åñêèå îáúåêòû.
3. ×ÀÑÒÜ ØÅÑÒÀß. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè.

Çàìå÷àíèÿ ïî ðåäàêöèè ìîíîãðàôèè:
1. Íóìåðàöèÿ ôîðìóë êàæäîé Ãëàâû íà÷èíàåòñÿ çàíîâî. Ïðè ññûëêå íà ôîðìóëû äðóãîé Ãëàâû óêàçûâàåòñÿ

íîìåð Ãëàâû è íîìåð ôîðìóëû.
2. Íóìåðàöèÿ ñíîñîê êàæäîé Ãëàâû íà÷èíàåòñÿ çàíîâî.
3. Â ññûëêàõ Ïðåäìåòíîãî Óêàçàòåëÿ ïåðâàÿ öèôðà îçíà÷àåò íîìåð òîìà, âòîðàÿ öèôðà îçíà÷àåò íîìåð

ñòðàíèöû ýòîãî òîìà.
4. Â îñíîâíîì èçëîæåíèå âûïîëíÿåòñÿ â äâóõêîëîíî÷íîì ôîðìàòå, íî èíîãäà äëÿ óäîáñòâà âûïîëíÿåòñÿ

ïåðåõîä íà îäíîêîëîíî÷íûé ôîðìàò.
5. Â ýëåêòðîííîì âàðèàíòå ìîíîãðàôèè äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ âåêòîðû îáîçíà÷åíû öâåòíûìè áóêâàìè. Âåê-

òîðû ñèñòåìû îòñ÷åòà îáîçíà÷åíû áóêâàìè ñèíåãî öâåòà. Âåêòîðû èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà îáîçíà÷åíû
áóêâàìè êðàñíîãî öâåòà.

ß áëàãîäàðþ ñâîèõ ñûíîâåé Íèêîëàÿ è Àëåêñàíäðà çà íåèçìåííóþ ïîääåðæêó è ïîìîùü.

À. Êåöàðèñ. Ìîñêâà, ôåâðàëü 2019.
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� Èíäåêñû I, K, L, . . . íóìåðóþò âåêòîðû îáîáùåííîãî ïðîñòðàíñòâà.

� Èíäåêñû I1, K1, L1, . . . íóìåðóþò âåêòîðû îáîáùåííîãî ïðîñòðàíñòâà â ïåðâîì ñæàòîì ïðåäñòàâëåíèè.

� Èíäåêñû I2, K2, L2, . . . íóìåðóþò âåêòîðû îáîáùåííîãî ïðîñòðàíñòâà âî âòîðîì ñæàòîì ïðåäñòàâëåíèè.

� Èíäåêñû i, k, l . . . íóìåðóþò âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ÑÒÎ.

� Èíäåêñû a, b, c, . . . íóìåðóþò âåêòîðû ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

� Ñèìâîë r â âûðàæåíèè rA îçíà÷àåò, ÷òî îáúåêò A ïðèíàäëåæèò ïðàâîé àëãåáðå èëè ãðóïïå.

� Ñèìâîë l â âûðàæåíèè lA îçíà÷àåò, ÷òî îáúåêò A ïðèíàäëåæèò ëåâîé àëãåáðå èëè ãðóïïå.

� Ñèìâîë ∗ â âûðàæåíèè A∗ îòíîñèòñÿ ê îáúåêòó, ñîïðÿæåííîìó îáúåêòó A.

� Ñèìâîë −1 èëè ˜ â âûðàæåíèÿõ l−1 è l̃ îòíîñèòñÿ ê ëèíåéíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ, îáðàòíîìó ëèíåéíîìó
ïðåîáðàçîâàíèþ l.

� Ñèìâîë t â âûðàæåíèÿõ lt îòíîñèòñÿ ê ëèíåéíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ, òðàíñïîíèðîâàííîìó ëèíåéíîìó ïðå-
îáðàçîâàíèþ l.

� ×åðòà â âûðàæåíèè Ā îçíà÷àåò, ÷òî ýòîò îáúåêò ïðèíàäëåæèò ïÿòèìåðíîìó ïðîñòðàíñòâó.

� Íàçâàíèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ñóïåð÷àñòèö îáðàçîâàíû ïóòåì äîáàâëåíèÿ ê íàçâàíèÿì ôóíäàìåíòàëüíûõ
÷àñòèö ñóôôèêñà èíî: ëåïòîí → ëåïòèíî; êâàðê → êâàðêèíî.

A ïîñòîÿííàÿ óñêîðåíèÿ (ìàêñèìàëüíîå óñêîðåíèå)

A ìíîæåñòâî âòîðûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

a( ) îïåðàòîð âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

AII1K2
ïîòåíöèàëû ïîëÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè

B ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ áîçîíîâ

rC
K
K1K2 ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå ïðàâîé óíèâåðñàëüíîé êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðû rX

lC
K
K1K2

ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå ëåâîé óíèâåðñàëüíîé êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðû lX
rC

K2K1
K ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå ïðàâîé óíèâåðñàëüíîé êîâàðèàíòíîé àëãåáðû rX∗

lC
K2K1

K ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå ëåâîé óíèâåðñàëüíîé êîâàðèàíòíîé àëãåáðû lX∗

C ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèÿ ëåïòîíîâ

Cw ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèÿ áåëûõ ëåïòîíîâ

Cb ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèÿ ÷åðíûõ ëåïòîíîâ

Cs ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèÿ ëåïòèíî

Csb ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèÿ ÷åðíûõ ëåïòèíî

Csw ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèÿ áåëûõ ëåïòèíî

D èñêðèâëåííûé äèôôåðåíöèàë, äèôôåðåíöèàë äâèæóùåãîñÿ (èñêðèâëåííîãî) ïðîñòðàíñòâà

ea áàçèñíûå âåêòîðû ãåîìåòðè÷åñêîãî ïïðîñòðàåñòâà

ei áàçèñíûå âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ÑÒÎ

Ei áàçèñíûå âåêòîðû ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ÑÒÎ

eK áàçèñíûå âåêòîðû êîíòðàâàðèàíòíîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè X
EK áàçèñíûå âåêòîðû êîâàðèàíòíîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè X∗

leK ëåâûå áàçèñíûå âåêòîðû

reK ïðàâûå áàçèñíûå âåêòîðû

εI áàçèñíûå âåêòîðû â àëãåáðå Êëèôôîðäà

EI áàçèñíûå âåêòîðû â ñîïðÿæåííîé àëãåáðå Êëèôôîðäà

E ïîñòîÿííàÿ óãëîâîãî óñêîðåíèÿ

ET ïîñòîÿííàÿ òåëåñíîãî óãëîâîãî óñêîðåíèÿ

ei áàçèñíûå âåêòîðû èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà Y
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Ei áàçèñíûå âåêòîðû ñîïðÿæåííîãî èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà Y ∗

eI áàçèñíûå âåêòîðû èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè Y
F II1K2K3

îáúåêò ïîëÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè

F ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ôåðìèîíîâ

gab ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà

gK1K2
ìåòðè÷åñêèé òåíçîð îáîáùåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè X

gik ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ÑÒÎ

rG′ ïðàâàÿ ãðóïïà, àññîöèèðîâàííàÿ ñ ïðàâûì óìíîæåíèåì âåêòîðîâ

lG′ ëåâàÿ ãðóïïà, àññîöèèðîâàííàÿ ñ ïðàâûì óìíîæåíèåì âåêòîðîâ

lG ëåâàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ ãðóïïà

rG ïðàâàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ ãðóïïà

ΓKK1K2
êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè ïîëÿ âíåøíåé ñèììåòðèè

GI1I2 ìåòðè÷åñêèé òåíçîð â èñêðèâëåííîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè Y
gK1K2

ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ïðåäñòàâëåíèÿ

Gi1i2 ìåòðè÷åñêèé òåíçîð â Y

G1 êàëèáðîâî÷íàÿ ãðóïïà

G êèíåìàòè÷åñêàÿ ãðóïïà

lG1 êàëèáðîâî÷íàÿ ãðóïïà âíåøíåé ñèììåòðèè

lG êèíåìàòè÷åñêàÿ ãðóïïà âíåøíåé ñèììåòðèè

rG1 êàëèáðîâî÷íàÿ ãðóïïà âíóòðåííåé ñèììåòðèè

rG êèíåìàòè÷åñêàÿ ãðóïïà âíóòðåííåé ñèììåòðèè

IIM ( ) áàçèñíûå îïåðàòîðû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

IIM áàçèñíûå âåêòîðû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

lI
I
M áàçèñíûå âåêòîðû ëåâûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

rI
I
M áàçèñíûå âåêòîðû ïðàâûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

IKI òîê ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

IKK1
I êîîðäèíàòû òîêà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

JK2K1
I( ) áàçèñíûå îïåðàòîðû âòîðûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

JK2K1
I áàçèñíûå âåêòîðû âòîðûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

JK2K1
I âòîðîé òîê ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

JKK2K1
I êîîðäèíàòû âòîðîãî òîêà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

( )KI
K áàçèñíûå îïåðàòîðû ñîïðÿæåííûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

KI
K áàçèñíûå âåêòîðû ñîïðÿæåííûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

L0 ïîñòîÿííàÿ äëèíû; êîýôôèöèåíò, èìåþùèé ðàçìåðíîñòü äëèíû

rL′ ïðàâàÿ àëãåáðà, àññîöèèðîâàííàÿ ñ ïðàâûì óìíîæåíèåì âåêòîðîâ

lL′ ëåâàÿ àëãåáðà, àññîöèèðîâàííàÿ ñ ïðàâûì óìíîæåíèåì âåêòîðîâ

λ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ àëãåáðû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

λML êîîðäèíàòû âîëíîâîé ôóíêöèè àëãåáðû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

L ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

L∗ ìíîæåñòâî ñîïðÿæåííûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

l( ) îïåðàòîð ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

( )l∗ îïåðàòîð ñîïðÿæåííîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

l∗ âåêòîð ñîïðÿæåííîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

lMI êîîðäèíàòû ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

lIK1K2
, aIK1K2

êîîðäèíàòû âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

l∗KI êîîðäèíàòû ñîïðÿæåííîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

mK1
I ìîìåíò ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

mKK1
I êîîðäèíàòû ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

pI èìïóëüñ ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

pKI êîîðäèíàòû èìïóëüñà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà



31

QI çàðÿä ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

QKI êîîðäèíàòû çàðÿäà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

Q ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèÿ êâàðêîâ

Qr ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèÿ êðàñíûõ êâàðêîâ

Qy ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèÿ æåëòûõ êâàðêîâ

Qb ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèÿ ñèíèõ êâàðêîâ

Qs ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèÿ êâàðêèíî

Qsb ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèÿ ñèíèõ êâàðêèíî

Qsy ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèÿ æåëòûõ êâàðêèíî

Qsr ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèÿ êðàñíûõ êâàðêèíî

IR ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

RKK1K2K3
îáúåêò ïîëÿ âíåøíåé ñèììåòðèè

S0 ïîñòîÿííàÿ äåéñòâèÿ

S âåêòîð äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ îáúåêòîâ

S ìíîæåñòâî âåêòîðîâ äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ îáúåêòîâ

S âåêòîð äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ

S1 ìíîæåñòâî âåêòîðîâ äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ

S âåêòîð äåéñòâèÿ âòîðûõ ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ

S2 ìíîæåñòâî âåêòîðîâ äåéñòâèÿ âòîðûõ ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ

S∗ âåêòîð äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ àíòèîáúåêòîâ

S∗ ìíîæåñòâî âåêòîðîâ äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ àíòèîáúåêòîâ

S∗ âåêòîð äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ àíòèîáúåêòîâ

S∗1 ìíîæåñòâî âåêòîðîâ äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ àíòèîáúåêòîâ

S∗ âåêòîð äåéñòâèÿ âòîðûõ ïðîìåæóòî÷íûõ àíòèîáúåêòîâ

S∗2 ìíîæåñòâî âåêòîðîâ äåéñòâèÿ âòîðûõ ïðîìåæóòî÷íûõ àíòèîáúåêòîâ

T ïîñòîÿííàÿ âðåìåíè

T êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà

T2 âòîðàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà

T3 òðåòüÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà

wK2K1
I âòîðîé ìîìåíò ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

wKK2K1
I êîîðäèíàòû âòîðîãî ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

x âåêòîð ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè

x∗ âåêòîð ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè

X3 ãåîìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî

X4, X ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ÑÒÎ

X∗ ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ÑÒÎ

X îáîáùåííîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ

X∗ ñîïðÿæåííîå îáîáùåííîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ
n
⊗ X òåíçîðíàÿ ñòåïåíü n-ãî ïîðÿäêà ïðîñòðàíñòâà X
n
⊗ X∗ òåíçîðíàÿ ñòåïåíü n-ãî ïîðÿäêà ïðîñòðàíñòâà X∗

⊗X ïðîñòðàíñòâî êîíòðàâàðèàíòíûõ òåíçîðîâ

⊗X∗ ïðîñòðàíñòâî êîâàðèàíòíûõ òåíçîðîâ

rX ïðàâàÿ óíèâåðñàëüíàÿ êîíòðàâàðèàíòíàÿ àëãåáðà

lX ëåâàÿ óíèâåðñàëüíàÿ êîíòðàâàðèàíòíàÿ àëãåáðà

XL ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ëåïòîíà

χ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè

χM êîîðäèíàòû âîëíîâîé ôóíêöèè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè

Y èñêðèâëåííîå ÷åòûðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ
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Y âåêòîð èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà

Y îáîáùåííîå èñêðèâëåííîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ

Ω ïîñòîÿííàÿ óãëîâîé ñêîðîñòè

ΩT ïîñòîÿííàÿ òåëåñíîé óãëîâîé ñêîðîñòè

ψ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

ψK êîîðäèíàòû âîëíîâîé ôóíêöèè ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

ψ1 âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà

ψIK êîîðäèíàòû âîëíîâîé ôóíêöèè ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà

ψ2 âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà âòîðîãî ðîäà

ψIKL êîîðäèíàòû âîëíîâîé ôóíêöèè ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà âòîðîãî ðîäà



×àñòü 1

Ñèñòåìà îòñ÷åòà. Êèíåìàòèêà

Ãëàâà 1.1 Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ. Îáùèå ïðåäñòàâëåíèÿ

I. ÏÅÐÂÈ×ÍÛÅ ÏÎÍßÒÈß, ÑÓÆÄÅÍÈß È
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß

Ôèçè÷åñêàÿ ðåàëüíîñòü âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïðîñòðàí-
ñòâåííûå è âðåìåííûå ÿâëåíèÿ. Ýòè ÿâëåíèÿ èçó÷àåò
ðàçäåë ôèçèêè � êèíåìàòèêà.

1. Ïåðâè÷íûå ïîíÿòèÿ è ñóæäåíèÿ

Ïåðâè÷íûìè ïîíÿòèÿìè êèíåìàòèêè ÿâëÿþòñÿ òå-
ëî, ïðîöåññ, äâèæåíèå. Îïûò ïðåäîñòàâëÿåò ìíîæå-
ñòâî òåë, ïðîöåññîâ è äâèæåíèé. Ïåðâè÷íûì ñóæ-
äåíèåì, ñâÿçûâàþùèì ïåðâè÷íûå ïîíÿòèÿ, ÿâëÿåòñÿ
ñëåäóþùåå: òåëà è ïðîöåññû äâèæóòñÿ. Ýòè ïîíÿòèÿ
è ñóæäåíèå, ïî ñóùåñòâó, ïîäõîäÿò äëÿ îïèñàíèÿ ñà-
ìûõ ðàçíîîáðàçíûõ ÿâëåíèé. Ïîä äâèæåíèåì â îáùåì
ñëó÷àå ìîæíî ïîíèìàòü ëþáîå îòíîøåíèå íåñêîëüêèõ
òåë, ïðèâîäÿùåå ê èõ èçìåíåíèþ. Â ôèçèêå, îäíàêî,
èçó÷àåòñÿ çíà÷èòåëüíî áîëåå óçêèé êðóã ÿâëåíèé.

2. Òåëà è ïðîöåññû

Ïðåæäå âñåãî ïîòðåáóåì, ÷òîáû îáà ìíîæåñòâà òåë
è ïðîöåññîâ ñîñòàâëÿëè ìíîæåñòâà â ìàòåìàòè÷åñêîì
ñìûñëå. Òåì ñàìûì íà ìíîæåñòâà òåë è ïðîöåññîâ ðàñ-
ïðîñòðàíÿþòñÿ ïîíÿòèÿ, àêñèîìû è îïðåäåëåíèÿ òåî-
ðèè ìíîæåñòâ. Ê íèì, â ÷àñòíîñòè, îòíîñèòñÿ ïîíÿòèå
ïîäìíîæåñòâà. Äëÿ ââåäåíèÿ ýòîãî ïîíÿòèÿ ñíàáäèì
òåëà è ïðîöåññû êà÷åñòâîì. Êà÷åñòâî ïîçâîëÿåò âû-
äåëÿòü èç ìíîæåñòâà òåë è ïðîöåññîâ ïîäìíîæåñòâà
ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ: ïîäìíîæåñòâîì E íàçûâàåò-
ñÿ ìíîæåñòâî òåë (èëè ïðîöåññîâ), ñíàáæåííûõ êà÷å-
ñòâîì e. Êà÷åñòâî e íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò îäíî-
ãî ýëåìåíòà ïîäìíîæåñòâà ê äðóãîìó, â ýòîì ñìûñëå
îíî ìîæåò áûòü íàçâàíî èíâàðèàíòîì ïîäìíîæåñòâà.
Äàëåå ââåäåì ïîíÿòèå îòîáðàæåíèÿ f : A→ B èëè

B = f(A) ïîäìíîæåñòâà òåë (ïðîöåññîâ) A â ïîäìíî-
æåñòâî òåë (ïðîöåññîâ) B. Ïóñòü ïîäìíîæåñòâî òåë
(ïðîöåññîâ) A, õàðàêòåðèçóåìîå êà÷åñòâîì a, îòîáðà-
æàåòñÿ â ïîäìíîæåñòâî òåë (ïðîöåññîâ) B, ïðè÷åì
ïîäìíîæåñòâî B òàêæå ìîæåò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíî
êà÷åñòâîì a. Òîãäà êà÷åñòâî a íàçûâàåòñÿ èíâàðèàí-
òîì îòîáðàæåíèÿ f . ×èñëî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíâà-
ðèàíò âçàèìíî îäíîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé ìíîæåñòâ.
Ñëåäóþùóþ êîíêðåòèçàöèþ ìíîæåñòâà òåë è ïðî-

öåññîâ ñâÿæåì ñ ïðèâëå÷åíèåì òàêèõ ïîíÿòèé, êàê

äàëüøå, áëèæå äëÿ òåë è ðàíüøå, ïîçæå äëÿ ïðîöåñ-
ñîâ. Äëÿ ýòîãî íà ìíîæåñòâàõ ïàð òåë è ïàð ïðîöåññîâ
ââåäåì áèíàðíûå îòíîøåíèÿ ñî ñâîéñòâàìè îòíîøå-
íèÿ ïîðÿäêà. Ïîä áèíàðíûì îòíîøåíèåì ïîíèìàåòñÿ
êà÷åñòâî, ñâîéñòâåííîå ïàðàì òåë èëè ïðîöåññîâ, âû-
äåëÿþùåå ýòè ïàðû â ïîäìíîæåñòâî. Åñëè x è y � òåëà,
à ≤ , = , ≥ � ñèìâîëû îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà, òî
çàïèñü

x ≥ y

îçíà÷àåò, ÷òî òåëî x íàõîäèòñÿ äàëüøå òåëà y, à âû-
ðàæåíèå

x ≤ y

îçíà÷àåò, ÷òî òåëî x íàõîäèòñÿ áëèæå òåëà y; âûðàæå-
íèå

x = y

îçíà÷àåò, ÷òî òåëî x íàõîäèòñÿ òàì æå, ãäå è òåëî y.
Åñëè t è s � ïðîöåññû, òî çàïèñü

t ≥ s

îçíà÷àåò, ÷òî ïðîöåññ t ïðîèñõîäèò ïîçæå ïðîöåññà s,
âûðàæåíèå

t ≤ s

ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî ïðîöåññ t ïðîèñõîäèò ðàíüøå
ïðîöåññà s, à âûðàæåíèå

t = s

îçíà÷àåò, ÷òî ïðîöåññû t è s ïðîèñõîäÿò îäíîâðåìåí-
íî. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ââåäåíèå îòíîøåíèÿ ïî-
ðÿäêà íà ìíîæåñòâàõ òåë è ïðîöåññîâ îçíà÷àåò, ÷òî
óñòàíîâëåí ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ áëèçîñòè ìåæäó òåëà-
ìè è ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ îäíîâðåìåííîñòè ïðîöåññîâ.
Ñâîéñòâà îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäó-

þùåì.

1. Åñëè äëÿ òåë (ïðîöåññîâ) x è y èìååò ìåñòî x ≥
y, à äëÿ òåë (ïðîöåññîâ) y è z âûïîëíÿåòñÿ y ≥ z,
òî x ≥ z.

2. Åñëè x ≥ y, à y ≥ x, òî x = y.
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Ìíîæåñòâî òåë, íàäåëåííîå îòíîøåíèåì ïîðÿäêà
(óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî), íàçîâåì ïðîñòðàíñòâîì.
Òî÷íåå íóæíî ñêàçàòü òàê: ïðîñòðàíñòâî ýòî èíâàðè-
àíòíîå ñîäåðæàíèå1 âñÿêîãî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæå-
ñòâà òåë. Êîíêðåòíîå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî òåë
ýòî ôîðìà ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîñòðàíñòâà.
Óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ïðîöåññîâ íàçîâåì âðå-

ìåíåì. Òî÷íåå íóæíî ñêàçàòü òàê: âðåìÿ ýòî èíâà-
ðèàíòíîå ñîäåðæàíèå2 âñÿêîãî óïîðÿäî÷åííîãî ìíî-
æåñòâà ïðîöåññîâ. Êîíêðåòíîå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæå-
ñòâî ïðîöåññîâ ýòî ôîðìà ïðåäñòàâëåíèÿ âðåìåíè.
Îáúåäèíåíèå ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè íàçîâåì ïðî-

ñòðàíñòâîì-âðåìåíåì3.

3. Äâèæåíèå òåë è ïðîöåññîâ

Ïåðåéäåì ê êîíêðåòèçàöèè ïðåäñòàâëåíèÿ î äâèæå-
íèè òåë è ïðîöåññîâ.
Íàçîâåì òåëà, ñîñòàâëÿþùèå íåêîòîðîå ïîäìíîæå-

ñòâî, íåïîäâèæíûìè äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà, åñëè
îòíîøåíèå ïîðÿäêà íà ýòîì ïîäìíîæåñòâå íå ìåíÿ-
åòñÿ. È íàîáîðîò, òåëà íàçûâàþòñÿ äâèæóùèìèñÿ
äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà, åñëè îòíîøåíèå ïîðÿäêà ìå-
íÿåòñÿ. Íàçîâåì ïðîöåññû, ñîñòàâëÿþùèå íåêîòîðîå
ïîäìíîæåñòâî, óñòàíîâèâøèìèñÿ, åñëè îòíîøåíèå
ïîðÿäêà íà óêàçàííîì ïîäìíîæåñòâå íå ìåíÿåòñÿ, è
íåóñòàíîâèâøèìñÿ, åñëè ýòî óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ.
Óòî÷íèì äàëåå ïðåäñòàâëåíèå î ïðîñòðàíñòâå-âðå-

ìåíè, ïîòðåáîâàâ, ÷òîáû òåëà, ñîñòàâëÿþùèå ïðî-
ñòðàíñòâî, áûëè íåïîäâèæíûìè äðóã îòíîñèòåëüíî
äðóãà, à ïðîöåññû, ñîñòàâëÿþùèå âðåìÿ, áûëè óñòà-
íîâèâøèìèñÿ.
Ïóñòü äàíû äâà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè X è Y , êàæ-

äîå èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç íåïîäâèæíûõ äðóã ïî îò-
íîøåíèþ ê äðóãó òåë è óñòàíîâèâøèõñÿ äðóã ïî îò-
íîøåíèþ ê äðóãó ïðîöåññîâ. Ïóñòü ïîñëå íåêîòîðîãî
èçìåíåíèÿ îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà íà X îáðàçóåòñÿ ïðî-
ñòðàíñòâî-âðåìÿ Y . Óêàçàííîå èçìåíåíèå áóäåì íàçû-
âàòü äâèæåíèåì ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè X. Ïðîñòðàí-
ñòâî-âðåìÿ X � ýòî èñõîäíàÿ êîíôèãóðàöèÿ òåë è ïðî-
öåññîâ, ïðèõîäÿùèõ â äâèæåíèå, à ïðîñòðàíñòâî-âðå-
ìÿ Y � ýòî êîíôèãóðàöèÿ òåë è ïðîöåññîâ, âîçíèêàþ-
ùàÿ â ðåçóëüòàòå äâèæåíèÿ. Îòîáðàæåíèå f : X → Y
èëè Y = f(X), âûçâàííîå èçìåíåíèåì îòíîøåíèÿ ïî-
ðÿäêà íà X, ïðèâîäÿùèì ê ïðîñòðàíñòâó-âðåìåíè Y ,
íàçîâåì ïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè X â
ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ Y . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äâèæåíèå

1 Ñîäåðæàíèå, ïðèñóùåå âñÿêîìó óïîðÿäî÷åííîìó ìíîæåñòâó
òåë.

2 Ñîäåðæàíèå, ïðèñóùåå âñÿêîìó óïîðÿäî÷åííîìó ìíîæåñòâó
ïðîöåññîâ.

3 Îáúåäèíåíèå ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè â îäèí îáúåêò ïðî-

ñòðàíñòâî-âðåìÿ íà ðàññìàòðèâàåìîì ýòàïå ïðåäñòàâëÿåòñÿ
èñêóññòâåííûì. Îäíàêî ñ ââåäåíèåì ïîñòóëàòîâ ñïåöèàëüíîé
òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè òàêîå îáúåäèíåíèå ïðèîáðåòàåò êîí-
ñòðóêòèâíûé ñìûñë.

îïðåäåëåíî, åñëè îïðåäåëåíî ïðåîáðàçîâàíèå f . Òàêèì
îáðàçîì, ìû îòîæäåñòâëÿåì äâèæåíèå êàê ôèçè÷å-
ñêîå ÿâëåíèå è ïðåîáðàçîâàíèå f : X→Y (Y = f(X))
êàê ýëåìåíò ìàòåìàòèêè. Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ X, ïî
îòíîøåíèþ ê êîòîðîìó îïðåäåëÿåòñÿ äâèæåíèå4, íà-
çîâåì ñèñòåìîé îòñ÷åòà. Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ Y , ïî-
ÿâëÿþùååñÿ â ðåçóëüòàòå äâèæåíèÿ, íàçîâåì äâèæó-
ùèìñÿ ïðîñòðàíñòâîì.
Ïóñòü äàíû äâèæåíèÿ f1 : X → Y è f2 : Y →

Z. Äâèæåíèå f : X→Z áóäåì íàçûâàòü êîìïîçèöèåé,
èëè ïðîèçâåäåíèåì äâèæåíèé f1 è f2 è çàïèñûâàòü
çàêîí êîìïîçèöèè äâèæåíèé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f = f2 ◦ f1 .

Ê îïèñàíèþ äâèæåíèÿ ìîæíî ïîäîéòè èíà÷å. Ïóñòü
ïîñëå íåêîòîðîãî èçìåíåíèÿ îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà íà
äâèæóùåìñÿ ïðîñòðàíñòâå Y îáðàçóåòñÿ ñèñòåìà îò-
ñ÷åòà X. Òàêîìó èçìåíåíèþ îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà ñîîò-
âåòñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå äâèæóùåãîñÿ ïðîñòðàíñòâà
Y â ñèñòåìó îòñ÷åòà X, êîòîðîå îáîçíà÷èì F :

X = F (Y ) .

Ïóñòü äàíû äâèæåíèÿ F2 : Z → Y è F1 : Y →
X. Äâèæåíèå f : Z→X áóäåì íàçûâàòü êîìïîçèöèåé,
èëè ïðîèçâåäåíèåì äâèæåíèé F2 è F1 è çàïèñûâàòü
çàêîí êîìïîçèöèè äâèæåíèé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F = F1 ◦ F2 .

Ââåäåì åäèíè÷íîå äâèæåíèå e � äâèæåíèå, ïðè êî-
òîðîì îòíîøåíèå ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå òåë è ïðîöåñ-
ñîâ íå ìåíÿåòñÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî

F ◦ f = e è f ◦ F = e .

Ââåäåì îáðàòíîå äâèæåíèå f−1 ñîãëàñíî óñëîâèþ

f ◦ f−1 = e .

Ââåäåì îáðàòíîå äâèæåíèå F−1 ñîãëàñíî óñëîâèþ

F ◦ F−1 = e .

Òîãäà èç ïðåäûäóùåãî ñëåäóåò

F = f−1 è f = F−1 .

Â ðåçóëüòàòå ââåäåííîå òàêèì îáðàçîì ìíîæåñòâî
äâèæåíèé ñîñòàâëÿåò ãðóïïó , êîòîðóþ áóäåì íàçû-
âàòü ãðóïïîé äâèæåíèé îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì F . Äà-
ëåå, ãîâîðÿ î äâèæåíèÿõ òåë è ïðîöåññîâ, áóäåì ïîä-
ðàçóìåâàòü ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé F ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè.

4 èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, ðåçóëüòèðóþùåå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ
Y .
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Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè X
êàê ñèñòåìû îòñ÷åòà, à ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè Y êàê
äâèæóùåãîñÿ ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ óñëîâíûì. Ìîæ-
íî, íàïðîòèâ, îïðåäåëèòü ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ Y êàê
ñèñòåìó îòñ÷åòà, òîãäà ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ X îïðå-
äåëèòñÿ êàê äâèæóùååñÿ ïðîñòðàíñòâî. Â òàêîé âîç-
ìîæíîñòè çàêëþ÷àåòñÿ ïðèíöèï îòíîñòåëüíîñòè äâè-
æåíèÿ: ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ Y äâèæåòñÿ îòíîñèòåëü-
íî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè X, à ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ X
äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè Y .
Èíîãäà óäîáíî ââåñòè ïîíÿòèå íàáëþäàòåëü èç

óñëîâèÿ: åñëè íàáëþäàòåëü íàõîäèòñÿ â ïðîñòðàí-
ñòâå X, òî X � ñèñòåìà îòñ÷åòà, à Y � äâèæóùååñÿ
ïðîñòðàíñòâî è, íàïðîòèâ, åñëè íàáëþäàòåëü íàõîäèò-
ñÿ â ïðîñòðàíñòâå Y , òî Y � ñèñòåìà îòñ÷åòà, à X �
äâèæóùååñÿ ïðîñòðàíñòâî.

3.1. Äâèæåíèå êàê ïðîöåññ

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå äâèæåíèå êàê èçìåíåíèå îòíî-
øåíèÿ ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå òåë ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê ïðîöåññ. Íà ìíîæåñòâå òàêèõ äâèæåíèé ìîæ-
íî ââåñòè ñâîå îòíîøåíèå ïîðÿäêà. Òîãäà óêàçàííîå
óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî äâèæåíèé ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê êîíêðåòíîå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ïðî-
öåññîâ, èíà÷å ãîâîðÿ êàê ôîðìó ïðåäñòàâëåíèÿ âðåìå-
íè. Íàïðèìåð, äâèæåíèå ñòðåëêè ÷àñîâ îòíîñèòåëüíî
öèôåðáëàòà ýòî ôîðìà ïðåäñòàâëåíèÿ âðåìåíè.

II. ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÎ-ÂÐÅÌß

Ïóñòü äàíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî òåë è ïðîöåñ-
ñîâ X, íàçûâàåìîå íàìè ïðîñòðàíñòâîì-âðåìåíåì, è
íåêîòîðîå óïîðÿäî÷åííîå ïîäìíîæåñòâî òåë è ïðîöåñ-
ñîâ A1. Òîãäà äëÿ ïîäìíîæåñòâà A1 îòíîñèòåëüíî ïðî-
ñòðàíñòâà-âðåìåíè X îïðåäåëÿþòñÿ âåðõíÿÿ è íèæ-
íÿÿ ãðàíè supxA1 è infxA1. Òåëà è ïðîöåññû, âûäå-
ëåííûå âåðõíåé è íèæíåé ãðàíÿìè, íàçîâåì âëîæåí-
íûìè â ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ X, à ñàìî X � ñîñòàâ-
íûì. Íà ìíîæåñòâå ñîñòàâíûõ è âëîæåííûõ òåë è
ïðîöåññîâ ââåäåì äîïîëíèòåëüíîå îòíîøåíèå ïîðÿä-
êà: åñëè a è b òåëà ýòîãî ìíîæåñòâà è b âëîæåíî â a,
òî a > b îçíà÷àåò, ÷òî òåëî a áîëüøå âëîæåííîãî òåëà
b. Åñëè t è s ïðîöåññû è s âëîæåíî â t, òî t > s, îçíà-
÷àåò, ÷òî ïðîöåññ t ïðîäîëæèòåëüíåå ïðîöåññà s, èëè
ïðîöåññ s êîðî÷å ïðîöåññà t. a = b, t = s îçíà÷àåò, ÷òî
òåëà a è b, ïðîöåññû t è s îäèíàêîâû.
Îáîáùèì ïðåäñòàâëåíèå î ñîñòàâíîì òåëå (ïðîöåñ-

ñå), ïîëîæèâ, ÷òî êàæäîå òåëî è ïðîöåññ ÿâëÿþòñÿ
ìíîæåñòâîì ýëåìåíòàðíûõ òåë è ïðîöåññîâ. Ýëåìåí-
òàðíîå òåëî íàçîâåì òî÷êîé, ýëåìåíòàðíûé ïðîöåññ �
ñîáûòèåì.
Ñëåäóþùèé øàã â ðàçâèòèè ïîíÿòèé òåëî, ïðî-

öåññ, ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ñîñòîèò â óòâåðæäåíèè,
÷òî êàæäîå òåëî è ïðîöåññ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òî-
ïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Òî åñòü, êàæäîé òî÷êå

(ñîáûòèþ) x òåëà (ïðîöåññà) A ìîæíî ïîñòàâèòü â
ñîîòâåòñòâèå ôóíäàìåíòàëüíîå ñåìåéñòâî ïîäìíî-
æåñòâ B(A) � áàçó îòêðûòûõ îêðåñòíîñòåé. Òà-
êèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
óïîðÿäî÷åííîå òîïîëîãè÷åñêîå ìíîæåñòâî. Âìåñòå ñ
ïîíÿòèåì òîïîëîãèè â íàøå ïîñòðîåíèå âõîäÿò òàêèå
ïîíÿòèÿ êàê âíóòðåííÿÿ è âíåøíÿÿ òî÷êè (ñîáû-
òèÿ), ãðàíè÷íàÿ òî÷êà (ñîáûòèå), ïðåäåëüíàÿ òî÷êà
(ñîáûòèå), êîìïàêòíûå, ñâÿçíûå ìíîæåñòâà òî÷åê
è ñîáûòèé. Ïîíÿòèÿ ïîðÿäêà è òîïîëîãèè ïîçâîëÿþò
ðàçâèòü ïðåäñòàâëåíèå îá îòîáðàæåíèè îäíîãî ìíîæå-
ñòâà òåë è ïðîöåññîâ íà äðóãîå. Îòîáðàæåíèå ìîæåò
áûòü ñíàáæåíî äîïîëíèòåëüíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè.
Îíî ìîæåò áûòü ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèì, ìîíî-
òîííî óáûâàþùèì, íåïðåðûâíûì.
Çàìåòèì, ÷òî ââåäåííûå ñòîëü îáùèì îáðàçîì îò-

íîøåíèå ïîðÿäêà è òîïîëîãèÿ äîïóñêàþò ìíîæåñòâî
êîíêðåòíûõ ðåàëèçàöèé.
Äàëåå ìîæíî ââåñòè îáùèå ïðåäñòàâëåíèÿ î ñðàâ-

íåíèè äâóõ îòíîøåíèé ïîðÿäêà è äâóõ òîïîëîãèé. À
èìåííî, ìîæíî ãîâîðèòü î áîëåå è ìåíåå ñèëüíîì îò-
íîøåíèè ïîðÿäêà è î áîëåå è ìåíåå ñèëüíîé òîïîëî-
ãèè. Ïî àíàëîãèè ñ ïîíÿòèåì áîëåå ñèëüíîé òîïîëî-
ãèè íàçîâåì îòíîøåíèå ïîðÿäêà R1 áîëåå ñèëüíûì ïî
ñðàâíåíèþ ñ îòíîøåíèåì ïîðÿäêà R2, åñëè äëÿ ëþáûõ
òî÷åê (ñîáûòèé) a è b, ñâÿçàííûõ îòíîøåíèåì aR2 b,
âûïîëíÿåòñÿ îòíîøåíèå aR1 b.
Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ñâîéñòâà ìíîæåñòâà òî÷åê è ñî-

áûòèé çàâèñÿò îò âûáðàííûõ îòíîøåíèé ïîðÿäêà è
òîïîëîãèè. Íàïðèìåð, îäíî è òî æå ìíîæåñòâî òî÷åê
ìîæåò áûòü êîìïàêòíûì ïðîñòðàíñòâîì ïî îòíîøå-
íèþ ê îäíîé áàçå îòêðûòûõ îêðåñòíîñòåé è íåêîì-
ïàêòíûì ïî îòíîøåíèþ ê äðóãîé. Ïîíÿòèå ãðàíè÷-
íûõ òî÷åê è ñîáûòèé ïîçâîëÿåò ââåñòè ïîíÿòèÿ êàñà-
þùèåñÿ òåëà è êàñàþùèåñÿ ïðîöåññû. Ïîä êàñàþùè-
ìèñÿ òåëàìè ïîäðàçóìåâàþòñÿ òåëà, îáùèå òî÷êè êî-
òîðûõ ÿâëÿþòñÿ ãðàíè÷íûìè. Ïîä êàñàþùèìèñÿ ïðî-
öåññàìè ïîäðàçóìåâàþòñÿ ïðîöåññû, îáùèå ñîáûòèÿ
êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ãðàíè÷íûìè. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ñîñòîèò òîëüêî èç êàñàþùèõ-
ñÿ òåë è ïðîöåññîâ.

III. ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÎ-ÂÐÅÌß ÊÀÊ
ÀÔÈÍÍÎÅ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÎ

Èç äâèæåíèé òåë è ïðîöåññîâ âûäåëèì òå, êîòîðûå
ñîñòàâëÿþò ïðîñòî òðàíçèòèâíóþ àáåëåâó ãðóïïó .5

5 Ãðóïïà F , äåéñòâóþùàÿ íà ïðîñòðàíñòâå, íàçûâàåòñÿ òðàí-

çèòèâíîé, åñëè ëþáàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà ïðåîáðàçóåòñÿ â
ëþáóþ äðóãóþ òî÷êó ýëåìåíòîì ãðóïïû. Åñëè ïðåîáðàçîâà-
íèå ëþáîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà â ëþáóþ äðóãóþ òî÷êó îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ýëåìåíòîì ãðóïïû F , òî òàêàÿ
ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ïðîñòî òðàíçèòèâíîé. Åñëè ëþáàÿ òî÷-
êà ïðîñòðàíñòâà íå ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà â ëþáóþ äðó-
ãóþ òî÷êó ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòîì ãðóïïû, òî òàêàÿ ãðóïïà
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Íàçîâåì ýòè äâèæåíèÿ ñäâèãàìè è áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ñíàáæåíî ãðóïïîé ñäâèãîâ. À
òàê êàê ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì
ïðîñòðàíñòâîì, òî, ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïó ñäâèãîâ
ñëåäóåò ñ÷èòàòü íåïðåðûâíîé. Ñäâèãè ìîæíî îïèñàòü
ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, äâè-
æóùåãîñÿ ïîñðåäñòâîì ñäâèãîâ, íà ïðîñòðàíñòâî-âðå-
ìÿ, ïðèíÿòîå çà ñèñòåìó îòñ÷åòà. Ñäâèãè ïîçâîëÿþò
ïîñòðîèòü ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ èç íåêîòîðîãî íàáîðà
òåë è ïðîöåññîâ. Äëÿ ýòîãî ââåäåì ïðåäñòàâëåíèå î
ëèíèè ñäâèãîâ, ïîä êîòîðîé áóäåì ïîíèìàòü ìíîæå-
ñòâî òî÷åê-ñîáûòèé ñèñòåìû îòñ÷åòà, â êîòîðîå îòîá-
ðàæàåòñÿ òî÷êà-ñîáûòèå, ñîâåðøàþùàÿ äâèæåíèå ïîä
äåéñòâèåì êîíå÷íîãî íåïðåðûâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
ãðóïïû ñäâèãîâ. Ïàðó òî÷åê-ñîáûòèé (A,A1), ãäå A
òî÷êà-ñîáûòèå, êîòîðàÿ ïîä äåéñòâèåì ñäâèãà îòîáðà-
æàåòñÿ â òî÷êó-ñîáûòèå A1, è îòðåçîê ëèíèè ñäâèãîâ,
çàêëþ÷åííûé ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè-ñîáûòèÿìè, íà-
çîâåì âåêòîðîì AA1. Âåêòîð, ñ îäíîé ñòîðîíû, �
ýëåìåíò (òåëî, ïðîöåññ) ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, à, ñ
äðóãîé, � îáðàç ñäâèãà. Çàêîí êîìïîçèöèè íà ãðóï-
ïå ñäâèãîâ è â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ìîæíî çàïèñàòü
êàê ñëîæåíèå âåêòîðîâ:

AA2 = AA1 +A1A2 . (1)

Âåêòîð AA1 íàçûâàåòñÿ íóëåâûì, åñëè òî÷êà A ñîâ-
ïàäàåò ñ òî÷êîé A1. Äëÿ íóëåâîãî âåêòîðà èìåþò ìå-
ñòî ñîîòíîøåíèÿ

AA+AA1 = AA1 +A1A1 = AA1 .

Êàæäîìó âåêòîðó AA1 ñîîòâåòñòâóåò îáðàòíûé
âåêòîð A1A, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ

AA1 +A1A = AA .

Âûøåóêàçàííûå ñîîòíîøåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
àêñèîìû àôèííîãî ïðîñòðàíñòâà. Â ðåçóëüòàòå ïðî-
ñòðàíñòâî-âðåìÿ âûñòóïàåò êàê àôèííîå ïðîñòðàí-
ñòâî.

1. Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ êàê ÷åòûðåõìåðíîå
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî

Îïðåäåëèì ðàâåíñòâî âåêòîðîâ àôèííîãî ïðîñòðàí-
ñòâà-âðåìåíè ñëåäóþùèì îáðàçîì: âåêòîð AA1, âûõî-
äÿùèé èç òî÷êè-ñîáûòèÿ A è âåêòîð BB1, âûõîäÿùèé

íàçûâàåòñÿ èíòðàíçèòèâíîé. Ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé íàçû-
âàåòñÿ àáåëåâîé, åñëè åå ýëåìåíòû ïåðåñòàíîâî÷íû.
Íàïðèìåð, ãðóïïà ñäâèãîâ è âðàùåíèé íà åâêëèäîâîé ïëîñ-

êîñòè ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâíîé, íî íå ïðîñòî òðàíçèòèâíîé, òàê
êàê íåêîòîðûå ïàðû òî÷åê ìîãóò áûòü ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé
íåñêîëüêèìè, à íå åäèíñòâåííûì, ýëåìåíòàìè ãðóïïû; ãðóï-
ïà âðàùåíèé íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè íå ÿâëÿåòñÿ òðàíçè-
òèâíîé, òàê êàê íå âñÿêèå äâå ïðîèçâîëüíûå òî÷êè ñâÿçàíû
ýëåìåíòîì ãðóïïû.
Ãðóïïà F , äåéñòâóþùàÿ íà âðåìåíè, íàçûâàåòñÿ ïðîñòî

òðàíçèòèâíîé, åñëè ëþáîå ñîáûòèå ïðåîáðàçóåòñÿ â ëþáîå
äðóãîå ïîçäíåå ñîáûòèå åäèíñòâåííûì ýëåìåíòîì ãðóïïû.

èç òî÷êè-ñîáûòèÿ B, íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè äðóã äðó-
ãó, åñëè èì ñîîòâåòñòâóåò îäíî ïðåîáðàçîâàíèå ãðóï-
ïû ñäâèãîâ. Ðàâíûå âåêòîðû öåëåñîîáðàçíî îáîçíà-
÷àòü îäíèì ñèìâîëîì. Íàïðèìåð,

AA1 = BB1 ≡ x .

Îïðåäåëåííîå òàê ðàâåíñòâî âåêòîðîâ ïîçâîëÿåò
ïðåäñòàâèòü ãðóïïó ñäâèãîâ è ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ
êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
ñ òî÷êîé A ñâÿçàíî ñîîòíîøåíèå (1) à ñ òî÷êîé B
ñâÿçàíî ñîîòíîøåíèå

BB2 = BB1 +B1B2 .

È ïóñòü

AA2 = BB2 ≡ x,

AA1 = BB1 ≡ x1,

A1A2 = B1B2 ≡ x2.

Òîãäà çàêîí êîìïîçèöèè âåêòîðîâ

x = x1 + x2 (2)

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íåçàâèñèìî îò òî÷êè ïðîñòðàí-
ñòâà-âðåìåíè. Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ
âûñòóïàåò êàê ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, ñíàáæåííûõ çàêî-
íîì êîìïîçèöèè (2). Â ñèëó àññîöèàòèâíîñòè è êîììó-
òàòèâíîñòè ãðóïïîâîãî çàêîíà ãðóïïû ñäâèãîâ çàêîí
êîìïîçèöèè âåêòîðîâ àññîöèàòèâåí è êîììóòàòèâåí.
Ââåäåííîå ðàâåíñòâî âåêòîðîâ ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü
íå òîëüêî çàêîí êîìïîçèöèè âåêòîðîâ, íî è çàêîí
óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
çàäàí âåêòîð AB ñ íà÷àëîì â òî÷êå A è êîíöîì â
òî÷êå B, à èç òî÷êè B âûõîäèò âåêòîð BD ñ êîí-
öîì â òî÷êå D, ðàâíûé âåêòîðó AB. Òîãäà âåêòîð AD
ñîñòàâëåí èç äâóõ ðàâíûõ äðóã äðóãó âåêòîðîâ. È â
îáùåì ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûé âåêòîð âñåãäà ìîæíî ñî-
ñòàâèòü èç íåñêîëüêèõ ðàâíûõ äðóã äðóãó âåêòîðîâ.
Òåì ñàìûì íà ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ââåäåíî óìíîæå-
íèå âåêòîðà íà ÷èñëî:

x = e · x .

Çäåñü x ∈ IR � ìíîæåñòâó äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Èç
àññîöèàòèâíîñòè è êîììóòàòèâíîñòè ãðóïïîâîãî çàêî-
íà êîìïîçèöèè ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ

(a · b) · x = a · (b · x)

è

a · (x1 + x2) = a · x1 + a · x2,

ãäå a, b ∈ IR. Âûøåïðèâåäåííûå ñîîòíîøåíèÿ ñîñòàâ-
ëÿþò àêñèîìû âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Çàìåòèì, ÷òî
äëÿ ïðîñòîòû â ïðåäåëàõ íàñòîÿùåé Ãëàâû âåêòîðû
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè è êîîðäèíàòû òî÷åê-ñîáûòèé
ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû.
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Ñ ââåäåíèåì âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà â ðàññìîòðå-
íèå âõîäÿò òàêèå ïîíÿòèÿ êàê áàçèñíûå âåêòîðû

e1 , e2 , e3 , τ ,

÷èñëî èçìåðåíèé ïðîñòðàíñòâà, êîîðäèíàòû âåêòîðà

x1 , x2 , x3 , t .

Ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç òî÷êè-ñîáûòèÿ è áàçèñíûõ
âåêòîðîâ, îòíåñåííûõ ê ýòîé òî÷êå, íàçûâàåòñÿ ðåïå-
ðîì. Ïîëå ðåïåðîâ, ïîëó÷åííîå èç èñõîäíîãî ïðåîáðà-
çîâàíèåì ãðóïïû ñäâèãîâ, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåàëè-
çàöèþ ñèñòåìû îòñ÷åòà.
×èñëà xi, ïîñòàâëåííûå â ñîîòâåòñòâèå òî÷êàì-

ñîáûòèÿì ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ïðè çàïèñè âåêòîðà
÷åðåç áàçèñíûå âåêòîðû, íàçîâåì íîðìàëüíîé ñèñòå-
ìîé êîîðäèíàò. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðèíÿòûì áàçèñíûì
âåêòîðàì îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò íîðìàëüíàÿ ñè-
ñòåìà êîîðäèíàò è íàîáîðîò. Çàìåòèì, ÷òî òàê æå,
êàê îòíîøåíèå ïîðÿäêà è òîïîëîãèÿ, áàçèñíûå âåê-
òîðû îïðåäåëÿþòñÿ íåîäíîçíà÷íî, ïîýòîìó â âûáîðå
íîðìàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ñóùåñòâóåò ïðîèçâîë.
Îäíàêî êàæäàÿ èç íîðìàëüíûõ ñèñòåì êîîðäèíàò îá-
ëàäàåò ñëåäóþùèìè èíâàðèàíòíûìè ñâîéñòâàìè.

1. Êîîðäèíàòíûå ëèíèè � ëèíèè, âäîëü êîòîðûõ
ìåíÿåòñÿ òîëüêî îäíà èç êîîðäèíàò,� ÿâëÿþòñÿ
ëèíèÿìè ñäâèãîâ.

2. Ñëîæåíèå ñäâèãîâ (âåêòîðîâ) çàïèñûâàåòñÿ ÷å-
ðåç ñëîæåíèå êîîðäèíàò ãðàíè÷íûõ òî÷åê è ñî-
áûòèé âåêòîðîâ, êîòîðûå ïðèâîäÿòñÿ â ñîïðè-
êîñíîâåíèå â ðåçóëüòàòå ñëàãàåìûõ äâèæåíèé:

x′i = xi + ai.

1.1. Ëèíèè ñäâèãîâ â íîðìàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

Ïóñòü e � áàçèñíûé âåêòîð âäîëü íåêîòîðîé ëèíèè
ñäâèãîâ. Òîãäà óðàâíåíèå ýòîé ëèíèè ñäâèãîâ èìååò
âèä

x(x) = x0 + e · x .

Çäåñü âåêòîðû x0 è e íå çàâèñÿò îò íîðìàëüíîé êî-
îðäèíàòû x. Îòñþäà èìååì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:

dx(x)

dx
= e (3)

è

d2x(x)

dx2
= 0 . (4)

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå åñòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-
íåíèå ëèíèè ñäâèãîâ. Îíî íîñèò èíâàðèàíòíûé õàðàê-
òåð è íå çàâèñèò îò ñèñòåìû êîîðäèíàò.
Ïóñòü

e = ei · ki ,

ãäå ki ∈ IR � ïðîåêöèè áàçèñíîãî âåêòîðà e íà áàçèñ-
íûå âåêòîðû ei. Òîãäà

x(x) = e · (xi0 + ki · x)

è óðàâíåíèå ëèíèè ñäâèãîâ ïî îòíîøåíèþ ê íîðìàëü-
íûì êîîðäèíàòàì èìååò âèä

xi(x) = xi0 + ki · x .

Îòñþäà äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ëèíèè ñäâè-
ãîâ ïî îòíîøåíèþ ê íîðìàëüíûì êîîðäèíàòàì èìååò
âèä

d2xi(x)

dx2
= 0 èëè

dki

dx
= 0 .

Ýòî óðàâíåíèå íå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì è â óêà-
çàííîé ôîðìå çàïèñûâàåòñÿ òîëüêî äëÿ íîðìàëüíîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò.

1.2. Ëèíèè ñäâèãîâ â ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

Ââåäåì íà ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ïðîèçâîëüíóþ ñè-
ñòåìó êîîðäèíàò, âûïîëíèâ îòîáðàæåíèå òî÷åê ïðî-
ñòðàíñòâà-âðåìåíè â ÷èñëà yα6. Òàê êàê êîîðäèíàòû
x è y îïðåäåëåíû íà îäíèõ è òåõ æå òî÷êàõ, òî, ñëå-
äîâàòåëüíî, îïðåäåëåíû ôóíêöèè

xi(yα) .

Óðàâíåíèå (3) ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé âèä7

dx(x)

dx
= ei · xi,β ·

dyβ

dx
= ei · ki .

Îòñþäà óðàâíåíèå (4) ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé âèä

ei ·

(
xi,β ·

d2yβ

dx2
+
dxi,β
dx
· dy

β

dx

)
= 0

èëè

xi,β ·
d2yβ

dx2
+ xi,β,γ ·

dyβ

dx
· dy

γ

dx
= 0 . (5)

Ââåäåì ïðîèçâîäíûå

yα,i

6 Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ââåäåíèå òàêîãî îòîáðàæåíèÿ
íåäîïóñòèìî, ïîêà íå îïðåäåëåíà ïðîöåäóðà èçìåðåíèÿ ïðî-
ñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ îáúåêòîâ, ïðèâîäÿùàÿ ê óêàçàííîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò.

7 Ìû èñïîëüçóåì ÷àñòî ïðèìåíÿþùååñÿ îáîçíà÷åíèå: çàïÿòàÿ
ïåðåä èíäåêñîì îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî êîîðäèíàòå
ñ óêàçàííûì èíäåêñîì. Ïðèìåð

xi,β ≡
∂xi

∂yβ
.
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è óìíîæèì íà íèõ âûâåäåííîå óðàâíåíèå (5), âûïîë-
íèâ ñîîòâåòñòâóþùóþ ñâåðòêó. Ïðè ýòîì ó÷òåì, ÷òî

yα,i · xi,β = δαβ .

Ïîëó÷èì

d2yα

dx2
+ Γαβγ ·

dyβ

dx
· dy

γ

dx
= 0 , (6)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

Γαβγ = yα,i · xi,β,γ .

Ýòî óðàâíåíèå åñòü óðàâíåíèå ëèíèè ñäâèãîâ â ïðî-
èçâîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Íóæíî îòìåòèòü, ÷òî
â ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâíåíèå ëèíèè
ñäâèãîâ òåðÿåò ñâîé íàãëÿäíûé ñìûñë ïîñòîÿíñòâà
ïðîåêöèé ki âäîëü ëèíèè ñäâèãîâ. Êðîìå òîãî, âñå-
ãäà íóæíî èìåòü â âèäó, ÷òî â çàïèñè (6) y � ýòî
ïðîèçâîëüíûå êîîðäèíàòû, à x � ýòî íîðìàëüíàÿ êî-
îðäèíàòà íà ëèíèè ñäâèãîâ.

IV. ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÎ-ÂÐÅÌß ÊÀÊ
ÅÂÊËÈÄÎÂÎ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÎ

1. Ãåîìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî êàê åâêëèäîâî
ïðîñòðàíñòâî

Íà ãåîìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X3 ââåäåì çàêîí
êîìïîçèöèè, êîòîðûé êàæäîé ïàðå âåêòîðîâ x1 è x2

ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî, îáîçíà÷àåìîå ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

x2 · x1 .

Ïóñòü ýòî ÷èñëî íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà èñïîëüçóå-
ìûõ ñîìíîæèòåëåé. È ïóñòü ýòîò çàêîí êîìïîçèöèè
ñâÿçàí ñ çàêîíàìè âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà8 ñëåäóþ-
ùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

(a · x2) · x1 = x2 · (a · x1) = a · (x2 · x1) ,

x · (x1 + x2) = x · x1 + x · x2 .
(7)

Òàêîé çàêîí êîìïîçèöèè íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíûì
óìíîæåíèåì âåêòîðîâ, à ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî ñêà-
ëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ.
Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðå-

íèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïåðàöèþ èçìåðåíèÿ. Âåêòîð
x ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X3 ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé èçìåðÿåìûé âåêòîð. Âåêòîð e ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
èçìåðèòåëüíûé ýòàëîí. Îïåðàöèÿ èçìåðåíèÿ (ñêà-
ëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ) ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå âåêòîðó
x è ýòàëîíó e ÷èñëî x = x · e � ïðîåêöèþ âåêòîðà x

8 ñëîæåíèåì âåêòîðîâ è óìíîæåíèåì âåêòîðà íà ÷èñëî.

íà ýòàëîí e � ðåçóëüòàò èçìåðåíèÿ. Èçìåðåíèå, ðàñ-
ñìàòðèâàåìîå êàê ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âåêòîðàìè x è
÷èñëàìè xa, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòîáðàæåíèå ãåîìåò-
ðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X3 â ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë IR3.
Ïóñòü x = AB � âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè A è

B. Ïóñòü e = AE � âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè A è
E, ïðè÷åì òî÷êà E íàõîäèòñÿ íà ëèíèè AB. È ïóñòü
âåêòîð AE ïðèíÿò çà èçìåðèòåëüíûé ýòàëîí. Òîãäà

lx = lAB = x · e = ⟨AB ,AE⟩

íàçûâàåòñÿ ðàññòîÿíèåì ìåæäó òî÷êàìè A è B.
Ïóñòü âåêòîðû, ó÷àñòâóþùèå â ñêàëÿðíîì ïðîèçâå-

äåíèè, çàïèñàíû ÷åðåç áàçèñíûå âåêòîðû

x1 = ea · x1a , x2 = eb · x2b .

Çäåñü a , b = 1, 2, 3. Òîãäà â ñèëó (7) èìååì

x2 · x1 = (ea · x2a) · (eb · x1b) =
= (ea · eb) · x2a · x1b = gab · x2a · x1b .

Âåëè÷èíà

gab = ea · eb
íàçûâàåòñÿ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì. Ïîòðåáóåì, ÷òî-
áû áàçèñíûå âåêòîðû ea óäîâëåòâîðÿëè óñëîâèþ îð-
òîíîðìèðîâàííîñòè:

e1 · e1 = 1 , e2 · e2 = 1 , e3 · e3 = 1 ,

ea · eb = 0 äëÿ a ̸= b .

Â ýòîì ñëó÷àå ìåòðè÷åñêèé òåíçîð èìååò âèä:

gab =

1 0 0

0 1 0

0 0 1

.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà íà ñåáÿ íàçûâàåò-
ñÿ êâàäðàòîì äëèíû âåêòîðà:

x2 = x · x = gab · xa · xb .

Äâèæåíèå, îòëè÷íîå îò ñäâèãà è ñîõðàíÿþùåå êâàä-
ðàò äëèíû âåêòîðà, íàçûâàåòñÿ ïîâîðîòîì. Òàêèì îá-
ðàçîì, äëÿ ïîâîðîòà èìååò ìåñòî

(x1)2 + (x2)2 + (x3)2 = (x′1)2 + (x′2)2 + (x′3)2 . (8)

Çäåñü xa � êîîðäèíàòû ïîâîðà÷èâàåìîãî âåêòîðà â
ñèñòåìå îòñ÷åòà, x′a � êîîðäèíàòû ïîâåðíóòîãî âåêòî-
ðà â ñèñòåìå îòñ÷åòà.

2. Äâèæåíèå ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.
Ïîâîðîò

Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì äâóìåðíîå ãåîìåòðè÷å-
ñêîå ïðîñòðàíñòâî (ïëîñêîñòü) X2. Îíî çäåñü ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó îòñ÷åòà. Âåêòîð â ýòîì ïðî-
ñòðàíñòâå èìååò âèä

x = e1 · x1 + e2 · x2 .



IV. Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ êàê åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî 39

Ïóñòü ïðè äâèæåíèè ýòîò âåêòîð ïðåîáðàçóåòñÿ â
âåêòîð x′ ïðîñòðàíñòâà X ′

2 è ïóñòü âåêòîð x′ çàïè-
ñûâàåòñÿ ÷åðåç áàçèñíûå âåêòîðû â ñèñòåìå îòñ÷åòà
ñëåäóþùèì îáðàçîì

x′ = e1 · x′
1
+ e2 · x′

2
.

Îòñþäà äâèæåíèå ìîæíî îïðåäåëèòü ïðåîáðàçîâà-
íèåì F : X ′

2 → X2. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ïðåîáðàçî-
âàíèå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì. Ïðè ýòîì

x1 = u11 · x′1 + u12 · x′2 ,
x2 = u21 · x′1 + u22 · x′2 .

(9)

Èç äâèæåíèé, çàäàâàåìûõ ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâà-
íèåì, âûäåëèì òå, êîòîðûå èìåþò èíâàðèàíòîì (ñî-
õðàíÿþò) êâàäðàò äëèíû âåêòîðà, òî åñòü ïðåîáðàçî-
âàíèÿ, äëÿ êîòîðûõ

(x′)2 = (x)2

èëè

g11 · x′1 · x′1 + g22 · x′2 · x′2 = g11 · x1 · x1 + g22 · x2 · x2

èëè

(x′1)2 + (x′2)2 = (x1)2 + (x2)2 .

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âûðàæåíèÿ (9), ïîëó÷èì ñîîòíî-
øåíèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðè êîòîðûõ ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâà-
íèå ÿâëÿåòñÿ ïîâîðîòîì

(u11)
2 + (u21)

2 = 1 ,

u11 · u12 + u21 · u22 = 0 ,

(u12)
2 + (u22)

2 = 1 .

(10)

Èç íèõ ñëåäóåò, ÷òî êîýôôèöèåíòû ïðåîáðàçîâàíèÿ
ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îäíîãî ïàðàìåòðà, êîòîðûé îáî-
çíà÷èì φ

u = u(φ)

è êîòîðûé íàçûâàåòñÿ óãëîì ïîâîðîòà. Ðåøåíèå ñî-
îòíîøåíèé (10) äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü íà÷àëüíîìó
óñëîâèþ, ñîãëàñíî êîòîðîìó ïðè îòñóòñòâèè äâèæå-
íèÿ âåêòîð x′ äîëæåí ñîâïàäàòü ñ âåêòîðîì x, òî åñòü
â ýòîì ñëó÷àå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

u11 = u22 = 1 , u12 = 0 , u21 = 0 .

Ñîîòíîøåíèÿ (10) âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ôóíêöèé9

u11(φ) = u22(φ) = cos(φ) , u12(φ) = −u21(φ) = sin(φ) .

Îòñþäà ïîâîðîò ïðåäñòàâëåí ïðåîáðàçîâàíèåì

x1 = cos(φ) · x′1 + sin(φ) · x′2 ,
x2 = − sin(φ) · x′1 + cos(φ) · x′2 .

9 Âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèâåäåíî â
Ãëàâå 1.5, Ðàçäåë IV.4.

3. Äâèæåíèå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè

Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì äâóìåðíîå ïðîñòðàíñò-
âî-âðåìÿ X1+1, â êîòîðîì îäíîé èç êîîðäèíàò ÿâëÿåò-
ñÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ êîîðäèíàòà, à äðóãîé êîîðäèíàòîé
ÿâëÿåòñÿ âðåìÿ. Çäåñü ýòî ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó îòñ÷åòà. Âåêòîð â ýòîì ïðî-
ñòðàíñòâå èìååò âèä

x = e1 · x1 + τ · t .

Ïóñòü ïðè äâèæåíèè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ýòîò
âåêòîð ïðåîáðàçóåòñÿ â âåêòîð x′ ïðîñòðàíñòâà-âðåìå-
íè X ′

1+1 è ïóñòü âåêòîð x′ çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç áàçèñ-
íûå âåêòîðû â ñèñòåìå îòñ÷åòà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x′ = e1 · x′
1
+ τ · t′ .

Îòñþäà äâèæåíèå ìîæíî îïðåäåëèòü ïðåîáðàçîâà-
íèåì F : X ′

1+1 → X1+1. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ïðåîá-
ðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì. Ïðè ýòîì

x1 = u11 · x′1 + u14 · t′ ,
t = u41 · x′1 + u44 · t′ .

(11)

Èç äâèæåíèé ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, çàäàâàåìûõ
ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, âûäåëèì äâà ôóíäàìåí-
òàëüíûõ ñëó÷àÿ â çàâèñèìîñòè îò ïðèíèìàåìîãî èí-
âàðèàíòà äâèæåíèÿ. Îäèí èç ñëó÷àåâ íàçîâåì ïðèí-
öèïîì îòíîñèòåëüíîñòè Ãàëèëåÿ, à äðóãîé ïðèíöèïîì
ñïåöèàëüíîé îòíîñèòåëüíîñòè Ýéíøòåéíà.

3.1. Ïðèíöèï îòíîñèòåëüíîñòè Ãàëèëåÿ

Èç äâèæåíèé ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, çàäàâàåìûõ
ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì (11), âûäåëÿþòñÿ òå, êî-
òîðûå èìåþò èíâàðèàíòîì (ñîõðàíÿþò) âðåìÿ, òî åñòü
ïðåîáðàçîâàíèÿ, äëÿ êîòîðûõ

t = t′ . (12)

Âðåìÿ íàçîâåì èíâàðèàíòîì îòíîñèòåëüíîñòè Ãàëè-
ëåÿ.
Èç ðàâåíñòâà (12) ñëåäóåò u41 = 0, u44 = 1 è âûðà-

æåíèÿ (11) ïðèíèìàþò âèä

x1 = u11 · x′1 + u14 · t′ ,
t = t′ .

Ïðåîáðàçîâàíèå äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü íà÷àëüíîìó
óñëîâèþ, ñîãëàñíî êîòîðîìó ïðè îòñóòñòâèè äâèæåíèÿ
ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ X ′

1+1 äîëæíî ñîâïàäàòü ñ X1+1,
òî åñòü â ýòîì ñëó÷àå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

u11 = 1 .

Ïîýòîìó ïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ïðè-
îáðåòàåò âèä

x1 = x′1 + u14 · t′ ,
t = t′ .
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Â ýòîì âûðàæåíèè ïåðåîáîçíà÷èì êîýôôèöèåíò
u14:

u14 → v

è îïðåäåëèì åãî êàê ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ïðîñòðàí-
ñòâà-âðåìåíè X ′

1+1 îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòà
X1+1. Â ðåçóëüòàòå ðàññìàòðèâàåìîå äâèæåíèå ïðî-
ñòðàíñòâà-âðåìåíè îïèñûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì

x1 = x′1 + v · t′ , (13)

t = t′ . (14)

Ôóíäàìåíòàëüíîå çíà÷åíèå ðàññìàòðèâàåìîãî äâè-
æåíèÿ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ
íåãî âûïîëíÿåòñÿ ïðèíöèï îòíîñèòåëüíîñòè Ãàëè-
ëåÿ: ôèçè÷åñêèå ÿâëåíèÿ èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî
äâèæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, çàäàâàåìîãî ïðåîá-
ðàçîâàíèåì (13), (14).

3.2. Ïðèíöèï ñïåöèàëüíîé îòíîñèòåëüíîñòè
Ýéíøòåéíà

Äëÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà X1+1 ñôîðìèðóåì êâàäðàò
äëèíû âåêòîðà

(x)2 = (x1)2 − (c · t)2 . (15)

Êîýôôèöòèåíò c � ýòî ôèçè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ �
ñêîðîñòü ñâåòà. Àíàëîãè÷íî äëÿ äâèæóùåãîñÿ ïðî-
ñòðàíñòâà-âðåìåíè ñôîðìèðóåì ñâîé êâàäðàò äëèíû
âåêòîðà

(x′)2 = (x′1)2 − (c · t′)2 .

Èç äâèæåíèé ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, çàäàâàåìûõ
ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì (11), âûäåëÿþòñÿ òå, êî-
òîðûå èìåþò èíâàðèàíòîì (ñîõðàíÿþò) êâàäðàò äëè-
íû âåêòîðà. Òî åñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ, äëÿ êîòîðûõ

(x′)2 = (x)2

èëè

(x′1)2 − (c · t′)2 = (x1)2 − (c · t)2 . (16)

Óêàçàííûé êâàäðàò äëèíû âåêòîðà íàçîâåì èíâà-
ðèàíòîì ñïåöèàëüíîé îòíîñèòåëüíîñòè Ýéíøòåéíà.
Çàìåòèì, ÷òî
1) âìåñòå ñ êâàäðàòîì äëèíû âåêòîðà èíâàðèàíòîì

ðàññìàòðèâàåìîãî äâèæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè
ÿâëÿåòñÿ ñêîðîñòü ñâåòà;
2) ïðè c→∞

(c · t′)2 ≫ (x′1)2 è (c · t)2 ≫ (x1)2

è èíâàðèàíò îòíîñèòåëüíîñòè Ýéíøòåéíà (16) ñâîäèò-
ñÿ ê èíâàðèàíòó îòíîñèòåëüíîñòè Ãàëèëåÿ (12) è ðàñ-
ñìàòðèâàåìîå â ýòîì Ðàçäåëå äâèæåíèå äîëæíî ñâî-
äèòüñÿ ê óðàâíåíèÿì (13), (14).

Äâèæåíèå, ñîõðàíÿþùåå êâàäðàò äëèíû âåêòîðà
(16), íàçûâàåòñÿ áóñòîì. Äëÿ èíâàðèàíòà (16) óäîáíî
ïåðåïèñàòü ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå (11) â ñëåäóþ-
ùåì âèäå:

x1 = u11 · x′1 + u14 · (c · t′) ,
(c · t) = u41 · x′1 + u44 · (c · t′) .

(17)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (17) â (16), ïîëó÷èì ñîîòíî-
øåíèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðè êîòîðûõ ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâà-
íèå ÿâëÿåòñÿ áóñòîì:

(u11)
2 − (u41)

2 = 1 ,

u11 · u14 − u41 · u44 = 0 ,

(u44)
2 − (u14)

2 = 1 .

(18)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êîýôôèöèåíòû ïðåîáðàçîâà-
íèÿ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îäíîãî ïàðàìåòðà, êîòîðûé
îáîçíà÷èì ψ:

u = u(ψ) .

Ðåøåíèå ñîîòíîøåíèé (18) äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü
íà÷àëüíîìó óñëîâèþ, ñîãëàñíî êîòîðîìó ïðè îòñóò-
ñòâèè äâèæåíèÿ ïðîñòðàíñòâî X ′

1+1 äîëæíî ñîâïà-
äàòü ñ X1+1, òî åñòü â ýòîì ñëó÷àå äîëæíî âûïîë-
íÿòüñÿ

u11 = u44 = 1 , u14 = 0 , u41 = 0 .

Ñîîòíîøåíèÿ (18) âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ôóíêöèé10

u11(ψ) = u44(ψ) = cosh(ψ), u14(ψ) = u41(ψ) = sinh(ψ).

Îòñþäà áóñò ïðåäñòàâëåí ïðåîáðàçîâàíèåì

x1 = cosh(ψ) · x′1 + sinh(ψ) · (c · t′) , (19)

(c · t) = sinh(ψ) · x′1 + cosh(ψ) · (c · t′) . (20)

Çàïèøåì óðàâíåíèå (19) â ñëåäóþùåì âèäå:

x1 = cosh(ψ) · (x′1 + tanh(ψ) · (c · t′))

è ó÷òåì, ÷òî ïðè c→∞ îíî äîëæíî ñîâïàäàòü ñ óðàâ-
íåíèåì (13) îòíîñèòåëüíîñòè Ãàëèëåÿ. Îòñþäà ñëåäó-
åò, ÷òî ïðè c→∞

cosh(ψ)→ 1

è

tanh(ψ)→ v

c
.

10 Âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèâåäåíî â
Ãëàâå 1.5., Ðàçäåë IV.4.
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Çäåñü íåîáõîäèìî ñäåëàòü áîëåå ñèëüíîå ïðåäïîëî-
æåíèå, ÷òî11

tanh(ψ) =
v

c
(21)

íå òîëüêî äëÿ c → ∞, íî è äëÿ êîíå÷íîãî çíà÷åíèÿ
ñêîðîñòè ñâåòà. Ýòî ñîîòíîøåíèå óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü
ìåæäó ïàðàìåòðîì áóñòà ψ è ñêîðîñòüþ äâèæåíèÿ â
îòíîñèòåëüíîñòè Ãàëèëåÿ. Èç (21) ñëåäóåò

cosh(ψ) =
1√

1− tanh2(ψ)
=

1√
1− v2

c2

è

sinh(ψ) =
tanh(ψ)√

1− tanh2(ψ)
=

v

c
√
1− v2

c2

.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â (19) è (20),
ïîëó÷èì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà, êîòîðûå îïèñûâà-
þò äâèæåíèå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè â ñïåöèàëüíîé îò-
íîñèòåëüíîñòè Ýéíøòåéíà,

x1 =
x′1 + v · t′√

1− v2

c2

, (22)

t =
v
c2 · x

′1 + t′√
1− v2

c2

. (23)

Ôóíäàìåíòàëüíîå çíà÷åíèå ðàññìàòðèâàåìîãî äâè-
æåíèÿ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ
íåãî âûïîëíÿåòñÿ ïðèíöèï ñïåöèàëüíîé îòíîñèòåëü-
íîñòè Ýéíøòåéíà: ôèçè÷åñêèå ÿâëåíèÿ, âêëþ÷àÿ
ýëåêòðîìàãíèòíûå ÿâëåíèÿ, èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëü-
íî äâèæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, çàäàâàåìîãî ïðå-
îáðàçîâàíèåì (22), (23).

4. Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ êàê åâêëèäîâî
ïðîñòðàíñòâî

Èçëîæåííîå âûøå ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ïðîñ-
òðàíñòâî-âðåìÿ êàê åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Ïðåæ-
äå âñåãî, ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ X4 ÿâëÿåòñÿ ÷åòûðåõ-
ìåðíûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì. Âåêòîð ýòîãî ïðî-
ñòðàíñòâà óäîáíî çàïèñàòü â âèäå

x = e1 · x1 + e2 · x2 + e3 · x3 + e4 · x4 ,

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå x4 = c · t, à e4 � ýòî áàçèñíûé
âåêòîð âäîëü âðåìåíèïîäîáíîé êîîðäèíàòû. Âåêòîð-
íîå ïðîñòðàíñòâî X4 âûñòóïàåò êàê åâêëèäîâî ïðî-
ñòðàíñòâî áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî îíî ñíàáæåíî ñêàëÿð-
íûì óìíîæåíèåì âåêòîðîâ, êîòîðîå êàæäîé ïàðå âåê-
òîðîâ x1 è x2 èç X4 ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî

x2 · x1

11 Âûâîä ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ äàí â Ãëàâå 1.4., Ðàçäåë I.1.

� ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå � ñî ñâîéñòâàìè (7).
Ïóñòü âåêòîðû, ó÷àñòâóþùèå â ñêàëÿðíîì ïðîèçâå-

äåíèè, çàïèñàíû ÷åðåç áàçèñíûå âåêòîðû

x2 = ei · x1i , x1 = ek · x2k .

Çäåñü i , k = 1, 2, 3, 4. Òîãäà â ñèëó (9) èìååì

x2 · x1 = (ei · x2i) · (ek · x1k) =
= (ei · ek) · x2i · x1k = gik · x2i · x1k .

Âåëè÷èíà

gik = ei · ek = ek · ei

ïî-ïðåæíåìó íàçûâàåòñÿ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì.
Êâàäðàò äëèíû ÷åòûðåõìåðíîãî âåêòîðà çàïèøåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x2 = x · x = xi · xk · gik .

Èç ñðàâíåíèÿ ýòîãî âûðàæåíèÿ ñ ñîîòíîøåíèåì (15)
îïðåäåëÿåòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ãèïîòåòè÷åñêî-
ãî áàçèñíîãî âåêòîðà e4 íà ñåáÿ

g44 = e4 · e4 = −1 .

Â ðåçóëüòàòå óñëîâèå îðòîíîðìèðîâàííîñòè îáîá-
ùàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

e1 · e1 = 1 , e2 · e2 = 1 , e3 · e3 = 1 ,

e4 · e4 = −1 , ei · ek = 0 äëÿ i ̸= k
(24)

è ìåòðè÷åñêèé òåíçîð èìååò âèä

gik =

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 −1

.

Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå êâàäðàò äëèíû âåêòî-
ðà ïðèîáðåòàåò âèä

x2 = (x1)2 + (x2)2 + (x3)2 − (c · t)2 ,

îáîáùàþùèé ðàññìîòðåííûé ðàíåå êâàäðàò äëèíû
âåêòîðà äëÿ X3 è X1+1.
Èç äâèæåíèé ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, çàäàâàåìûõ

ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè, âûäåëèì òå, êîòîðûå
ñîõðàíÿþò êâàäðàò äëèíû âåêòîðà, òî åñòü ïðåîáðà-
çîâàíèÿ X ′

4 → X4 (èëè X4 → X ′
4), äëÿ êîòîðûõ èìååò

ìåñòî

(x1)2 + (x2)2 + (x3)2 − (c · t)2 =

= (x′1)2 + (x′2)2 + (x′3)2 − (c · t′)2 .
(25)

Ê íèì îòíîñÿòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèå ïîâîðîòû â òðåõ
ïëîñêîñòÿõ è áóñòû âäîëü òðåõ ãåîìåòðè÷åñêèõ íà-
ïðàâëåíèé.
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Èòàê, ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ÷å-
òûðåõìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî X, íà êîòîðîì
îïðåäåëåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ è, â
÷àñòíîì ñëó÷àå, êâàäðàò äëèíû âåêòîðà. Äëÿ ïðå-
îáðàçîâàíèé, ñîõðàíÿþùèõ êâàäðàò äëèíû âåêòîðà,
ïðîâîçãëàøåí ïðèíöèï îòíîñèòåëüíîñòè Ýéíøòåé-
íà. Ïîýòîìó âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî X ñ óêàçàííû-
ìè äîïîëíåíèÿìè öåëåñîîáðàçíî íàçûâàòü ïðîñòðàí-
ñòâîì-âðåìåíåì ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíî-
ñòè (ÑÒÎ).

4.1. Çàìå÷àíèå ê èíâàðèàíòíîñòè ñêîðîñòè ñâåòà

Ïîìèìî ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþ-
ùèõñÿ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà, â ôèçèêå ðàññìàòðèâàþò-
ñÿ âîëíîâûå ïðîöåññû äðóãîé ïðèðîäû, íàïðèìåð,
ðàñïðîñòðàíåíèå çâóêà â âîçäóøíîé ñðåäå, õàðàêòå-
ðèçóåìîå ñêîðîñòüþ çâóêà â âîçäóõå. Îäíàêî òîëüêî
ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíå ïðèïèñûâàåòñÿ íåîáûêíî-
âåííîå ñâîéñòâî: ñêîðîñòü åå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ èíâàðèàíòíîé ïî îòíîøåíèþ ê äâèæåíèþ òåë.
Èíà÷å ãîâîðÿ, ñêîðîñòü ñâåòà ÿâëÿåòñÿ ôèçè÷åñêîé
êîíñòàíòîé, íå çàâèñÿùåé îò äâèæåíèÿ òåëà. Îòñþäà
âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: ÷åì çâóêîâàÿ âîë-
íà "õóæå" ýëåêòðîìàãíèòíîé, ïî÷åìó ñêîðîñòü çâóêà
íåëüçÿ ñ÷èòàòü èíâàðèàíòîì äâèæåíèÿ òåë? Ìîæíî
ïîñòàâèòü âîïðîñ èíà÷å: êàê äîëæíà âûãëÿäåòü ðåàëü-
íîñòü, ÷òîáû ñêîðîñòü çâóêà ñîõðàíÿëà ñâîå çíà÷åíèå
(áûëà èíâàðèàíòîì) ïðè äâèæåíèè òåë?
Ðàçìûøëåíèÿ íà ýòó òåìó ïðèâîäÿò ê äîâîëüíî

òóìàííîìó îòâåòó, íî ñîäåðæàùåìó, òåì íå ìåíåå,
êîíñòðóêòèâíûé ñìûñë. Âèäèìî, äåëî çàêëþ÷àåòñÿ
â ñâîéñòâàõ òåë. Åñëè áû òåëà áûëè ñêîíñòðóèðîâà-
íû èç âîçäóøíîé ñðåäû, òî äëÿ òàêèõ òåë ñêîðîñòü
çâóêà ÿâëÿëàñü èíâàðèàíòîì. È ìû èìåëè áû äåëî
ñ ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ëîðåíöà, â êîòîðûå âõîäèëà áû
ñêîðîñòü çâóêà â âîçäóõå, à ñàìà ýòà ñêîðîñòü áû-
ëà áû ïðåäåëüíîé äëÿ äâèæåíèÿ òåë âûøåóêàçàííîé
ïðèðîäû.
À òî, ÷òî ìû âûíóæäåíû ïðèïèñûâàòü èíâàðèàíò-

íûå ñâîéñòâà ñêîðîñòè ñâåòà, îçíà÷àåò, ÷òî òåëà, ñ êî-
òîðûìè ìû èìååì äåëî, îáðàçîâàíû èç ýëåêòðîìàã-
íèòíîé ñðåäû. Áîëåå òîãî, åñëè íàéäóòñÿ òåëà, âûïîë-
íåííûå íå èç ýëåêòðîìàãíèòíîé ñðåäû, òî äâèæåíèå ñî
ñêîðîñòÿìè, áîëüøèìè, ÷åì ñêîðîñòü ñâåòà, âîçìîæíî.

4.2. Çàìå÷àíèå î ëîðåíöåâûõ ñîêðàùåíèÿõ

Îáðàòèìñÿ ê ïðåîáðàçîâàíèÿì Ëîðåíöà (22) è (23).
Íàïîìíèì, ÷òî êîîðäèíàòû (x1, t) îòíîñÿòñÿ ê ñèñòå-
ìå îòñ÷åòà X, à êîîðäèíàòû (x′1, t′) îòíîñÿòñÿ ê äâè-
æóùåìóñÿ ïðîñòðàíñòâó X ′.
Ââåäåì â ñèñòåìå îòñ÷åòà ãåîìåòðè÷åñêèé îòðåçîê ñ

êîîðäèíàòàìè êîíöîâ x2 è x1. Îáîçíà÷èì äëèíó ýòîãî
îòðåçêà

∆x = x2 − x1 .

Ïóñòü ýòîò æå îòðåçîê èìååò â äâèæóùåìñÿ ïðî-
ñòðàíñòâå êîîðäèíàòû êîíöîâ x′2 è x

′
1. Îáîçíà÷èì äëè-

íó ýòîãî îòðåçêà

∆x′ = x′2 − x′1 .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåîáðàçîâàíèåì Ëîðåíöà (22)
èìååì

∆x ·
√
1− v2

c2
= ∆x′ . (26)

Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷êè çðåíèÿ íàáëþäàòåëÿ, íàõî-
äÿùåãîñÿ â ñèñòåìå îòñ÷åòà X äëèíà ãåîìåòðè÷åñêîãî
îòðåçêà â äâèæóùåìñÿ ïðîñòðàíñòâå X ′ óìåíüøàåòñÿ

â îòíîøåíèè
√
1− v2

c2 . Ýòî çàêëþ÷åíèå ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé ëîðåíöåâî ñîêðàùåíèå äëèíû.
Ââåäåì â ñèñòåìå îòñ÷åòà âðåìåííîé èíòåðâàë ñ êî-

îðäèíàòàìè ãðàíè÷íûõ ñîáûòèé t2 è t1. Îáîçíà÷èì
ýòîò èíòåðâàë

∆t = t2 − t1 .

Ïóñòü ýòîò æå âðåìåííîé èíòåðâàë èìååò â äâèæó-
ùåìñÿ ïðîñòðàíñòâå êîîðäèíàòû ãðàíè÷íûõ ñîáûòèé
t′2 è t

′
1. Îáîçíà÷èì ýòîò âðåìåííîé èíòåðâàë

∆t′ = t′2 − t′1 .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåîáðàçîâàíèåì Ëîðåíöà (23)
èìååì

∆t ·
√
1− v2

c2
= ∆t′ . (27)

Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷êè çðåíèÿ íàáëþäàòåëÿ, íà-
õîäÿùåãîñÿ â ñèñòåìå îòñ÷åòà X âðåìåííîé èíòåðâàë
â äâèæóùåìñÿ ïðîñòðàíñòâå X ′ óìåíüøàåòñÿ â îòíî-

øåíèè
√

1− v2

c2 . Ýòî çàêëþ÷åíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ëîðåíöåâî ñîêðàùåíèå âðåìåíè.
Ïóñòü òåïåðü íàáëþäàòåëü íàõîäèòñÿ â ïðîñòðàí-

ñòâå X ′. Òîãäà ïðîñòðàíñòâî X ′ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ñèñòåìó îòñ÷åòà, àX ïðèîáðåòàåò ñòàòóñ äâèæóùåãîñÿ
ïðîñòðàíñòâà. X äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî X ′ â ïðîòè-
âîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè ñî ñêîðîñòüþ −v. Äëÿ ïðè-
íÿòîãî ïîëîæåíèÿ íàáëþäàòåëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëî-
ðåíöà ïðèíèìàþò âèä:

x′1 =
x1 − v · t√

1− v2

c2

, (28)

t′ =
− v
c2 · x

1 + t√
1− v2

c2

. (29)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðèíÿòîãî ïîëîæåíèÿ íà-
áëþäàòåëÿ ãåîìåòðè÷åñêèé îòðåçîê èìååò ìàêñèìàëü-
íóþ äëèíó â ïðîñòðàíñòâå X ′, à â ïðîñòðàíñòâå X åãî

äëèíà óìåíüøàåòñÿ â îòíîøåíèè
√
1− v2

c2 :

∆x′ ·
√
1− v2

c2
= ∆x . (30)
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Òàêæå äëÿ ïðèíÿòîãî ïîëîæåíèÿ íàáëþäàòåëÿ âðå-
ìåííîé èíòåðâàë â äâèæóùåìñÿ ïðîñòðàíñòâåX óìåíü-
øàåòñÿ ïî îòíîøåíèþ ê âðåìåííîìó èíòåðâàëó â ñè-

ñòåìå îòñ÷åòà X ′ â
√

1− v2

c2 ðàç

∆t′ ·
√
1− v2

c2
= ∆t . (31)

Ñðàâíèâàÿ ôîðìóëû (26) è (30) à òàêæå ôîðìóëû
(27) è (31), çàêëþ÷àåì, ÷òî ëîðåíöåâû ñîêðàùåíèÿ
ýòî âèäèìîñòü, ñ êîòîðîé ñòàëêèâàåòñÿ íàáëþäàòåëü,
ðàññìàòðèâàÿ äâèæóùååñÿ ïðîñòðàíñòâî. Îòñþäà ñëå-
äóåò, ÷òî ëîðåíöåâû ñîêðàùåíèÿ íå èìåþò ðåàëüíîãî
(ñèëîâîãî) ñîäåðæàíèÿ, à ÿâëÿþòñÿ ôîðìîé ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ äâèæóùåãîñÿ ïðîñòðàíñòâà, íåîáõîäèìîé äëÿ
ñîõðàíåíèÿ ñêîðîñòè ñâåòà êàê èíâàðèàíòà. Ýòó ñèòó-
àöèþ ìîæíî ñðàâíèòü ñ òîé, êîãäà äâà íàáëþäàòåëÿX
è X ′ ðàññìàòðèâàþò äðóã äðóãà ÷åðåç êðèâîå ñòåêëî è
êàæäûé èç íàáëþäàòåëåé âèäèò äðóãîãî ñ èñêàæåíè-
ÿìè. Êàæäûé èç íàáëþäàòåëåé âèäèò äðóãîãî õóäûì
è ìîëîäûì. Êðèâûì ñòåêëîì ñëóæàò ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ëîðåíöà. Åñëè íàáëþäàòåëè íàõîäÿòñÿ ïî îäíó ñòîðî-
íó îò êðèâîãî ñòåêëà, òî èñêàæåíèÿ îòñóòñòâóþò.

Ïðèâåäåííûå ñîîáðàæåíèÿ ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì,
÷òî ëîðåíöåâû ñîêðàùåíèÿ äëèíû è âðåìåíè ÿâëÿþò-
ñÿ ñóáúåêòèâíûì ôàêòîðîì, ÷òî àáñóðäíî. Ïîäðîáíåå
âîïðîñ î íåäîðàçóìåíèè â îáùåïðèíÿòîé èíòåðïðåòà-
öèè ëîðåíöåâûõ ñîêðàùåíèé ðàññìîòðåí â Ïðèëîæå-
íèè ê íàñòîÿùåé Ãëàâå.

5. Ïðîñòåéøàÿ àëãåáðà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè

Îáúåäèíèì åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ X4 è
ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë IR:

X = IR +X4 .

Âåêòîð x ∈ X ìîæåò áûòü çàïèñàí ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

x = e0 · x0 + e1 · x1 + e2 · x2 + e3 · x3 + e4 · x4 ,

ãäå x0 � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, à e0 � áàçèñíûé âåêòîð,
îòîæäåñòâëåííûé ñ äåéñòâèòåëüíîé åäèíèöåé.

Ìíîæåñòâî X ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé, ïîòîìó, ÷òî, âî-
ïåðâûõ, íà íåì îïðåäåëåíû àêñèîìû âåêòîðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà. Âî-âòîðûõ, íà ìíîæåñòâå óêàçàííûõ âåê-
òîðîâ îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ, âêëþ÷àþùàÿ
â ñåáÿ ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè, óìíîæåíèå âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè
íà ÷èñëî è óìíîæåíèå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Äëÿ áà-
çèñíûõ âåêòîðîâ óìíîæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé

òàáëèöåé:

e0 · e0 = e0 ,

e0 · ek = ek · e0 = ek ,

e1 · e1 = e0 ,

e2 · e2 = e0 ,

e3 · e3 = e0 ,

e4 · e4 = −e0 ,
ei · ek = 0 äëÿ i ̸= k ; çäåñü i , k = 1, 2, 3, 4 .

Àëãåáðó X íàçîâåì ïðîñòåéøåé àëãåáðîé ïðîñòðàí-
ñòâà-âðåìåíè. Êâàäðàò äëèíû âåêòîðà â ýòîé àëãåáðå
öåëåñîîáðàçíî ïîëîæèòü ðàâíûì íóëþ:

x2 = (x0)2 + (x1)2 + (x2)2 + (x3)2 − (x4)2 = 0 .

Òîãäà âåëè÷èíà

(x0)2 = (x4)2 − (x1)2 − (x2)2 − (x3)2

ïðèîáðåòàåò ñìûñë êâàäðàòà èíòåðâàëà ñïåöèàëüíîé
òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè � s. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðî-
ñòåéøåé àëãåáðû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ñ íóëåâûì
êâàäðàòîì äëèíû 5-âåêòîðîâ

(x0)2 ≡ s2 − êâàäðàòó äëèíû 4-âåêòîðà .

V. ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÎ-ÂÐÅÌß ÊÀÊ ÀÔÈÍÍÎÅ
ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÎ ÀËÃÅÁÐÛ ÊËÈÔÔÎÐÄÀ

1. Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ êàê àôèííîå
ïðîñòðàíñòâî 2-âåêòîðîâ

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ êàê ÷åòûðåõìåð-
íîå àôèííîå ïðîñòðàíñòâî. Ïóñòü èç òî÷êè-ñîáûòèÿ
A âûõîäèò äâà âåêòîðà AB è AC (Ðèñ. 1).

-�
�
���

�
�
���

A

B

C

D

Ðèñ. 1

Ïóñòü ïîä äåéñòâèåì êîíå÷íîãî íåïðåðûâíîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ ãðóïïû ñäâèãîâ âåêòîð AB äâèæåòñÿ
âäîëü âåêòîðà AC, ïðè÷åì â ðåçóëüòàòå âåêòîð AB
îòîáðàæàåòñÿ â âåêòîð CD, òî åñòü

AB = CD .

Òîãäà äâà âåêòîðà AB è CD è ïîâåðõíîñòü, çàêëþ-
÷åííàÿ ìåæäó íèìè, îáðàçóþò îáúåêò, êîòîðûé íàçî-
âåì 2-âåêòîðîì è îáîçíà÷èì åãî ACDB. Êîìïîçèöèÿ
ñäâèãîâ ñ ó÷àñòèåì âåêòîðà AB ìîæåò áûòü çàïèñàíà
êàê ñëîæåíèå 2-âåêòîðîâ (Ðèñ. 2)

ACDB + CEFD = AEFB .
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Ðèñ. 2

Âåêòîð ACDB íàçûâàåòñÿ íóëåâûì, åñëè ëèáî âåê-
òîð AB, ëèáî âåêòîð AC ðàâåí íóëþ. Äëÿ íóëåâîãî
âåêòîðà âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå12

AABB +AEFB = AEFB .

Êàæäîìó âåêòîðó ACDB ñîîòâåòñòâóåò îáðàòíûé
âåêòîð CABD, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ

ACDB + CABD = AABB .

Âûøåóêàçàííûå ñîîòíîøåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
àêñèîìû àôèííîãî ïðîñòðàíñòâà. Â ðåçóëüòàòå ïðî-
ñòðàíñòâî-âðåìÿ âûñòóïàåò êàê àôèííîå ïðîñòðàí-
ñòâî 2-âåêòîðîâ.
Îïðåäåëåííîå â Ðàçäåëå III.1 íàñòîÿùåé Ãëàâû ðà-

âåíñòâî âåêòîðîâ ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ðàâåíñòâî 2-
âåêòîðîâ è ïåðåéòè ê âåêòîðíîìó ïðîñòðàíñòâó 2-
âåêòîðîâ, íå çàâèñÿùåìó îò òî÷êè-ñîáûòèÿ ïðîñòðàí-
ñòâà-âðåìåíè. Ýòî ïðîñòðàíñòâî îáîçíà÷èì X2. Ñ ââå-
äåíèåì ýòîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà â ðàññìîòðåíèå
âõîäÿò òàêèå ïîíÿòèÿ êàê 2-âåêòîð, êîòîðûé îáîçíà-

÷èì
2
x, áàçèñíûå âåêòîðû

eik ,

êîîðäèíàòû 2-âåêòîðà

xik

è ðàçëîæåíèå 2-âåêòîðà ïî áàçèñíûì âåêòîðàì

2
x= eik · xik .

2. Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ êàê àôèííîå
ïðîñòðàíñòâî n-âåêòîðîâ

Ïóñòü ê òî÷êå-ñîáûòèþ A ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè
ïðèñîåäèíåí 2-âåêòîð è âåêòîð AD, è ïóñòü ïîä äåé-
ñòâèåì êîíå÷íîãî íåïðåðûâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðóï-
ïû ñäâèãîâ 2-âåêòîð äâèæåòñÿ âäîëü âåêòîðà AD, ïðè-
÷åì â ðåçóëüòàòå 2-âåêòîð îòîáðàæàåòñÿ â 2-âåêòîð,
ïðèñîåäèíåííûé ê òî÷êå-ñîáûòèþ D. Òîãäà íà÷àëü-
íûé 2-âåêòîð (ïðèñîåäèíåííûé ê òî÷êå-ñîáûòèþ A),
êîíå÷íûé 2-âåêòîð (ïðèñîåäèíåííûé ê òî÷êå-ñîáûòèþ

12 Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå AC = 0 .

D) è îáúåì, çàêëþ÷åííûé ìåæäó óêàçàííûìè 2-
âåêòîðàìè, îáðàçóþò îáúåêò, êîòîðûé íàçîâåì 3-
âåêòîðîì. Ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðóïïû ñäâèãîâ ïîçâîëÿþò
ââåñòè íà ìíîæåñòâå 3-âåêòîðîâ îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ,
îïðåäåëèòü íóëåâîé 3-âåêòîð è îáðàòíûé 3-âåêòîð.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ åñòü àôèííîå ïðî-
ñòðàíñòâî 3-âåêòîðîâ.
Îïðåäåëåííîå â Ðàçäåëå III.1 íàñòîÿùåé Ãëàâû ðà-

âåíñòâî âåêòîðîâ ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ðàâåíñòâî
3-âåêòîðîâ è âûäåëèòü âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî 3-
âåêòîðîâ, íå çàâèñÿùåå îò òî÷êè-ñîáûòèÿ ïðîñòðàí-
ñòâà-âðåìåíè. Ýòî ïðîñòðàíñòâî îáîçíà÷èì X3. Ñ ââå-
äåíèåì ýòîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà â ðàññìîòðåíèå
âõîäÿò òàêèå ïîíÿòèÿ, êàê 3-âåêòîð, êîòîðûé îáîçíà-

÷èì
3
x, áàçèñíûå âåêòîðû

eikl ,

êîîðäèíàòû 3-âåêòîðà

xikl

è ðàçëîæåíèå 3-âåêòîðà ïî áàçèñíûì âåêòîðàì

3
x= eikl · xikl .

Îáîáùàÿ ïî èíäóêöèè, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ êàíâó
ðàññóæäåíèé. Ïóñòü ê òî÷êå-ñîáûòèþ A ïðîñòðàí-
ñòâà-âðåìåíè ïðèñîåäèíåí (n − 1)-âåêòîð è âåêòîð
AH, è ïóñòü ïîä äåéñòâèåì êîíå÷íîãî íåïðåðûâíî-
ãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðóïïû ñäâèãîâ (n − 1)-âåêòîð
äâèæåòñÿ âäîëü âåêòîðà AH, ïðè÷åì â ðåçóëüòàòå
(n − 1)-âåêòîð îòîáðàæàåòñÿ â (n − 1)-âåêòîð, ïðè-
ñîåäèíåííûé ê òî÷êå-ñîáûòèþ H. Òîãäà íà÷àëüíûé
(n− 1)-âåêòîð (ïðèñîåäèíåííûé ê òî÷êå-ñîáûòèþ A),
êîíå÷íûé (n − 1)-âåêòîð (ïðèñîåäèíåííûé ê òî÷êå-
ñîáûòèþ D) è ãèïåðîáúåì, çàêëþ÷åííûé ìåæäó óêà-
çàííûìè (n−1)-âåêòîðàìè, îáðàçóþò îáúåêò, êîòîðûé
íàçîâåì n-âåêòîðîì. Ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðóïïû ñäâèãîâ
ïîçâîëÿþò ââåñòè íà ìíîæåñòâå n-âåêòîðîâ îïåðàöèþ
ñëîæåíèÿ, îïðåäåëèòü íóëåâîé n-âåêòîð è îáðàòíûé
n-âåêòîð. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ åñòü
àôèííîå ïðîñòðàíñòâî n-âåêòîðîâ.
Îïðåäåëåííîå â Ðàçäåëå III.1 íàñòîÿùåé Ãëàâû ðà-

âåíñòâî âåêòîðîâ ïîçâîëÿåò òàêæå îïðåäåëèòü ðàâåí-
ñòâî n-âåêòîðîâ è âûäåëèòü âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
n-âåêòîðîâ, íå çàâèñÿùåå îò òî÷êè-ñîáûòèÿ ïðîñòðàí-
ñòâà-âðåìåíè. Ýòî ïðîñòðàíñòâî îáîçíà÷èì Xn. Ñ ââå-
äåíèåì ýòîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà â íàøå ðàñ-
ñìîòðåíèå âõîäÿò òàêèå ïîíÿòèÿ êàê n-âåêòîð, êîòî-

ðûé îáîçíà÷èì
n
x, áàçèñíûå âåêòîðû

ei1i2...in ,

êîîðäèíàòû n-âåêòîðà

xi1i2...in

è ðàçëîæåíèå n-âåêòîðà ïî áàçèñíûì âåêòîðàì

n
x= ei1i2...in · xi1i2...in .
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Ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê n-âåêòîðîâ ðàâåí ÷èñëó èç-
ìåðåíèé ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, òî åñòü ÷åòûðåì.
Îáúåäèíåíèå âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ n-âåêòîðîâ,

ãäå n = 1, 2, 3, 4, è ìíîæåñòâà X0 = IR ïðèâîäèò ê
âåêòîðíîìó ïðîñòðàíñòâó

X = X0 +X1 +X2 +X3 +X4 ,

êîòîðîå, â ÷àñòíîì ñëó÷àå, ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì
àëãåáðû Êëèôôîðäà.

VI. ÂÛÂÎÄÛ ÏÎ ÃËÀÂÅ

� Ïåðâè÷íûìè ïîíÿòèÿìè êèíåìàòèêè ÿâëÿþòñÿ
òåëî, ïðîöåññ, äâèæåíèå.

� Ïðîñòðàíñòâî åñòü óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî
òåë. Âðåìÿ åñòü óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ïðî-
öåññîâ. Îáúåäèíåíèå ýòèõ ìíîæåñòâ îïðåäåëÿ-
åòñÿ êàê ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ.

� Äâèæåíèå � ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòðàíñòâà
è âðåìåíè, èçìåíÿþùåå ïîðÿäîê òåë è ïîðÿäîê
ïðîöåññîâ. Äâèæåíèÿ ñîñòàâëÿþò ãðóïïó.

� Îñíîâîïîëàãàþùèì ïîíÿòèåì, îòíîñÿùèìñÿ ê
ïðîñòðàíñòâó-âðåìåíè, ÿâëÿåòñÿ ïðîñòî òðàíçè-
òèâíàÿ àáåëåâà ãðóïïà äâèæåíèé � ãðóïïà ñäâè-
ãîâ. Ãðóïïà ñäâèãîâ ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü
ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ êàê àôèííîå ïðîñòðàíñòâî,
à çàòåì êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî.

� Èç óñëîâèÿ, ÷òî êîîðäèíàòû â ïðîñòðàíñòâå è
âðåìåíè åñòü ðåçóëüòàò èçìåðåíèÿ, ñëåäóåò, ÷òî
ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ íóæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ñíàáæåííîå ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ.

� Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü
íå òîëüêî êàê ìíîæåñòâî òî÷åê-ñîáûòèé è íà-
ïðàâëåííûõ îòðåçêîâ ëèíèé, íî è ìíîæåñòâî
îðèåíòèðîâàííûõ ïîâåðõíîñòåé, îáúåìîâ è 4-
îáúåìîâ. Èíà÷å ãîâîðÿ, êàê ïðîñòðàíñòâî àëãåá-
ðû Êëèôôîðäà.

VII. ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ. ÂÛÂÎÄ
ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÉ ËÎÐÅÍÖÀ

Ñóùåñòâóåò äâà êèíåìàòè÷åñêèõ âûâîäà ïðåîáðàçî-
âàíèÿ Ëîðåíöà. Îäèí âûâîä äàí Ýéíøòåéíîì â åãî
îñíîâîïîëàãàþùåé ñòàòüå "Ê ýëåêòðîäèíàìèêå äâè-
æóùèõñÿ òåë" (Ann. Phys., 1905, v. 17, pp. 891-921.).
Îí îñíîâàí íà ïðåäñòàâëåíèè îá îäíîâðåìåííîñòè ñî-
áûòèé. Âòîðîé âûâîä âîñõîäèò ê Ìèíêîâñêîìó è îïè-
ðàåòñÿ íà ãèïåðáîëè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò
â ïñåâäîåâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, ñîõðàíÿþùåå êâàä-
ðàò äëèíû âåêòîðà â ýòîì ïðîñòðàíñòâå.

Â íàñòîÿùåì Ïðèëîæåíèè ìû äàäèì ñâîé êèíåìà-
òè÷åñêèé âûâîä ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà è êîñíåìñÿ
íåäîðàçóìåíèé13 â èíòåðïðåòàöèè ëîðåíöåâûõ ñîêðà-
ùåíèé äëèíû è âðåìåíè.
Ïðè âûâîäå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà ìû èñõîäèì

èç äâóõ óñëîâèé:

1. Óñëîâèå Ýéíøòåéíà: ñâåòîâàÿ ÷àñòèöà äâèæåò-
ñÿ ñ îäèíàêîâîé ñêîðîñòüþ (ñêîðîñòüþ ñâåòà ñ)
êàê îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé ñèñòåìû îòñ÷å-
òà, òàê è îòíîñèòåëüíî äâèæóùåéñÿ ñèñòåìû îò-
ñ÷åòà. À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî, èçìåðèâ ñêîðîñòü ñâå-
òà â íåêîòîðîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, íåëüçÿ óñòàíî-
âèòü äâèæåòñÿ ýòà ñèñòåìà îòñ÷åòà èëè íåò.

2. Óñëîâèå Ìèíêîâñêîãî: ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà
óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

X2 − c2 · T 2 = x2 − c2 · t2 .

Òî åñòü, êâàäðàò ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî èí-
òåðâàëà, îïðåäåëåííûé â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷å-
òà, íåîòëè÷èì îò êâàäðàòà ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåí-
íîãî èíòåðâàëà, îïðåäåëåííîãî â äâèæóùåéñÿ ñèñòå-
ìå îòñ÷åòà. À îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îïðåäåëèâ êâàä-
ðàò ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî èíòåðâàëà â íåêîòî-
ðîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, íåëüçÿ óñòàíîâèòü äâèæåòñÿ ýòà
ñèñòåìà îòñ÷åòà èëè íåò.

1. Íåïîäâèæíàÿ ñèñòåìà îòñ÷åòà K

Ñèñòåìà îòñ÷åòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü
ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè, ñâÿçàííîãî
ñ ýòèì ãåîìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

1.1. Ãåîìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íåïîäâèæíîé
ñèñòåìû îòñ÷åòà K

Â ýòîì ïðèëîæåíèè ãåîìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
íåïîäâèæíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà K áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü êàê îäíîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íà ìíî-
æåñòâåòî÷åê. Âåêòîðîì, îáîçíà÷àåìîìX, â ýòîì ïðî-
ñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê ïðÿìîé, ñíàáæåííûé íà-
ïðàâëåíèåì. Âåêòîð îãðàíè÷åí íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé
òî÷êàìè. Íà ìíîæåñòâå âåêòîðîâ îïðåäåëåíà îïåðà-
öèÿ ñëîæåíèÿ

X = X1 +X2 .

13 Íå òàê äàâíî ïî íàøåìó òåëåâèäåíèþ áûë ïîêàçàí àìåðèêàí-
ñêèé ôèëüì, â êîòîðîì ñðàâíèòåëüíî ìîëîäîé îòåö, âåðíóâ-
øèñü èç êîñìè÷åñêîãî ïóòåøåñòâèÿ, âèäèò ñâîþ äî÷ü ãëóáî-
êîé ñòàðóõîé. Íàó÷íîå "îáîñíîâàíèå" ôàáóëû çòîãî ôèëüìà
åãî ñöåíàðèñòû íàøëè â òàê íàçûâàåìîì "ïàðàäîêñå áëèç-
íåöîâ". Íàñòîÿùåå ïðèëîæåíèå íàâåÿíî ìîåé ïîïûòêîé îáú-
ÿñíèòü ñûíó, ÷òî "ïàðàäîêñ áëèçíåöîâ" êàê èíòåðïðåòàöèÿ
ëîðåíöåâûõ ñîêðàùåíèé è ôàáóëà ôèëüìà ÿâëÿþòñÿ íåäîðà-
çóìåíèåì.
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Ýòà îïåðàöèÿ ïðåäïîëàãàåò ââåäåíèå îïåðàöèè ïå-
ðåíîñà âåêòîðà âäîëü ïðèíÿòîãî íàïðàâëåíèÿ è ïðîöå-
äóðó ôèêñàöèè ñîâïàäåíèÿ ãðàíè÷íûõ òî÷åê ðàçëè÷-
íûõ âåêòîðîâ. Â ðåçóëüòàòå îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ âåêòî-
ðîâ ïîçâîëÿåò ââåñòè ñîñòàâíîé âåêòîð è îïðåäåëèòü
îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî

X = m ·X1 .

Â ÷àñòíîñòè, îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ ïîçâîëÿ-
åò ââåñòè áàçèñíûé âåêòîð E è ïðîöåäóðó èçìåðåíèÿ
âåêòîðà X ñ ïîìîùüþ áàçèñíîãî âåêòîðà E. Èíà÷å ãî-
âîðÿ, îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ ïîçâîëÿåò ââåñòè
ïðîöåäóðó ñîñòàâëåíèÿ âåêòîðà X èç íåñêîëüêèõ áà-
çèñíûõ âåêòîðîâ, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé âåêòîðó X ñòà-
âèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî � êîîðäèíàòà X:

X = E ·X .

Êîîðäèíàòà X ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ â äâóõ ñìûñ-
ëàõ: 1) ýòî òî÷êà ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, 2)
ýòî âåêòîð ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà14. Èíîãäà
íåîáõîäèìî ÿñíî ðàçëè÷àòü ýòè ñëó÷àè. Ìû áóäåì èñ-
ïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé ôîðìàëèçì: ñèìâîë •X îçíà-
÷àåò òî÷êó ñ êîîðäèíàòîé X â îòëè÷èå îò êîîðäèíà-
òû X, îçíà÷àþùåé âåêòîð. Òîãäà, íàïðèìåð, •0X ýòî
òî÷êà íà÷àëà îòñ÷åòà êîîðäèíàò. Âåêòîð ìåæäó íà-
÷àëüíîé òî÷êîé •X1 è êîíå÷íîé òî÷êîé •X2 îáîçíà-
÷èì {•X1, •X2}. Òîãäà, íàïðèìåð,

{•X1, •X2} ≡ X2 −X1

{•0X , •X} ≡ X

{•X, •(X + dX)} ≡ X + dX −X = dX .

1.2. Âðåìÿ íåïîäâèæíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà K

Âðåìÿ íåïîäâèæíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà K ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ êàê îäíîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íà
ìíîæåñòâå ñîáûòèé èëè ìîìåíòîâ âðåìåíè. Âåêòî-
ðîì, îáîçíà÷àåìûì T , â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåò-
ñÿ ïðîöåññ èëè èíòåðâàë âðåìåíè, ñíàáæåííûé íà-
ïðàâëåíèåì (èç ïðîøëîãî â áóäóùåå). Èíòåðâàë âðå-
ìåíè îãðàíè÷åí íà÷àëüíûì è êîíå÷íûì ìîìåíòàìè
âðåìåíè. Íà ìíîæåñòâå èíòåðâàëîâ âðåìåíè îïðåäå-
ëåíà îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ

T = T 1 + T 2 .

Ýòà îïåðàöèÿ ïðåäïîëàãàåò ââåäåíèå îïåðàöèè ïå-
ðåíîñà èíòåðâàëîâ âðåìåíè âäîëü íàïðàâëåíèÿ âðåìå-
íè è ïðîöåäóðó ôèêñàöèè ñîâïàäåíèÿ ãðàíè÷íûõ ìî-
ìåíòîâ âðåìåíè ðàçëè÷íûõ èíòåðâàëîâ âðåìåíè. Èíà-

14 Çàìåòèì, ÷òî îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ îòíîñèòñÿ ê âåêòîðàì. Ïî-
ýòîìó â òîì ñëó÷àå, êîãäà êîîðäèíàòû èñïîëüçóþòñÿ â àðèô-
ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèÿõ, èì ïðèäàåòñÿ ñìûñë âåêòîðîâ.

÷å ãîâîðÿ, ïðîöåäóðó ôèêñàöèè îäíîâðåìåííîñòè ðàç-
ëè÷íûõ ñîáûòèé. Â ðåçóëüòàòå îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ èí-
òåðâàëîâ âðåìåíè ïîçâîëÿåò ââåñòè ñîñòàâíîé èíòåð-
âàë âðåìåíè è îïðåäåëèòü îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ èí-
òåðâàëà âðåìåíè íà ÷èñëî

T = n · T 1 .

Â ÷àñòíîñòè, îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ èíòåðâàëîâ âðå-
ìåíè ïîçâîëÿåò ââåñòè áàçèñíûé èíòåðâàë âðåìåíè τ
è ïðîöåäóðó èçìåðåíèÿ èíòåðâàëà âðåìåíè T ñ ïî-
ìîùüþ áàçèñíîãî èíòåðâàëà âðåìåíè τ . Èíà÷å ãîâî-
ðÿ, ïðîöåäóðó ñîñòàâëåíèÿ èíòåðâàëà âðåìåíè T èç
íåñêîëüêèõ áàçèñíûõ èíòåðâàëîâ âðåìåíè, â ðåçóëü-
òàòå êîòîðîé èíòåðâàëó âðåìåíè T ñòàâèòñÿ â ñîîò-
âåòñòâèå ÷èñëî � êîîðäèíàòà T :

T = τ · T .

Êîîðäèíàòà T òàêæå ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ â äâóõ
ñìûñëàõ: 1) � ýòî ìîìåíò âðåìåíè, 2) � ýòî èíòåð-
âàë âðåìåíè15. Èíîãäà íåîáõîäèìî ÿñíî ðàçëè÷àòü ýòè
ñëó÷àè. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé ôîðìà-
ëèçì: ñèìâîë •T îçíà÷àåò ìîìåíò âðåìåíè ñ êîîðäè-
íàòîé T â îòëè÷èå îò êîîðäèíàòû T , îçíà÷àþùåé èí-
òåðâàë âðåìåíè16. Òîãäà, íàïðèìåð, •0T ýòî ìîìåíò
íà÷àëà îòñ÷åòà êîîðäèíàòû âðåìåíè. Èíòåðâàë âðåìå-
íè ìåæäó íà÷àëüíûì ìîìåíòîì •T1 è êîíå÷íûì ìî-
ìåíòîì •T2 îáîçíà÷èì {•T1, •T2}. Òîãäà, íàïðèìåð,

{•T1, •T2} ≡ T2 − T1 ,
{•0T , •T} ≡ T ,

{•T, •(T + dT )} ≡ T + dT − T = dT .

1.3. Äâèæåíèå òî÷êè îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé
ñèñòåìû îòñ÷åòà K

Òî÷êó, äâèæóùóþñÿ îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé ñè-
ñòåìû îòñ÷åòà K, îáîçíà÷èì •a. Èññëåäîâàíèþ äâè-
æåíèÿ òî÷êè îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòà äîëæíî
ïðåäøåñòâîâàòü ââåäåíèå äâóõ ïðîöåäóð.
1. Ïðîöåäóðû ôèêñàöèè ïðîåêöèè äâèæóùåéñÿ òî÷-

êè •a íà òî÷êó ñèñòåìû îòñ÷åòà, íàïðèìåð, •X. Ýòî
ïðîåöèðîâàíèå ñèìâîëè÷åñêè áóäåì îáîçíà÷àòü òàê
•a→•X, ÷òî, ñîáñòâåííî, è îçíà÷àåò: äâèæóùàÿñÿ
òî÷êà •a ïðîåöèðóåòñÿ íà òî÷êó •X íåïîäâèæíîé
ñèñòåìû îòñ÷åòà.

15 Çàìåòèì, ÷òî îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ îòíîñèòñÿ ê èíòåðâàëàì
âðåìåíè. Ïîýòîìó â òîì ñëó÷àå, êîãäà êîîðäèíàòû èñïîëü-
çóþòñÿ â àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèÿõ, èì ïðèäàåòñÿ ñìûñë
èíòåðâàëîâ âðåìåíè .

16 Êðîìå òåðìèíîâ ïðîöåññ, èíòåðâàë âðåìåíè, äëÿ ïðîñòîòû
áóäåì èñïîëüçîâàòü òåðìèí âðåìÿ. Ïðè ýòîì íóæíî ðàññ÷è-
òûâàòü, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ïîñëåäíåãî òåðìèíà íå âûçîâåò
ïóòàííèöû.
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2. Ïðîöåäóðû îïðåäåëåíèÿ ìîìåíòà âðåìåíè •T
íåïîäâèæíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà, êîãäà äâèæóùàÿñÿ
òî÷êà •a ïðîåöèðóåòñÿ íà òî÷êó •X íåïîäâèæíîé ñè-
ñòåìû îòñ÷åòà. Ýòîò ìîìåíò áóäåì îáîçíà÷àòü êàê
•T |•a→•X , ÷òî, ñîáñòâåííî, è îçíà÷àåò: ìîìåíò âðåìå-
íè •T íåïîäâèæíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà, êîãäà äâèæóùà-
ÿñÿ òî÷êà •a ïðîåöèðóåòñÿ íà òî÷êó •X íåïîäâèæíîé
ñèñòåìû îòñ÷åòà.
Äâèæåíèå òî÷êè •a óñòàíàâëèâàåòñÿ, åñëè â ìîìåíò

âðåìåíè •T ′ òî÷êà •a ïðîåöèðóåòñÿ íà äðóãóþ òî÷êó
•X ′ íåïîäâèæíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà •T ′|•a→•X′ . Ñêî-
ðîñòü äâèæåíèÿ òî÷êè •a îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé
ñèñòåìû îòñ÷åòà îïðåäåëÿåòñÿ êàê îáû÷íî

V•a =
X ′ −X
T ′ − T

∣∣∣∣ •T |•a→•X

•T ′|•a→•X′

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, ïðè êîòîðîì îòñ÷åò âðåìåíè íà-
÷èíàåòñÿ â òîò ìîìåíò, êîãäà äâèæóùàÿñÿ òî÷êà •a
ïðîåöèðóåòñÿ íà òî÷êó •X ñèñòåìû îòñ÷åòà, òî åñòü
•0T |•a→•X , à äâèæóùàÿñÿ òî÷êà •a äîñòèãàåò òî÷êè
•X ′ ñèñòåìû îòñ÷åòà â ìîìåíò âðåìåíè •T ′, òî åñòü
•T ′|•a→•X′ , ñêîðîñòü äâèæåíèÿ òî÷êè •a îòíîñèòåëü-
íî íåïîäâèæíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà çàïèñûâàåòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì

V•a =
X ′ −X
T ′

∣∣∣∣ •0T |•a→•X

•T ′|•a→•X′

Â äðóãîì ÷àñòíîì ñëó÷àå, ïðè êîòîðîì îòñ÷åò âðå-
ìåíè íà÷èíàåòñÿ â òîò ìîìåíò, êîãäà äâèæóùàÿñÿ òî÷-
êà •a ïðîåöèðóåòñÿ íà íà÷àëî êîîðäèíàò •0X íåïî-
äâèæíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà, òî åñòü •0T |•a→•0X , à äâè-
æóùàÿñÿ òî÷êà •a äîñòèãàåò òî÷êè •X ′ ñèñòåìû îò-
ñ÷åòà â ìîìåíò âðåìåíè •T ′, òî åñòü •T ′|•a→•X′ , ñêî-
ðîñòü äâèæåíèÿ òî÷êè •a îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé
ñèñòåìû îòñ÷åòà çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

V•a =
X ′

T ′

∣∣∣∣•0T |•a→•0X
•T ′|•a→•X′

2. Íàáëþäàòåëü â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå
îòñ÷åòà K

Ââåäåíèå ïîíÿòèé è ñóæäåíèé, îòíîñÿùèõñÿ ê ñè-
ñòåìå îòñ÷åòà, ñîïðîâîæäàåòñÿ ââåäåíèåì äîïîëíè-
òåëüíûõ îïåðàöèé, ñïîñîáîâ è ïðîöåäóð, íà÷èíàÿ ñ
ïåðåíîñà âåêòîðà è êîí÷àÿ ïðîöåäóðîé îïðåäåëåíèÿ
ìîìåíòà âðåìåíè, êîãäà äâèæóùàÿñÿ òî÷êà ïðîåöèðó-
åòñÿ íà òî÷êó íåïîäâèæíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà. Âñå äî-
ïîëíèòåëüíûå îïåðàöèè, ñïîñîáû è ïðîöåäóðû óäîáíî
îáúåäèíèòü â îäíîì ïîíÿòèè � íàáëþäàòåëü. Íàáëþ-
äàòåëü ýòî ñóáúåêò, îòíåñåííûé ê ñèñòåìå îòñ÷åòà,
êîòîðûé îñóùåñòâëÿåò âñå íåîáõîäèìûå äîïîëíèòåëü-
íûå îïåðàöèè, ñïîñîáû è ïðîöåäóðû, îáåñïå÷èâàþùèå
âçàèìîñâÿçü ìåæäó ýëåìåíòàìè ýòîé ñèñòåìû îòñ÷å-
òà. Òà ñèñòåìà îòñ÷åòà, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ íàáëþ-
äàòåëü, ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé îòíîñèòåëüíî íåãî.

3. Äâèæóùàÿñÿ ñèñòåìà îòñ÷åòà k

Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî ñóùåñòâóåò äðóãàÿ, ïîêà íå áó-
äåì ãîâîðèòü äâèæóùàÿñÿ, ñèñòåìà îòñ÷åòà è ñâÿçàí-
íûé ñ íåé äðóãîé íàáëþäàòåëü. Îáîçíà÷èì ýòó ñèñòå-
ìó îòñ÷åòà k. Ñèñòåìà îòñ÷åòà k òàêæå ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ñîâîêóïíîñòü ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà è
âðåìåíè, ñâÿçàííîãî ñ ýòèì ãåîìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàí-
ñòâîì.

3.1. Ãåîìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñèñòåìû îòñ÷åòà k

Â ýòîì ïðèëîæåíèè ãåîìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
ñèñòåìû îòñ÷åòà k òàêæå áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê îä-
íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íà ìíîæåñòâå òî-
÷åê. Âåêòîðîì, îáîçíà÷àåìûì x, â ýòîì ïðîñòðàíñòâå
ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê ïðÿìîé, ñíàáæåííûé íàïðàâëåíèåì.
Âåêòîð îãðàíè÷åí íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷êàìè. Íà
ìíîæåñòâå âåêòîðîâ îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ

x = x1 + x2 .

Îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ ïîçâîëÿåò ââåñòè ñî-
ñòàâíîé âåêòîð è îïðåäåëèòü îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ
âåêòîðà íà ÷èñëî

x = m · x1 .

Â ÷àñòíîñòè, îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ ïîçâîëÿ-
åò ââåñòè áàçèñíûé âåêòîð e è ïðîöåäóðó èçìåðåíèÿ
âåêòîðà x ñ ïîìîùüþ áàçèñíîãî âåêòîðà e. Èíà÷å ãî-
âîðÿ, îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ ïîçâîëÿåò ââåñòè
ïðîöåäóðó ñîñòàâëåíèÿ âåêòîðà x èç íåñêîëüêèõ áà-
çèñíûõ âåêòîðîâ, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé âåêòîðó x ñòà-
âèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî � êîîðäèíàòà x:

x = e · x .

Êîîðäèíàòà x ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ â äâóõ ñìûñ-
ëàõ: 1) � ýòî òî÷êà ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, 2)
� ýòî âåêòîð ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Äëÿ òîãî,
÷òîáû ÿñíî ðàçëè÷àòü ýòè ñëó÷àè, ìû áóäåì èñïîëü-
çîâàòü ðàíåå óêàçàííûé ôîðìàëèçì: ñèìâîë •x îçíà-
÷àåò òî÷êó ñ êîîðäèíàòîé x â îòëè÷èå îò êîîðäèíàòû
x, îçíà÷àþùåé âåêòîð. Òîãäà, íàïðèìåð, •0x ýòî òî÷-
êà íà÷àëà îòñ÷åòà ãåîìåòðè÷åñêèõ êîîðäèíàò. Âåêòîð
ìåæäó íà÷àëüíîé òî÷êîé •x1 è êîíå÷íîé òî÷êîé •x2
îáîçíà÷èì {•x1, •x2}. Òîãäà, íàïðèìåð,

{•x1, •x2} ≡ x2 − x1 ,
{•0x, •x} ≡ x ,

{•x, •(x+ dx)} ≡ x+ dx− x = dx .

3.2. Âðåìÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà k

Âðåìÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà k òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ
êàê îäíîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íà ìíîæåñòâå
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ìîìåíòîâ âðåìåíè. Âåêòîðîì, îáîçíà÷àåìûì t, â ýòîì
ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàë âðåìåíè, ñíàáæåí-
íûé íàïðàâëåíèåì (èç ïðîøëîãî â áóäóùåå). Èíòåð-
âàë âðåìåíè îãðàíè÷åí íà÷àëüíûì è êîíå÷íûì ìî-
ìåíòàìè âðåìåíè. Íà ìíîæåñòâå èíòåðâàëîâ âðåìåíè
îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ

t = t1 + t2 .

Îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ èíòåðâàëîâ âðåìåíè ïîçâîëÿ-
åò ââåñòè ñîñòàâíîé èíòåðâàë âðåìåíè è îïðåäåëèòü
îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ èíòåðâàëà âðåìåíè íà ÷èñëî

t = n · t1 .

Â ÷àñòíîñòè, îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ èíòåðâàëîâ âðåìå-
íè ïîçâîëÿåò ââåñòè áàçèñíûé èíòåðâàë âðåìåíè T è
ïðîöåäóðó èçìåðåíèÿ èíòåðâàëà âðåìåíè t ñ ïîìîùüþ
áàçèñíîãî èíòåðâàëà âðåìåíè T. Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðîöå-
äóðó ñîñòàâëåíèÿ èíòåðâàëà âðåìåíè t èç íåñêîëüêèõ
áàçèñíûõ èíòåðâàëîâ âðåìåíè, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé
èíòåðâàëó âðåìåíè t ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî �
êîîðäèíàòà t:

t = T · t .

Êîîðäèíàòà t ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ â äâóõ ñìûñ-
ëàõ: 1) � ýòî ìîìåíò âðåìåíè, 2) � ýòî èíòåðâàë âðå-
ìåíè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ÿñíî ðàçëè÷àòü ýòè ñëó÷àè,
ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ââåäåííûé ðàíåå ôîðìàëèçì:
ñèìâîë •t îçíà÷àåò ìîìåíò âðåìåíè ñ êîîðäèíàòîé t â
îòëè÷èå îò êîîðäèíàòû t, îçíà÷àþùåé èíòåðâàë âðå-
ìåíè. Òîãäà, íàïðèìåð, •0t ýòî ìîìåíò íà÷àëà îòñ÷å-
òà êîîðäèíàòû âðåìåíè. Èíòåðâàë âðåìåíè ìåæäó íà-
÷àëüíûì ìîìåíòîì •t1 è êîíå÷íûì ìîìåíòîì •t2 îáî-
çíà÷èì {•t1, •t2}. Òîãäà, íàïðèìåð,

{•t1, •t2} ≡ t2 − t1 ,
{•0t, •t} ≡ t ,

{•t, •(t+ dt)} ≡ t+ dt− t = dt .

3.3. Íà÷àëüíîå óñëîâèå

Ïóñòü ñóùåñòâóþò òàêèå îáñòîÿòåëüñòâà, êîãäà ñè-
ñòåìà îòñ÷åòà k íåîòëè÷èìà îò ñèñòåìû îòñ÷åòà K.
Íàçîâåì ýòè îáñòîÿòåëüñòâà íà÷àëüíûì óñëîâèåì.
Íåîáõîäèìî ïîëîæèòü, ÷òî ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè

òî÷å÷íîå ìíîæåñòâî ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
ñèñòåìû îòñ÷åòà k ïðîåöèðóåòñÿ íà òî÷å÷íîå ìíîæå-
ñòâî ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ñèñòåìû îòñ÷åòà
K. Ïðîåöèðóþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî è âåêòîðû ñèñòå-
ìû îòñ÷åòà k íà âåêòîðû ñèñòåìû îòñ÷åòà K. Ïóñòü
âåêòîð x ∈ k ïðîåöèðóåòñÿ íà âåêòîð X ∈ K. Ýòî îá-
ñòîÿòåëüñòâî áóäåì çàïèñûâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

x→ X .

Ìîæíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè
áàçèñíûé âåêòîð ñèñòåìû îòñ÷åòà k ïðîåöèðîâàëñÿ íà

áàçèñíûé âåêòîð ñèñòåìû îòñ÷åòà K

e→ E ,

à êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè (êîîðäèíàòà x)
ïðè ïðîåêöèè íå ìåíÿëñÿ. Îòìå÷åííîå èçîáðàçèì â
âèäå ñëåäóþùåé äèàãðàììû:

x = e · x
↓ ↓
X = E · x

Òàêèì îáðàçîì, èìååì X = E · x. À òàê êàê X =
E·X, òî èìååì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ãåîìåò-
ðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè ñèñòåì îòñ÷åòà K è k ïðè
íà÷àëüíîì óñëîâèè

X = x .

Íåîáõîäèìî ïîëîæèòü, ÷òî ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè
ìíîæåñòâî ìîìåíòîâ âðåìåíè ñèñòåìû îòñ÷åòà k ïðî-
åöèðóåòñÿ íà ìíîæåñòâà ìîìåíòîâ âðåìåíè ñèñòåìû
îòñ÷åòà K. Ïðîåöèðóþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî è èíòåðâà-
ëû âðåìåíè ñèñòåìû îòñ÷åòà k íà èíòåðâàëû âðåìåíè
ñèñòåìû îòñ÷åòà K. Ïóñòü èíòåðâàë âðåìåíè t ∈ k
ïðîåöèðóåòñÿ íà èíòåðâàë âðåìåíè T ∈ K. Ýòî îáñòî-
ÿòåëüñòâî áóäåì çàïèñûâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

t→ T .

Ìîæíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè
áàçèñíûé èíòåðâàë âðåìåíè ñèñòåìû îòñ÷åòà k ïðî-
åöèðîâàëñÿ íà áàçèñíûé èíòåðâàë âðåìåíè ñèñòåìû
îòñ÷åòà K

T→ τ ,

à êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè (êîîðäèíàòà t)
ïðè ïðîåêöèè íå ìåíÿëñÿ. Îòìå÷åííîå èçîáðàçèì â
âèäå ñëåäóþùåé äèàãðàììû:

t = T · t
↓ ↓
T = τ · t

Òàêèì îáðàçîì, èìååì T = τ · t. À òàê êàê T = τ ·T ,
òî èìååì ñîîòíîøåíèå ìåæäó êîîðäèíàòàìè âðåìåíè
ñèñòåì îòñ÷åòà K è k ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè

T = t .

4. Äâèæåíèå ñèñòåìû îòñ÷åòà k îòíîñèòåëüíî
ñèñòåìû îòñ÷åòà K

Äâèæåíèå ñèñòåìû îòñ÷åòà k îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû
îòñ÷åòà K óñòàíàâëèâàåòñÿ è îïðåäåëÿåòñÿ íà îñíîâà-
íèè äâèæåíèÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíîé òî÷êè ñèñòåìû
îòñ÷åòà k, íàïðèìåð, òî÷êè •x. Ñêîðîñòü äâèæåíèÿ V
ñèñòåìû îòñ÷åòà k îïðåäåëèì êàê ñêîðîñòü äâèæåíèÿ
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òî÷êè •x, óñòàíàâëèâàåìóþ â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì
1.3.

V = V•x .

Íà÷àëüíûì óñëîâèåì, îïðåäåëåííûì â Ðàçäåëå 3.3,
ïðè êîòîðîì ñèñòåìû îòñ÷åòà k è K íå îòëè÷èìû äðóã
îò äðóãà, ÿâëÿåòñÿ

V = 0 .

4.1. Ñâÿçü ìåæäó ãåîìåòðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè
ñèñòåì îòñ÷åòà K è k äëÿ íà÷àëà îòñ÷åòà âðåìåíè •0t

Ðàññìîòðèì ãåîìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íåïî-
äâèæíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà K è ãåîìåòðè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî ñèñòåìû îòñ÷åòà k, äâèæóùåéñÿ îòíîñè-
òåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòà K ñî ñêîðîñòüþ V , â ìîìåíò
•0t - ìîìåíò íà÷àëà îòñ÷åòà âðåìåíè â ñèñòåìå îòñ÷åòà
k .
Íåîáõîäèìî ïîëîæèòü, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó-

÷àå, òàêæå êàê è ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè, òî÷å÷íîå
ìíîæåñòâî ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà äâèæóùåé-
ñÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà k ïðîåöèðóåòñÿ íà òî÷å÷íîå ìíî-
æåñòâî ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íåïîäâèæíîé
ñèñòåìû îòñ÷åòà K. Ïðîåöèðóþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî è
âåêòîðû ñèñòåìû îòñ÷åòà k íà âåêòîðû ñèñòåìû îò-
ñ÷åòà K. Îäíàêî, ó íàñ íåò îñíîâàíèé ïîëàãàòü, ÷òî
âåêòîðû äâèæóùåéñÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà k ïðîåöèðóþò-
ñÿ íà òå æå âåêòîðû íåïîäâèæíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà, íà
êîòîðûå îíè ïðîåöèðîâàëèñü ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè.
Òî åñòü, íåò îñíîâàíèé ïîëàãàòü, ÷òî

x→ X ,

e→ E .

Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ïîëîæèòü, ÷òî

x→ X1 = m ·X ,

e→ E1 = m · E ,

ãäå m ýòî ìàñøòàáíûé êîýôôèöèåíò ïðè ïðîåêöèè
âåêòîðîâ ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà äâèæóùåéñÿ
ñèñòåìû îòñ÷åòà k.
Óêàçàííûå ïðîåêöèè ìîæíî ïîÿñíèòü ñëåäóþùåé

äèàãðàììîé:

x = e · x
↓ ↓
X1 = m ·X = E1 · x = m · E · x

Òàêèì îáðàçîì, èìååì

X1 = m · E · x .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî X1 = E · X1, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå
ñîîòíîøåíèå ìåæäó ãåîìåòðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè
ñèñòåì îòñ÷åòà K è k

X1 = m · x . (32)

Íåîáõîäèìî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî m = m(V ) è ïðè
íà÷àëüíîì óñëîâèè (ïðè V = 0) m = 1.
Äëÿ ïîñëåäóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëåçíî çàïè-

ñàòü

m =
dX1

dx
è X1 =

dX1

dx
· x . (33)

4.2. Ñâÿçü ìåæäó êîîðäèíàòàìè âðåìåíè ñèñòåì
îòñ÷åòà K è k äëÿ íóëåâîé òî÷êè •0x

Ðàññìîòðèì âðåìÿ íåïîäâèæíîé ñèñòåìû îòñ÷åòàK
è âðåìÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà k, äâèæóùåéñÿ îòíîñèòåëüíî
ñèñòåìû îòñ÷åòà K ñî ñêîðîñòüþ V , äëÿ òî÷êè •0x �
íóëåâîé òî÷êè â ñèñòåìå îòñ÷åòà k.
Íåîáõîäèìî ïîëîæèòü, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó-

÷àå, òàêæå êàê è ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè, ìíîæå-
ñòâî ìîìåíòîâ âðåìåíè äâèæóùåéñÿ ñèñòåìû îòñ÷å-
òà k ïðîåöèðóåòñÿ íà ìíîæåñòâî ìîìåíòîâ âðåìåíè
íåïîäâèæíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà K. Ïðîåöèðóþòñÿ ñî-
îòâåòñòâåííî è èíòåðâàëû âðåìåíè ñèñòåìû îòñ÷åòà
k íà èíòåðâàëû ñèñòåìû îòñ÷åòà K. Îäíàêî, ó íàñ
íåò îñíîâàíèé ïîëàãàòü, ÷òî èíòåðâàëû âðåìåíè äâè-
æóùåéñÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà k ïðîåöèðóþòñÿ íà òå æå
èíòåðâàëû âðåìåíè íåïîäâèæíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà, íà
êîòîðûå îíè ïðîåöèðîâàëèñü ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè.
Òî åñòü, íåò îñíîâàíèé ïîëàãàòü, ÷òî

t→ T ,

T→ τ .

Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ïîëîæèòü, ÷òî

t→ T 1 = n · T ,
T→ τ1 = n · τ ,

ãäå n ýòî ìàñøòàáíûé êîýôôèöèåíò ïðè ïðîåêöèè èí-
òåðâàëîâ âðåìåíè äâèæóùåéñÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà k.
Óêàçàííûå ïðîåêöèè ìîæíî ïîÿñíèòü ñëåäóþùåé

äèàãðàììîé:

t = T · t
↓ ↓
T 1 = n · T = τ1 · t = n · τ · t

Òàêèì îáðàçîì, èìååì

T 1 = n · τ · t .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî T 1 = τ · T1, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ñî-
îòíîøåíèå ìåæäó êîîðäèíàòàìè âðåìåíè ñèñòåì îò-
ñ÷åòà K è k

T1 = n · t . (34)

Íåîáõîäèìî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî n = n(V ) è ïðè íà-
÷àëüíîì óñëîâèè (ïðè V = 0) n = 1.
Äëÿ ïîñëåäóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëåçíî çàïè-

ñàòü

n =
dT1
dt

è T1 =
dT1
dt
· t . (35)
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5. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà

Ïðåäâàðèòåëüíî ðàññìîòðèì äâèæåíèå òî÷êè •0x
îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà K. Ïóñòü
çà âðåìÿ T 1 òî÷êà ñìåùàåòñÿ íà âåêòîð X2. Òîãäà
ìîæíî çàïèñàòü

X2 = E · X2

T1
· T1 .

Âåëè÷èíà

X2

T1

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñêîðîñòü äâèæåíèÿ òî÷êè •0x, à,
ñëåäîâàòåëüíî, è ñêîðîñòü äâèæåíèÿ V ñèñòåìû îò-
ñ÷åòà k. Ó÷èòûâàÿ ýòî îáñòîÿòåëüñòâî è âûðàæåíèå
äëÿ êîîðäèíàòû èíòåðâàëà âðåìåíè T 1 (34), ïîëó÷èì

X2 = E · V · n · t . (36)

5.1. Ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò ñèñòåìû îòñ÷åòà k â
ãåîìåòðè÷åñêóþ êîîðäèíàòó ñèñòåìû îòñ÷åòà K

Îáîçíà÷èì âåêòîðîì X ñóììó

X = X1 +X2 .

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âûðàæåíèÿ (32) è (36) äëÿ ñëà-
ãàåìûõ âåêòîðîâ, ïîëó÷èì ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò
ñèñòåìû îòñ÷åòà k â ãåîìåòðè÷åñêóþ êîîðäèíàòó ñè-
ñòåìû îòñ÷åòà K

X = m · x+ V · n · t . (37)

Íàì òàêæå ïîíàäîáèòñÿ ýòî âûðàæåíèå â äðóãîì
âèäå, ó÷èòûâàþùåì ñîîòíîøåíèÿ (33) è (35),

X =
dX1

dx
· x+ V · dT1

dt
· t . (38)

5.2. Óñëîâèå Ýéíøòåéíà. Ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò
ñèñòåìû îòñ÷åòà k â êîîðäèíàòó âðåìåíè ñèñòåìû

îòñ÷åòà K

Îòìåòèì, ÷òî êîîðäèíàòàì, âõîäÿùèì â âûðàæåíèÿ
(37) è (38), ìîæíî ïðèäàâàòü ñìûñë êîîðäèíàò, îòíî-
ñÿùèõñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå, äâèæóùåéñÿ êàê îòíîñè-
òåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòà k, òàê è îòíîñèòåëüíî ñèñòå-
ìû îòñ÷åòà K. Â êà÷åñòâå òàêîé òî÷êè ïðèìåì ñâå-
òîâóþ ÷àñòèöó c. Òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ñîîòíîøåíèå
(37) ñâÿçûâàåò êîîðäèíàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê ñâåòîâîé
÷àñòèöå, áóäåì çàïèñûâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

{X = m · x+ V · n · t} |c . (39)

Ñîãëàñíî Ýéíøòåéíó ñâåòîâàÿ ÷àñòèöà äâèæåòñÿ ñî
ñêîðîñòüþ ñâåòà c êàê îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé ñè-
ñòåìû îòñ÷åòà K, òàê è îòíîñèòåëüíî äâèæóùåéñÿ ñè-
ñòåìû îòñ÷åòà k. Îòñþäà ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ

X = c · T, x = c · t, t =
x

c
,

èñïîëüçóÿ êîòîðûå â (39), ïîëó÷èì{
T = m · t+ V · n · x

c2

}
|c . (40)

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ìàñøòàáíûì êîýôôèöèåíòàì

m =
dX1

dx
, è n =

dT1
dt

.

Äëÿ êîîðäèíàò, îòíîñÿùèõñÿ ê ñâåòîâîé ÷àñòèöå

X1 = c · T1, x = c · t .

Ïîýòîìó

m =
dX1

dx
=
dT1
dt

= n .

Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì è
íå ñâÿçàíî ñ òåì ñïîñîáîì, êîòîðûì îíî ïîëó÷åíî.
Äàëåå âûïîëíèì îáðàòíûé ïåðåõîä: îò ñîîòíîøåíèÿ

(40), îòíîñÿùåãîñÿ ê êîîðäèíàòàì ñâåòîâîé ÷àñòèöû,
ïåðåéäåì ê ïðåîáðàçîâàíèþ êîîðäèíàò ñèñòåì îòñ÷å-
òà. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ñíÿòü ñîîòâåòñòâóþùåå óêà-
çàíèå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäè-
íàò ñèñòåìû îòñ÷åòà k â êîîðäèíàòó âðåìåíè ñèñòåìû
îòñ÷åòà K

T = m · (t+ V · x
c2

) . (41)

5.3. Óñëîâèå Ìèíêîâñêîãî. Îïðåäåëåíèå ìàñøòàáíîãî
êîýôôèöèåíòà

Ñîáåðåì âìåñòå ïîëó÷åííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîð-
äèíàò (37) è (41)

X = m · (x+ V · t) , (42)

T = m · (t+ V · x
c2

) . (43)

Ìàñøòàáíûé êîýôôèöèåíò m, âõîäÿùèé â ïðåîáðà-
çîâàíèÿ êîîðäèíàò, îïðåäåëèì èç óñëîâèÿ Ìèíêîâñêî-
ãî

X2 − c2 · T 2 = x2 − c2 · t2 . (44)

Ïîäñòàâëÿÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ (42) è (43) â ëåâóþ
÷àñòü óñëîâèÿ Ìèíêîâñêîãî, ïîëó÷èì

X2 − c2 · T 2 = m2 ·
(
1− V 2

c2

)
· (x2 − c2 · t2) .
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Îòñþäà ñ ó÷åòîì (44) ïîëó÷èì çíà÷åíèå ìàñøòàá-
íîãî êîýôôèöèåíòà

m =
1√

1− V 2

c2

.

Êàê è áûëî ïðåäïîëîæåíî,m = m(V ) è ïðè íà÷àëü-
íîì óñëîâèè (ïðè V = 0) m = 1.

5.4. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà. Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå
Ëîðåíöà

Â îêîí÷àòåëüíîì âèäå ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà
èìååò âèä

X = m · (x+ V · t) , (45)

T = m · (t+ V · x
c2

) , (46)

ãäå

m =
1√

1− V 2

c2

.

Íàïîìíèì, ÷òî â ïðåäñòàâëåííîé çàïèñè êîîðäèíà-
òû X è T îòíîñÿòñÿ ê íåïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷å-
òà K, à êîîðäèíàòû x è t îòíîñÿòñÿ ê äâèæóùåéñÿ
ñèñòåìå îòñ÷åòà k, ïðè÷åì íàáëþäàòåëü íàõîäèòñÿ â
ñèñòåìå îòñ÷åòà K. Ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå, ÷òî, íà-
ïðîòèâ, íàáëþäàòåëü ïåðåìåùàåòñÿ â ñèñòåìó îòñ÷åòà
k è îíà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê íåïîäâèæíàÿ, à ñèñòåìà
îòñ÷åòà K ïðèîáðåòàåò ñòàòóñ äâèæóùåéñÿ ñèñòåìû
îòñ÷åòà. Òàêîìó ïåðåìåùåíèþ íàáëþäàòåëÿ ñîîòâåò-
ñòâóåò îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà, êîòîðîå ïî-
ëó÷àåòñÿ èç (45) è (46) âûðàæåíèåì êîîðäèíàò x è t
÷åðåç êîîðäèíàòû X è T . Â ðåçóëüòàòå äëÿ îáðàòíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà èìååì

x = m · (X − V · T ) , (47)

t = m · (T − V · X
c2

) , (48)

ãäå

m =
1√

1− (−V )2

c2

.

Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ñèñòåìà îòñ÷åòà K äâè-
æåòñÿ îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòà k â îáðàòíóþ
ñòîðîíó ñî ñêîðîñòüþ −V .

6. Äèàãðàììû îòðåçêîâ

Äèàãðàììû îòðåçêîâ ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ ãåîìåòðè-
÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ãåîìåòðè-
÷åñêèìè îòðåçêàìè è èíòåðâàëàìè âðåìåíè â ïðåîá-
ðàçîâàíèè Ëîðåíöà.

Íåïîäâèæíàÿ ñèñòåìà îòñ÷åòà K ðàññìàòðèâàåòñÿ
êàê ïëîñêîñòü ñ îñÿìè êîîðäèíàò X è icT (Ðèñ.3),
çäåñü è äàëåå i ýòî ìíèìàÿ åäèíèöà. Íàïðàâëåíèå X
� ýòî íàïðàâëåíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ îòðåçêîâ â íåïî-
äâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà. Íàïðàâëåíèå icT íàçîâåì
íàïðàâëåíèåì ñâåòîâûõ îòðåçêîâ â íåïîäâèæíîé ñè-
ñòåìå îòñ÷åòà.

-
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X

icT















icT

X

iα

l

Ðèñ.3

Íà óêàçàííîé ïëîñêîñòè, òî åñòü â íåïîäâèæíîé ñè-
ñòåìå îò÷åòà, çàäàåòñÿ äâóõìåðíûé îòðåçîê l. Îáîçíà-
÷åíèå l áóäåì èñïîëüçîâàòü êàê äëÿ ñàìîãî îòðåçêà,
òàê è äëÿ îáîçíà÷åíèÿ åãî äëèíû. Îòðåçîê l ðàñïîëî-
æåí ïîä óãëîì iα ïî îòíîøåíèè ê êîîðäèíàòíîé ëèíèè
X. Ïðîåêöèÿ îòðåçêà l íà íàïðàâëåíèå ãåîìåòðè÷å-
ñêèõ îòðåçêîâ â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà èìååò
âèä

X = l · cos(iα) = l · cosh(α) .

cosh(α) = mα � ýòî îáîçíà÷àåìûé ðàíåå ìàñøòàá-
íûé êîýôôèöèåíò, ñ êîòîðûì îñóùåñòâëÿåòñÿ óêàçàí-
íàÿ ïðîåêöèÿ, ïîýòîìó ïåðåïèøåì

X = l ·mα .

Ïðîåêöèÿ îòðåçêà l íà íàïðàâëåíèå ñâåòîâûõ îòðåç-
êîâ â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà èìååò âèä

icT = l · sin(iα) = i · l · sinh(α) = i · l · cosh(α) · tanh(α) .

Çäåñü

tanh(α) =
Vα
c
,

ãäå Vα � ýòî ñêîðîñòü äâèæåíèÿ äâóõìåðíîãî îòðåç-
êà îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà K. Â
ðåçóëüòàòå ïåðåïèøåì

cT = l ·mα ·
Vα
c
.

Äëèíà îòðåçêà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç åãî êîîðäèíàòû â
íåïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà

√
X2+(icT )2=

√
X2−c2T 2=

√
l2mα

2−l2mα
2
Vα

2

c2
= l .

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî

mα =
1√

1− Vα
2

c2

.



52 ÃËÀÂÀ 1.1 Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ. Îáùèå ïðåäñòàâëåíèÿ

Äâèæóùàÿñÿ ñèñòåìà îòñ÷åòà k ðàññìàòðèâàåòñÿ
êàê ïëîñêîñòü ñ îñÿìè êîîðäèíàò x è ict (Ðèñ.4), ïî-
âåðíóòûìè îòíîñèòåëüíî îñåé êîîðäèíàò íåïîäâèæ-
íîé ñèñòåìû îòñ÷åòà íà óãîë iψ. Çäåñü íàïðàâëåíèå
x � ýòî íàïðàâëåíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ îòðåçêîâ â äâè-
æóùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷åòà. Íàïðàâëåíèå ict � ýòî íà-
ïðàâëåíèå ñâåòîâûõ îòðåçêîâ â äâèæóùåéñÿ ñèñòåìå
îòñ÷åòà.

-
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X

icT
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J
J
J
xiβ

l

Ðèñ.4

Îòðåçîê l ðàñïîëîæåí ïîä óãëîì iβ ïî îòíîøåíèè ê
êîîðäèíàòíîé ëèíèè x äâèæóùåéñÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà.
Ïðîåêöèÿ îòðåçêà l íà íàïðàâëåíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ
îòðåçêîâ â äâèæóùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷åòà èìååò âèä

x = l · cos(iβ) = l · cosh(β) . (49)

cosh(β) = mβ � ýòî ìàñøòàáíûé êîýôôèöèåíò, ñ êî-
òîðûì îñóùåñòâëÿåòñÿ óêàçàííàÿ ïðîåêöèÿ, ïîýòîìó
ïåðåïèøåì

x = l ·mβ .

Ïðîåêöèÿ îòðåçêà l íà íàïðàâëåíèå ñâåòîâûõ îòðåç-
êîâ â äâèæóùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷åòà èìååò âèä

ict = l·sin(iβ) = i·l·sinh(β) = i·l·cosh(β)·tanh(β) . (50)

Çäåñü

tanh(β) =
Vβ
c
,

ãäå Vβ � ýòî ñêîðîñòü äâèæåíèÿ äâóõìåðíîãî îòðåçêà
îòíîñèòåëüíî äâèæóùåéñÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà k. Â ðå-
çóëüòàòå ïåðåïèøåì

ct = l ·mβ ·
Vβ
c
.

Äëèíà îòðåçêà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç åãî êîîðäèíàòû â
äâèæóùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷åòà

√
x2 + (ict)2 =

√
x2 − c2t2 =

√
l2mβ

2 − l2mβ
2
Vβ

2

c2
= l .

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî

mβ =
1√

1− Vβ
2

c2

.

Òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî îïðåäåëåíèå äëèíû äâóõ-
ìåðíîãî îòðåçêà ïî ôîðìóëå

√
X2 − c2T 2 è ïî ôîðìó-

ëå
√
x2 − c2t2 ïðèâîäèò ê îäíîìó ðåçóëüòàòó, ìîæíî

îôîðìèòü ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì: äëèíà äâóõìåð-
íîãî îòðåçêà íå çàâèñèò îò äâèæåíèÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà.
Ïî ñóùåñòâó ýòîò òåçèñ âûðàæåí â óñëîâèè Ìèíêîâ-
ñêîãî.
Èñïîëüçóåì äèàãðàììó îòðåçêîâ (Ðèñ.5) äëÿ âûâîäà

ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà (45).
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Âû÷èñëèì ïðîåêöèþ X îòðåçêà l, ó÷èòûâàÿ, ÷òî
iα = iβ + iψ. Ïîëó÷èì

X = l · cos(iα) = l · cos(iβ + iψ) =

= l · cos(iβ) · cos(iψ)− l · sin(iβ) · sin(iψ) =
= l · cosh(β) · cosh(ψ)− l · i · sinh(β) · i · sinh(ψ) .

Èñïîëüçóÿ (49) è (50), ïîëó÷èì

X = x · cosh(ψ) + c · t · sinh(ψ) .

Äàëåå, âûïîëíèâ ïîäñòàíîâêó

cosh(ψ) = m, sinh(ψ) = cosh(ψ) · tanh(ψ) = m · V
c
,

(51)
ãäå V � ýòî ñêîðîñòü äâèæóùåéñÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà k
îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà K, ïîëó-
÷èì ïåðâîå ñîîòíîøåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà (45)

X = m · (x+ t · V ) .

Äëÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ îòðåçêîâ X1 è X2, óêàçàííûõ
íà Ðèñ.5, èìååì

X = X1 +X2 ,

X1 = m · x, X2 = m · t · V .

Èñïîëüçóåì äèàãðàììó îòðåçêîâ (Ðèñ.6) äëÿ âûâîäà
âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà (46).
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Âû÷èñëèì ïðîåêöèþ icT îòðåçêà l, ó÷èòûâàÿ, ÷òî
iα = iβ + iψ. Ïîëó÷èì

icT = l · sin(iα) = l · sin(iβ + iψ) =

= l · sin(iβ) · cos(iψ) + l · cos(iβ) · sin(iψ) =
= l · i sinh(β) · cosh(ψ) + l · cosh(β) · i sinh(ψ) .

Èñïîëüçóÿ (49) è (50), ïîëó÷èì

icT = ict · cosh(ψ) + x · i sinh(ψ) .

Äàëåå, âûïîëíèâ ïîäñòàíîâêó (51), ïîëó÷èì âòîðîå
ñîîòíîøåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà (46)

cT = ct ·m+ x ·m · V
c
.

Äëÿ îòðåçêîâ icT1 è icT2, óêàçàííûõ íà Ðèñ.6, èìååì

icT = icT1 + icT2 ,

icT1 = ict ·m, icT2 = ix ·m · V
c
.

7. Ëîðåíöåâî ñîêðàùåíèå äëèíû

Îáðàòèìñÿ ê äâèæóùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷åòà k. È ðàñ-
ñìîòðèì íàõîäÿùèéñÿ â íåé ìåæäó òî÷êàìè •x1 è
•x2 ãåîìåòðè÷åñêèé îòðåçîê â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò
âðåìåíè •t. È ïóñòü òî÷êè •x1 è •x2 ïðîåöèðóþòñÿ íà
òî÷êè íåïîäâèæíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà •X1 è •X2 ñîîò-
âåòñòâåííî. Òîãäà èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ ïðåîáðàçî-
âàíèÿ Ëîðåíöà (45) ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êîîð-
äèíàò óêàçàííûõ òî÷åê

X1 = m · x1 +m · V · t ,
X2 = m · x2 +m · V · t .

Âû÷èòàÿ èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ïåðâîå è ââîäÿ
îáîçíà÷åíèå äëèíû ãåîìåòðè÷åñêîãî îòðåçêà â íåïî-
äâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ∆X = X2 − X1 è îáîçíà-
÷åíèå äëèíû ãåîìåòðè÷åñêîãî îòðåçêà â äâèæóùåéñÿ
ñèñòåìå îòñ÷åòà ∆x = x2 − x1, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

∆X = m ·∆x . (52)

Åñëè ó÷åñòü, ÷òî
1) ïðè V → 0 m→ 1 è ∆X → ∆x;
2) ïðè V ̸= 0 m > 1,
òî ñîîòíîøåíèå (52) îçíà÷àåò, ÷òî äëèíà ãåîìåò-

ðè÷åñêîãî îòðåçêà â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà
áîëüøå äëèíû ýòîãî îòðåçêà, åñëè îí íàõîäèòñÿ â
äâèæóùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷åòà. Èíà÷å ãîâîðÿ, äâèæå-
íèå ãåîìåòðè÷åñêîãî îòðåçêà ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ
åãî äëèíû � ÿâëåíèþ, íàçûâàåìîìó ëîðåíöåâûì ñî-
êðàùåíèåì äëèíû. Îäíàêî òàêîé âûâîä ïðîòèâîðå÷èò
çäðàâîìó ñìûñëó è ëîãèêå. Íàïðèìåð, ïóñòü ðå÷ü
èäåò î ìåòàëëè÷åñêîì ñòåðæíå, êîòîðîìó ñîîáùàåòñÿ
ñêîðîñòü V . Ïîêà ñòåðæåíü íàõîäèòñÿ â íåïîäâèæíîé
ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñîêðàòèòü åãî äëèíó (ñæàòü) ìîæíî,

ïðèëîæèâ óñèëèå. Íî, ñîîáùèâ ñêîðîñòü ñòåðæíþ, ïî-
ëó÷èì ñîêðàùåíèå åãî äëèíû áåç êàêèõ ëèáî óñèëèé,
ïðè÷åì ýòî ñîêðàùåíèå íèêàê íå ñâÿçàíî ñî ñâîéñòâà-
ìè ìåòàëëà.
Äðóãîé ïðèìåð ïðîòèâîðå÷èÿ. Íåïîäâèæíîñòü ñè-

ñòåìû îòñ÷åòà K ïîäòâåðæäàåòñÿ íàáëþäàòåëåì, êî-
òîðûé â íåé íàõîäèòñÿ. Íî åñëè íàáëþäàòåëü íàõîäèò-
ñÿ â ñèñòåìå îòñ÷åòà k, òî ýòà ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ íåïî-
äâèæíîé, à ñèñòåìà îòñ÷åòà K ÿâëÿåòñÿ äâèæóùåéñÿ.
Íî òîãäà èç ñîîòíîøåíèÿ (47) îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ Ëîðåíöà ñëåäóåò

∆x = m ·∆X ,

òî åñòü äëèíà ãåîìåòðè÷åñêîãî îòðåçêà áîëüøå â òîé
ñèñòåìå îòñ÷åòà, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ íàáëþäàòåëü. Òî
åñòü, óìåíüøåíèå äëèíû ãåîìåòðè÷åñêîãî îòðåçêà ÿâ-
ëÿåòñÿ ñóáúåêòèâíûì ôàêòîðîì, ÷òî àáñóðäíî.
Âîçíèêàþùèå ïðîòèâîðå÷èÿ ñâèäåòåëüñòâóþò îá

îøèáêå èëè î íåäîðàçóìåíèè. Â ÷åì ñîñòîèò íåäîðàçó-
ìåíèå ëó÷øå âñåãî îáúÿñíèòü ñ ïîìîùüþ äèàãðàììû
îòðåçêîâ.

7.1. Äëèíà ãåîìåòðè÷åñêîãî îòðåçêà íå çàâèñèò îò
ñêîðîñòè äâèæåíèÿ

Ïóñòü ñíà÷àëà ñèñòåìà îòñ÷åòà k íåïîäâèæíà è, ïî
ñóùåñòâó, òîæäåñòâåííà ñèñòåìå îòñ÷åòà K (Ðèñ.7).
Ââåäåì â ñèñòåìå îòñ÷åòà k ãåîìåòðè÷åñêèé îòðåçîê,
çàêëþ÷åííûé ìåæäó òî÷êàìè ñ êîîðäèíàòàìè L1 è L2.
Äëèíó ýòîãî îòðåçêà îáîçíà÷èì ∆L = L2 − L1.
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Ïóñòü òåïåðü è ñèñòåìå îòñ÷åòà k è ãåîìåòðè÷åñêî-
ìó îòðåçêó ∆L ñîîáùàåòñÿ ñêîðîñòü V . Â ýòîì ñëó÷àå
äâèæóùèéñÿ îòðåçîê ðàñïîëîæåí ìåæäó òî÷êàìè x1
è x2 äâèæóùåéñÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà k, à åãî äëèíà â
ñîáñòâåííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ðàâíà

∆x = x2 − x1 = ∆L .

Èç äèàãðàììû îòðåçêîâ ñëåäóåò, ÷òî äëèíà ïðîåê-
öèè ∆X äâèæóùåãîñÿ îòðåçêà ∆x ðàâíà

∆X = m ·∆x èëè ∆X = m ·∆L ,

òî åñòü, äëèíà ïðîåêöèè ∆X áîëüøå äëèíû äâèæóùå-
ãîñÿ îòðåçêà. Èíà÷å ãîâîðÿ, äâèæåíèå ãåîìåòðè÷åñêî-
ãî îòðåçêà ïðèâîäèò íå ê óìåíüøåíèþ åãî äëèíû, à ê
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óâåëè÷åíèþ äëèíû îäíîé åãî ïðîåêöèè ∆X íà íåïî-
äâèæíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà. Íî äâèæóùèéñÿ ãåîìåòðè-
÷åñêèé îòðåçîê ïðîåöèðóåòñÿ íà äâà íàïðàâëåíèÿ â
íåïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà è ïðåäñòàâëåí êàê ïðî-
åêöèåé íà íàïðàâëåíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ îòðåçêîâ

∆X = m ·∆L ,

òàê è ïðîåêöèåé íà íàïðàâëåíèå ñâåòîâûõ îòðåçêîâ

i · c ·∆T = i ·m ·∆LV
c
.

Äëèíà äâèæóùåãîñÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî îòðåçêà ∆L â
íåïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà îïðåäåëÿåòñÿ íå îäíîé
ïðîåêöèåé ∆X, à îáåèìè ïðîåêöèÿìè

√
(∆X)2 + (i · c ·∆T )2 =

√
m2∆L2 −m2∆L2

V 2

c2
= ∆L .

Òàêèì îáðàçîì, äâèæåíèå ãåîìåòðè÷åñêîãî îòðåçêà
íå ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ åãî äëèíû, êàê ïðè îïðåäå-
ëåíèè ýòîé äëèíû â ñîáñòâåííîé (äâèæóùåéñÿ) ñèñòå-
ìå îòñ÷åòà, òàê è ïðè îïðåäåëåíèè åå â íåïîäâèæíîé
ñèñòåìå îòñ÷åòà17

Çàêëþ÷àÿ, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îøèáêà â èíòåðïðå-
òàöèè ëîðåíöåâà ñîêðàùåíèÿ äëèíû ñîñòîèò â òîì,
÷òî äëèíîé äâèæóùåãîñÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî îòðåçêà,
îïðåäåëÿåìîé â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñ÷è-
òàåòñÿ äëèíà îäíîé åãî ïðîåêöèè íà íåïîäâèæíóþ
ñèñòåìó îòñ÷åòà.

8. Äèàãðàììû èíòåðâàëîâ

Äèàãðàììû èíòåðâàëîâ, êàê è äèàãðàììû îòðåç-
êîâ, ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðåäñòàâëå-
íèÿ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ãåîìåòðè÷åñêèìè îòðåçêàìè
è èíòåðâàëàìè âðåìåíè â ïðåîáðàçîâàíèè Ëîðåíöà.

Èçëîæåíèå ïðåäûäóùåãî Ðàçäåëà ïîëåçíî ïîâòî-
ðèòü, èñïîëüçóÿ äèàãðàììû èíòåðâàëîâ. Äèàãðàììû
èíòåðâàëîâ óäîáíî èñïîëüçîâàòü ïðè àíàëèçå ëîðåí-
öåâûõ ñîêðàùåíèé âðåìåíè.

Íåïîäâèæíàÿ ñèñòåìà îòñ÷åòà K ðàññìàòðèâàåòñÿ
êàê ïëîñêîñòü ñ îñÿìè êîîðäèíàò T è iXc (Ðèñ.8). T �
ýòî íàïðàâëåíèå èíòåðâàëîâ âðåìåíè â íåïîäâèæíîé
ñèñòåìå îòñ÷åòà. Íàïðàâëåíèå iXc íàçîâåì íàïðàâëå-
íèåì ñâåòîâûõ èíòåðâàëîâ â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå îò-
ñ÷åòà.

17 Ïî ñóùåñòâó, ýòîò òåçèñ åñòü ñëåäñòâèå óñëîâèÿ Ìèíêîâñêîãî.
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Íà óêàçàííîé ïëîñêîñòè, òî åñòü â íåïîäâèæíîé ñè-
ñòåìå îò÷åòà, çàäàí äâóõìåðíûé èíòåðâàë θ. Îáîçíà-
÷åíèå θ áóäåì èñïîëüçîâàòü êàê äëÿ ñàìîãî èíòåðâàëà,
òàê è äëÿ îáîçíà÷åíèÿ åãî äëèíû. Èíòåðâàë θ ðàñïîëî-
æåí ïîä óãëîì iα ïî îòíîøåíèè ê êîîðäèíàòíîé ëèíèè
T . Ïðîåêöèÿ èíòåðâàëà θ íà íàïðàâëåíèå èíòåðâàëîâ
âðåìåíè â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà èìååò âèä

T = θ · cos(iα) = θ · cosh(α) .

cosh(α) = mα � ýòî îáîçíà÷àåìûé ðàíåå ìàñøòàá-
íûé êîýôôèöèåíò, ñ êîòîðûì îñóùåñòâëÿåòñÿ óêàçàí-
íàÿ ïðîåêöèÿ, ïîýòîìó ïåðåïèøåì

T = θ ·mα .

Ïðîåêöèÿ èíòåðâàëà θ íà íàïðàâëåíèåì ñâåòîâûõ
èíòåðâàëîâ â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà èìååò âèä

i
X

c
= θ · sin(iα) = i · θ · sinh(α) = i · θ · cosh(α) · tanh(α) .

Çäåñü

tanh(α) =
Vα
c
,

ãäå Vα � ýòî ñêîðîñòü äâèæåíèÿ äâóõìåðíîãî èíòåð-
âàëà îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà K.
Â ðåçóëüòàòå ïåðåïèøåì

i
X

c
= i · θ ·mα ·

Vα
c
.

Äëèíà èíòåðâàëà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç åãî êîîðäèíàòû
â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà√

T 2+

(
i
X

c

)2

=

√
T 2−X

2

c2
=

√
θ2mα

2−θ2mα
2
Vα

2

c2
=θ.

Äâèæóùàÿñÿ ñèñòåìà îòñ÷åòà k ðàññìàòðèâàåòñÿ
êàê ïëîñêîñòü ñ îñÿìè êîîðäèíàò t è ixc (Ðèñ.9), ïî-
âåðíóòûìè îòíîñèòåëüíî îñåé êîîðäèíàò íåïîäâèæ-
íîé ñèñòåìû îòñ÷åòà íà óãîë iψ. Çäåñü íàïðàâëåíèå t
� ýòî íàïðàâëåíèå èíòåðâàëîâ âðåìåíè â äâèæóùåéñÿ
ñèñòåìå îòñ÷åòà. Íàïðàâëåíèå ixc � ýòî íàïðàâëåíèå
ñâåòîâûõ èíòåðâàëîâ â äâèæóùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷åòà.
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Èíòåðâàë θ ðàñïîëîæåí ïîä óãëîì iβ ïî îòíîøåíèè
ê êîîðäèíàòíîé ëèíèè t äâèæóùåéñÿ ñèñòåìû îòñ÷å-
òà. Ïðîåêöèÿ èíòåðâàëà θ íà íàïðàâëåíèå èíòåðâàëîâ
âðåìåíè â äâèæóùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷åòà èìååò âèä

t = θ · cos(iβ) = θ · cosh(β) . (53)

cosh(β) = mβ � ýòî ìàñøòàáíûé êîýôôèöèåíò, ñ êî-
òîðûì îñóùåñòâëÿåòñÿ óêàçàííàÿ ïðîåêöèÿ, ïîýòîìó
ïåðåïèøåì

t = θ ·mβ .

Ïðîåêöèÿ èíòåðâàëà θ íà íàïðàâëåíèå ñâåòîâûõ èí-
òåðâàëîâ â äâèæóùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷åòà èìååò âèä

i
x

c
= θ · sin(iβ) = i · θ · sinh(β) = i · θ · cosh(β) · tanh(β) .

(54)
Çäåñü

tanh(β) =
Vβ
c
,

ãäå Vβ � ýòî ñêîðîñòü äâèæåíèÿ äâóõìåðíîãî èíòåð-
âàëà îòíîñèòåëüíî äâèæóùåéñÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà k. Â
ðåçóëüòàòå ïåðåïèøåì

i
x

c
= i · θ ·mβ ·

Vβ
c
.

Äëèíà èíòåðâàëà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç åãî êîîðäèíàòû
â äâèæóùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷åòà√

t2 +
(
i
x

c

)2
=

√
t2 − x2

c2
=

√
θ2mβ

2−θ2mβ
2
Vβ

2

c2
=θ.

Òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî îïðåäåëåíèå äëèíû äâóõ-

ìåðíîãî èíòåðâàëà ïî ôîðìóëå
√
T 2 − X2

c2 è ïî ôîð-

ìóëå
√
t2 − x2

c2 ïðèâîäèò ê îäíîìó ðåçóëüòàòó, ìîæíî

îôîðìèòü ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì: äëèíà äâóõ-
ìåðíîãî èíòåðâàëà íå çàâèñèò îò äâèæåíèÿ ñèñòåìû
îòñ÷åòà. Ïî ñóùåñòâó ýòîò òåçèñ âûðàæåí â óñëîâèè
Ìèíêîâñêîãî.
Èñïîëüçóåì äèàãðàììó èíòåðâàëîâ (Ðèñ.10) äëÿ âû-

âîäà âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà
(46).
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Âû÷èñëèì ïðîåêöèþ T , ó÷èòûâàÿ, ÷òî iα = iβ+ iψ.
Ïîëó÷èì

T = θ · cos(iα) = θ · cos(iβ + iψ) =

θ · cos(iβ) · cos(iψ)− θ · sin(iβ) · sin(iψ) =
θ · cosh(β) · cosh(ψ)− θ · i sinh(β) · i sinh(ψ) .

Èñïîëüçóÿ (53) è (54), ïîëó÷èì

T = t · cosh(ψ) + x

c
· sinh(ψ) .

Äàëåå, âûïîëíèâ ïîäñòàíîâêó

cosh(ψ) = m, sinh(ψ) = cosh(ψ) · tanh(ψ) = m · V
c
,

(55)
ãäå V � ýòî ñêîðîñòü äâèæóùåéñÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà k
îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà K, ïîëó-
÷èì âòîðîå ñîîòíîøåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà (46)

T = m · t+m · x · V
c2

.

Äëÿ èíòåðâàëîâ âðåìåíè T1 è T2, óêàçàííûõ íà
Ðèñ.10, èìååì

T = T1 + T2 ,

T1 = m · t, T2 = m · x · V
c2

.

Èñïîëüçóåì äèàãðàììó èíòåðâàëîâ (Ðèñ.11) äëÿ âû-
âîäà ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà
(45).
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Âû÷èñëèì ïðîåêöèþ iXc , ó÷èòûâàÿ, ÷òî iα = iβ+iψ.
Ïîëó÷èì

i
X

c
= θ · sin(iα) = θ · sin(iβ + iψ) =

= θ · sin(iβ) · cos(iψ) + θ · cos(iβ) · sin(iψ) =
= θ · i sinh(β) · cosh(ψ) + θ · cosh(β) · i sinh(ψ) .
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Èñïîëüçóÿ (53) è (54), ïîëó÷èì

i
X

c
= i

x

c
· cosh(ψ) + t · i sinh(ψ) .

Äàëåå, âûïîëíèâ ïîäñòàíîâêó (55), ïîëó÷èì ïåðâîå
ñîîòíîøåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà (45)

X = x ·m+ t ·m · V .

Äëÿ îòðåçêîâ iX1

c è iX2

c , óêàçàííûõ íà Ðèñ.11, èìå-
åì

i
X

c
= i

X1

c
+ i

X2

c
,

i
X1

c
= i

x

c
·m, i

X2

c
= i · t ·m · V

c
.

9. Ëîðåíöåâî ñîêðàùåíèå âðåìåíè

Îáðàòèìñÿ ê äâèæóùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷åòà k. È ðàñ-
ñìîòðèì íàõîäÿùèéñÿ â íåé èíòåðâàë âðåìåíè ìåæäó
ìîìåíòàìè âðåìåíè •t1 è •t2 â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå
•x. È ïóñòü ìîìåíòû âðåìåíè •t1 è •t2 ïðîåöèðóþò-
ñÿ íà ìîìåíòû âðåìåíè íåïîäâèæíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà
•T1 è •T2 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà èç âòîðîãî ñîîòíîøå-
íèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà (46) ñëåäóþò ñîîòíîøå-
íèÿ äëÿ êîîðäèíàò óêàçàííûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè

T1 = m · t1 +m · V · x
c2
,

T2 = m · t2 +m · V · x
c2
.

Âû÷èòàÿ èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ïåðâîå è ââîäÿ
îáîçíà÷åíèå äëèíû èíòåðâàëà âðåìåíè â íåïîäâèæ-
íîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ∆T = T2 − T1 è îáîçíà÷åíèå äëè-
íû èíòåðâàëà âðåìåíè â äâèæóùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷åòà
∆t = t2 − t1, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

∆T = m ·∆t . (56)

Åñëè ó÷åñòü, ÷òî
1) ïðè V → 0 m→ 1 è ∆T → ∆t;
2) ïðè V ̸= 0 m > 1,
òî ñîîòíîøåíèå (56) îçíà÷àåò, ÷òî äëèíà èíòåðâàëà

âðåìåíè â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà áîëüøå äëè-
íû ýòîãî èíòåðâàëà, åñëè îí íàõîäèòñÿ â äâèæóùåé-
ñÿ ñèñòåìå îòñ÷åòà. Èíà÷å ãîâîðÿ, äâèæåíèå èíòåð-
âàëà âðåìåíè ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ åãî äëèíû �
ÿâëåíèþ, íàçûâàåìîìó ëîðåíöåâûì ñîêðàùåíèåì âðå-
ìåíè. Ñëåäñòâèåì ýòîãî ñîêðàùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ "ïàðà-
äîêñ áëèçíåöîâ" . Îäíàêî òàêîé âûâîä ïðîòèâîðå÷èò
çäðàâîìó ñìûñëó è ëîãèêå.
Ïðèâåäåì ïðèìåð òàêîãî ïðîòèâîðå÷èÿ. Íåïîäâèæ-

íîñòü ñèñòåìû îòñ÷åòà K ïîäòâåðæäàåòñÿ íàáëþäà-
òåëåì, êîòîðûé â íåé íàõîäèòñÿ. Íî åñëè íàáëþäà-
òåëü íàõîäèòñÿ â ñèñòåìå îòñ÷åòà k, òî ýòà ñèñòåìà
ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé, à ñèñòåìà îòñ÷åòà K ÿâëÿåòñÿ

äâèæóùåéñÿ. Íî òîãäà èç ñîîòíîøåíèÿ (48) îáðàòíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà ñëåäóåò

∆t = m ·∆T ,

òî åñòü äëèíà èíòåðâàëà âðåìåíè áîëüøå â òîé ñè-
ñòåìå îòñ÷åòà, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ íàáëþäàòåëü. Òî
åñòü, óìåíüøåíèå äëèíû èíòåðâàëà âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ
ñóáúåêòèâíûì ôàêòîðîì, ÷òî àáñóðäíî.
Âîçíèêàþùèå ïðîòèâîðå÷èÿ ñâèäåòåëüñòâóþò îá

îøèáêå èëè î íåäîðàçóìåíèè. Â ÷åì ñîñòîèò íåäîðàçó-
ìåíèå ëó÷øå âñåãî îáúÿñíèòü ñ ïîìîùüþ äèàãðàììû
èíòåðâàëîâ.

9.1. Äëèíà èíòåðâàëà âðåìåíè íå çàâèñèò îò ñêîðîñòè
äâèæåíèÿ

Ïóñòü ñíà÷àëà ñèñòåìà îòñ÷åòà k íåïîäâèæíà è, ïî
ñóùåñòâó, òîæäåñòâåííà ñèñòåìå îòñ÷åòà K (Ðèñ.12).
Ââåäåì â ñèñòåìå îòñ÷åòà k èíòåðâàë âðåìåíè, çàêëþ-
÷åííûé ìåæäó ìîìåíòàìè âðåìåíè ñ êîîðäèíàòàìè
Θ1 è Θ2. Äëèíó ýòîãî èíòåðâàëà âðåìåíè îáîçíà÷èì
∆Θ = Θ2 −Θ1.
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Ïóñòü òåïåðü è ñèñòåìå îòñ÷åòà k è èíòåðâàëó âðå-
ìåíè ∆Θ ñîîáùàåòñÿ ñêîðîñòü V . Â ýòîì ñëó÷àå äâè-
æóùèéñÿ èíòåðâàë ðàñïîëîæåí ìåæäó ìîìåíòàìè
âðåìåíè t1 è t2 äâèæóùåéñÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà k, à åãî
äëèíà â ñîáñòâåííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ðàâíà

∆t = t2 − t1 = ∆Θ .

Èç äèàãðàììû èíòåðâàëîâ ñëåäóåò, ÷òî äëèíà ïðî-
åêöèè ∆T äâèæóùåãîñÿ èíòåðâàëà âðåìåíè ∆t ðàâíà

∆T = m ·∆t èëè ∆T = m ·∆Θ ,

òî åñòü, äëèíà ïðîåêöèè ∆T áîëüøå äëèíû äâèæóùå-
ãîñÿ èíòåðâàëà âðåìåíè. Èíà÷å ãîâîðÿ, äâèæåíèå èí-
òåðâàëà âðåìåíè ïðèâîäèò íå ê óìåíüøåíèþ åãî äëè-
íû, à ê óâåëè÷åíèþ äëèíû îäíîé åãî ïðîåêöèè ∆T íà
íåïîäâèæíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà. Íî äâèæóùèéñÿ èí-
òåðâàë âðåìåíè ïðîåöèðóåòñÿ íà äâà íàïðàâëåíèÿ â
íåïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà è ïðåäñòàâëåí êàê ïðî-
åêöèåé íà íàïðàâëåíèå èíòåðâàëîâ âðåìåíè

∆T = m ·∆Θ ,
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òàê è ïðîåêöèåé íà íàïðàâëåíèå ñâåòîâûõ èíòåðâàëîâ

i · ∆X
c

= i ·m ·∆Θ
V

c
.

Äëèíà äâèæóùåãîñÿ èíòåðâàëà âðåìåíè ∆Θ â íåïî-
äâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà îïðåäåëÿåòñÿ íå îäíîé ïðî-
åêöèåé ∆T , à îáåèìè ïðîåêöèÿìè√
(∆T )2 +

(
i · ∆X

c

)2

=

√
m2∆Θ2 −m2∆Θ2

V 2

c2
= ∆Θ .

Òàêèì îáðàçîì, äâèæåíèå èíòåðâàëà âðåìåíè íå
ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ åãî äëèíû, êàê ïðè îïðåäåëå-
íèè ýòîé äëèíû â ñîáñòâåííîé (äâèæóùåéñÿ) ñèñòåìå
îòñ÷åòà, òàê è ïðè îïðåäåëåíèè åå â íåïîäâèæíîé
ñèñòåìå îòñ÷åòà18.
Çàêëþ÷àÿ, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îøèáêà â èíòåðïðå-

òàöèè ëîðåíöåâà ñîêðàùåíèÿ âðåìåíè ñîñòîèò â òîì,
÷òî äëèíîé äâèæóùåãîñÿ èíòåðâàëà âðåìåíè, îïðå-
äåëÿåìîé â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñ÷èòàåòñÿ
äëèíà îäíîé åãî ïðîåêöèè íà íåïîäâèæíóþ ñèñòåìó
îòñ÷åòà.

18 Ïî ñóùåñòâó, ýòîò òåçèñ åñòü ñëåäñòâèå óñëîâèÿ Ìèíêîâñêîãî.
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I. ÑÈÑÒÅÌÎÎÁÐÀÇÓÞÙÈÅ ÏÎÑÒÓËÀÒÛ

1. Ïîñòóëèðóåì ñóùåñòâîâàíèå ôèçè÷åñêèõ îáúåê-
òîâ, êîòîðûå íàçîâåì ôóíäàìåíòàëüíûå ôèçè÷åñêèå
îáúåêòû. Îòëè÷èòåëüíàÿ îñîáåííîñòü ôóíäàìåíòàëü-
íûõ ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî â òîì
âèäå, â êîòîðîì ôóíäàìåíòàëüíûå ôèçè÷åñêèå îáú-
åêòû ó÷àñòâóþò â ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ÿâëå-
íèÿõ, îíè òîæäåñòâåííû îáîáùåííîìó ïðîñòðàíñòâó-
âðåìåíè. Â êà÷åñòâå îáîáùåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðå-
ìåíè ïðèíèìàåòñÿ óíèâåðñàëüíàÿ êîíòðàâàðèàíòíàÿ
àëãåáðà X, êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ â ýòîé Ãëàâå.
Ôóíäàìåíòàëüíûìè ôèçè÷åñêèìè îáúåêòàìè ÿâëÿ-

þòñÿ, ïðåæäå âñåãî, ôóíäàìåíòàëüíûå ÷àñòèöû. Äëÿ
îïèñàíèÿ ôèçèêè òî÷å÷íûõ îáðàçîâàíèé äîñòàòî÷-
íî ðàññìàòðèâàòü ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ êàê ÷åòûðåõ-
ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñïåöèàëüíîé òåîðèè
îòíîñèòåëüíîñòèX. Ýòèì ïðîñòðàíñòâîì ìîæíî îãðà-
íè÷èòüñÿ, íàïðèìåð, ïðè îïèñàíèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ
ÿâëåíèé, â êîòîðûõ ó÷àñòâóþò òî÷å÷íûå îáðàçîâàíèÿ.
Ïðè îïèñàíèè ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö âîçíèêàåò
íåîáõîäèìîñòü â ïðèâëå÷åíèè óíèâåðñàëüíîé êîíòðà-
âàðèàíòíîé àëãåáðû X â êà÷åñòâå îáîáùåííîãî ïðî-
ñòðàíñòâà-âðåìåíè. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðè îïèñàíèè
ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü
â ïðèâëå÷åíèè íå òîëüêî òî÷å÷íûõ è âåêòîðíûõ îá-
ðàçîâàíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, íî è îáðàçîâàíèé áîëåå
âûñîêîãî ïîðÿäêà. Â äàëüíåéøåì ïîêàæåì, ÷òî, íà-
ïðèìåð, îïèñàíèå ëåïòîíîâ îñíîâûâàåòñÿ íà ÷àñòíîì
ñëó÷àå óíèâåðñàëüíîé êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðû �
àëãåáðå Êëèôôîðäà.

2. Ïîñòóëèðóåì ñóùåñòâîâàíèå ôèçè÷åñêèõ îáúåê-
òîâ, êîòîðûå íàçîâåì ôóíäàìåíòàëüíûå ôèçè÷åñêèå
àíòèîáúåêòû. Îòëè÷èòåëüíàÿ îñîáåííîñòü ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ àíòèîáúåêòîâ ñîñòîèò â òîì,
÷òî â òîì âèäå, â êîòîðîì ôóíäàìåíòàëüíûå ôèçè-
÷åñêèå àíòèîáúåêòû ó÷àñòâóþò â ïðîñòðàíñòâåííî-
âðåìåííûõ ÿâëåíèÿõ, îíè òîæäåñòâåííû îáîáùåííî-
ìó ñîïðÿæåííîìó ïðîñòðàíñòâó-âðåìåíè. Â êà÷å-
ñòâå îáîáùåííîãî ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìå-
íè ïðèíèìàåòñÿ óíèâåðñàëüíàÿ êîâàðèàíòíàÿ àëãåáðà
X∗, êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ â ýòîé Ãëàâå.

Ôóíäàìåíòàëüíûìè ôèçè÷åñêèìè àíòèîáúåêòàìè
ÿâëÿþòñÿ, ïðåæäå âñåãî, ôóíäàìåíòàëüíûå àíòè÷à-
ñòèöû. Äëÿ îïèñàíèÿ ôèçèêè òî÷å÷íûõ îáðàçîâàíèé
äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàí-
ñòâî-âðåìÿ êàê ÷åòûðåõìåðíîå âåêòîðíîå ñîïðÿæåí-
íîå ïðîñòðàíñòâî ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíî-
ñòè X∗. Ýòèì ïðîñòðàíñòâîì ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ,
íàïðèìåð, ïðè îïèñàíèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ ÿâëåíèé,
â êîòîðûõ ó÷àñòâóþò òî÷å÷íûå îáðàçîâàíèÿ. Ïðè îïè-
ñàíèè ôóíäàìåíòàëüíûõ àíòè÷àñòèö âîçíèêàåò íåîá-
õîäèìîñòü â ïðèâëå÷åíèè óíèâåðñàëüíîé êîâàðèàíò-
íîé àëãåáðû X∗ â êà÷åñòâå îáîáùåííîãî ñîïðÿæåí-

íîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðè
îïèñàíèè ôóíäàìåíòàëüíûõ àíòè÷àñòèö âîçíèêàåò
íåîáõîäèìîñòü â ïðèâëå÷åíèè íå òîëüêî òî÷åê è ñî-
ïðÿæåííûõ âåêòîðîâ, íî è ñîïðÿæåííûõ âåêòîðíûõ
îáðàçîâàíèé áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà. Â äàëüíåéøåì
ïîêàæåì, ÷òî, íàïðèìåð, îïèñàíèå àíòèëåïòîíîâ îñ-
íîâûâàåòñÿ íà ÷àñòíîì ñëó÷àå óíèâåðñàëüíîé êîâàðè-
àíòíîé àëãåáðû � ñîïðÿæåííîé àëãåáðå Êëèôôîðäà.

II. ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÎ-ÂÐÅÌß ÊÀÊ
ÒÅÍÇÎÐÍÀß ÊÎÍÒÐÀÂÀÐÈÀÍÒÍÀß

ÀËÃÅÁÐÀ

Â ýòîì Ðàçäåëå ðàññìîòðèì îáîáùåíèå ïðîñòðàí-
ñòâà-âðåìåíè ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè
(ÑÒÎ). Òàêèì îáîáùåíèåì ñëóæèò òåíçîðíàÿ êîíòðà-
âàðèàíòíàÿ àëãåáðà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.

1. Îáðàçóþùåå ïðîñòðàíñòâî

Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ÑÒÎX ÿâëÿåòñÿ èñõîäíûì
ïðè ïîñòðîåíèè òåíçîðíîé êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðû
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Â ýòîì ñìûñëå âåêòîðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ îáðàçóþùèì ïðîñòðàíñòâîì
òåíçîðíîé êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðû ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè. Ñîîòâåòñòâåííî áàçèñíûå âåêòîðû ïðîñòðàí-
ñòâà X íàçûâàþòñÿ îáðàçóþùèìè áàçèñíûõ âåêòîðîâ
òåíçîðíîé àëãåáðû.
Çäåñü, ïðåæäå âñåãî, âàæíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî-âðå-

ìÿ ÑÒÎ X ÿâëÿåòñÿ ÷åòûðåõìåðíûì âåêòîðíûì ïðî-
ñòðàíñòâîì. Âåêòîð ýòîãî ïðîñòðàíñòâà x çàïèñûâàåò-
ñÿ ÷åðåç áàçèñíûå âåêòîðû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x = ek · xk ,

ãäå èíäåêñ k ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 1, 2, 3, 4. e1, e2, e3 �
ýòî áàçèñíûå âåêòîðû ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà,
à e4 � áàçèñíûé âåêòîð âðåìåíè.
Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåé Ãëàâû çäåñü è äàëåå âåê-

òîð x è êîîðäèíàòû âåêòîðà xk èìåþò ðàçìåðíîñòü
äëèíû.1 Áàçèñíûå âåêòîðû ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê áåç-
ðàçìåðíûå âåëè÷èíû, îïðåäåëÿþùèå òîëüêî íàïðàâ-
ëåíèå âåêòîðà.
Â ðÿäå ñëó÷àåâ â êà÷åñòâå îáðàçóþùåãî ïðîñòðàí-

ñòâà áóäåì èñïîëüçîâàòü ãåîìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî ÑÒÎ. Áóäåì îáîçíà÷àòü åãî X3. Â ýòîì ñëó÷àå

1 Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì óñëîâíûì îáîçíà÷åíèåì: çàêëþ-
÷åííàÿ â êâàäðàòíûå ñêîáêè âåëè÷èíà îçíà÷àåò ðàçìåðíîñòü
óêàçàííîé âåëè÷èíû. Â íàøåì ñëó÷àå

[x] = [xk] = ì (ìåòð) .
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âåêòîð x ∈ X3 áóäåì çàïèñûâàòü ÷åðåç áàçèñíûå âåê-
òîðû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x = ea · xa .

Çäåñü èíäåêñ a ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 1, 2, 3.

2. Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ
îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà

Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ x1 è x2, ïðèíàä-
ëåæàùèõ îáðàçóþùåìó ïðîñòðàíñòâó, çàïèøåì ñëåäó-
þùèì îáðàçîì

1

L0
x1 ⊗ x2 .

Çäåñü êîýôôèöèåíò L0 èìååò ðàçìåðíîñòü äëèíû è
åãî íàçíà÷åíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðèâåñòè ðàçìåð-
íîñòü òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ âåêòîðîâ ê ðàç-
ìåðíîñòè îäíîãî âåêòîðà, òî åñòü ê äëèíå.
Áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå âåêòîðîâ x1 è x2 îáùåãî

âèäà2 çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì

1

L0
F (x1, x2) .

Ïî îïðåäåëåíèþ òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåê-
òîðîâ îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ áèëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì-
ýòèõ âåêòîðîâ îáùåãî âèäà

1

L0
x1 ⊗ x2 ≡

1

L0
F (x1, x2) .

Ôîðìóëèðîâêà "îáùåãî âèäà" îçíà÷àåò, ÷òî îòîáðà-
æåíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ áåçîòíîñèòåëüíî ê êîíêðåòíî-
ìó âåêòîðíîìó ïðîñòðàíñòâó, â êîòîðîå îñóùåñòâëÿ-
åòñÿ îòîáðàæåíèå. "Îáùíîñòü" òåíçîðíîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå â
êîíêðåòíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, íàïðèìåð

G(x1, x2) ,

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå L
òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â óêàçàííîå êîíêðåòíîå âåê-
òîðíîå ïðîñòðàíñòâî

G(x1, x2) =
1

L0
L(x1 ⊗ x2) .

2 Íàïîìíèì, ÷òî îòîáðàæåíèå F ÿâëÿåòñÿ áèëèíåéíûì, åñëè
îíî ïîä÷èíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿì:

F (x1 + a, x2) = F (x1, x2) + F (a, x2)

F (x1, x2 + b) = F (x1, x2) + F (x1, b)

F (α · x1, x2) = α · F (x1, x2)

F (x1, α · x2) = α · F (x1, x2) ,

ãäå x1, x2, a, b ∈ X, α ∈ IR.

Âñëåäñòâèå áèëèíåéíîñòè ìîæíî çàïèñàòü

1

L0
F (x1 , x2) =

1

L0
F (ek1 x1

k1 , ek2 x2
k2) =

= F (ek1 , ek2)
1

L0
x1
k1 x2

k2 .

Òàêèì îáðàçîì,

1

L0
x1 ⊗ x2 = F (ek1 , ek2)

1

L0
x1
k1 x2

k2 .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ
âåêòîðîâ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âåêòîð, ïðèíàä-
ëåæàùèé ìíîæåñòâó âåêòîðîâ âèäà

2
x= ek1k2 · xk1k2 .

Çäåñü

ek1k2 = ek1 ⊗ ek2 = F (ek1 , ek2) .

Óêàçàííîå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ òåíçîð-
íîé ñòåïåíüþ âòîðîãî ïîðÿäêà îáðàçóþùåãî ïðîñòðàí-
ñòâà X è îáîçíà÷àåòñÿ

2
⊗ X .

Âåêòîðû ek1k2 ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê áàçèñíûå âåê-

òîðû â
2
⊗ X. ×èñëà xk1k2 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîîðäè-

íàòû âåêòîðà
2
x, îíè èìåþò ðàçìåðíîñòü äëèíû.

3. Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå n âåêòîðîâ
îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà

Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå n âåêòîðîâ x1, x2, . . . ,xn,
ïðèíàäëåæàùèõ îáðàçóþùåìó ïðîñòðàíñòâó, çàïè-
øåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1

(L0)n−1
x1 ⊗ x2 ⊗ . . .⊗ xn .

Çäåñü êîýôôèöèåíò L0 èìååò ðàçìåðíîñòü äëèíû, à
íàçíà÷åíèå ìíîæèòåëÿ

1

(L0)n−1

ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðèâåñòè ðàçìåðíîñòü òåíçîð-
íîãî ïðîèçâåäåíèÿ n âåêòîðîâ ê ðàçìåðíîñòè îäíîãî
âåêòîðà, òî åñòü ê äëèíå.
Ïîëèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå îáùåãî âèäà n âåêòî-

ðîâ x1, x2 , . . . ,xn, ïðèíàäëåæàùèõ îáðàçóþùåìó
ïðîñòðàíñòâó, çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1

(L0)n−1
F (x1, x2, . . . , xn) .
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Ïî îïðåäåëåíèþ òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå n âåêòî-
ðîâ îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïîëèëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì
îáùåãî âèäà ýòèõ âåêòîðîâ

1

(L0)n−1
x1⊗x2⊗ . . .⊗xn ≡

1

(L0)n−1
F (x1, x2, . . . , xn) .

Ôîðìóëèðîâêà "îáùåãî âèäà" îçíà÷àåò, ÷òî îòîáðà-
æåíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ áåçîòíîñèòåëüíî ê êîíêðåòíî-
ìó âåêòîðíîìó ïðîñòðàíñòâó, â êîòîðîå îñóùåñòâëÿ-
åòñÿ îòîáðàæåíèå. "Îáùíîñòü" òåíçîðíîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïîëèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå
â êîíêðåòíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, íàïðèìåð

G(x1, x2, . . . , xn) ,

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå L
òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â óêàçàííîå êîíêðåòíîå âåê-
òîðíîå ïðîñòðàíñòâî

G(x1, x2, . . . , xn) =
1

(L0)n−1
L(x1 ⊗ x2 ⊗ . . .⊗ xn) .

Âñëåäñòâèå ïîëèëèíåéíîñòè ìîæíî çàïèñàòü

1

(L0)n−1
F (x1 , x2, . . . , xn) =

=
1

(L0)n−1
F (ek1 x1

k1 , ek2 x2
k2 , . . . , ekn xn

kn) =

= F (ek1 , ek2 , . . . , ekn)
1

(L0)n−1
x1
k1 x2

k2 . . . xn
kn .

Òàêèì îáðàçîì,

1

(L0)n−1
x1 ⊗ x2 ⊗ . . .⊗ xn =

= F (ek1 , ek2 , . . . , ekn)
1

(L0)n−1
x1
k1 x2

k2 . . . xn
kn .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå n âåê-
òîðîâ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âåêòîð, ïðèíàäëåæà-
ùèé ìíîæåñòâó âåêòîðîâ âèäà

n
x= ek1k2...kn · xk1k2...kn .

Çäåñü

ek1k2...kn = ek1⊗ek2⊗. . .⊗ekn = F (ek1 , ek2 , . . . , ekn) .

Óêàçàííîå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ òåíçîð-
íîé ñòåïåíüþ n-ãî ïîðÿäêà îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà
X è îáîçíà÷àåòñÿ

n
⊗ X .

Âåêòîðû ek1k2...kn ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê áàçèñíûå

âåêòîðû â
n
⊗ X. ×èñëà xk1k2...kn ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé

êîîðäèíàòû âåêòîðà
n
x, îíè èìåþò ðàçìåðíîñòü äëè-

íû.

4. Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ êàê òåíçîðíàÿ
êîíòðàâàðèàíòíàÿ àëãåáðà

Ïîìèìî ïðîñòðàíñòâ òåíçîðíûõ ñòåïåíåé ïîðÿäêà
2 è áîëåå ââåäåì ïðîñòðàíñòâî òåíçîðíîé ñòåïåíè 0,
ïîëàãàÿ3

0
⊗ X = IR · L0 ,

è ïðîñòðàíñòâî òåíçîðíîé ñòåïåíè 1, ïîëàãàÿ

1
⊗ X = X .

Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ïðåäñòàâëåí-
íîå ñóììîé âñåõ òåíçîðíûõ ñòåïåíåé. Ýòî ïðîñòðàí-
ñòâî îáîçíà÷èì ⊗X è íàçîâåì ïðîñòðàíñòâîì êîí-
òðàâàðèàíòíûõ òåíçîðîâ. Òàêèì îáðàçîì,

⊗X =
0
⊗ X +

1
⊗ X +

2
⊗ X + . . .

Ïðîñòðàíñòâî ⊗X ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî âåêòîðíûì
ïðîñòðàíñòâîì4, íî è àëãåáðîé, â êîòîðîé óìíîæå-
íèå âåêòîðîâ ïðåäñòàâëåíî òåíçîðíûì óìíîæåíèåì è
óìíîæåíèåì òåíçîðîâ íà ÷èñëî. Ïîýòîìó ⊗X íàçû-
âàåòñÿ òàêæåòåíçîðíîé êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðîé.
Âåêòîð òåíçîðíîé êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðû çàïèñû-
âàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x = e0 · x0 + ek1 · xk1 + ek1k2 · xk1k2 + . . . .

Çäåñü e0 � äåéñòâèòåëüíàÿ åäèíèöà. Ýòîò âåêòîð
óäîáíî çàïèñàòü, èñïîëüçóÿ ñîáèðàòåëüíûé èíäåêñ

K ∼ 0 , k1 , k1k2 , k1k2k3 , . . . ,

îáîáùåííûé áàçèñíûé âåêòîð

eK = e0, ek1 , ek1k2 , . . .

è îáîáùåííûå êîîðäèíàòû

xK = x0, xk1 , xk1k2 , . . . ,

â êîìïàêòíîì âèäå

x = eK · xK .

Íàïîìíèì, ÷òî âåêòîðû è êîîðäèíàòû òåíçîðíîé
êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðû èìåþò ðàçìåðíîñòü äëè-
íû.

3 Íàïîìíèì, ÷òî IR � ýòî ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, à
L0 ìíîæèòåëü ðàçìåðíîñòè äëèíû.

4 Îòìåòèì, ÷òî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî êîíòðàâàðèàíòíûõ
òåíçîðîâ áåñêîíå÷íîìåðíî.
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5. Ñèììåòðèè òåíçîðîâ. Ðàçëîæåíèå òåíçîðîâ íà
ñèììåòðèè

Ðàçëîæåíèå òåíçîðîâ íà ñèììåòðèè íà÷íåì ñ òåí-
çîðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà è êîíêðåòíåå ñ áàçèñíûõ òåí-
çîðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà

ek1k2 = ek1 ⊗ ek2 .

Çàïèøåì ýòîò òåíçîð â âèäå ñóììû

ek1 ⊗ ek2 = [ek1 ⊗ ek2 ] + ⟨ek1 ⊗ ek2⟩ , (1)

ãäå

[ek1 ⊗ ek2 ] =
1

2!
(ek1 ⊗ ek2 − ek2 ⊗ ek1)

è

⟨ek1 ⊗ ek2⟩ =
1

2!
(ek1 ⊗ ek2 + ek2 ⊗ ek1) .

Òåíçîð [ek1⊗ek2 ] àíòèñèììåòðè÷åí ïðè ïåðåñòàíîâ-
êå ñîìíîæèòåëåé, à òåíçîð ⟨ek1 ⊗ ek2⟩ ñèììåòðè÷åí
ïðè ïåðåñòàíîâêå ñîìíîæèòåëåé. Âûðàæåíèå [ek1 ⊗
ek2 ] îáîçíà÷èì (ek1 ⊗ek2)1 è íàçîâåì ïåðâîé ñèììåò-
ðèåé, à âûðàæåíèå ⟨ek1 ⊗ ek2⟩ îáîçíà÷èì (ek1 ⊗ ek2)2
è íàçîâåì âòîðîé ñèììåòðèåé. Îòñþäà ñîîòíîøåíèå
(1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçëîæåíèå òåíçîðà âòîðîãî
ïîðÿäêà íà äâå ñèììåòðèè

ek1 ⊗ ek2 = (ek1 ⊗ ek2)1 + (ek1 ⊗ ek2)2 .

Ðàññìîòðèì òåïåðü ðàçëîæåíèå òåíçîðà òðåòüåãî
ïîðÿäêà

ek1k2k3 = ek1 ⊗ ek2 ⊗ ek3 .

Ïðåäâàðèòåëüíî çàìåòèì, ÷òî äëÿ èçëîæåíèÿ ñóùå-
ñòâà âîïðîñà íåò íåîáõîäèìîñòè óêàçûâàòü íè áàçèñ-
íûå âåêòîðû, íè èõ èíäåêñû, äîñòàòî÷íî óêàçûâàòü
òîëüêî íîìåðà èíäåêñîâ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû íå ïóòàòü
íîìåðà èíäåêñîâ ñ ÷èñëàìè, áóäåì îáîçíà÷àòü íîìåðà
èíäåêñîâ æèðíûìè öèôðàìè. Â ïðèíèìàåìûõ îáîçíà-
÷åíèÿõ ïðåäûäóùåå ðàçëîæåíèå òåíçîðà âòîðîãî ïî-
ðÿäêà íà ñèììåòðèè âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

12 = (12)1 + (12)2

(12)1 ≡ [12] =
1

2
(12− 21) ,

(12)2 ≡ ⟨12⟩ =
1

2
(12+ 21) .

Ïîñëå ñêàçàííîãî âåðíåìñÿ ê òåíçîðó òðåòüåãî ïî-
ðÿäêà, êîòîðûé ñ ó÷åòîì ïðåäûäóùåãî çàìå÷àíèÿ çà-
ïèøåì òàê

123 .

Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî åñëè ïîëîæèòü, ÷òî ïå-
ðåñòàíîâêà êàæäîé ïàðû ñîìíîæèòåëåé àíòèñèììåò-
ðè÷íà, òî åñòü

12 = −21 , 13 = −31 , 23 = −32 , (2)

èëè ⟨12⟩ = 0 , ⟨13⟩ = 0 , ⟨23⟩ = 0 ,

òî ìîæíî ïîñòðîèòü àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð òðå-
òüåãî ïîðÿäêà

[123] =
1

3!
(123− 213+ 231− 321+ 312− 132) .

Ïîäîáíûì îáðàçîì, ïîëàãàÿ, ÷òî ïåðåñòàíîâêà êàæ-
äîé ïàðû ñîìíîæèòåëåé ñèììåòðè÷íà, òî åñòü

12 = 21 , 13 = 31 , 23 = 32 , (3)

èëè [12] = 0 , [13] = 0 , [23] = 0 ,

ìîæíî ïîñòðîèòü ñèììåòðè÷íûé òåíçîð òðåòüåãî ïî-
ðÿäêà

⟨123⟩ = 1

3!
(123+ 213+ 231+ 321+ 312+ 132) .

Ñóììà

[123] + ⟨123⟩ = 1

3
(123+ 231+ 312) ̸= 123 (4)

è îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñèììåòðèè [123] è ⟨123⟩ íå èñ-
÷åðïûâàþò âåñü íåîáõîäèìûé íàáîð ñèììåòðèé. Äëÿ
ïîñòðîåíèÿ îñòàâøèõñÿ ñèììåòðèé çàìåòèì, ÷òî ïî-
ìèìî àíòèñèììåòðè÷íûõ ñîîòíîøåíèé (2) è ñèììåò-
ðè÷íûõ ñîîòíîøåíèé (3) âîçìîæíû ñìåøàííûå ïåðå-
ñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ.
1.

12 = −21 , 13 = 31 , 23 = −32 (5)

(äâà àíòèñèììåòðè÷íûõ è îäíî ñèììåòðè÷íîå ñîîòíî-
øåíèÿ).
2.

12 = 21 , 13 = −31 , 23 = 32 (6)

(äâà ñèììåòðè÷íûõ è îäíî àíòèñèììåòðè÷íîå ñîîòíî-
øåíèÿ).
Ïåðåñòàíîâî÷íûì ñîîòíîøåíèÿì (5) ñîîòâåòñòâóåò

ñèììåòðèÿ, êîòîðóþ îáîçíà÷èì

(123)2 =
1

3!
(123− 213− 231+ 321− 312− 132) .

Ïåðåñòàíîâî÷íûì ñîîòíîøåíèÿì (6) ñîîòâåòñòâóåò
ñèììåòðèÿ, êîòîðóþ îáîçíà÷èì

(123)3 =
1

3!
(123+ 213− 231− 321− 312+ 132) .

Èõ ñóììà

(123)2 + (123)3 =
1

3
(123− 231− 312) .

Ñðàâíèâàÿ ýòî âûðàæåíèå ñ ñîîòíîøåíèåì (4), çà-
ìå÷àåì, ÷òî ðàçëîæåíèå òåíçîðà òðåòüåãî ïîðÿäêà íà
ñèììåòðèè èìååò âèä

123 =
3

2
((123)1 + (123)2 + (123)3 + (123)4) ,
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ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

(123)1 = [123] , (123)4 = ⟨123⟩ .

Ïîäðîáíåå ñèììåòðèè òåíçîðà òðåòüåãî ïîðÿäêà, à
òàêæå ñèììåòðèè òåíçîðà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà áóäóò
ðàññìîòðåíû â Ãëàâå 3.4, îòíîñÿùåéñÿ ê êëàññèôèêà-
öèè ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö.

III. ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÎ-ÂÐÅÌß ÊÀÊ
ÓÍÈÂÅÐÑÀËÜÍÀß ÊÎÍÒÐÀÂÀÐÈÀÍÒÍÀß

ÀËÃÅÁÐÀ

Íàðÿäó ñ òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ îáðà-
çóþùåãî ïðîñòðàíñòâà X áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñêà-
ëÿðíîå è âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ. Íàïîì-
íèì, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äëÿ ïðîñòðàíñòâà
X êàê ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ÑÒÎ óæå áûëî ââåäåíî
â ïðåäûäóùåé Ãëàâå 1.1 (Ðàçäåë IV).

1. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ
îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ, â îòëè÷èå îò
ïðåäûäóùåé Ãëàâû, áóäåì çàïèñûâàòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì5:

1

L0
x1 · x2 .

Îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

1

L0
F0(x1 , x2)

âåêòîðîâ â ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë IR · L0

1

L0
x1 · x2 ≡

1

L0
F0(x1 , x2) ∈ IR · L0 .

Âñëåäñòâèå áèëèíåéíîñòè ìîæíî çàïèñàòü

F0(x1 , x2) = F0(ek1 x1
k1 , ek2 x2

k2) =

= F0(ek1 , ek2)x1
k1 x2

k2 .

×èñëîâàÿ âåëè÷èíà

gk1k2 = ek1 · ek2 ≡ F0(ek1 , ek2) .

íàçûâàåòñÿ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì.
Ïî-ïðåæíåìó áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèç-

âåäåíèå íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà èñïîëüçóåìûõ ñîìíî-
æèòåëåé. Îòñþäà

gk1k2 = gk2k1 .

5 îïðåäåëåííîå òàêèì îáðàçîì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå èìååò
ðàçìåðíîñòü äëèíû.

2. Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ
îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà

Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ îáðàçóþùåãî ïðî-
ñòðàíñòâà áóäåì çàïèñûâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1

L0
x1 × x2 .

Îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

1

L0
F1(x1 , x2)

âåêòîðîâ x1, x2 â âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî X

1

L0
x1 × x2 ≡

1

L0
F1(x1 , x2) ∈ X .

Â ñèëó áèëèíåéíîñòè

1

L0
x1 × x2 = F1(ek1 , ek2)

1

L0
x1
k1 x2

k2 .

Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ

ek1 × ek2 = F1(ek1 , ek2)

òàêæå ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà
X. Ïîýòîìó

ek1 × ek2 = ek · Ckk1k2 ,

ãäå ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû Ckk1k2 � ýòî êîîðäèíà-
òû âåêòîðà ek1 × ek2 .

3. Óíèâåðñàëüíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ.
Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ êàê óíèâåðñàëüíàÿ

êîíòðàâàðèàíòíàÿ àëãåáðà

Ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ îáðàçóþùåãî ïðîñòðàí-
ñòâà x1 è x2, ñîñòàâëåííîå èç ñêàëÿðíîãî, âåêòîðíîãî
è òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèé, íàçîâåì óíèâåðñàëüíûì
è çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x1 ◦ x2 = x1 · x2 + x1 × x2 + x1 ⊗ x2 .

Ïî îòíîøåíèþ ê áàçèñíûì âåêòîðàì óíèâåðñàëüíîå
ïðîèçâåäåíèå ïðèíèìàåò âèä

ek1 ◦ ek2 = ek1 · ek2 + ek1 × ek2 + ek1 ⊗ ek2 =

= gk1k2 + ek · Ckk1k2 + ek1k2 . (7)

Àëãåáðó, ïîñòðîåííóþ íà óíèâåðñàëüíîì ïðîèçâåäå-
íèè, íàçîâåì óíèâåðñàëüíîé êîíòðàâàðèàíòíîé è áó-
äåì îáîçíà÷àòü X. Âåêòîð óíèâåðñàëüíîé êîíòðàâà-
ðèàíòíîé àëãåáðû çàïèñûâàåòñÿ òàê æå, êàê âåêòîð
òåíçîðíîé êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðû

x = e0 · x0 + ek1 · xk1 + ek1k2 · xk1k2 + . . . .

Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìîìåíòà áóäåì ðàññìàòðèâàòü óíè-
âåðñàëüíóþ êîíòðàâàðèàíòíóþ àëãåáðó X êàê îáîá-
ùåííîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ, îáîáùàþùåå ïðîñòðàí-
ñòâî-âðåìÿ ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè X.
Îïðåäåëåíèå îáîáùåííîå ïî îòíîøåíèþ ê X äëÿ êðàò-
êîñòè áóäåì â äàëüíåéøåì îïóñêàòü.
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3.1. Àññîöèàòèâíîñòü óíèâåðñàëüíîãî óìíîæåíèÿ

Ïîêàæåì, ÷òî óíèâåðñàëüíîå óìíîæåíèå ÿâëÿåòñÿ
àññîöèàòèâíûì. Äëÿ ýòîãî óñòàíîâèì, ÷òî

(ek1 ◦ ek2) ◦ ek3 = ek1 ◦ (ek2 ◦ ek3) . (8)

Ñíà÷àëà âû÷èñëèì ëåâóþ ÷àñòü:

(ek1 ◦ ek2) ◦ ek3 =

= (gk1k2 + ek · Ckk1k2 + ek1k2) ◦ ek3 =

= gk1k2 · ek3 + ek ◦ ek3 · Ckk1k2 + ek1k2 ◦ ek3 =

= gk1k2 · ek3 +
+ gkk3 · Ckk1k2 + ek4 · Ck4kk3 · Ckk1k2 + ekk3 · Ckk1k2 +
+ ek1 · gk2k3 + ek1 ◦ ek4 · Ck4k2k3 + ek1k2k3 .

Ðàñêðûâàÿ ïðåäïîñëåäíåå ñëàãàåìîå, ïîëó÷èì

(ek1 ◦ ek2) ◦ ek3 = gk1k2 · ek3 +
+ gkk3 · Ckk1k2 + ek4 · Ck4kk3 · Ckk1k2 + ekk3 · Ckk1k2 +
+ ek1 · ck2k3 + gk1k4 · Ck4k2k3 + ek5 · Ck5k1k4 · Ck4k2k3 +
+ ek1k4 · Ck4k2k3 + ek1k2k3 . (9)

Òåïåðü âû÷èñëèì ïðàâóþ ÷àñòü:

ek1 ◦ (ek2 ◦ ek3) =
= ek1 ◦ (gk2k3 + ek · Ckk2k3 + ek2k3) =

= ek1 · gk2k3 + ek1 ◦ ek · Ckk2k3 + ek1 ◦ ek2k3 =

= ek1 · gk2k3 +
+ gk1k · Ckk2k3 + ek4 · Ck4k1k · Ckk2k3 + ek1k · Ckk2k3 +
+ gk1k2 · ek3 + ek4 ◦ ek3 · Ck4k1k2 + ek1k2k3 .

Ðàñêðûâàÿ ïðåäïîñëåäíåå ñëàãàåìîå, ïîëó÷èì

ek1 ◦ (ek2 ◦ ek3) = ek1 · gk2k3 +
+ gk1k · Ckk2k3 + ek4 · Ck4k1k · Ckk2k3 + ek1k · Ckk2k3 +
+ gk1k2 · ek3 + gk4k3 · Ck4k1k2 + ek5 · Ck5k4k3 · Ck4k1k2 +
+ ek4k3 · Ck4k1k2 + ek1k2k3 . (10)

Ñðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ (9) è (10), óáåæäàåìñÿ â âû-
ïîëíåíèè óñëîâèÿ (8) è àññîöèàòèâíîñòè óíèâåðñàëü-
íîãî óìíîæåíèÿ â öåëîì.

4. Åäèíè÷íûå ÷èñëîâûå òåíçîðû

Óíèâåðñàëüíîå ïðîèçâåäåíèå n òåíçîðîâ ïðîåöèðó-
åòñÿ íà ñóììó òåíçîðîâ ïîðÿäêà îò íóëÿ äî n. Íàïðè-
ìåð, äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ

ek1 ◦ ek2 = gk1k2 + ek · Ckk1k2 + ek1k2 .

Äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ òðåõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ èç ñîîò-
íîøåíèÿ (10) ñëåäóåò:

ek1 ◦ ek2 ◦ ek3 = (gk1k · Ckk2k3 + gk4k3 · Ck4k1k2) +
+
(
ek1 · gk2k3 + ek4 · Ck4k1k · Ckk2k3 +

+ ek5 · Ck5k4k3 · Ck4k1k2 + ek3 · gk1k2
)
+

+(ek1k · Ckk2k3 + ek4k3 · Ck4k1k2) +
+ek1k2k3 .

Ýòî ïðîèçâåäåíèå ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âè-
äå:

ek1 ◦ ek2 ◦ ek3 = gk1k2k3 + ek4 · Ck4k1k2k3 +
+ek4k5 · Ck4k5k1k2k3 + ek1k2k3 .

Òàêèì îáðàçîì, óíèâåðñàëüíîå óìíîæåíèå ââîäèò
íàáîð ÷èñëîâûõ òåíçîðîâ

gk1k2 , C
k3
k1k2 ,

gk1k2k3 , C
k4
k1k2k3 , C

k4k5
k1k2k3 ,

gk1k2k3k4 , C
k5
k1k2k3k4 , C

k5k6
k1k2k3k4 , C

k5k6k7
k1k2k3k4 ,

. . .

Êîíêðåòèçàöèÿ ÷èñëîâûõ òåíçîðîâ ñâÿçàíà ñ äâóìÿ
äåéñòâèÿìè:
1) ðàçëîæåíèåì ÷èñëîâûõ òåíçîðîâ ïî ñèììåòðèÿì;
2) ââåäåíèåì óñëîâèé, ïîçâîëÿþùèõ ðàññìàòðèâàòü

÷èñëîâûå òåíçîðû êàê åäèíè÷íûå, òî åñòü òàêèõ, êîì-
ïîíåíòû êîòîðûõ ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ ëèáî +1, ëèáî
-1, ëèáî 0.
Íàïðèìåð, äëÿ íîðìèðîâàííûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ

îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà e1, e2, e3, e4 âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî

g11 = g22 = g33 = −g44 = 1 ,

à äëÿ îðòîãîíàëüíûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ èìååì6

gk1k2 = 0 ïðè k1 ̸= k2 .

Äðóãîé ïðèìåð: â òåîðèè âåêòîðíîãî ïîëÿ7

Cabc = εabc ,

ãäå εabc - àíòèñèììåòðè÷íûé åäèíè÷íûé ÷èñëîâîé
òåíçîð.

IV. ËÅÂÀß È ÏÐÀÂÀß ÓÍÈÂÅÐÑÀËÜÍÛÅ
ÊÎÍÒÐÀÂÀÐÈÀÍÒÍÛÅ ÀËÃÅÁÐÛ

Òàê æå, êàê äëÿ òåíçîðíîé àëãåáðû⊗X, âåêòîð óíè-
âåðñàëüíîé êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðû X

x = e0 · x0 + ek1 · xk1 + ek1k2 · xk1k2 + . . . . (11)

óäîáíî çàïèñàòü, èñïîëüçóÿ îáîáùåííûé áàçèñíûé
âåêòîð

eK = e0, ek1 , ek1k2 , . . .

6 Çàìåòèì, ÷òî ïîíÿòèå îðòîíîðìèðîâàííîñòè îïðåäåëåíî
òîëüêî ïî îòíîøåíèþ ê ñîáñòâåííîìó ïðîñòðàíñòâó, â äàí-
íîì ñëó÷àå ïî îòíîøåíèþ ê ñèñòåìå îòñ÷åòà. Ïî îòíîøåíèþ ê
äðóãîìó ïðîñòðàíñòâó ýòè æå áàçèñíûå âåêòîðû ìîãóò èìåòü
äðóãóþ äëèíó è äðóãèå óãëû ìåæäó ñîáîé. Òî åñòü ïîíÿòèÿ
äëèíà âåêòîðà è óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ÿâëÿþòñÿ îòíîñè-
òåëüíûìè.

7 Èíäåêñû a ,b ,c , ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 1 ,2 ,3 .
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è îáîáùåííûå êîîðäèíàòû

xK = x0, xk1 , xk1k2 , . . . ;

â êîìïàêòíîì âèäå

x = eK · xK .

Îáðàòèìñÿ ê óìíîæåíèþ âåêòîðîâ. Ïóñòü ñíà÷àëà
ðàññìàòðèâàåòñÿ âåêòîð x1, à çàòåì âåêòîð x2. Ñ ýòîé
òî÷êè çðåíèÿ âåêòîð x1 áóäåì íàçûâàòü íà÷àëüíûì,
à âåêòîð x2 - ïîñëåäóþùèì. Âîçìîæíû äâà âàðèàíòà
óìíîæåíèÿ óêàçàííûõ âåêòîðîâ:

x1 ◦ x2 ,

êîãäà ïîñëåäóþùèé âåêòîð óìíîæàåòñÿ íà íà÷àëüíûé
ñïðàâà, è

x2 ◦ x1 ,

êîãäà ïîñëåäóþùèé âåêòîð óìíîæàåòñÿ íà íà÷àëüíûé
ñëåâà. Â îáùåì ñëó÷àå óìíîæåíèå âåêòîðîâ íåêîììó-
òàòèâíî, ïîýòîìó

x1 ◦ x2 ̸= x2 ◦ x1 .

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå äëÿ ïðàâîãî ïðîèçâåäåíèÿ

rx =
1

L0
x1 ◦ x2 . (12)

Çäåñü êîýôôèöèåíò L0 èìååò ðàçìåðíîñòü äëèíû è
ñîãëàñóåò ðàçìåðíîñòè ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòåé óðàâ-
íåíèÿ. Ëåâîå ïðîèçâåäåíèå, ñîîòâåòñòâåííî, çàïèøåì
òàê:

lx =
1

L0
x2 ◦ x1 . (13)

Àëãåáðó, îñíîâàííóþ íà óìíîæåíèè (12), íàçîâåì
ïðàâîé è îáîçíà÷èì rX.
Àëãåáðó, îñíîâàííóþ íà óìíîæåíèè (13), íàçîâåì

ëåâîé è îáîçíà÷èì lX. Åäèíèöåé àëãåáð ÿâëÿåòñÿ âåê-
òîð, ðàâíûé ÷èñëó L0.
Ïðåäûäóùèå ïîñòðîåíèÿ ïîâòîðèì äëÿ óìíîæåíèÿ

áàçèñíûõ âåêòîðîâ. Ïóñòü áàçèñíûå âåêòîðû eK1
ÿâ-

ëÿþòñÿ íà÷àëüíûìè, à áàçèñíûå âåêòîðû eK2
ÿâëÿþò-

ñÿ ïîñëåäóþùèìè.Òîãäà ïðàâîå ïðîèçâåäåíèå áàçèñ-
íûõ âåêòîðîâ çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

eK1
◦ eK2

= eK · rCKK1K2
, (14)

ãäå rC
K
K1K2

- ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå ïðàâîé óíè-
âåðñàëüíîé êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðû rX.
Ëåâîå ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ, ñîîòâåò-

ñòâåííî, çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

eK2
◦ eK1

= eK · lCKK1K2
, (15)

ãäå lC
K
K1K2

- ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå ëåâîé óíè-
âåðñàëüíîé êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðû lX.

Î÷åâèäíî, ÷òî

rC
K
K1K2

= lC
K
K2K1

. (16)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íå âîçíèêàëà ïóòàíèöà ìåæäó ôîð-
ìóëàìè (14) è (15), óäîáíî ââåñòè ðàçíîå îáîçíà÷åíèå
äëÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ëåâîé è ïðàâîé àëãåáð ñîîò-
âåòñòâåííî8

leK − ëåâûå áàçèñíûå âåêòîðû ,

reK − ïðàâûå áàçèñíûå âåêòîðû .

Òîãäà óìíîæåíèå ëåâûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ çàäàåò-
ñÿ ñòðóêòóðíûìè ïîñòîÿííûìè lC:

leK2
◦ leK1

= leK · lCKK1K2
,

à óìíîæåíèå ïðàâûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ çàäàåòñÿ
ñòðóêòóðíûìè ïîñòîÿííûìè rC

reK1
◦ reK2

= reK · rCKK1K2
.

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà

x1 = eK1
· xK1

1 , x2 = eK2
· xK1

2

è ñîîòíîøåíèÿ (14) è (15), èç (12) è (13) ïîëó÷èì

rx
K =

1

L0
· rCKK1K2 · x

K1
1 · x

K2
2 (17)

è

lx
K =

1

L0
· lCKK1K2

· xK1
1 · x

K2
2 . (18)

Ôîðìóëû (17) è (18) çàäàþò óìíîæåíèå âåêòîðîâ ïî
îòíîøåíèþ ê êîîðäèíàòàì âåêòîðîâ.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè óìíîæåíèÿ âåêòîðîâ
âáëèçè åäèíèöû àëãåáðû. Èìååì

ïðè xK1
1 → x01 = L0

rx
K = xK2 , rC

K
0K2 = δKK2 ,

lx
K = xK2 , lC

K
0K2 = δKK2 ;

ïðè xK2
2 → x02 = L0

rx
K = xK1 , rC

K
K10 = δKK1

,

lx
K = xK1 , lC

K
K10 = δKK1

.

8 Òàêîå ðàçëè÷èå òåðÿåò ñìûñë, êîãäà óìíîæåíèå âåêòîðîâ è
ñîîòâåòñòâåííî àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà ìíîæåñòâ âåêòîðîâ
íå ðàññìàòðèâàþòñÿ.
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1. Àëãåáðû è ãðóïïû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé,
àññîöèèðîâàííûå ñ óìíîæåíèåì
êîíòðàâàðèàíòíûõ âåêòîðîâ

Óìíîæåíèå âåêòîðà x1 (ñïðàâà èëè ñëåâà) íà âåêòîð
x2 ñâîäèòñÿ ê ëèíåéíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ýòîãî âåê-
òîðà. Äåéñòâèòåëüíî, ââåäåì ìàòðèöó ëèíåéíîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ

rl
K
K1

=
1

L0
· rCKK1K2

· xK2
2 =

=
1

L0
· rCKK10 · x02 +

1

L0
· rCKK1α · xα2 .

Òîãäà (17) çàïèøåòñÿ êàê ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå

rx
K = rl

K
K1
· xK1

1 .

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå rl
K
K1

êàê ýëåìåíò àëãåáðû, êîòîðóþ îáîçíà÷èì rL′, íåêî-
òîðîé íåïðåðûâíîé ãðóïïû, êîòîðóþ îáîçíà÷èì rG′.
Íàçîâåì rL′ è rG′ ñîîòâåòñòâåííî ïðàâûìè àëãåáðîé
è ãðóïïîé, àññîöèèðîâàííûìè ñ ïðàâûì óìíîæåíè-
åì âåêòîðîâ9. Ïðåîáðàçîâàíèå (ýëåìåíò) rL

K
K1

ýòîé
ãðóïïû ñòðîèòñÿ ïî ýëåìåíòó rl

K
K1

àëãåáðû rL′ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

rL
K
K1

=
1

exp(1)
· exp( rlKK1

) èëè

rL
K
K1

=
1

exp(1)
· exp

(
1

L0
· rCKK1K2

· xK2
2

)
. (19)

Â ìàëîì ýëåìåíò ãðóïïû äîëæåí ñâîäèòüñÿ ê ýëå-
ìåíòó àëãåáðû. Â íàøåì ñëó÷àå èìååì10

rdL
K
K1

∣∣
(x

0=L0
xα=0 )

= rdl
K
K1

=
1

L0
· rCKK1K2

· dxK2
2 .

Òàêæå èñïîëüçóåì ìàòðèöó

ll
K
K1

=
1

L0
· lCKK1K2

· xK2
2 =

=
1

L0
· lCKK10 · x02 +

1

L0
· lCKK1α · xα2 .

è çàïèøåì (18) êàê ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå

lx
K = ll

K
K1
· xK1

1 .

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèíåé-
íîå ïðåîáðàçîâàíèå ll

K
K1

êàê ýëåìåíò àëãåáðû lL′

9 Ê ãðóïïå, ïîäîáíîé rG′, ïðèíàäëåæàò ãðóïïû ýëåêòðè÷åñêî-
ãî çàðÿäà è ñëàáîãî çàðÿäà ÷àñòèö (ñì. Ãëàâà 4.2. Ðàçäåë II.1
è Ãëàâà 4.3. Ðàçäåë II.1).

10 Ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè íåîáõîäèìî ó÷åñòü, ÷òî rCK
K10 =

δKK1 è exp(δKK1 ) = exp(1) · δKK1 .

íåêîòîðîé ãðóïïû lG′. Íàçîâåì lL′ è lG′ ñîîòâåò-
ñòâåííî ëåâûìè àëãåáðîé è ãðóïïîé, àññîöèèðîâàííû-
ìè ñ ëåâûì óìíîæåíèåì âåêòîðîâ11. Ïðåîáðàçîâà-
íèå (ýëåìåíò) lL

K
K1

ýòîé ãðóïïû ñòðîèòñÿ ïî ýëåìåí-
òó ll

K
K1

àëãåáðû lL′ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

lL
K
K1

=
1

exp(1)
· exp( llKK1

) èëè

lL
K
K1

=
1

exp(1)
· exp

(
1

L0
· lCKK1K2

· xK2
2

)
. (20)

Â ìàëîì ýëåìåíò ãðóïïû äîëæåí ñâîäèòüñÿ ê ýëå-
ìåíòó àëãåáðû. Â íàøåì ñëó÷àå èìååì12

ldL
K
K1

∣∣
(x

0=L0
xα=0 )

= ldl
K
K1

=
1

L0
· lCKK1K2

· dxK2
2 .

V. ÏÎÄÀËÃÅÁÐÛ ÓÍÈÂÅÐÑÀËÜÍÎÉ
ÊÎÍÒÐÀÂÀÐÈÀÍÒÍÎÉ ÀËÃÅÁÐÛ

Èç óíèâåðñàëüíîé êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðû ïðî-
ñòðàíñòâà-âðåìåíè X âûäåëèì ïîäàëãåáðó, íàêëàäû-
âàÿ íà ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ (7) ñëåäóþ-
ùèå óñëîâèÿ:
1) óñëîâèå åâêëèäîâîñòè, â êîòîðîå âêëþ÷èì äâà

òðåáîâàíèÿ:
a) ïðè k1 = k2

ek1 ◦ ek2 = ek1 · ek2 ,

ïðè÷åì

e1 · e1 = 1 , e2 · e2 = 1 , e3 · e3 = 1 , e4 · e4 = −1 .

b) ïðè k1 ̸= k2

ek1 ◦ ek2 = ek1 ⊗ ek2 ,

2) óñëîâèå ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè
ïðè k1 ̸= k2

ek1 ◦ ek2 = sign(k1, k2) · ek2 ◦ ek1 .

Çäåñü sign(k1, k2) � çíàê ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè, çà-
âèñÿùèé îò íîìåðîâ ïåðåñòàâëÿåìûõ áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ13.
Èç âûøåóêàçàííûõ óñëîâèé âûòåêàåò, ÷òî âåêòîð-

íîå ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ îáðàçóþùåãî

11 Ê ãðóïïå, ïîäîáíîé lG′, ïðèíàäëåæàò ãðóïïû íåðåëÿòèâèñò-
ñêîãî è ðåëÿòèâèñòñêîãî ñïèíà ÷àñòèö (ñì. Ãëàâà 4.2. Ðàçäåë
II.2 è Ãëàâà 4.3. Ðàçäåë II.2).

12 Ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè íåîáõîäèìî ó÷åñòü, ÷òî lC
K
K10 =

δKK1
è exp(δKK1

) = exp(1) · δKK1
.

13 Êîíêðåòíîå çíà÷åíèå sign(k1, k2) îïðåäåëÿåò ïîäàëãåáðó óíè-
âåðñàëüíîé êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðû ïðîñòðàíñòâà-âðåìå-
íè.
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ïðîñòðàíñòâà â ïîäàëãåáðå íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Êðî-
ìå òîãî, èç íèõ ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ÷åòíîãî
êîëè÷åñòâà îäèíàêîâûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ îáðàçóþ-
ùåãî ïðîñòðàíñòâà ñâîäèòñÿ ê áàçèñíîìó âåêòîðó e0.
Íàïðèìåð,

e1111 = e1 ◦ e1 ◦ e1 ◦ e1 = e0 .

Ñîâîêóïíîñòü ïîäàëãåáð, ñíàáæåííûõ óìíîæåíèåì
â ñîîòâåòñòâèè ñ âûøåóêàçàííûìè óñëîâèÿìè, íàçî-
âåì àëãåáðîé ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ôóíäàìåíòàëü-
íûõ îáúåêòîâ. Äàâàÿ òàêîå îïðåäåëåíèå, ìû èñõîäèì
èç ïîñòóëàòà î òîì, ÷òî ôèçè÷åñêàÿ ðåàëüíîñòü âêëþ-
÷àåò â ñåáÿ ôóíäàìåíòàëüíûå îáúåêòû, ïðèìåðîì êî-
òîðûõ ñëóæàò ôóíäàìåíòàëüíûå ÷àñòèöû, à îáîáùåí-
íîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ � ýòî îêðóæåíèå, â êîòîðîì
ñóùåñòâóþò ôóíäàìåíòàëüíûå îáúåêòû.

1. Êîíå÷íîå ÷èñëî èçìåðåíèé ïðîñòðàíñòâà
ïîäàëãåáðû

Óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè è åâêëèäîâîñòè
ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ïîäàëãåáðû X
èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî èçìåðåíèé (êîíå÷íîå ÷èñëî
áàçèñíûõ âåêòîðîâ). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîÿñíèòü ýòî,
ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî òåíçîðîâ ïîðÿäêà p � Xp.
Áàçèñíûå âåêòîðû ýòîãî ïðîñòðàíñòâà èìåþò âèä

ei1 ◦ ei2 ◦ . . . ◦ eip .

Â ýòè âûðàæåíèÿ íå ìîãóò âõîäèòü äâà îäèíàêî-
âûõ îáðàçóþùèõ áàçèñíûõ âåêòîðà. Åñëè òàêîå èìå-
åò ìåñòî, òî ñ ïîìîùüþ óñëîâèÿ ñîñåäíåé òðàíñïî-
çèöèè è óñëîâèÿ åâêëèäîâîñòè òàêîé áàçèñíûé âåê-
òîð ìîæåò áûòü ñâåäåí ê áàçèñíîìó âåêòîðó, â ïðîèç-
âåäåíèè êîòîðîãî îäèíàêîâûå îáðàçóþùèå áàçèñíûå
âåêòîðû îòñóòñòâóþò. Òî åñòü òàêîé áàçèñíûé âåêòîð
ei1 ◦ ei2 ◦ . . . ◦ eip íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûì
âåêòîðîì è íå ÿâëÿåòñÿ áàçèñíûì âåêòîðîì ïî îïðå-
äåëåíèþ.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîðÿäîê p ïðîñòðàíñòâà òåíçî-

ðîâ Xp íå ïðåâûøàåò ÷èñëî èçìåðåíèé îáðàçóþùåãî
ïðîñòðàíñòâà n. À òàê êàê îáðàçóþùåå ïðîñòðàíñòâî
X1 � ýòî ÷åòûðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ÑÒÎ, òî
p ≤ 4. Òàêèì îáðàçîì, â êðàéíåì ñëó÷àå

X = X0 +X1 +X2 +X3 +X4 .

Åñëè ÷èñëî èçìåðåíèé îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà
X1 îáîçíà÷èòü ÷åðåç n14

dimX1 = n ,

14 Âûðàæåíèå dimA îçíà÷àåò ÷èñëî èçìåðåíèé âåêòîðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà A.

òî ÷èñëî èçìåðåíèé ïðîñòðàíñòâà Xp ðàâíî ÷èñëó ñî-
÷åòàíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî p

dimXp =
n (n− 1) . . . (n− p+ 1)

p!
= Cpn .

Îòñþäà ñëåäóåò ÷òî

dimXp = dimXn−p , dimXn = 1 , dimXn−1 = n .

Ïîäàëãåáðà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè X â îáùåì ñëó-
÷àå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ïðîñòðàíñòâ:

X = X0 +X1 + . . .+Xn .

×èñëî èçìåðåíèé ïîäàëãåáðû ïðîñòðàíñòâà-âðåìå-
íè

N = dimX = C0
n + C1

n + . . .+ Cnn = (1 + 1)n = 2n.

Â íàøåì ñëó÷àå îáðàçóþùåå ïðîñòðàíñòâî � ýòî ÷å-
òûðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ÑÒÎ, òî åñòü

dimX1 = 4 ,

ïîýòîìó

dimX2 = 6 , dimX3 = 4 , dimX4 = 1 ,

dimX = 24 = 16 .

Âåêòîð ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè (11) â íàøåì ñëó÷àå
èìååò âèä

x = e0 x
0 + ei x

i + eij x
ij + eijk x

ijk + e1324 x
1324 .

Áóäåì çàïèñûâàòü ýòî ñîîòíîøåíèå, èñïîëüçóÿ ñî-
áèðàòåëüíûå èíäåêñû

I , J ,K ,L ,∼ (0, i, ij, ijk , 1324),

x = eI x
I .

Åñëè îáðàçóþùåå ïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
òðåõìåðíîå ãåîìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî15, òî

dimX2 = 3 , dimX3 = 1 ,

N = dimX3 = 23 = 8 .

Âåêòîð ïðîñòðàíñòâà óíèâåðñàëüíîé ïîäàëãåáðû
(11) â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä

x = e0 x
0 + ea x

a + eab x
ab + e123 x

123 .

Áóäåì çàïèñûâàòü ýòî ñîîòíîøåíèå, èñïîëüçóÿ ñîáè-
ðàòåëüíûå èíäåêñû

A ,B ,C ,D ,∼ (0, a, ab, 123),

x = eA x
A .

15 Èíîãäà áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå Xn äëÿ ïîäàëãåáðû
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, ïîä÷åðêèâàÿ ðàçìåðíîñòü n îáðàçóþ-
ùåãî ïðîñòðàíñòâà X1.
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2. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð

Óñëîâèå ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè è óñëîâèå åâêëèäî-
âîñòè ïîçâîëÿþò îáîáùèòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â
îáðàçóþùåì ïðîñòðàíñòâå äî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäå-
íèÿ â ïîäàëãåáðå X.
Äëÿ K1 = K2

eK1 ◦ eK2 = eK1 · eK2 = gK1K2 .

Çäåñü gK1K2 � ìåòðè÷åñêèé òåíçîð â ïîäàëãåáðå
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè X. Óêàçàííîå ñêàëÿðíîå ïðîèç-
âåäåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ
îáðàçóþùèõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî îïðå-
äåëåííûé òàêèì îáðàçîì ìåòðè÷åñêèé òåíçîð íå çà-
âèñèò îò ïîðÿäêà óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ, òî
åñòü

gK1K2 = gK2K1 .

Âìåñòå ñ òåì ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñò-
íûì ñëó÷àåì óíèâåðñàëüíîãî óìíîæåíèÿ. Äëÿ ïðàâîé
óíèâåðñàëüíîé ïîäàëãåáðû rX èç (14) äëÿ K1 = K2

èìååì

eK1 · eK2 = e0 · rC0
K1K2 .

Îòñþäà

gK1K2 = rC
0
K1K2 .

Òàêæå äëÿ ëåâîé óíèâåðñàëüíîé ïîäàëãåáðû lX èç
(15) äëÿ K1 = K2 èìååì

eK2 · eK1 = e0 · lC0
K1K2 .

Îòñþäà

gK1K2
= lC

0
K1K2

.

Åñëè ó÷åñòü, ÷òî

rC
K
K1K2

= lC
K
K2K1

,

òî ïîëó÷èì: â ïðàâîé è ëåâîé ïîäàëãåáðàõ ïðîñò-
ðàíñòâà-âðåìåíè X èìååò ìåñòî îäèí è òîò æå ìåòðè-
÷åñêèé òåíçîð.
Óñòàíîâèì åùå îäíó ñâÿçü ìåæäó ìåòðè÷åñêèì òåí-

çîðîì è ñòðóêòóðíûìè ïîñòîÿííûìè ïîäàëãåáðû. Äëÿ
ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ àññîöèàòèâíîñòüþ óìíîæåíèÿ â
ïðàâîé ïîäàëãåáðå rX ïî îòíîøåíèþ ê áàçèñíûì âåê-
òîðàì

( reK1
◦ reK2

) ◦ reK3
= reK1

◦ ( reK2
◦ reK3

) .

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ çàêîí óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåê-
òîðîâ (14),ïîëó÷èì

rC
K
K1K2

( reK ◦ reK3
) = ( reK1

◦ reK) rC
K
K2K3

.

Îòêóäà, èñïîëüçóÿ åùå ðàç çàêîí óìíîæåíèÿ áàçèñ-
íûõ âåêòîðîâ (14), ïîëó÷èì

rC
K
K1K2

· rCK4
KK3

= rC
K4
K1K · rCKK2K3

. (21)

Âûïîëíèì â ýòîì óðàâíåíèè ñâåðòêó ïî èíäåêñàì
K4 è K1. Ïîëó÷èì

rC
K
K1K2

· rCK1
KK3

= rC
K1
K1K · rCKK2K3

. (22)

Òàê êàê ïðîèçâåäåíèå áàçèñíîãî âåêòîðà eK íà áà-
çèñíûé âåêòîð, îòëè÷íûé îò e0, íå ïðîåöèðóåòñÿ íà
ñåáÿ, òî âñå ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû, çà èñêëþ÷åíèåì
CML0, ÿâëÿþòñÿ áåññëåäîâûìè. Ïîýòîìó ñîîòíîøåíèå
(22) èìååò âèä

rC
K
K1K2

· rCK1
KK3

= rC
K1
K10 · rC0

K2K3
.

Îòñþäà ïîëó÷èì

gK2K3
=

1

N
· rCKK1K2

· rCK1
KK3

,

ãäå N�÷èñëî èçìåðåíèé ïîäàëãåáðû rX.
Àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå ïîëó÷èì äëÿ ñòðóêòóð-

íûõ ïîñòîÿííûõ ëåâîé ïîäàëãåáû lX. Äëÿ ýòîãî âîñ-
ïîëüçóåìñÿ àññîöèàòèâíîñòüþ óìíîæåíèÿ â ëåâîé ïî-
äàëãåáðå lX ïî îòíîøåíèþ ê áàçèñíûì âåêòîðàì

( leK1 ◦ leK2) ◦ leK3 = leK1 ◦ ( leK2 ◦ leK3) .

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ çàêîí óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåê-
òîðîâ (15), ïîëó÷èì

lC
K
K2K1 ( leK ◦ leK3) = ( leK1 ◦ leK) lC

K
K3K2 .

Îòêóäà, èñïîëüçóÿ åùå ðàç çàêîí óìíîæåíèÿ áàçèñ-
íûõ âåêòîðîâ (15), ïîëó÷èì

lC
K
K2K1

· lCK4
K3K = lC

K4
KK1

· lCKK3K2

èëè èíà÷å

lC
K4
KK1

· lCKK3K2
= lC

K4
K3K · lCKK2K1

. (23)

Âûïîëíèì â ýòîì óðàâíåíèè ñâåðòêó ïî èíäåêñàì
K4 è K1. Ïîëó÷èì

lC
K1
KK1 · lCKK3K2 = lC

K1
K3K · lCKK2K1 . (24)

Òàê êàê ïðîèçâåäåíèå áàçèñíîãî âåêòîðà eK íà áà-
çèñíûé âåêòîð, îòëè÷íûé îò e0, íå ïðîåöèðóåòñÿ íà
ñåáÿ, òî âñå ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû, çà èñêëþ÷åíèåì
CM 0L, ÿâëÿþòñÿ áåññëåäîâûìè. Ïîýòîìó ñîîòíîøåíèå
(24) èìååò âèä

lC
K1

0K1 · lC0
K3K2 = lC

K1
K3K · lCKK2K1 .

Îòñþäà ïîëó÷èì

gK3K2
=

1

N
· lCK1

K3K · lCKK2K1
,

ãäå N�÷èñëî èçìåðåíèé ïîäàëãåáðû lX.
Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà ïðîñòðàíñòâà-âðå-

ìåíè íà ñåáÿ îïðåäåëÿåò åãî êâàäðàò äëèíû

x · x = gIK · xI · xK .
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Ïîäàëãåáðó ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè X íåîáõîäèìî
ïîä÷èíèòü óñëîâèþ: êâàäðàò äëèíû âåêòîðà x ðàâåí
íóëþ16:

x · x ≡ gIK · xI · xK = 0 .

Ïî ñóùåñòâó ýòî óñëîâèå ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü
êîîðäèíàòû x0 êàê îáîáùåíèå èíòåðâàëà ïðîñòðàí-
ñòâà-âðåìåíè ÑÒÎ.

3. Äåëåíèå â ïîäàëãåáðàõ X

Ïîäàëãåáðû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè X ÿâëÿþòñÿ àë-
ãåáðàìè ñ äåëåíèåì. Äëÿ êàæäîãî âåêòîðà x ∈ X, çà
èñêëþ÷åíèåì íóëåâîãî, îïðåäåëåí îáðàòíûé âåêòîð
x−1.
Ïî îïðåäåëåíèþ îáðàòíûé âåêòîð x−1 óäîâëåòâîðÿ-

åò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

x ◦ x−1 = e0 , (25)

x−1 ◦ x = e0 . (26)

Èç óðàâíåíèÿ (25) ñëåäóåò

rC
0
K1K2

· (x−1)K1 · xK2 = 1 , (27)

rC
α
K1K2 · (x−1)K1 · xK2 = 0 . (28)

Çäåñü èíäåêñ α ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ

α ∼ k , k1k2 , k1k2k3 , . . .

èëè èíà÷å ñ ó÷åòîì (16)

lC
0
K1K2

· (x−1)K2 · xK1 = 1 , (29)

lC
α
K1K2

· (x−1)K2 · xK1 = 0 . (30)

Â óðàâíåíèÿõ (28) è (30) èíäåêñ α ̸= 0.
Èç óðàâíåíèÿ (26) ñëåäóåò

rC
0
K1K2

· (x−1)K2 · xK1 = 1 , (31)

rC
α
K1K2 · (x−1)K2 · xK1 = 0 (32)

èëè èíà÷å ñ ó÷åòîì (16)

lC
0
K1K2

· (x−1)K1 · xK2 = 1 , (33)

lC
α
K1K2

· (x−1)K1 · xK2 = 0 . (34)

Âû÷èñëèì ïîëóñóììû óðàâíåíèé (27), (33) è (28),
(34):

1

2
· ( rC0

K1K2
+ lC

0
K1K2

) · (x−1)K1 · xK2 = 1 ,(35)

1

2
· ( rCαK1K2

+ lC
α
K1K2

) · (x−1)K1 · xK2 = 0 .(36)

16 Ïîÿñíåíèÿ ê ýòîìó óñëîâèþ ïðèâåäåíû â Ãëàâå 1.1., Ðàçäåë
4.5.

Êðîìå òîãî, âû÷èñëèì ïîëóñóììû óðàâíåíèé (29),
(31) è (30), (32):

1

2
· ( lC0

K1K2
+ rC

0
K1K2

) · (x−1)K2 · xK1 = 1 ,(37)

1

2
· ( lCαK1K2

+ rC
α
K1K2

) · (x−1)K2 · xK1 = 0 .(38)

Óðàâíåíèå (37) ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ (35). Äëÿ ýòî-
ãî íåîáõîäèìî â (37) ñäåëàòü ïåðåñòàíîâêó èíäåêñîâ è
ó÷åñòü, ÷òî

lC
0
K2K1

= rC
0
K1K2

è

rC
0
K2K1 = lC

0
K1K2 .

Òàêæå óðàâíåíèå (38) ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ (36).
Òàêèì îáðàçîì, èìååì ñèñòåìó èç N óðàâíåíèé:

gK1K2 · xK2 · (x−1)K1 = 1 , (39)

1

2
· ( rCαK1K2 + lC

α
K1K2) · xK2 · (x−1)K1 = 0 ,(40)

êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ïî êîîðäèíàòàì xI âåêòîðà x îïðå-
äåëèòü N êîîðäèíàò (x−1)K îáðàòíîãî âåêòîðà x−1.
Èç ñîîòíîøåíèÿ (12) ñëåäóåò, ÷òî îáðàòíûé âåêòîð

ïðàâîãî ïðîèçâåäåíèÿ çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç óìíîæåíèå
îáðàòíûõ âåêòîðîâ òàêèì îáðàçîì:

rx
−1 = L0 · x−1

2 ◦ x
−1
1 . (41)

Äåéñòâèòåëüíî, âû÷èñëÿÿ

rx ◦ rx−1 ,

ïîëó÷èì

1

L0
x1 ◦ x2 ◦ L0 · x−1

2 ◦ x
−1
1 = e0 .

Òàêîé æå ðåçóëüòàò ïîëó÷èì, âû÷èñëÿÿ

rx
−1 ◦ rx .

Àíàëîãè÷íî èç (13) ñëåäóåò, ÷òî îáðàòíûé âåêòîð
ëåâîãî ïðîèçâåäåíèÿ çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç óìíîæåíèå
îáðàòíûõ âåêòîðîâ òàêèì îáðàçîì:

lx
−1 = L0 · x−1

1 ◦ x
−1
2 . (42)

Ðàññìàòðèâàÿ âûðàæåíèå (41), îáðàòèì âíèìàíèå
íà òî, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè çàïèñàíî ëåâîå óìíîæåíèå
îáðàòíûõ âåêòîðîâ, òî åñòü

L0 · x−1
2 ◦ x

−1
1 = l(x

−1) .

Òàêèì îáðàçîì, èìååì

( rx)
−1 = l(x

−1) .

Àíàëîãè÷íî èç ñîîòíîøåíèÿ (42) èìååì

( lx)
−1 = r(x

−1) .
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Âûâåäåì îäíî ïîëåçíîå ñîîòíîøåíèå. Ðàññìîòðèì

x ◦ x−1 ,

ïîëàãàÿ

x =
1

L0
x2 ◦ x1

è ñîîòâåòñòâåííî

x−1 = L0 · (x1)
−1 ◦ (x2)

−1 .

Òîãäà èìååì

(x2 ◦ x1) ◦ ((x1)
−1 ◦ (x2)

−1) = e0 .

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (18) è (42), ïîëó÷èì

( leL ◦ reM ) · lCLKI · (x1)K · (x2)I ·
rC

M
PQ (x−1

1 )P · (x−1
2 )Q = e0 .

3.1. Ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîãî âåêòîðà

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì âû÷èñëåíèå îáðàò-
íîãî âåêòîðà äëÿ àëãåáðû X2, ïîñòðîåííîé íà áàçèñ-
íûõ âåêòîðàõ e0, e1, e2, e21. Äëÿ âåêòîðà

x = e0 x
0 + e1 x

1 + e2 x
2 + e21 x

21

îïðåäåëèì îáðàòíûé âåêòîð

x−1 = e0 (x
−1)0 + e1 (x

−1)1 + e2 (x
−1)2 + e21 (x

−1)21

èç óñëîâèÿ (25). Âû÷èñëèì âåêòîð x ◦ x−1. Ïîëó÷èì

x ◦ x−1 =

= e0 x
0 (x−1)0 + e1 x

0 (x−1)1+

+e2 x
0 (x−1)2 + e21 x

0 (x−1)21+

+e1 x
1 (x−1)0 + e0 x

1 (x−1)1+

+e21 s x
1 (x−1)2 + e2 s x

1 (x−1)21+

+e2 x
2 (x−1)0 + e21 x

2 (x−1)1+

+e0 x
2 (x−1)2 + e1 x

2 (x−1)21+

+e21 x
21 (x−1)0 + e2 x

21 (x−1)1+

+e1 s x
21 (x−1)2 + e0 s x

21 (x−1)21 .

Çäåñü s = sign(1, 2).
Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå (25) ïðèâîäèò ê ñèñòåìå

óðàâíåíèé

x0 (x−1)0 + x1 (x−1)1 + x2 (x−1)2 + s x21 (x−1)21 = 1 ,

x1 (x−1)0 + x0 (x−1)1 + s x21 (x−1)2 + x2 (x−1)21 = 0 ,

x2 (x−1)0 + x21 (x−1)1 + x0 (x−1)2 + s x1 (x−1)21 = 0 ,

x21 (x−1)0 + x2 (x−1)1 + s x1 (x−1)2 + x0 (x−1)21 = 0 .

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

∆ = det


x0 x1 x2 s x21

x1 x0 s x21 x2

x2 x21 x0 s x1

x21 x2 s x1 x0

 =

= x0 det

x0 s x21 x2

x21 x0 s x1

x2 s x1 x0

− x1det
x1 s x21 x2

x2 x0 s x1

x21 s x1 x0

+

+x2 det

x1 x0 x2

x2 x21 s x1

x21 x2 x0

− s x21 det
x1 x0 s x21

x2 x21 x0

x21 x2 s x1

.
Êðîìå òîãî, îáîçíà÷èì

∆0=det


1 x1 x2 s x21

0 x0 s x21 x2

0 x21 x0 s x1

0 x2 s x1 x0

= det

x0 s x21 x2

x21 x0 s x1

x2 s x1 x0

.

∆1=det


x0 1 x2 s x21

x1 0 s x21 x2

x2 0 x0 s x1

x21 0 s x1 x0

= −det

x1 s x21 x2

x2 x0 s x1

x21 s x1 x0

.

∆2=det


x0 x1 1 s x21

x1 x0 0 x2

x2 x21 0 s x1

x21 x2 0 x0

= det

x1 x0 x2

x2 x21 s x1

x21 x2 x0

.

∆21=det


x0 x1 x2 1

x1 x0 s x21 0

x2 x21 x0 0

x21 x2 s x1 0

= −det

x1 x0 s x21

x2 x21 x0

x21 x2 s x1

.
Îòñþäà ñëåäóåò

∆ = x0 ∆0 + x1 ∆1 + x2 ∆2 + s x21 ∆21 .

Äëÿ êîîðäèíàò îáðàòíîãî âåêòîðà èìååì

(x−1)0 =
∆0

∆
=

1

x0 + x1 ∆1

∆0
+ x2 ∆2

∆0
+ s x21 ∆21

∆0

,

(x−1)1 =
∆1

∆
=

1

x0 ∆0

∆1
+ x1 + x2 ∆2

∆1
+ s x21 ∆21

∆1

,

(x−1)2 =
∆2

∆
=

1

x0 ∆0

∆2
+ x1 ∆1

∆2
+ x2 + s x21 ∆21

∆2

,

(x−1)21 =
∆21

∆
=

1

x0 ∆0

∆21
+ x1 ∆1

∆21
+ x2 ∆2

∆21
+ s x21

.
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4. Êîíòðàâàðèàíòíàÿ àëãåáðà Êëèôôîðäà

Àëãåáðà Êëèôôîðäà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì
óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè X. Îñî-
áåííîå çíà÷åíèå àëãåáðû Êëèôôîðäà ñâÿçàíî ñ òåì,
÷òî îíà ëåæèò â îñíîâå êâàíòîâîé òåîðèè ëåïòîíîâ
Äèðàêà. Ïîýòîìó äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü àëãåáðó
Êëèôôîðäà êàê ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ëåïòîíîâ. Îáî-
çíà÷èì àëãåáðó Êëèôôîðäà XL.
Óñëîâèå åâêëèäîâîñòè äëÿ àëãåáðû Êëèôôîðäà íå

îòëè÷àåòñÿ îò ýòîãî óñëîâèÿ äëÿ äðóãèõ ïîäàëãåáð è
ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:
a.

e1 ◦ e1 = e1 · e1 = 1 , e2 ◦ e2 = e2 · e2 = 1 ,

e3 ◦ e3 = e3 · e3 = 1 , e4 ◦ e4 = e4 · e4 = −1 .

b.

e1 ◦ e2 = e1 ⊗ e2 , e1 ◦ e3 = e1 ⊗ e3 ,

e1 ◦ e4 = e1 ⊗ e4 , e2 ◦ e3 = e2 ⊗ e3 ,

e2 ◦ e4 = e2 ⊗ e4 , e3 ◦ e4 = e3 ⊗ e4 .

Àëãåáðà Êëèôôîðäà âûäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè óñëî-
âèÿìè ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè:

e1 ◦ e2 = −e2 ◦ e1 , e1 ◦ e3 = −e3 ◦ e1 ,
e1 ◦ e4 = −e4 ◦ e1 , e2 ◦ e3 = −e3 ◦ e2 ,
e2 ◦ e4 = −e4 ◦ e2 , e3 ◦ e4 = −e4 ◦ e3 ,

èëè èíà÷å

sign(1, 2) = sign(1, 3) = sign(2, 3) =

= sign(1, 4) = sign(2, 4) = sign(3, 4) = −1 .

Îòñþäà ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ëåïòîíîâ XL åñòü ìíî-
æåñòâî âåêòîðîâ âèäà

x = e0 x
0 + e1 x

1 + e2 x
2 + e3 x

3 + e4 x
4+

+e[12] x
[12] + e[13] x

[13] + e[23] x
[23]+

+e[12] x
[14] + e[13] x

[24] + e[34] x
[34]+

+e[123] x
[123] + e[124] x

[124] + e[134] x
[134] + e[234] x

[234]+

+e[1234] ψ
[4231] .

VI. ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÎÂÀÍÈÅ Â
ÊÎÍÒÐÀÂÀÐÈÀÍÒÍÎÉ ÓÍÈÂÅÐÑÀËÜÍÎÉ

ÀËÃÅÁÐÅ X

Äèôôåðåíöèàë â àëãåáðå X îáîçíà÷èì d. Âåêòîð â
àëãåáðå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê íåçàâèñèìûé, ïîýòîìó

d2x = 0 .

Áàçèñíûå âåêòîðû eK � âåëè÷èíû ïîñòîÿííûå â òîì
ñìûñëå, ÷òî

deK = 0 ,

ïîýòîìó

dx = eK · dxK .

Êîîðäèíàòû âåêòîðà xK òàêæå ðàññìàòðèâàþòñÿ
êàê íåçàâèñèìûå, òî åñòü

d2xK = 0 .

Íàëè÷èå çàêîíà óìíîæåíèÿ çàñòàâëÿåò ââåñòè äèô-
ôåðåíöèàë ïî íàïðàâëåíèþ. Òàê äëÿ ïðàâîãî óìíîæå-
íèÿ

d1 rx =
1

L0
dx1 ◦ x2 , (43)

çäåñü äèôôåðåíöèàë d1 � äèôôåðåíöèàë ïî íàïðàâ-
ëåíèþ 1 � îçíà÷àåò ïðèðàùåíèå âåêòîðà rx ïðè ïðè-
ðàùåíèè âåêòîðà x1. Ñîîòâåòñòâåííî,

d2 rx =
1

L0
x1 ◦ dx2 (44)

� äèôôåðåíöèàë ïî íàïðàâëåíèþ 2 � îçíà÷àåò ïðèðà-
ùåíèå âåêòîðà rx ïðè ïðèðàùåíèè âåêòîðà x2.
Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ èìåþò ìåñòî äëÿ ëåâîãî

óìíîæåíèÿ

d1 lx =
1

L0
x2 ◦ dx1 , (45)

d2 lx =
1

L0
dx2 ◦ x1 . (46)

1. Óðàâíåíèå ñòðóêòóðû

Ðàññìàòðèâàÿ âòîðîé äèôôåðåíöèàë îò çàêîíà óìíî-
æåíèÿ, ïðèìåì, ÷òî ñíà÷àëà äèôôåðåíöèðîâàíèå âû-
ïîëíÿåòñÿ ïî âåêòîðó x1, à çàòåì ïî âåêòîðó x2. Òîãäà
èìååì äëÿ ïðàâîãî óìíîæåíèÿ

d2d1 rx =
1

L0
dx1 ◦ dx2 (47)

è äëÿ ëåâîãî

d2d1 lx =
1

L0
dx2 ◦ dx1 . (48)

Îòñþäà ñëåäóåò âòîðîé äèôôåðåíöèàë îò ïðàâîãî
ïðîèçâåäåíèÿ êîîðäèíàò âåêòîðîâ

d2d1 rx
K =

1

L0
· rCKK1K2

· dxK1
1 · dx

K2
2 , (49)

à òàêæå âòîðîé äèôôåðåíöèàë îò ëåâîãî ïðîèçâåäå-
íèÿ êîîðäèíàò âåêòîðîâ

d2d1 lx
K =

1

L0
· lCKK1K2

· dxK1
1 · dx

K2
2 . (50)

Âáëèçè åäèíèöû àëãåáðû, â ÷àñòíîñòè äëÿ x2 → L0

èç ðàâåíñòâà (43), èìååì

dx1 = d1 rx , (51)
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à äëÿ x1 → L0 èç ðàâåíñòâà (44) èìååì

dx2 = d2 rx . (52)

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (51) è (52) â ñîîòíîøåíèè
(47), ïîëó÷èì

d2d1 rx =
1

L0
d1 rx ◦ d2 rx . (53)

Ýòî ñîîòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ ïðàâûì óðàâíåíèåì
ñòðóêòóðû êîíòðàâàðèàíòíîé óíèâåðñàëüíîé àëãåá-
ðû X.
Âáëèçè åäèíèöû àëãåáðû, â ÷àñòíîñòè äëÿ x2 → L0

èç ñîîòíîøåíèÿ (45), èìååì

dx2 = d2 lx , (54)

à äëÿ x1 → L0 èç ñîîòíîøåíèÿ (46) èìååì

dx1 = d1 lx . (55)

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (54) è (55) â ñîîòíîøåíèè
(48), ïîëó÷èì

d2d1 lx =
1

L0
d2 lx ◦ d1 lx . (56)

Ýòî ñîîòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ ëåâûì óðàâíåíèåì
ñòðóêòóðû êîíòðàâàðèàíòíîé óíèâåðñàëüíîé àëãåá-
ðû X.
Ïî îòíîøåíèþ ê êîîðäèíàòàì âåêòîðîâ ïðàâîå

óðàâíåíèå ñòðóêòóðû èìååò âèä

d2d1 rx
K =

1

L0
· rCKK1K2 · d1 rxK1 · d2 rxK2 . (57)

Ïî îòíîøåíèþ ê êîîðäèíàòàì âåêòîðîâ ëåâîå óðàâ-
íåíèå ñòðóêòóðû èìååò âèä

d2d1 lx
K =

1

L0
· lCKK1K2

· d1 lxK1 · d2 lxK2 . (58)

Âûâåäåì óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû â îáùåì ñëó÷àå (íå
âáëèçè åäèíèöû). Äëÿ ýòîãî èç ñîîòíîøåíèÿ (43) âû-
ðàçèì dx1, óìíîæèâ ýòî ñîîòíîøåíèå íà x−1

2 ñïðàâà.
Èìååì

d1 rx ◦ x−1
2 =

1

L0
dx1 ◦ x2 ◦ x−1

2 .

Îòñþäà

d1 rx ◦ x−1
2 =

1

L0
· dx1

è

dx1 = L0 · d1 rx ◦ x−1
2 .

Àíàëîãè÷íî âûâîäèòñÿ

dx2 = L0 · x−1
1 ◦ d2 rx .

Ïîäñòàâëÿÿ âûâåäåííûå äèôôåðåíöèàëû â âûðàæå-
íèå (47), ïîëó÷èì

d2d1 rx = L0 · d1 rx ◦ x−1
2 ◦ x

−1
1 ◦ d2 rx

è îêîí÷àòåëüíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû (41)

d2d1 rx = d1 rx ◦ rx−1 ◦ d2 rx . (59)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðàâîå óðàâ-
íåíèå ñòðóêòóðû â îáùåì ñëó÷àå. Àíàëîãè÷íî âûâî-
äèòñÿ ëåâîå óðàâíåíèå ñòðóêòóðû â îáùåì ñëó÷àå:

d2d1 lx = d2 lx ◦ lx−1 ◦ d1 lx, . (60)

1.1. Êâàíòîâàíèå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè

Óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû, ïî ñóùåñòâó, è åñòü êâàíòî-
âûå ïîñòóëàòû, íà êîòîðûõ äîëæíî ñòðîèòñÿ êâàíòî-
âàíèå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ôóíäàìåíòàëüíîãî îáú-
åêòà. Èì ìîæíî ïðèäàòü áîëåå ÿñíóþ ôîðìó çàïèñè.

Ïðàâîå óðàâíåíèå ñòðóêòóðû.
Ââåäåì â âûðàæåíèÿõ (53) è (57) ïåðåîáîçíà÷åíèÿ

d1 rx = χ , d1 rx
L = χL , d2 = d .

Òîãäà âìåñòî ñîîòíîøåíèé (53) è (57) ïîëó÷èì ïðàâûå
êâàíòîâûå ïîñòóëàòû â âåêòîðíîì âèäå

dχ =
1

L0
χ ◦ d rx ,

è â êîîðäèíàòíîì âèäå

dχL =
1

L0
rC

L
KI · χK · d rxI .

Çäåñü χ åñòü ïðàâàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ïðîñòðàíñò-
âà-âðåìåíè ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà, ïðåäñòàâëÿ-
þùàÿ ñîáîé ÷àñòíûé äèôôåðåíöèàë ïðàâîãî âåêòîðà
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.

Ëåâîå óðàâíåíèå ñòðóêòóðû.
Ââåäåì â âûðàæåíèÿõ (56) è (58) ïåðåîáîçíà÷åíèÿ

d1 lx = χ , d1 lx
L = χL , d2 = d .

Òîãäà âìåñòî (56) è (58) ïîëó÷èì ëåâûå êâàíòîâûå
ïîñòóëàòû â âåêòîðíîì âèäå

dχ =
1

L0
d lx ◦ χ ,

è â êîîðäèíàòíîì âèäå

dχL =
1

L0
lC

L
KI · χK · d lxI .

Çäåñü χ åñòü ëåâàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ïðîñòðàíñò-
âà-âðåìåíè ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà, ïðåäñòàâëÿ-
þùàÿ ñîáîé ÷àñòíûé äèôôåðåíöèàë ëåâîãî âåêòîðà
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.
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2. Ïðàâûé è ëåâûé äèôôåðåíöèàëû

Ïðàâûé äèôôåðåíöèàë îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

rdx = L0 · (x+ dx) ◦ x−1 − L0 .

Îòñþäà

rdx = L0 · dx ◦ x−1 . (61)

Ïî îòíîøåíèþ ê êîîðäèíàòàì âåêòîðà ïðàâûé äèô-
ôåðåíöèàë çàïèøåòñÿ â âèäå

rdx
K = L0 · rCKK1K2 · (x−1)K2 · dxK1 = rΩ

K
K1 · dxK1 ,

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

rΩ
K
K1 = L0 · rCKK1K2 · (x−1)K2 .

Ëåâûé äèôôåðåíöèàë îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

ldx = L0 · x−1 ◦ (x+ dx)− L0 .

Îòñþäà

ldx = L0 · x−1 ◦ dx . (62)

Ïî îòíîøåíèþ ê êîîðäèíàòàì âåêòîðà ëåâûé äèô-
ôåðåíöèàë çàïèøåòñÿ â âèäå

ldx
K = L0 · lCKK1K2 · (x−1)K2 · dxK1 = lΩ

K
K1 · dxK1 ,

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

lΩ
K
K1 = L0 · lCKK1K2 · (x−1)K2 .

Óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó ïðàâûì è ëåâûì äèôôå-
ðåíöèàëàìè. Äëÿ ýòîãî ïðîäèôôåðåíöèðóåì (25), ïî-
ëó÷èì

dx ◦ x−1 + x ◦ dx−1 = 0 .

Îòñþäà è èç âûðàæåíèÿ (61)

rdx = −L0 · x ◦ dx−1 .

Ñðàâíèâàÿ ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà ñ âûðàæåíèåì
(62), ïîëó÷èì

rdx = − ldx
−1 .

Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó ëåâûì è
ïðàâûì äèôôåðåíöèàëàìè. Äëÿ ýòîãî ïðîäèôôåðåí-
öèðóåì (26), ïîëó÷èì

dx−1 ◦ x+ x−1d ◦ x = 0 .

Îòñþäà è èç âûðàæåíèÿ (62)

ldx = −L0 · dx−1 ◦ x .

Ñðàâíèâàÿ ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà ñ âûðàæåíèåì
(61), ïîëó÷èì

ldx = − rdx
−1 .

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàÿ àëãåáðàè÷åñêèå ñâîé-
ñòâà ñèñòåìû îòñ÷åòà, íåîáõîäèìî ïðèâëåêàòü äâà òè-
ïà âåêòîðîâ � ïðàâûå è ëåâûå � è èõ äèôôåðåíöèàëû.

VII. ÑÎÏÐßÆÅÍÍÎÅ
ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÎ-ÂÐÅÌß

Ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ � ýòî êîâàðèàíò-
íàÿ óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðà X∗, ïîñòðîåííàÿ íà ñîïðÿ-
æåííîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ñïåöèàëüíîé òåîðèè
îòíîñèòåëüíîñòè X∗, êîòîðîå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê
îáðàçóþùåå ïðîñòðàíñòâî.
Ââåäåíèå ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè íà-

îáõîäèìî äëÿ îïèñàíèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ àíòèîáúåê-
òîâ (àíòè÷àñòèö).

1. Ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ÑÒÎ

Ââåäåíèå ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ÑÒÎ
X∗ íåîáõîäèìî íå òîëüêî ñ òî÷êè çðåíèÿ îïèñàíèÿ
àíòè÷àñòèö, íî è ñ òî÷êè çðåíèÿ ëîãè÷íîãî ââåäåíèÿ
êîîðäèíàò âåêòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ÑÒÎ.
Ëîãè÷íûì ñëåäóåò ñ÷èòàòü ââåäåíèå êîîðäèíàò âåê-
òîðîâ â ðåçóëüòàòå ïðîöåäóðû èçìåðåíèÿ. Ðàññìîòðèì
ïîäðîáíåå ïîíÿòèÿ è ñóæäåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ èçìåðå-
íèåì âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ÑÒÎ X. Âåêòîð
x ýòîãî ïðîñòðàíñòâà äëÿ íàøåãî èçëîæåíèÿ óäîá-
íî íàçûâàòü êîíòðàâàðèàíòíûì. Â ñîîòâåòñòâèè ñ
îïðåäåëåíèåì âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà X íà ìíîæå-
ñòâå âåêòîðîâ ââåäåíî óìíîæåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî.
Íàïðèìåð, óìíîæåíèå âåêòîðà e íà êîîðäèíàòó x

x = e · x

èëè óìíîæåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ ek íà êîîðäèíàòû
xk

x = ek · xk

Êîîðäèíàòû âåêòîðà x, xk äëÿ íàøåãî èçëîæåíÿ
óäîáíî íàçûâàòü êîíòðàâàðèàíòíûìè. Òàêèì îáðà-
çîì, âûøåóêàçàííûå ñîîòíîøåíèÿ îïðåäåëÿþò êîí-
òðàâàðèàíòíûé âåêòîð ïî åãî êîîðäèíàòàì. Ñ ôè-
çè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ òàêîå ñîîòâåòñòâèå ÿâëÿåòñÿ
íåïîëíîöåííûì, òàê êàê ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ
÷èñëà (êîíòðàâàðèàíòíûå êîîðäèíàòû) äîëæíû áûòü
ðåçóëüòàòîì ïðîöåäóðû èçìåðåíèÿ êîíòðàâàðèàíò-
íûõ âåêòîðîâ. Èçìåðèòü âåêòîð îçíà÷àåò ñîïîñòàâèòü
âåêòîðó ÷èñëî èëè îòîáðàçèòü âåêòîð â ÷èñëî. Òàêèì
îáðàçîì, ôèçè÷åñêàÿ ïðîöåäóðà èçìåðåíèÿ âåêòîðà
îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ îòîáðàæåíèåì, êîòîðîå îáîçíà÷èì
L∗( ), ýòîãî âåêòîðà â êîíòðàâàðèàíòíûå êîîðäèíàòû

L∗(x) = x ∈ IR · L0 . (63)

Íåîáõîäèìî ïîëàãàòü îòîáðàæåíèå L∗( ) ëèíåéíûì.
Ïîýòîìó, åñëè x = e · x, òî

L∗(x) = L∗(e · x) = L∗(e) · x . (64)

Èç ñðàâíåíèÿ ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ñ âûðàæåíèåì (63)
ñëåäóåò óñëîâèå

L∗(e) = 1 . (65)
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Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ îòîá-
ðàæåíèé âèäà L∗( ), êîòîðîå îáîçíà÷èì L∗. Èç ýòîãî
ìíîæåñòâà âûäåëèì òàêèå îòîáðàæåíèÿ L∗i( ), ïîëü-
çóÿñü êîòîðûìè ìîæíî ïîëó÷èòü êîíòðàâàðèàíòíûå
êîîðäèíàòû âåêòîðà xi, òî åñòü äëÿ êîòîðûõ âûïîë-
íÿåòñÿ

L∗i(x) = xi . (66)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî x = ek · xk, è èñïîëüçóÿ óñëîâèå ëè-
íåéíîñòè îòîáðàæåíèÿ, ïîëó÷èì

L∗i(x) = L∗i(ek · xk) = L∗i(ek) · xk . (67)

Èç ñðàâíåíèÿ ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ñ âûðàæåíèåì (66)
ïîëó÷èì óñëîâèå

L∗i(ek) = δik . (68)

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ îòîá-
ðàæåíèé L∗ êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì
îòîáðàæåíèÿ L∗( ) âûñòóïàþò êàê âåêòîðû, à ëèíåé-
íûå îòîáðàæåíèÿ L∗i( ) âûñòóïàþò êàê áàçèñíûå âåê-
òîðû. Ðàçëîæåíèå îòîáðàæåíèÿ L∗( ) ïî áàçèñíûì
îòîáðàæåíèÿì L∗i( ) çàïèøåì òàê:

L∗( ) = ki · L∗i( ) ,

ãäå ki ∈ IR ýòî êîîðäèíàòû îòîáðàæåíèÿ L∗( ). Ïîëü-
çóÿñü ïðèâåäåííûì âûøå ñîîòíîøåíèåì, âû÷èñëèì

L∗(e) = ki · L∗i(e) ,

ó÷èòûâàÿ, ÷òî17

e = ek · kk ,

ãäå kk ýòî ïðîåêöèè âåêòîðà e íà áàçèñíûå âåêòîðû
ei, èìååì

18

L∗(e) = ki · L∗i(ek · kk) = ki · L∗i(ek) · kk = ki · ki .

Èç ñðàâíåíèÿ ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ñ âûðàæåíèåì (65)
ïîëó÷èì óñëîâèå, íàêëàäûâàåìîå íà êîîðäèíàòû ki

ki · ki = 1 . (69)

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ïîñòðîåíèþ ñîïðÿæåííîãî ïðî-
ñòðàíñòâà-âðåìåíè ÑÒÎ. Äëÿ ýòîãî ïîñòàâèì â ñîîò-
âåòñòâèå îòîáðàæåíèþ L∗( ) âåêòîð èç ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè ÑÒÎ X, êîòîðûé îáîçíà÷èì E

E ∼ L∗( )

è êîòîðûé âûáåðåì èç óñëîâèÿ, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèç-
âåäåíèå ýòîãî âåêòîðà íà âåêòîð x

E · x

17 ôîðìóëà (4) Ãëàâû 1.1.
18 Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè èñïîëüçîâàíî óñëîâèå ëèíåéíîñòè îòîá-

ðàæåíèé è ñîîòíîøåíèå (68).

òîæäåñòâåííî îòîáðàæåíèþ (64) âåêòîðà x

E · x ≡ L∗(x) = x . (70)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî x = e · x, îòñþäà ïîëó÷èì

E · e = 1 .

Áàçèñíûì îòîáðàæåíèÿì L∗i( ) ïîñòàâèì â ñîîòâåò-
ñòâèå âåêòîðû èç ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ÑÒÎ X, êî-
òîðûå îáîçíà÷èì Ei

Ei ∼ L∗i( )

è êîòîðûå âûáåðåì èç óñëîâèÿ, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðî-
èçâåäåíèå ýòèõ âåêòîðîâ íà âåêòîð x òîæäåñòâåííî
îòîáðàæåíèÿì (66) âåêòîðà x

Ei · x ≡ L∗i(x) = xi .

Â ÷àñòíîñòè,

Ei · ek ≡ L∗i(ek) = δik . (71)

Â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ÑÒÎ ââåäåì âåêòîðû âèäà

x∗ = xi ·Ei . (72)

Ìíîæåñòâî óêàçàííûõ âåêòîðîâ îáîçíà÷èì X∗ è íà-
çîâåì ñîïðÿæåííûì ïðîñòðàíñòâîì-âðåìåíåì ÑÒÎ.
Ìíîæåñòâî X∗ ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì,
íà íåì îïðåäåëåíî ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå âåêòîðîâ.
Âåêòîðû Ei ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê áàçèñíûå â ñîïðÿ-
æåííîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ÑÒÎ X∗. Âåêòîðû è
êîîðäèíàòû â ýòîì ïðîñòðàíñòâå â îòëè÷èå îò âåê-
òîðîâ è êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ÑÒÎ X
íàçûâàþòñÿ êîâàðèàíòíûìè.

1.1. Ðàçëè÷èå ìåæäó ñîïðÿæåííûì
ïðîñòðàíñòâîì-âðåìåíåì ÑÒÎ X∗ è
ïðîñòðàíñòâîì-âðåìåíåì ÑÒÎ X

Ñîïðÿæåííûå âåêòîðû x∗ ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàí-
ñòâó-âðåìåíè ÑÒÎ X. Òåì íå ìåíåå îíè îáúåäèíåíû â
îòäåëüíîå ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ÑÒÎ X∗.
Ïîýòîìó âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â âûÿñíåíèè ðàçëè-
÷èÿ ìåæäó ýòèìè ïðîñòðàíñòâàìè. Äëÿ äîñòèæåíèÿ
óêàçàííîé öåëè âûïèøåì òàáëèöó ñêàëÿðíîãî óìíî-
æåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâ X∗ è X ìåæäó
ñîáîé, çàäàâàåìóþ ñîîòíîøåíèåì (71):

E1 · e1 = 1 , E2 · e2 = 1 , E3 · e3 = 1 ,

E4 · e4 = 1 , Ei · ek = 0 äëÿ i ̸= k

è ñðàâíèì åå ñ òàáëèöåé ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ áàçèñ-
íûõ âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà X19

e1 · e1 = 1 , e2 · e2 = 1 , e3 · e3 = 1 ,

e4 · e4 = −1 , ei · ek = 0 äëÿ i ̸= k .

19 Ñîîòíîøåíèÿ (24) Ãëàâû 1.1.
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Èç ñðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàí-
ñòâî-âðåìÿ ÑÒÎ X∗ ìîæíî ïðèâåñòè ê ïðîñòðàíñòâó-
âðåìåíè ÑÒÎ X, åñëè ïîëîæèòü

E1 = e1 , E2 = e2 , E3 = e3 , E4 = −e4 .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî áàçèñíûé âåêòîð âðåìåíè â ñîïðÿ-
æåííîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ÑÒÎ X∗ èìååò íàïðàâ-
ëåíèå, ïðîòèâîïîëîæíîå íàïðàâëåíèþ áàçèñíîãî âåê-
òîðà âðåìåíè â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ÑÒÎ X. Äðóãè-
ìè ñëîâàìè, åñëè áàçèñíûé âåêòîð âðåìåíè e4 â ïðî-
ñòðàíñòâå-âðåìåíè ÑÒÎ X íàïðàâëåí èç ïðîøëîãî â
áóäóùåå, òî áàçèñíûé âåêòîð âðåìåíè E4 â ñîïðÿæåí-
íîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ÑÒÎ X∗ íàïðàâëåí èç áó-
äóùåãî â ïðîøëîå.

2. Ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ êàê
òåíçîðíàÿ êîâàðèàíòíàÿ àëãåáðà

Â ýòîì Ðàçäåëå ðàññìîòðèì îáîáùåíèå ñîïðÿæåí-
íîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíî-
ñèòåëüíîñòè (ÑÒÎ). Òàêèì îáîáùåíèåì ñëóæèò òåí-
çîðíàÿ êîâàðèàíòíàÿ àëãåáðà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.
Ñîïðÿæåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ÑÒÎ X∗ ÿâ-

ëÿåòñÿ èñõîäíûì ïðè ïîñòðîåíèè òåíçîðíîé êîâàðè-
àíòíîé àëãåáðû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Â ýòîì ñìûñ-
ëå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî X∗ íàçûâàåòñÿ îáðàçóþ-
ùèì ïðîñòðàíñòâîì òåíçîðíîé êîâàðèàíòíîé àëãåáðû
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Ñîîòâåòñòâåííî áàçèñíûå âåê-
òîðû ïðîñòðàíñòâà X∗ íàçûâàþòñÿ îáðàçóþùèìè áà-
çèñíûõ âåêòîðîâ òåíçîðíîé àëãåáðû.
Çäåñü ïðåæäå âñåãî âàæíî, ÷òî ñîïðÿæåííîå ïðî-

ñòðàíñòâî-âðåìÿ ÑÒÎ X∗ ÿâëÿåòñÿ ÷åòûðåõìåðíûì
âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì. Âåêòîð ýòîãî ïðîñòðàí-
ñòâà x∗ çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç áàçèñíûå âåêòîðû ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

x∗ = xk ·Ek .

Çäåñü èíäåêñ k ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 1, 2, 3, 4.
E1,E2,E3 � ýòî áàçèñíûå âåêòîðû ãåîìåòðè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà, à E4 � áàçèñíûé âåêòîð âðåìåíè.

2.1. Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ îáðàçóþùåãî
ïðîñòðàíñòâà

Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ x∗
1 è x∗

2, ïðèíàä-
ëåæàùèõ îáðàçóþùåìó ïðîñòðàíñòâó, çàïèøåì ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

1

L0
x∗
1 ⊗ x∗

2 .

Çäåñü êîýôôèöèåíò L0 èìååò ðàçìåðíîñòü äëèíû è
åãî íàçíà÷åíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðèâåñòè ðàçìåð-
íîñòü òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ âåêòîðîâ ê ðàç-
ìåðíîñòè îäíîãî âåêòîðà, òî åñòü ê äëèíå.

Áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå âåêòîðîâ x∗
1 è x∗

2 îáùåãî
âèäà çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1

L0
F ∗(x∗

1, x
∗
2) .

Ïî îïðåäåëåíèþ òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåê-
òîðîâ îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ áèëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì-
ýòèõ âåêòîðîâ îáùåãî âèäà

1

L0
x∗
1 ⊗ x∗

2 ≡
1

L0
F ∗(x∗

1, x
∗
2) .

Ôîðìóëèðîâêà "îáùåãî âèäà" îçíà÷àåò, ÷òî îòîáðà-
æåíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ áåçîòíîñèòåëüíî ê êîíêðåòíî-
ìó âåêòîðíîìó ïðîñòðàíñòâó, â êîòîðîå îñóùåñòâëÿ-
åòñÿ îòîáðàæåíèå. "Îáùíîñòü" òåíçîðíîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå â
êîíêðåòíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, íàïðèìåð,

G∗(x∗
1, x

∗
2)

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå L
òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â óêàçàííîå êîíêðåòíîå âåê-
òîðíîå ïðîñòðàíñòâî

G∗(x∗
1, x

∗
2) =

1

L0
L(x∗

1 ⊗ x∗
2) .

Âñëåäñòâèå áèëèíåéíîñòè ìîæíî çàïèñàòü

1

L0
F ∗ (x∗

1 , x
∗
2) =

1

L0
F ∗ ((x1)k1 Ek1 , (x2)k2 Ek2) =

=
1

L0
(x1)k1 · (x2)k2 · F ∗(Ek1 , Ek2) .

Òàêèì îáðàçîì,

1

L0
x1 ⊗ x2 =

1

L0
(x1)k1 · (x2)k2 · F ∗(Ek1 , Ek2) .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ
âåêòîðîâ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âåêòîð, ïðèíàä-
ëåæàùèé ìíîæåñòâó âåêòîðîâ âèäà

2

x∗= xk1k2 ·Ek1k2 .

Çäåñü

Ek1k2 = Ek1 ⊗Ek2 = F ∗(Ek1 , Ek2) .

Óêàçàííîå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ êîâà-
ðèàíòíîé òåíçîðíîé ñòåïåíüþ âòîðîãî ïîðÿäêà ïðî-
ñòðàíñòâà X∗ è îáîçíà÷àåòñÿ

2
⊗ X∗ .

Âåêòîðû Ek1k2 ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê áàçèñíûå âåê-

òîðû â
2
⊗ X∗. ×èñëà xk1k2 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîîð-

äèíàòû âåêòîðà
2

x∗, îíè èìåþò ðàçìåðíîñòü äëèíû.
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2.2. Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå n âåêòîðîâ îáðàçóþùåãî
ïðîñòðàíñòâà

Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå n âåêòîðîâ x∗
1, x

∗
2, . . . ,x

∗
n,

ïðèíàäëåæàùèõ îáðàçóþùåìó ïðîñòðàíñòâó, çàïè-
øåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1

(L0)n−1
x∗
1 ⊗ x∗

2 ⊗ . . .⊗ x∗
n .

Çäåñü êîýôôèöèåíò L0 èìååò ðàçìåðíîñòü äëèíû, à
íàçíà÷åíèå ìíîæèòåëÿ

1

(L0)n−1

ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðèâåñòè ðàçìåðíîñòü òåíçîð-
íîãî ïðîèçâåäåíèÿ n âåêòîðîâ ê ðàçìåðíîñòè îäíîãî
âåêòîðà, òî åñòü ê äëèíå.
Ïîëèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå îáùåãî âèäà n âåêòî-

ðîâ x∗
1, x∗

2 , . . . ,x∗
n, ïðèíàäëåæàùèõ îáðàçóþùåìó

ïðîñòðàíñòâó, çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1

(L0)n−1
F ∗(x∗

1, x
∗
2, . . . , x

∗
n) .

Ïî îïðåäåëåíèþ òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå n âåêòî-
ðîâ îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïîëèëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì
îáùåãî âèäà ýòèõ âåêòîðîâ

1

(L0)n−1
x∗

1⊗x∗
2⊗. . .⊗x∗

n ≡
1

(L0)n−1
F ∗(x∗

1, x
∗
2, . . . , x

∗
n) .

Ôîðìóëèðîâêà "îáùåãî âèäà" îçíà÷àåò, ÷òî îòîáðà-
æåíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ áåçîòíîñèòåëüíî ê êîíêðåòíî-
ìó âåêòîðíîìó ïðîñòðàíñòâó, â êîòîðîå îñóùåñòâëÿ-
åòñÿ îòîáðàæåíèå. "Îáùíîñòü" òåíçîðíîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïîëèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå
â êîíêðåòíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, íàïðèìåð,

G(x∗
1, x

∗
2, . . . , x

∗
n)

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå L
òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â óêàçàííîå êîíêðåòíîå âåê-
òîðíîå ïðîñòðàíñòâî

G(x∗
1, x

∗
2, . . . , x

∗
n) =

1

(L0)n−1
L(x∗

1 ⊗ x∗
2 ⊗ . . .⊗ x∗

n) .

Âñëåäñòâèå ïîëèëèíåéíîñòè ìîæíî çàïèñàòü

1

(L0)n−1
F ∗(x∗

1 , x
∗
2, . . . , x

∗
n) =

=
1

(L0)n−1
F ∗ ((x1)k1 Ek1 , . . . , (xn)kn Ekn

)
=

=
1

(L0)n−1
(x1)k1 · . . . · (xn)kn · F ∗(Ek1 , . . . , Ekn) .

Òàêèì îáðàçîì,

1

(L0)n−1
x∗
1 ⊗ x∗

2 ⊗ . . .⊗ x∗
n =

=
1

(L0)n−1
(x1)k1 · . . . · (xn)kn · F ∗(Ek1 , . . . , Ekn) .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå n âåê-
òîðîâ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âåêòîð, ïðèíàäëåæà-
ùèé ìíîæåñòâó âåêòîðîâ âèäà

n

x∗= xk1k2...kn ·Ek1k2...kn .

Çäåñü

Ek1k2...kn = Ek1 ⊗ . . .⊗Ekn = F ∗(Ek1 , . . . , Ekn) .

Óêàçàííîå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ êîâàðè-
àíòíîé òåíçîðíîé ñòåïåíüþ n-ãî ïîðÿäêà ïðîñòðàí-
ñòâà X∗ è îáîçíà÷àåòñÿ

n
⊗ X∗ .

Âåêòîðû Ek1k2...kn ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê áàçèñíûå

âåêòîðû â
n
⊗ X∗. ×èñëà xk1k2...kn ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé

êîîðäèíàòû âåêòîðà
n

x∗, îíè èìåþò ðàçìåðíîñòü äëè-
íû.

2.3. Ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ êàê òåíçîðíàÿ
êîâàðèàíòíàÿ àëãåáðà

Ïîìèìî ïðîñòðàíñòâ òåíçîðíûõ ñòåïåíåé ïîðÿäêà
2 è áîëåå, ââåäåì ïðîñòðàíñòâî òåíçîðíîé ñòåïåíè 0,
ïîëàãàÿ20

0
⊗ X∗ = IR · L0 ,

è ïðîñòðàíñòâî òåíçîðíîé ñòåïåíè 1, ïîëàãàÿ

1
⊗ X∗ = X∗ .

Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ïðåäñòàâëåí-
íîå ñóììîé âñåõ òåíçîðíûõ ñòåïåíåé. Ýòî ïðîñòðàí-
ñòâî îáîçíà÷èì ⊗X∗ è íàçîâåì ïðîñòðàíñòâîì êîâà-
ðèàíòíûõ òåíçîðîâ. Òàêèì îáðàçîì,

⊗X∗ =
0
⊗ X∗ +

1
⊗ X∗ +

2
⊗ X∗ + . . . .

Ïðîñòðàíñòâî ⊗X∗ ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî âåêòîðíûì
ïðîñòðàíñòâîì21, íî è àëãåáðîé, â êîòîðîé óìíîæå-
íèå âåêòîðîâ ïðåäñòàâëåíî òåíçîðíûì óìíîæåíèåì
è óìíîæåíèåì òåíçîðîâ íà ÷èñëî. Ïîýòîìó ⊗X∗ íà-
çûâàåòñÿ òàêæå òåíçîðíîé êîâàðèàíòíîé àëãåáðîé.
Âåêòîð òåíçîðíîé êîâàðèàíòíîé àëãåáðû çàïèñûâàåò-
ñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x∗ = x0 ·E0 + xk1 ·Ek1 + xk1k2 ·Ek1k2 + . . . .

20 Íàïîìíèì, ÷òî IR ýòî ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, à L0

ìíîæèòåëü ðàçìåðíîñòè äëèíû.
21 Îòìåòèì, ÷òî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî êîâàðèàíòíûõ òåíçî-

ðîâ áåñêîíå÷íîìåðíî.
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Çäåñü E0 - äåéñòâèòåëüíàÿ åäèíèöà. Ýòîò âåêòîð
óäîáíî çàïèñàòü, èñïîëüçóÿ ñîáèðàòåëüíûé èíäåêñ

K ∼ 0 , k1 , k1k2 , k1k2k3 , . . . ,

îáîáùåííûé áàçèñíûé âåêòîð

EK = E0, Ek1 , Ek1k2 , . . .

è îáîáùåííûå êîîðäèíàòû

xK = x0, xk1 , xk1k2 , . . . ;

â êîìïàêòíîì âèäå

x∗ = xK ·EK .

Íàïîìíèì, ÷òî âåêòîðû è êîîðäèíàòû òåíçîðíîé
êîâàðèàíòíîé àëãåáðû èìåþò ðàçìåðíîñòü äëèíû.
Ðàçëîæåíèå êîâàðèàíòíûõ òåíçîðîâ íà ñèììåòðèè

çäåñü ðàññìàòðèâàòüñÿ íå áóäåò, ïîòîìó ÷òî ýòî ðàç-
ëîæåíèå âûïîëíÿåòñÿ òàê æå, êàê è äëÿ êîíòðàâàðè-
àíòíûõ òåíçîðîâ.

3. Ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ êàê
óíèâåðñàëüíàÿ êîâàðèàíòíàÿ àëãåáðà

Íàðÿäó ñ òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ îáðà-
çóþùåãî ïðîñòðàíñòâà X∗ áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñêà-
ëÿðíîå è âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ ýòîãî ïðî-
ñòðàíñòâà.

3.1. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ îáðàçóþùåãî
ïðîñòðàíñòâà

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ çàïèøåì ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

1

L0
x∗
1 · x∗

2 .

Îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

1

L0
F ∗
0 (x

∗
1 , x

∗
2)

âåêòîðîâ â ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë IR · L0:

1

L0
x∗
1 · x∗

2 ≡
1

L0
F ∗
0 (x

∗
1 , x

∗
2) ∈ IR · L0 .

Âñëåäñòâèå áèëèíåéíîñòè ìîæíî çàïèñàòü

F ∗
0 (x

∗
1 , x

∗
2) = F ∗

0

(
(x1)k1 ·Ek1 , (x2)k2 ·Ek2

)
=

= (x1)k1 · (x2)k2 · F ∗
0 (E

k1 , Ek2) .

×èñëîâàÿ âåëè÷èíà

gk1k2 = Ek1 ·Ek2 ≡ F ∗
0 (E

k1 , Ek2)

íàçûâàåòñÿ êîíòðàâàðèàíòíûì ìåòðè÷åñêèì òåíçî-
ðîì22.
Ïî-ïðåæíåìó áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèç-

âåäåíèå íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà èñïîëüçóåìûõ ñîìíî-
æèòåëåé. Îòñþäà

gk1k2 = gk2k1 .

3.2. Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ îáðàçóþùåãî
ïðîñòðàíñòâà

Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ îáðàçóþùåãî ïðî-
ñòðàíñòâà çàïèøåì òàê

1

L0
x∗
1 × x∗

2 .

Îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

1

L0
F ∗
1 (x

∗
1 , x

∗
2)

âåêòîðîâ x∗
1, x

∗
2 â âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî X

∗:

1

L0
x∗
1 × x∗

2 ≡
1

L0
F ∗
1 (x

∗
1 , x

∗
2) ∈ X∗ .

Â ñèëó áèëèíåéíîñòè

1

L0
x∗
1 × x∗

2 =
1

L0
(x1)k1 · (x2)k2 · F ∗

1 (E
k1 , Ek2) .

Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ

Ek1 ×Ek2 = F ∗
1 (E

k1 , Ek2)

òàêæå ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà
X∗. Ïîýòîìó

Ek1 ×Ek2 = Ck1k2k ·Ek ,

ãäå ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû Ck1k2k � ýòî êîîðäèíà-
òû âåêòîðà Ek1 ×Ek2 .

3.3. Óíèâåðñàëüíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ.
Ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ êàê óíèâåðñàëüíàÿ

êîâàðèàíòíàÿ àëãåáðà

Ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ îáðàçóþùåãî ïðîñòðàí-
ñòâà x∗

1 è x∗
2, ñîñòàâëåííîå èç ñêàëÿðíîãî, âåêòîðíîãî

è òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèé, íàçîâåì óíèâåðñàëüíûì
è çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x∗
1 ◦ x∗

2 = x∗
1 · x∗

2 + x∗
1 × x∗

2 + x∗
1 ⊗ x∗

2 .

22 Â îòëè÷èå îò ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà gk1k2
, êîòîðûé íàçûâà-

åòñÿ êîâàðèàíòíûì.
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Ïî îòíîøåíèþ ê áàçèñíûì âåêòîðàì óíèâåðñàëüíîå
ïðîèçâåäåíèå ïðèíèìàåò âèä

Ek1 ◦Ek2 = Ek1 ·Ek2 +Ek1 ×Ek2 +Ek1 ⊗Ek2 =

= gk1k2 + Ck1k2k ·Ek +Ek1k2 . (73)

Àëãåáðó, ïîñòðîåííóþ íà óíèâåðñàëüíîì ïðîèçâå-
äåíèè, íàçîâåì óíèâåðñàëüíîé êîâàðèàíòíîé è áó-
äåì îáîçíà÷àòü X∗. Àññîöèàòèâíîñòü óíèâåðñàëüíîãî
óìíîæåíèÿ äëÿ óíèâåðñàëüíîé êîâàðèàíòíîé àëãåáðû
X∗ äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî äîêà-
çàíî äëÿ óíèâåðñàëüíîé êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðû
X.
C óíèâåðñàëüíûì óìíîæåíèåì â îáèõîä ââîäèòñÿ

íàáîð ÷èñëîâûõ òåíçîðîâ

gk1k2 , Ck1k2k3 ,

gk1k2k3 , Ck1k2k3k4 , C
k1k2k3

k4k5 ,

gk1k2k3k4 , Ck1k2k3k4k5 , C
k1k2k3k4

k5k6 , C
k1k2k3k4

k5k6k7 ,

. . .

Êîíêðåòèçàöèÿ ÷èñëîâûõ òåíçîðîâ ñâÿçàíà ñ äâóìÿ
äåéñòâèÿìè:
1) ðàçëîæåíèåì ÷èñëîâûõ òåíçîðîâ ïî ñèììåòðèÿì;
2) ââåäåíèåì óñëîâèé, ïîçâîëÿþùèõ ðàññìàòðèâàòü

÷èñëîâûå òåíçîðû êàê åäèíè÷íûå, òî åñòü òàêèõ, êîì-
ïîíåíòû êîòîðûõ ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ ëèáî +1, ëèáî
-1, ëèáî 0.
Íàïðèìåð, äëÿ íîðìèðîâàííûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ

îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà E1, E2, E3, E4 âûïîëíÿ-
åòñÿ

g11 = g22 = g33 = −g44 = 1 ,

à äëÿ îðòîãîíàëüíûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ èìååì

gk1k2 = 0 ïðè k1 ̸= k2 .

Äðóãîé ïðèìåð: â òåîðèè âåêòîðíîãî ïîëÿ23

Ccba = εcba ,

ãäå εcba � àíòèñèììåòðè÷íûé åäèíè÷íûé ÷èñëîâîé
òåíçîð.
Âåêòîð óíèâåðñàëüíîé êîâàðèàíòíîé àëãåáðû X∗

çàïèñûâàåòñÿ òàê æå, êàê âåêòîð òåíçîðíîé êîâàðè-
àíòíîé àëãåáðû ⊗X∗,

x∗ = x0 ·E0 + xk1 ·Ek1 + xk1k2 ·Ek1k2 + . . . . (74)

Ýòîò âåêòîð óäîáíî çàïèñàòü, èñïîëüçóÿ îáîáùåí-
íûé áàçèñíûé âåêòîð

EK = E0, Ek1 , Ek1k2 , . . .

23 Èíäåêñû a, b, c ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 1, 2, 3.

è îáîáùåííûå êîîðäèíàòû

xK = x0, xk1 , xk1k2 , . . . ;

â êîìïàêòíîì âèäå

x∗ = xK ·EK .

Îñîáåííîñòü áàçèñíûõ âåêòîðîâ EK ñâÿçàíà ñ èç-
ìåðåíèåì èìè âåêòîðà x ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè X.
Ðåçóëüòàòîì òàêîãî èçìåðåíèÿ ÿâëÿþòñÿ êîíòðàâà-
ðèàíòíûå êîîðäèíàòû âåêòîðà x. Äðóãèìè ñëîâàìè,
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

EK · x = xK . (75)

Îòñþäà ñëåäóåò

EK · eI = δKI . (76)

Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìîìåíòà áóäåì ðàññìàòðèâàòü óíè-
âåðñàëüíóþ êîâàðèàíòíóþ àëãåáðó X∗ êàê îáîáùåí-
íîå ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ, îáîáùàþùåå
ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ñïåöèàëüíîé òåî-
ðèè îòíîñèòåëüíîñòè X∗. Îïðåäåëåíèå îáîáùåííîå ïî
îòíîøåíèþ ê X∗ äëÿ êðàòêîñòè áóäåì â äàëüíåéøåì
îïóñêàòü.

VIII. ËÅÂÀß È ÏÐÀÂÀß ÓÍÈÂÅÐÑÀËÜÍÛÅ
ÊÎÂÀÐÈÀÍÒÍÛÅ ÀËÃÅÁÐÛ

Îáðàòèìñÿ ê óìíîæåíèþ âåêòîðîâ â óíèâåðñàëüíîé
êîâàðèàíòíîé àëãåáðå X∗. Ïóñòü ñíà÷àëà ðàññìàòðè-
âàåòñÿ âåêòîð x∗

1, à çàòåì âåêòîð x∗
2. Âåêòîð x∗

1 áó-
äåì íàçûâàòü íà÷àëüíûì, à âåêòîð x∗

2 - ïîñëåäóþùèì.
Âîçìîæíû äâà âàðèàíòà óìíîæåíèÿ óêàçàííûõ âåêòî-
ðîâ:

x∗
1 ◦ x∗

2 ,

êîãäà ïîñëåäóþùèé âåêòîð óìíîæàåòñÿ íà íà÷àëüíûé
ñïðàâà, è

x∗
2 ◦ x∗

1 ,

êîãäà ïîñëåäóþùèé âåêòîð óìíîæàåòñÿ íà íà÷àëüíûé
ñëåâà. Â îáùåì ñëó÷àå óìíîæåíèå âåêòîðîâ íåêîììó-
òàòèâíî, ïîýòîìó

x∗
1 ◦ x∗

2 ̸= x∗
2 ◦ x∗

1 .

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå äëÿ ïðàâîãî ïðîèçâåäåíèÿ

rx
∗ =

1

L0
x∗
1 ◦ x∗

2 . (77)

Çäåñü êîýôôèöèåíò L0 èìååò ðàçìåðíîñòü äëèíû è
ñîãëàñóåò ðàçìåðíîñòè ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòåé óðàâíå-
íèÿ. Ëåâîå ïðîèçâåäåíèå ñîîòâåòñòâåííî çàïèøåì òàê:

lx
∗ =

1

L0
x∗
2 ◦ x∗

1 . (78)
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Àëãåáðó, îñíîâàííóþ íà óìíîæåíèè (77), íàçîâåì
ïðàâîé è îáîçíà÷èì rX∗.
Àëãåáðó, îñíîâàííóþ íà óìíîæåíèè (78), íàçîâåì

ëåâîé è îáîçíà÷èì lX∗. Åäèíèöåé àëãåáð ÿâëÿåòñÿ
âåêòîð, ðàâíûé ÷èñëó L0.
Ïðåäûäóùèå ïîñòðîåíèÿ ïîâòîðèì äëÿ óìíîæåíèÿ

áàçèñíûõ âåêòîðîâ. Ïóñòü áàçèñíûå âåêòîðû EK1 ÿâ-
ëÿþòñÿ íà÷àëüíûìè, à áàçèñíûå âåêòîðû EK2 ÿâëÿ-
þòñÿ ïîñëåäóþùèìè. Òîãäà ïðàâîå ïðîèçâåäåíèå áà-
çèñíûõ âåêòîðîâ çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

EK1 ◦EK2 = rC
K2K1

K ·EK , (79)

ãäå rC
K2K1

K � ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå ïðàâîé óíè-
âåðñàëüíîé êîâàðèàíòíîé àëãåáðû rX∗.
Ëåâîå ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ ñîîòâåò-

ñòâåííî çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

EK2 ◦EK1 = lC
K2K1

K ·EK , (80)

ãäå lC
K2K1

K � ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå ëåâîé óíè-
âåðñàëüíîé êîâàðèàíòíîé àëãåáðû lX∗.
Î÷åâèäíî, ÷òî

rC
K2K1

K = lC
K1K2

K . (81)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íå âîçíèêàëà ïóòàíèöà ìåæäó ôîð-
ìóëàìè (79) è (80), óäîáíî ââåñòè ðàçíîå îáîçíà÷åíèå
äëÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ëåâîé è ïðàâîé àëãåáð ñîîò-
âåòñòâåííî24

lE
K − ëåâûå áàçèñíûå âåêòîðû ,

rE
K − ïðàâûå áàçèñíûå âåêòîðû

Òîãäà óìíîæåíèå ëåâûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ çàäàåò-
ñÿ ñòðóêòóðíûìè ïîñòîÿííûìè lC

lE
K2 ◦ lEK1 = lC

K2K1
K · lEK ,

à óìíîæåíèå ïðàâûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ çàäàåòñÿ
ñòðóêòóðíûìè ïîñòîÿííûìè rC

rE
K1 ◦ rEK2 = rC

K2K1
K · rEK .

Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ

x∗
1 = (x1)K1

·EK1 , x∗
2 = (x2)K1

·EK2 ,

(79) è (80), èç âûðàæåíèé (77) è (78) ïîëó÷èì

rxK =
1

L0
· (x2)K2

· (x1)K1
· rCK2K1

K (82)

è

lxK =
1

L0
· (x2)K2 · (x1)K1 · lCK2K1

K . (83)

24 Òàêîå ðàçëè÷èå òåðÿåò ñìûñë, êîãäà óìíîæåíèå âåêòîðîâ è,
ñîîòâåòñòâåííî, àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà ìíîæåñòâ âåêòîðîâ
íå ðàññìàòðèâàþòñÿ.

Ôîðìóëû (82) è (83) çàäàþò óìíîæåíèå âåêòîðîâ ïî
îòíîøåíèþ ê êîîðäèíàòàì âåêòîðîâ.
Äàëåå ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè óìíîæåíèÿ âåê-

òîðîâ âáëèçè åäèíèöû àëãåáðû.
Ïðè (x1)K1

→ (x1)0 = L0

rxK = (x2)K , rC
K20

K = δK2
K ,

lxK = (x2)K , lC
K20

K = δK2
K .

Ïðè (x2)K2
→ (x2)0 = L0

rxK = (x1)K , rC
0K1

K = δK1
K ,

lxK = (x1)K , lC
0K1

K = δK1
K .

1. Àëãåáðû è ãðóïïû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé,
àññîöèèðîâàííûå ñ óìíîæåíèåì êîâàðèàíòíûõ

âåêòîðîâ

Óìíîæåíèå âåêòîðà x∗
1 (ñïðàâà èëè ñëåâà) íà âåêòîð

x∗
2 ñâîäèòñÿ ê ëèíåéíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ýòîãî âåê-

òîðà. Äåéñòâèòåëüíî, ââåäåì ìàòðèöó ëèíåéíîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ

rl
∗K1

K =
1

L0
· (x2)K2

· rCK2K1
K =

=
1

L0
· (x2)0 · rC0K1

K +
1

L0
· (x2)α · rCαK1

K .

Òîãäà (82) çàïèøåòñÿ êàê ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå

rxK = (x1)K1 · rl∗K1
K .

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå rl
∗K1

K

êàê ýëåìåíò àëãåáðû, êîòîðóþ îáîçíà÷èì rL∗′, íåêî-
òîðîé ãðóïïû, êîòîðóþ îáîçíà÷èì rG∗′. Íàçîâåì rL∗′

è rG∗′, ñîîòâåòñòâåííî, ïðàâûìè àëãåáðîé è ãðóï-
ïîé, àññîöèèðîâàííûìè ñ ïðàâûì óìíîæåíèåì êî-
âàðèàíòíûõ âåêòîðîâ 25. Ïðåîáðàçîâàíèå (ýëåìåíò)

rL
∗K1

K ýòîé ãðóïïû ñòðîèòñÿ ïî ýëåìåíòó rl
∗K1

K

àëãåáðû rL∗′ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

rL
∗K1

K =
1

exp(1)
· exp( rl∗K1

K) .

Â ìàëîì ýëåìåíò ãðóïïû äîëæåí ñâîäèòüñÿ ê ýëå-
ìåíòó àëãåáðû. Â íàøåì ñëó÷àå èìååì26

rdL
∗K1

K

∣∣
(x0=L0

xα=0 )
= rdl

∗K1
K =

1

L0
· d(x2)K2 · rCK2K1

K .

25 Ê ãðóïïå, ïîäîáíîé rG∗′, ïðèíàäëåæàò ãðóïïû ýëåêòðè÷å-
ñêîãî çàðÿäà è ñëàáîãî çàðÿäà àíòè÷àñòèö (ñì. Ãëàâà 4.2. Ðàç-
äåë II.1 è Ãëàâà 4.3. Ðàçäåë II.1.)

26 Ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè íåîáõîäèìî ó÷åñòü, ÷òî rC0K1
K =

δK1
K è exp(δK1

K) = exp(1) · δK1
K .
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Òàêæå èñïîëüçóåì ìàòðèöó

ll
∗K1

K =
1

L0
· (x2)K2

· lCK2K1
K =

=
1

L0
· (x2)0 · lC0K1

K +
1

L0
· (x2)α · lCαK1

K .

è çàïèøåì (83) êàê ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå

lxK = (x1)K1 · ll∗K1
K .

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ll
∗K1

K

êàê ýëåìåíò àëãåáðû, êîòîðóþ îáîçíà÷èì lL∗′, íåêî-
òîðîé ãðóïïû, êîòîðóþ îáîçíà÷èì lG∗′. Íàçîâåì lL∗′

è lG∗′, ñîîòâåòñòâåííî, ëåâûìè àëãåáðîé è ãðóïïîé,
àññîöèèðîâàííûìè ñ ëåâûì óìíîæåíèåì êîâàðèàíò-
íûõ âåêòîðîâ.27 Ïðåîáðàçîâàíèå (ýëåìåíò) lL

∗K1
K

ýòîé ãðóïïû ñòðîèòñÿ ïî ýëåìåíòó ll
∗K1

K àëãåáðû

lL∗′ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

lL
∗K1

K =
1

exp(1)
· exp( ll∗K1

K)

Â ìàëîì ýëåìåíò ãðóïïû äîëæåí ñâîäèòüñÿ ê ýëå-
ìåíòó àëãåáðû. Â íàøåì ñëó÷àå èìååì28

ldL
∗K1

K

∣∣
(x0=L0

xα=0 )
= ldl

∗K1
K =

1

L0
d(x2)K2

· lCK2K1
K .

IX. ÏÎÄÀËÃÅÁÐÛ ÓÍÈÂÅÐÑÀËÜÍÎÉ
ÊÎÂÀÐÈÀÍÒÍÎÉ ÀËÃÅÁÐÛ

Èç óíèâåðñàëüíîé êîâàðèàíòíîé àëãåáðû ïðîñòðàí-
ñòâà-âðåìåíè X∗ âûäåëèì ïîäàëãåáðó, íàêëàäûâàÿ
íà ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ (73) ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ:
1) óñëîâèå åâêëèäîâîñòè, â êîòîðîå âêëþ÷èì äâà

òðåáîâàíèÿ:
a) ïðè k1 = k2

Ek1 ◦Ek2 = Ek1 ·Ek2 ,

ïðè÷åì

E1 ·E1 = 1 , E2 ·E2 = 1 , E3 ·E3 = 1 , E4 ·E4 = −1 ;

b) ïðè k1 ̸= k2

Ek1 ◦Ek2 = Ek1 ⊗Ek2 ,

2) óñëîâèå ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè

27 Ê ãðóïïå, ïîäîáíîé lG∗′, ïðèíàäëåæàò ãðóïïû íåðåëÿòèâèñò-
ñêîãî è ðåëÿòèâèñòñêîãî ñïèíà àíòè÷àñòèö (ñì. Ãëàâà 4.2.
Ðàçäåë II.2 è Ãëàâà 4.3. Ðàçäåë II.2.).

28 Ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè íåîáõîäèìî ó÷åñòü, ÷òî lC
0K1

K =
δK1

K è exp(δK1
K) = exp(1) · δK1

K .

ïðè k1 ̸= k2

Ek1 ◦Ek2 = sign(k1, k2) ·Ek2 ◦Ek1 .

Çäåñü sign(k1, k2) � çíàê ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè, çà-
âèñÿùèé îò íîìåðîâ ïåðåñòàâëÿåìûõ áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ29.
Èç âûøåóêàçàííûõ óñëîâèé âûòåêàåò, ÷òî âåêòîð-

íîå ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ îáðàçóþùåãî
ïðîñòðàíñòâà â ïîäàëãåáðå íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Êðî-
ìå òîãî, èç íèõ ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ÷åòíîãî
êîëè÷åñòâà îäèíàêîâûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ îáðàçóþ-
ùåãî ïðîñòðàíñòâà ñâîäèòñÿ ê áàçèñíîìó âåêòîðó E0.
Íàïðèìåð,

E1111 = E1 ◦E1 ◦E1 ◦E1 = E0 .

Ñîâîêóïíîñòü ïîäàëãåáð, ñíàáæåííûõ óìíîæåíèåì
â ñîîòâåòñòâèè ñ âûøåóêàçàííûìè óñëîâèÿìè, íàçî-
âåì àëãåáðîé ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ôóíäàìåíòàëü-
íûõ àíòèîáúåêòîâ. Äàâàÿ òàêîå îïðåäåëåíèå, èñõî-
äèì èç ïîñòóëàòà î òîì, ÷òî ôèçè÷åñêàÿ ðåàëüíîñòü
âêëþ÷àåò â ñåáÿ ôóíäàìåíòàëüíûå àíòèîáúåêòû,
ïðèìåðîì êîòîðûõ ñëóæàò ôóíäàìåíòàëüíûå àíòè-
÷àñòèöû, à ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ � ýòî
îêðóæåíèå, â êîòîðîì ñóùåñòâóþò ôóíäàìåíòàëüíûå
àíòèîáúåêòû.

1. Êîíå÷íîå ÷èñëî èçìåðåíèé ïðîñòðàíñòâà
ïîäàëãåáðû

Óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè è åâêëèäîâîñòè
ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ïîäàëãåáðû X∗

èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî èçìåðåíèé (êîíå÷íîå ÷èñëî
áàçèñíûõ âåêòîðîâ). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîÿñíèòü ýòî,
ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî òåíçîðîâ ïîðÿäêà p � X∗p.
Áàçèñíûå âåêòîðû ýòîãî ïðîñòðàíñòâà èìåþò âèä

Ei1 ◦Ei2 ◦ . . . ◦Eip = Ei1i2...ip .

Â ëåâóþ ÷àñòü ýòîãî âûðàæåíèÿ íå ìîãóò âõîäèòü
äâà îäèíàêîâûõ îáðàçóþùèõ áàçèñíûõ âåêòîðà. Åñ-
ëè òàêîå èìååò ìåñòî, òî ñ ïîìîùüþ óñëîâèÿ ñîñåä-
íåé òðàíñïîçèöèè è óñëîâèÿ åâêëèäîâîñòè òàêîé áà-
çèñíûé âåêòîð ìîæåò áûòü ñâåäåí ê áàçèñíîìó âåêòî-
ðó, â ïðîèçâåäåíèè êîòîðîãî îäèíàêîâûå îáðàçóþùèå
áàçèñíûå âåêòîðû îòñóòñòâóþò, òî åñòü, òàêîé áàçèñ-
íûé âåêòîð Ei1i2...ip íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìûì âåêòîðîì è íå ÿâëÿåòñÿ áàçèñíûì âåêòîðîì ïî
îïðåäåëåíèþ.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîðÿäîê p ïðîñòðàíñòâà òåíçî-

ðîâ X∗p íå ïðåâûøàåò ÷èñëî èçìåðåíèé îáðàçóþùå-
ãî ïðîñòðàíñòâà n. À òàê êàê îáðàçóþùåå ïðîñòðàí-
ñòâî X∗1 ≡ X∗ � ýòî ÷åòûðåõìåðíîå ñîïðÿæåííîå ïðî-
ñòðàíñòâî-âðåìÿ ÑÒÎ, òî p ≤ 4. Òàêèì îáðàçîì, â

29 Êîíêðåòíîå çíà÷åíèå sign(k1, k2) îïðåäåëÿåò ïîäàëãåáðó óíè-
âåðñàëüíîé êîâàðèàíòíîé àëãåáðû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.
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êðàéíåì ñëó÷àå

X∗ = X∗0 +X∗1 +X∗2 +X∗3 +X∗4 .

Åñëè ÷èñëî èçìåðåíèé îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà
X∗1 îáîçíà÷èòü ÷åðåç n30

dimX∗1 = n ,

òî ÷èñëî èçìåðåíèé31 ïðîñòðàíñòâà X∗p ðàâíî ÷èñëó
ñî÷åòàíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî p

dimX∗p =
n (n− 1) . . . (n− p+ 1)

p!
= Cpn .

Îòñþäà ñëåäóåò ÷òî

dimX∗p=dimX∗(n−p), dimX∗n=1, dimX∗(n−1)=n.

Ïîäàëãåáðà ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè
X∗ â îáùåì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ïðî-
ñòðàíñòâ:

X∗ = X∗0 +X∗1 + . . .+X∗n .

×èñëî èçìåðåíèé ïîäàëãåáðû ñîïðÿæåííîãî ïðîñò-
ðàíñòâà-âðåìåíè

N = dimX∗ = C0
n + C1

n + . . .+ Cnn = (1 + 1)n = 2n.

Â íàøåì ñëó÷àå îáðàçóþùåå ïðîñòðàíñòâî � ýòî ÷å-
òûðåõìåðíîå ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ÑÒÎ,
òî åñòü

dimX1 = 4 ,

ïîýòîìó

dimX∗2 = 6 , dimX∗3 = 4 , dimX∗4 = 1 ,

dimX∗ = 24 = 16 .

Âåêòîð ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè (74) â íàøåì ñëó÷àå
èìååò âèä

x∗ = x0 ·E0+xi ·Ei+xij ·Eij+xijk ·Eijk+x1324 ·E1324 .

Áóäåì çàïèñûâàòü ýòî ñîîòíîøåíèå, èñïîëüçóÿ ñî-
áèðàòåëüíûå èíäåêñû

I , J ,K ,L ,∼ (0, i, ij, ijk , 1324),

x∗ = xI ·EI .

30 Îáùèé ñëó÷àé ÷èñëà èçìåðåíèé ðàññìàòðèâàåòñÿ çàòåì, ÷òî-
áû ïðè íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàòü îáðàçóþùåå ïðîñòðàí-
ñòâî ñ ÷èñëîì èçìåðåíèé, îòëè÷íûì îò ÷åòûðåõ. Íàïðèìåð,
ãåîìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, êîãäà n = 3.

31 Âûðàæåíèå dimA îçíà÷àåò ÷èñëî èçìåðåíèé âåêòîðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà A.

Åñëè îáðàçóþùåå ïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
òðåõìåðíîå ãåîìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî32, òî

dimX∗2 = 3 , dimX∗3 = 1 ,

N = dimX3 = 23 = 8 .

Âåêòîð ïðîñòðàíñòâà óíèâåðñàëüíîé ïîäàëãåáðû
(74) â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä

x∗ = x0 ·E0 + xa ·Ea + xab ·Eab + x123 ·E123 .

Áóäåì çàïèñûâàòü ýòî ñîîòíîøåíèå, èñïîëüçóÿ ñî-
áèðàòåëüíûå èíäåêñû

A ,B ,C ,D ,∼ (0, a, ab, 123),

x∗ = xA ·EA .

2. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Êîíòðàâàðèàíòíûé
ìåòðè÷åñêèé òåíçîð

Óñëîâèå ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè è óñëîâèå åâêëèäî-
âîñòè ïîçâîëÿþò îáîáùèòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â
îáðàçóþùåì ïðîñòðàíñòâå äî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäå-
íèÿ â ïîäàëãåáðå X∗.
Äëÿ K1 = K2

EK1 ◦EK2 = EK1 ·EK2 = gK1K2 .

Çäåñü gK1K2 � êîíòðàâàðèàíòíûé ìåòðè÷åñêèé
òåíçîð â ïîäàëãåáðå ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðå-
ìåíè X∗. Óêàçàííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îïðåäå-
ëÿåòñÿ ÷åðåç ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ îáðàçóþùèõ
áàçèñíûõ âåêòîðîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî îïðåäåëåííûé òà-
êèì îáðàçîì ìåòðè÷åñêèé òåíçîð íå çàâèñèò îò ïî-
ðÿäêà óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ, òî åñòü

gK1K2 = gK2K1 .

Âìåñòå ñ òåì ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñò-
íûì ñëó÷àåì óíèâåðñàëüíîãî óìíîæåíèÿ. Îòñþäà äëÿ
ïðàâîé óíèâåðñàëüíîé ïîäàëãåáðû rX∗ èç âûðàæåíèÿ
(79) äëÿ K1 = K2 èìååì

EK1 ·EK2 = rC
K2K1

0 ·E0 .

Îòñþäà

gK1K2 = rC
K2K1

0 .

Äëÿ ëåâîé óíèâåðñàëüíîé ïîäàëãåáðû lX∗ èç ñîîò-
íîøåíèÿ (80) äëÿ K1 = K2 èìååì

EK2 ·EK1 = lC
K2K1

0 ·E0 .

32 Èíîãäà áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå X∗
n äëÿ ïîäàëãåáðû

ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, ïîä÷åðêèâàÿ ðàçìåðíîñòü n îáðàçóþ-
ùåãî ïðîñòðàíñòâà X∗1.
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Îòñþäà

gK2K1 = lC
K2K1

0 .

Åñëè ó÷åñòü, ÷òî

rC
K2K1

K = lC
K1K2

K ,

òî ïîëó÷èì: â ïðàâîé è ëåâîé ïîäàëãåáðàõ ïðîñòðàí-
ñòâà-âðåìåíè X∗ èìååò ìåñòî îäèí è òîò æå ìåòðè÷å-
ñêèé òåíçîð.
Óñòàíîâèì åùå îäíó ñâÿçü ìåæäó ìåòðè÷åñêèì òåí-

çîðîì è ñòðóêòóðíûìè ïîñòîÿííûìè ïîäàëãåáðû. Äëÿ
ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ àññîöèàòèâíîñòüþ óìíîæåíèÿ â
ïðàâîé ïîäàëãåáðå rX∗ ïî îòíîøåíèþ ê áàçèñíûì âåê-
òîðàì

( rE
K1 ◦ rEK2) ◦ rEK3 = rE

K1 ◦ ( rEK2 ◦ rEK3) .

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ çàêîí óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåê-
òîðîâ (79),ïîëó÷èì

rC
K2K1

K ( rE
K ◦ rEK3) = ( rE

K1 ◦ rEK) rC
K3K2

K .

Îòêóäà, èñïîëüçóÿ åùå ðàç çàêîí óìíîæåíèÿ áàçèñ-
íûõ âåêòîðîâ (79), ïîëó÷èì

rC
K2K1

K · rCK3K
K4

= rC
KK1

K4
· rCK3K2

K . (84)

Âûïîëíèì â ýòîì óðàâíåíèè ñâåðòêó ïî èíäåêñàì
K4 è K1. Ïîëó÷èì

rC
K2K1

K · rCK3K
K1 = rC

KK1
K1 · rCK3K2

K . (85)

Òàê êàê ïðîèçâåäåíèå áàçèñíîãî âåêòîðà EK íà áà-
çèñíûé âåêòîð, îòëè÷íûé îò E0, íå ïðîåöèðóåòñÿ íà
ñåáÿ, òî âñå ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû, çà èñêëþ÷åíèåì
C0L

M , ÿâëÿþòñÿ áåññëåäîâûìè. Ïîýòîìó ñîîòíîøåíèå
(85) èìååò âèä

rC
K2K1

K · rCK3K
K1 = rC

0K1
K1 · rCK3K2

0 .

Îòñþäà ïîëó÷èì

gK3K2 =
1

N
· rCK2K1

K · rCK3K
K1
,

ãäå N�÷èñëî èçìåðåíèé ïîäàëãåáðû rX∗.
Àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå ïîëó÷èì äëÿ ñòðóêòóð-

íûõ ïîñòîÿííûõ ëåâîé ïîäàëãåáû lX∗. Äëÿ ýòîãî âîñ-
ïîëüçóåìñÿ àññîöèàòèâíîñòüþ óìíîæåíèÿ â ëåâîé ïî-
äàëãåáðå lX∗ ïî îòíîøåíèþ ê áàçèñíûì âåêòîðàì

( lE
K1 ◦ lEK2) ◦ lEK3 = lE

K1 ◦ ( lEK2 ◦ lEK3) .

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ çàêîí óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåê-
òîðîâ (80), ïîëó÷èì

lC
K1K2

K ( lE
K ◦ lEK3) = ( lE

K1 ◦ lEK) lC
K2K3

K .

Îòêóäà, èñïîëüçóÿ åùå ðàç çàêîí óìíîæåíèÿ áàçèñ-
íûõ âåêòîðîâ (80), ïîëó÷èì

lC
K1K2

K · lCKK3
K4

= lC
K1K

K4
· lCK2K3

K ,

èëè èíà÷å

lC
K1K

K4
· lCK2K3

K = lC
KK3

K4
· lCK1K2

K . (86)

Âûïîëíèì â ýòîì óðàâíåíèè ñâåðòêó ïî èíäåêñàì
K4 è K1. Ïîëó÷èì

lC
K1K

K1
· lCK2K3

K = lC
KK3

K1
· lCK1K2

K . (87)

Òàê êàê ïðîèçâåäåíèå áàçèñíîãî âåêòîðà EK íà áà-
çèñíûé âåêòîð, îòëè÷íûé îò E0, íå ïðîåöèðóåòñÿ íà
ñåáÿ, òî âñå ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû, çà èñêëþ÷åíèåì
CL0M , ÿâëÿþòñÿ áåññëåäîâûìè. Ïîýòîìó ñîîòíîøåíèå
(87) èìååò âèä

lC
K10

K1
· lCK2K3

0 = lC
KK3

K1
· lCK1K2

K

Îòñþäà ïîëó÷èì

gK2K3 =
1

N
· lCKK3

K1
· lCK1K2

K ,

ãäå N�÷èñëî èçìåðåíèé ïîäàëãåáðû lX∗.
Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà ñîïðÿæåííîãî ïðî-

ñòðàíñòâà-âðåìåíè íà ñåáÿ îïðåäåëÿåò åãî êâàäðàò
äëèíû

x∗ · x∗ = gIK · xI · xK .

Ïîäàëãåáðó ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè
X∗ íåîáõîäèìî ïîä÷èíèòü óñëîâèþ: êâàäðàò äëèíû
âåêòîðà x∗ ðàâåí íóëþ33

x∗ · x∗ ≡ gIK · xI · xK = 0 .

Ïî ñóùåñòâó ýòî óñëîâèå ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü êî-
îðäèíàòû x0 êàê îáîáùåíèå èíòåðâàëà ñîïðÿæåííîãî
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ÑÒÎ.

3. Îïåðàòîð íàáëà ∇

Íàïîìíèì, ÷òî â òåîðèè âåêòîðíîãî ïîëÿ èñïîëüçó-
åòñÿ âåêòîðíûé îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íàáëà

∇ = i
∂

∂x1
+ j

∂

∂x2
+ k

∂

∂x3
, (88)

ãäå i, j, k � áàçèñíûå âåêòîðû ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà. Äëÿ îáîáùåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè X,
îòíîñÿùåãîñÿ ê ôóíäàìåíòàëüíûì ôèçè÷åñêèì îáú-
åêòàì è ðàññìàòðèâàåìîãî â íàñòîÿùåé Ãëàâå, óêàçàí-
íûé îïåðàòîð íàáëà òðåáóåò îáîáùåíèÿ.
Ðàññìîòðèì îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî âåê-

òîðó ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè X

∂

∂x
.

33 Ïîÿñíåíèÿ ê ýòîìó óñëîâèþ ïðèâåäåíû â Ãëàâå 1.1 Ðàçäåë
4.5.
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Çàïèøåì åãî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂

∂x
=

∂

∂xK
· ∂x

K

∂x
,

ãäå íóæíî ïîëîæèòü34

∂xK

∂x
= EK . (89)

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð

∂

∂x
=

∂

∂xK
·EK

îáîáùàåò îïåðàòîð íàáëà (88) è ñâîäèòñÿ ê íåìó äëÿ
ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.
Â ðåçóëüòàòå îïðåäåëèì îïåðàòîð íàáëà â íàøåì

ñëó÷àå ñëåäóþùèì îáðàçîì

∇ = EK
∂

∂xK
(90)

è íàçîâåì åãî êîâàðèàíòíûé îïåðàòîð íàáëà. Ââåäåì
äîïîëíèòåëüíûå îïåðàòîðû, ñâÿçàííûå ñ∇. Óìíîæèì
îïåðàòîð (90) íà áàçèñíûå âåêòîðû EI ñëåâà. Ïîëó÷èì

l∇I = EK ◦EI ∂

∂xK
= lC

KI
I1 ·

∂

∂xK
EI1 .

Ïðîåêöèÿ ýòèõ îïåðàòîðîâ íà áàçèñíûé âåêòîð EI1

� ýòî äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû

l∇II1 = lC
KI
I1 ·

∂

∂xK
.

Â ÷àñòíîì âèäå ýòè îïåðàòîðû èñïîëüçóþòñÿ â óðàâ-
íåíèè Äèðàêà äëÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö, à ìàòðè-
öû lC

KI
I1 â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìàò-

ðèöû Äèðàêà.35

Óìíîæèì îïåðàòîð (90) íà áàçèñíûå âåêòîðû EI

ñïðàâà. Ïîëó÷èì

r∇I = EI ◦EK ∂

∂xK
= rC

KI
I1 ·

∂

∂xK
EI1 .

Ïðîåêöèÿ ýòèõ îïåðàòîðîâ íà áàçèñíûé âåêòîð EI1

� ýòî äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû

r∇II1 = rC
KI
I1 ·

∂

∂xK
.

34 Äåéñòâèòåëüíî èç âûðàæåíèÿ (75) èìååì

dxK = EK · x .

Ñðàâíèâàÿ ýòî ñîîòíîøåíèå ñ

dxK =
∂xK

∂x
· dx ,

ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå (89)
35 Ñì. Ãëàâà 3.3. Ðàçäåë 8. è Ãëàâà 4.3. Ðàçäåë 2.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ýòè îïåðàòîðû â ôèçèêå íå èñ-
ïîëüçóþòñÿ.
Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ñîïðÿæåííîìó ïðîñòðàíñòâó-

âðåìåíè X∗. Ýòî ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ïðåäíàçíà÷åíî
äëÿ îïèñàíèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ àíòè-
îáúåêòîâ. Â ýòîì ñëó÷àå îïåðàòîð íàáëà (88) òðåáóåò
ñâîåãî îáîáùåíèÿ. Îïðåäåëèì îïåðàòîð íàáëà â ýòîì
ñëó÷àå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∇∗ = eK
∂

∂xK
(91)

è íàçîâåì åãî êîíòðàâàðèàíòíûé îïåðàòîð íàáëà.
Ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå îïåðàòîðû, ñâÿçàííûå ñ ∇∗.
Óìíîæèì îïåðàòîð (91) íà áàçèñíûå âåêòîðû eI ñëå-
âà. Ïîëó÷èì

l∇∗
I = eK ◦ eI

∂

∂xK
= lC

I1
IK ·

∂

∂xK
eI1 .

Ïðîåêöèÿ ýòèõ îïåðàòîðîâ íà áàçèñíûé âåêòîð eI1
ýòî äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû

l∇∗I1
I = lC

I1
IK ·

∂

∂xK
.

Â ÷àñòíîì âèäå ýòè îïåðàòîðû èñïîëüçóþòñÿ â óðàâ-
íåíèè Äèðàêà äëÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ àíòè÷àñòèö, à
ìàòðèöû lC

I1
IK â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿþò ñî-

áîé ñîïðÿæåííûå ìàòðèöû Äèðàêà.36

Óìíîæèì îïåðàòîð (91) íà áàçèñíûå âåêòîðû eI
ñïðàâà. Ïîëó÷èì

r∇∗
I = eI ◦ eK

∂

∂xK
= rC

I1
IK ·

∂

∂xK
eI1 .

Ïðîåêöèÿ ýòèõ îïåðàòîðîâ íà áàçèñíûé âåêòîð eI1
ýòî äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû

r∇∗I1
I = rC

I1
IK ·

∂

∂xK
.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ýòè îïåðàòîðû â ôèçèêå íå èñ-
ïîëüçóþòñÿ.

4. Îïåðàöèÿ ñîïðÿæåíèÿ

Âçàèìîñâÿçü ìåæäó ïðîñòðàíñòâîì-âðåìåíåì X è
ñîïðÿæåííûì ïðîñòðàíñòâîì-âðåìåíåì X∗ îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè ñîïðÿæåíèÿ. Ïðèìåíåíèå
ýòîé îïåðàöèè ðàññìîòðèì íà äâóõ ïðèìåðàõ:
1) ïîñòðîåíèå ñîïðÿæåííîé ìàòðèöû l∗ ïî çàäàííîé

ìàòðèöå l;
2) ïîñòðîåíèå ñîïðÿæåííûõ ñòðóêòóðíûõ ïîñòîÿí-

íûõ C∗ ïî çàäàííûì ñòðóêòóðíûì ïîñòîÿííûì C.

36 Ñì. Ãëàâà 3.3. Ðàçäåë 8. è Ãëàâà 4.3. Ðàçäåë 2.
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Äàäèì ñëåäóþùèå ïîÿñíåíèÿ ê îïåðàöèè ñîïðÿæå-
íèÿ. Ýòà îïåðàöèÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ äâà ýòàïà:
1) ñíà÷àëà îñóùåñòâëÿåòñÿ èçìåíåíèå âåðòèêàëüíî-

ãî ïîëîæåíèÿ (ïîäíÿòèåì èëè îïóñêàíèåì) èíäåêñîâ
òåíçîðà ñ ïîìîùüþ ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà;
2) çàòåì èçìåíÿåòñÿ ãîðèçîíòàëüíûé ïîðÿäîê èí-

äåêñîâ òåíçîðà íà ïðîòèâîïîëîæíûé.37

Ðàññìîòðèì ïîñòðîåíèå ñîïðÿæåííîé ìàòðèöû ïî
îòíîøåíèþ ê ìàòðèöå lK1

K2
. Ñîïðÿæåííóþ ìàòðèöó

îáîçíà÷èì l∗K1
K2 . Íà ïåðâîì ýòàïå îñóùåñòâëÿåòñÿ

ïåðåõîä

lK1
K2 → gN1K1 · lK1

K2 · gK2N2 = lN1

N2 .

Íà âòîðîì ýòàïå îñóùåñòâëÿåòñÿ òðàíñïîíèðîâàíèå
ìàòðèöû

lN1

N2 →
(
lN1

N2

)t
.

Òàêèì îáðàçîì,(
lK1

K2

)∗
=
(
gN1K1

· lK1
K2
· gK2N2

)t
= l∗N1

N2
.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ñîïðÿæåíèþ ñòðóêòóðíûõ ïî-
ñòîÿííûõ CKK1K2

è âû÷èñëèì(
CKK1K2

)∗
.

Íà ïåðâîì ýòàïå èçìåíÿåòñÿ âåðòèêàëüíîå ïîëîæå-
íèå èíäåêñîâ

CKK1K2
→ gNK · CKK1K2

· gK1N1 · gK2N2 = CN
N1N2 .

Íà âòîðîì ýòàïå îñóùåñòâëÿåòñÿ îïåðàöèÿ òðàíñïî-
íèðîâàíèÿ

CN
N1N2 →

(
CN

N1N2
)t

= CN2N1
N .

Òàêèì îáðàçîì,(
CKK1K2

)∗
=
(
gNKC

K
K1K2

gK1N1gK2N2
)t

= CN2N1
N .

Îïåðàöèÿ ñîïðÿæåíèÿ ïåðåâîäèò ëåâûå ñòðóêòóð-
íûå ïîñòîÿííûå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè lX â ïðàâûå

37 Ýòà îïåðàöèÿ íàçûâàåòñÿ òðàíñïîíèðîâàíèåì. Äëÿ íåå èñ-
ïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå, êîòîðîå ïîêàæåì íà ïðè-
ìåðå ìàòðèöû. Ïóñòü ìàòðèöà èìååò âèä

lK1
K2 ,

òîãäà ìàòðèöà, òðàíñïîíèðîâàííàÿ ê íåé, îáîçíà÷àåòñÿ(
lK1

K2

)t

è îíà ðàâíà (
lK1

K2

)t
= lK2

K1 .

ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàí-
ñòâà-âðåìåíè rX∗ è íàîáîðîò ïðàâûå ïîñòîÿííûå â
ëåâûå, òî åñòü (

lC
K
K1K2

)∗
= rC

N2N1
N

è (
rC

K
K1K2

)∗
= lC

N2N1
N .

Èìååò ìåñòî òàêæå îáðàòíûé ïåðåâîä: îïåðàöèÿ ñî-
ïðÿæåíèÿ ïåðåâîäèò ëåâûå ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå
ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè lX∗ â ïðàâûå
ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè rX è
íàîáîðîò ïðàâûå ïîñòîÿííûå â ëåâûå, òî åñòü(

rC
N2N1

N

)∗
= lC

K
K1K2

è (
lC

N2N1
N

)∗
= rC

K
K1K2

.

X. ÂÛÂÎÄÛ ÏÎ ÃËÀÂÅ

� Ïîñòóëèðóåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ôóíäàìåíòàëü-
íûõ ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Òàêèìè îáúåêòàìè,
ïðåæäå âñåãî, ÿâëÿþòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûå ÷à-
ñòèöû. Ôóíäàìåíòàëüíûå ôèçè÷åñêèå îáúåêòû â
òîì âèäå, â êîòîðîì îíè ó÷àñòâóþò â ïðîñòðàí-
ñòâåííî-âðåìåííûõ ÿâëåíèÿõ, îòîæäåñòâëÿþòñÿ
ñ ïðîñòðàíñòâîì-âðåìåíåì X. Òàêèì îáðàçîì,
ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ X � ýòî ïðîñòðàíñòâåííî-
âðåìåííàÿ õàðàêòåðèñòèêà ôóíäàìåíòàëüíûõ
ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ.

� Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ X ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîâî-
êóïíîñòü êîíòðàâàðèàíòíûõ òåíçîðîâ âñåõ ðàí-
ãîâ, èñïîëüçóþùèõ ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ñïåöè-
àëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè êàê îáðàçóþùåå
ïðîñòðàíñòâî.

� Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ X ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé
êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðîé, òàê êàê íà íåì
îïðåäåëåíî íå òîëüêî ñëîæåíèå êîíòðàâàðèàíò-
íûõ âåêòîðîâ, íî è óíèâåðñàëüíîå óìíîæåíèå
ýòèõ âåêòîðîâ.

� Òàê êàê óíèâåðñàëüíîå óìíîæåíèå ÿâëÿåòñÿ
íåêîììóòàòèâíûì, òî ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ X âû-
ñòóïâåò â äâóõ ìîäèôèêàöèÿõ � ëåâàÿ óíèâåð-
ñàëüíàÿ êîíòðàâàðèàíòíàÿ àëãåáðà lX è ïðàâàÿ
óíèâåðñàëüíàÿ êîíòðàâàðèàíòíàÿ àëãåáðà rX â
çàâèñèìîñòè îò ïîðÿäêà óìíîæåíèÿ âåêòîðîâ.

� Äèôôåðåíöèðîâàíèå çàêîíà óìíîæåíèÿ àëãåá-
ðû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ïðèâîäèò ê óðàâíåíè-
ÿì ñòðóêòóðû, êîòîðûå îáúÿñíÿþò êâàíòîâà-
íèå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.
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� Ïîñòóëèðóåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ôóíäàìåíòàëü-
íûõ àíòèîáúåêòîâ. Òàêèìè îáúåêòàìè, ïðåæäå
âñåãî, ÿâëÿþòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûå àíòè÷àñòè-
öû. Ôóíäàìåíòàëüíûå àíòèîáúåêòû â òîì âèäå,
â êîòîðîì îíè ó÷àñòâóþò â ïðîñòðàíñòâåííî-
âðåìåííûõ ÿâëåíèÿõ, îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ ñîïðÿ-
æåííûì ïðîñòðàíñòâîì-âðåìåíåì X∗. Òàêèì îá-
ðàçîì, ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ X∗ �
ýòî ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ õàðàêòåðèñòèêà
ôóíäàìåíòàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ àíòèîáúåêòîâ.

� Ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ X∗ ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü êîâàðèàíòíûõ òåíçî-
ðîâ âñåõ ðàíãîâ, èñïîëüçóþùèõ ñîïðÿæåííîå
ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíî-
ñèòåëüíîñòè êàê îáðàçóþùåå ïðîñòðàíñòâî.

� Ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ X∗ ÿâëÿåòñÿ
óíèâåðñàëüíîé êîâàðèàíòíîé àëãåáðîé, òàê êàê
íà íåì îïðåäåëåíî íå òîëüêî ñëîæåíèå êîâàðè-
àíòíûõ âåêòîðîâ, íî è óíèâåðñàëüíîå óìíîæåíèå
ýòèõ âåêòîðîâ.

� Òàê êàê óíèâåðñàëüíîå óìíîæåíèå ÿâëÿåòñÿ
íåêîììóòàòèâíûì, òî ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàí-
ñòâî-âðåìÿ X∗ âûñòóïàåò â äâóõ ìîäèôèêàöèÿõ
� ëåâàÿ óíèâåðñàëüíàÿ êîâàðèàíòíàÿ àëãåáðà

lX è ïðàâàÿ óíèâåðñàëüíàÿ êîâàðèàíòíàÿ àë-
ãåáðà rX â çàâèñèìîñòè îò ïîðÿäêà óìíîæåíèÿ
âåêòîðîâ.
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Â ýòîé Ãëàâå ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ êàê àë-
ãåáðó Êëèôôîðäà. Àëãåáðà Êëèôôîðäà ÿâëÿåòñÿ ÷àñò-
íûì ñëó÷àåì óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè X. Îñîáåííîå çíà÷åíèå àëãåáðû Êëèôôîðäà
ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî îíà ëåæèò â îñíîâå êâàíòîâîé òåî-
ðèè ëåïòîíîâ Äèðàêà. Ïîýòîìó äàëåå áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü àëãåáðó Êëèôôîðäà êàê ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ
ëåïòîíîâ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû î÷åâèäíî âûäåëèòü ýòîò
ñëó÷àé, äëÿ àëãåáðû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ëåïòîíîâ
ââåäåì äðóãîå îáîçíà÷åíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ. Âìå-
ñòî îáîçíà÷åíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ e ââåäåì îáîçíà-
÷åíèå ε, à âìåñòî îáîíà÷åíèÿ ñîïðÿæåííûõ áàçèñíûõ
âåêòîðîâ E ââåäåì îáîçíà÷åíèå E . Êðîìå òîãî, ââå-
äåì ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå äëÿ ñàìîé àëãåáðû ïðî-
ñòðàíñòâà-âðåìåíè ëåïòîíîâ XL.

I. ÏÎ×ÅÌÓ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÎ-ÂÐÅÌß
ÍÅÎÁÕÎÄÈÌÎ ÎÁÎÁÙÈÒÜ ÄÎ ÀËÃÅÁÐÛ

ÊËÈÔÔÎÐÄÀ

1

Îòïðàâíîé òî÷êîé äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé
áóäåò óðàâíåíèå Äèðàêà, êîòîðîå çàïèøåì ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì(

CiKK1 ∂i +
me c

ℏ
C0K

K1

)
· ψK1 = 0 .

Çäåñü C0K
K1

� åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, à CiKK1
� ìàòðè-

öû Äèðàêà, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáðàçóþùèå
ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû êîâàðèàíòíîé àëãåáðû Êëèô-
ôîðäà â ïåðâîì ñæàòîì êîìïëåêñíîì ïðåäñòàâëåíèè2.
Ñîãëàñíî àëãåáðàè÷åñêîìó ïîäõîäó èíäåêñû K, K1

íóìåðóþò êîìïîíåíòû âåêòîðà âîëíîâîé ôóíêöèè,
ìàòðèöû lC

iK
K1

ÿâëÿþòñÿ îáðàçóþùèìè ñòðóêòóð-
íûìè ìàòðèöàìè, îïðåäåëÿþùèìè ëåâîå óìíîæåíèå
áàçèñíûõ âåêòîðîâ:

lE i ◦ lEK = lC
iK
K1 · lEK1 .

Â óðàâíåíèè Äèðàêà ñâåðòêà èíäåêñà K1 ñòðóêòóð-
íîé ìàòðèöû ñ ñîîòâåòñòâóþùèì èíäåêñîì âîëíîâîé
ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííî çàêîííîé, òàê êàê ýòè
èíäåêñû îòíîñÿòñÿ ê âåêòîðàì îäíîãî ïðîñòðàíñòâà.
Îäíàêî ïîìèìî ýòîãî â óðàâíåíèè Äèðàêà èíäåêñ
i ñòðóêòóðíîé ìàòðèöû ñâîðà÷èâàåòñÿ ñ èíäåêñîì,
íóìåðóþùèì ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå êîîðäèíà-
òû xi, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ñîâåðøåííî íåäîïóñòèìî.
Íåîáõîäèìî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ëèáî íîìåð ìàòðèöû

1 Ýòîò Ðàçäåë ïðè ïåðâîì ÷òåíèè ìîæíî îïóñòèòü è âåðíóòüñÿ
ê íåìó ïîñëå ïðî÷òåíèÿ Ðàçäåëà VIII Ãëàâû 3.3.

2 Ñì. Ãëàâà 4.1. Ðàçäåë III.

i íóìåðóåò âåêòîðû äðóãîé ïðèðîäû, ëèáî ïðîñòðàí-
ñòâåííî-âðåìåííûå âåêòîðû ïðèíàäëåæàò òîé æå àë-
ãåáðå, ÷òî è âåêòîðû âîëíîâîé ôóíêöèè. Ïåðâàÿ òî÷êà
çðåíèÿ ïðîòèâîðå÷èò ðàçâèâàåìîìó íàìè àëãåáðàè÷å-
ñêîìó ïîäõîäó, ñîãëàñíî êîòîðîìó ìàòðèöû lC

iK
K1

åñòü ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû àëãåáðû è èíäåêñ i íó-
ìåðóåò âåêòîðû â ýòîé àëãåáðå. Òàêèì îáðàçîì, íàì
íè÷åãî íå îñòàåòñÿ, êàê âûäâèíóòü ñëåäóþùèé òåçèñ.
Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ, ðàññìàòðèâàåìîå â òåîðèè ýëåê-
òðîíà Äèðàêà, íåîáõîäèìî îáîáùèòü è ðàññìàòðèâàòü
åãî êàê àëãåáðó Êëèôôîðäà.
Êðîìå òîãî, òàê êàê ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû lC

iK
K1

ïðåäñòàâëÿþò îáðàçóþùèå áàçèñíûå âåêòîðû lE i

lC
iK
K1
∼ lE i ,

à xi � ýòî êîîðäèíàòû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ñïåöè-
àëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè (ÑÒÎ), òî ñëåäóåò
ñ÷èòàòü, ÷òî îáðàçóþùèì ïðîñòðàíñòâîì àëãåáðû
Êëèôôîðäà êàê îáîáùåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ÑÒÎ.
Òàê êàê ñîãëàñíî íàøåìó âûâîäó àëãåáðó Êëèô-

ôîðäà ñëåäóåò ñîîòíåñòè îïðåäåëåííîìó ôèçè÷åñêî-
ìó îáúåêòó � ëåïòîíó, òî è ðàññìàòðèâàåìîå îáîá-
ùåíèå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ìû äîëæíû îòíåñòè ê
ëåïòîíó. Òàêèì îáðàçîì, ââîäèìîå íàìè îáîáùåííîå
ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ íå åñòü ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ âî-
îáùå (áåç îòíîñèòåëüíî ê ÷åìó-ëèáî), à ýòî ïðîñò-
ðàíñòâî-âðåìÿ, ñîïóòñòâóþùåå (ñîîòíåñåííîå) ëåïòî-
íó. Èíîãäà ìû áóäåì ãîâîðèòü î ñîáñòâåííîì ïðîñò-
ðàíñòâå-âðåìåíè ëåïòîíà.
Çäåñü ïîëåçíî ñäåëàòü íåñêîëüêî îáùèõ çàìå÷à-

íèé. Âèä îïåðàòîðîâ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïðîñ-
òðàíñòâåííî-âðåìåííûì êîîðäèíàòàì, âõîäÿùèõ â
óñòàíîâëåííûå ôóíäàìåíòàëüíûå óðàâíåíèÿ ôèçèêè,
îïðåäåëÿåò ñïåöèôèêó ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñè-
òåëüíîñòè è çàñòàâëÿåò ïåðåõîäèòü ê íîâûì ïðåä-
ñòàâëåíèÿì î ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîì êîíòèíóó-
ìå, ôîðìèðîâàòü ñïåöèàëüíóþ òåîðèþ îòíîñèòåëüíî-
ñòè â îáîáùåííîì ñìûñëå. Òàê óðàâíåíèÿ Ìàêñâåë-
ëà âûÿâèëè ðîëü îïåðàòîðà Äàëàìáåðà (â îïèñàíèè
ïðîöåññà ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ êîëåáà-
íèé). Ñëåäñòâèåì ýòîãî ÿâèëàñü ñïåöèàëüíàÿ òåîðèÿ
îòíîñèòåëüíîñòè Ýéíøòåéíà è ïðåäñòàâëåíèå î ÷åòû-
ðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîì êîíòèíóóìå.
Àíàëîãè÷íî óðàâíåíèÿ Äèðàêà âûÿâëÿþò ðîëü îïå-
ðàòîðà

lC
iK
K1
· ∂i ∼ lE i · ∂i .

Ñëåäñòâèåì ýòîãî äîëæíî áûòü îáîáùåíèå ïðî-
ñòðàíñòâà-âðåìåíè ÑÒÎ äî àëãåáðû Êëèôôîðäà, ïî-
ñòðîåííîé íà ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå- âðåìåíè
ÑÒÎ êàê íà îáðàçóþùåì ïðîñòðàíñòâå, à òàêæå ðàç-
ðàáîòêà ñîîòâåòñòâóþùåé ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíî-
ñèòåëüíîñòè, òî åñòü òåîðèè ïðåîáðàçîâàíèé, ñîõðà-
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íÿþùèõ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå èíâàðèàíòû â
àëãåáðå Êëèôôîðäà3.

II. ÎÁÐÀÇÓÞÙÅÅ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÎ �
ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÎ-ÂÐÅÌß ÑÒÎ

Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ÑÒÎ X ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùèì
ïðîñòðàíñòâîì àëãåáðû Êëèôôîðäà. Îíî ðàññìàòðè-
âàåòñÿ êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì äåé-
ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë IR. Çäåñü äëÿ ïðîñòîòû âåêòîðû è
êîîðäèíàòû âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ÑÒÎ ïî-
ëàãàþòñÿ áåçðàçìåðíûìè. Âåêòîð x ∈ X çàïèøåì ÷å-
ðåç áàçèñíûå âåêòîðû â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ:

x = εi x
i ,

ãäå i = 1, 2, 3, 4; ε1, ε2, ε3 � ýòî áàçèñíûå âåêòîðû ãåî-
ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, à ε4 � áàçèñíûé âåêòîð
âðåìåíè, xi ∈ IR åñòü êîîðäèíàòû âåêòîðà.
Íà X îïðåäåëåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ,

òî åñòü, êàæäîé ïàðå âåêòîðîâ x1 , x2 ∈ X ñòàâèòñÿ â
ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî, êîòîðîå çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

x1 · x2 ∈ IR .

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà x íà ñåáÿ îïðåäå-
ëÿåò åãî êâàäðàò äëèíû

x · x = (x1)2 + (x2)2 + (x3)2 − (x4)2 ,

êîòîðûé ñâÿçàí ñ ââîäèìûì â ÑÒÎ êâàäðàòîì èíòåð-
âàëà s2 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x · x = −s2 .

Èç äâóõ ïðåäûäóùèõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò èçâåñò-
íîå èç ÑÒÎ âûðàæåíèå äëÿ êâàäðàòà èíòåðâàëà, êîòî-
ðîå äëÿ óäîáñòâà ïîñëåäóþùåãî èçëîæåíèÿ çàïèøåì
â ñëåäóþùåì âèäå:

s2 + (x1)2 + (x2)2 + (x3)2 − (x4)2 = 0 . (1)

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ îïðå-
äåëÿåò ìåòðè÷åñêèé òåíçîð íà X:

gik ≡ εi · εk =

1 2 3 4

1 1

2 1

3 1

4 -1 .

Îáðàòíûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð gik îïðåäåëÿåòñÿ
óñëîâèåì

gik gkl = δil .

3 Ýòîé òåìå ïîñâÿùåíà ñëåäóþùàÿ Ãëàâà.

Ââåäåì áàçèñíûå âåêòîðû E i ∈ X, äëÿ êîòîðûõ ïî-
òðåáóåì âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ4

E i · x = xi .

Áàçèñíûå âåêòîðû E i íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæåííûìè
ïî îòíîøåíèþ ê áàçèñíûì âåêòîðàì εi. Äëÿ ñîïðÿ-
æåííûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

E i · εk = δik .

Ñîïðÿæåííûå áàçèñíûå âåêòîðû E i ñâÿçàíû ñ áà-
çèñíûìè âåêòîðàìè εk ñîîòíîøåíèåì

E i = εk g
ik .

Âåêòîðó x = εi x
i ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñîïðÿ-

æåííûé èëè êîâàðèàíòíûé âåêòîð

x∗ = xi E i ,

ãäå xi = δik x
k åñòü êîâàðèàíòíûå êîîðäèíàòû ñîïðÿ-

æåííîãî âåêòîðà. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà x
íà ñîïðÿæåííûé åìó âåêòîð x∗ ðàâíî

x · x∗ = (x1)2 + (x2)2 + (x3)2 + (x4)2 .

Ýòà êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííîé.
Ìíîæåñòâî ñîïðÿæåííûõ (êîâàðèàíòíûõ) âåêòîðîâ

ñîñòàâëÿåò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì äåé-
ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë IR, êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ X∗ è
íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì èëè êîâàðèàíòíûì ïðî-
ñòðàíñòâîì-âðåìåíåì ÑÒÎ.

III. ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÎ-ÂÐÅÌß ËÅÏÒÎÍÀ
ÊÀÊ ÀËÃÅÁÐÀ ÊËÈÔÔÎÐÄÀ

Îáîáùèì ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ÑÒÎ X äî àëãåá-
ðû Êëèôôîðäà XL

5. Òàêîå îáîáùåíèå âûïîëíèì â
äâà ýòàïà. Ñíà÷àëà ïîñòðîèì âåêòîðíîå ïðîñòðàí-
ñòâî óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû X, à çàòåì, èñïîëüçóÿ
ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèÿ åâêëèäîâîñòè è ñîñåäíåé
ïåðåñòàíîâêè, âûäåëèì èç óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû
ïîäàëãåáðó Êëèôôîðäà.
Èòàê, âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî óíèâåðñàëüíîé àë-

ãåáðû X âêëþ÷àåò â ñåáÿ
1) ÷èñëà

0
x= ε0 · x0 ;

4 Ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôîðìóëèðîâêîé ôèçè-
÷åñêîãî ïðîöåññà èçìåðåíèÿ êîíòðàâàðèàíòíîãî âåêòîðà.

5 Ýòà àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì êîíòðàâàðèàíòíîé
óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè X, âåäåííîé â
ïðåäûäóùåé Ãëàâå.
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îíè ñîñòàâëÿþò ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
X0 ≡ IR; áàçèñíûé âåêòîð ε0 � ýòî äåéñòâèòåëüíàÿ
åäèíèöà;
2) âåêòîðû îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà X6

1
x≡ x = εi · xi ;

3) ïàðû âåêòîðîâ èç îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà7

x1 ◦ x2 ;

îíè ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó âåêòîðîâ âèäà

2
x= εi1i2 · xi1i2 ,

îáîçíà÷åííîìó X2; çäåñü

εi1i2 = εi1 ◦ εi2 −

ýòî áàçèñíûå âåêòîðû â X2;
4) òðîéêè âåêòîðîâ èç îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà

x1 ◦ x2 ◦ x3 ;

îíè ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó âåêòîðîâ âèäà

3
x= εi1i2i3 · xi1i2i3 ,

îáîçíà÷åííîìó X3; çäåñü

εi1i2i3 = εi1 ◦ εi2 ◦ εi3 −

ýòî áàçèñíûå âåêòîðû â X3;

. . .

n) â îáùåì ñëó÷àå ìíîæåñòâî ◦-ïðîèçâåäåíèé p âåê-
òîðîâ

x1 ◦ x2 ◦ . . . ◦ xp , (2)

ãäå x1,x2, . . . ,xp òàêæå ïðèíàäëåæàòX. Âûøåóêàçàí-
íûå p-âåêòîðû ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó âåêòîðîâ âè-
äà

n
x= εi1i2...ip x

i1i2...ip ,

îáîçíà÷åííîìó Xp;

εi1i2...ip = εi1 ◦ εi2 ◦ . . . ◦ εip −

ýòî áàçèñíûå âåêòîðû â Xp.
Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû X

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó âûøåóêàçàííûõ âåêòîðíûõ
ïðîñòðàíñòâ

X = X0 +X1 +X2 +X3 + . . .+Xp + . . . .

6 Çäåñü òàêæå, êàê è â ïðåäûäóùåì Ðàçäåëå, âåêòîðû è êîîð-
äèíàòû âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ÑÒÎ X ðàññìàòðè-
âàþòñÿ êàê áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû.

7 Ñèìâîë ◦ îçíà÷àåò óíèâåðñàëüíîå óìíîæåíèå.

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèÿìè åâêëèäîâîñòè è
ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè, íàêëàäûâàåìûìè íà óíèâåð-
ñàëüíîå óìíîæåíèå âåêòîðîâ. Äëÿ àëãåáðû Êëèôôîð-
äà ýòè óñëîâèÿ òàêîâû:
1) óñëîâèå åâêëèäîâîñòè, â êîòîðîå âêëþ÷èì äâà

òðåáîâàíèÿ:
a) ïðè k1 = k2

εk1 ◦ εk2 = εk1 · εk2 ,

ïðè÷åì

ε1 · ε1 = 1 , ε2 · ε2 = 1 , ε3 · ε3 = 1 , ε4 · ε4 = −1 ;

b) ïðè k1 ̸= k2

εk1 ◦ εk2 = εk1 ⊗ εk2 ,

2) óñëîâèå ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè

ε1 ◦ ε2 = −ε2 ◦ ε1 , ε1 ◦ ε3 = −ε3 ◦ ε1 ,
ε2 ◦ ε3 = −ε3 ◦ ε2 , ε1 ◦ ε4 = −ε4 ◦ ε1 ,
ε2 ◦ ε4 = −ε4 ◦ ε2 , ε3 ◦ ε4 = −ε4 ◦ ε3 .

Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî àëãåáðû Êëèôôîðäà îãðà-
íè÷åíî òåíçîðàìè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà

XL = X0 +X1 +X2 +X3 +X4 ,

Âåêòîð x ∈ XL ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç áàçèñíûå âåêòî-
ðû

x = ε0 x
0+εi x

i+ε[ij] x
[ij]+ε[ijk] x

[ijk]+ε1324 x
1324 . (3)

Çäåñü åäèíèöà ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë IR
îáîçíà÷åíà ÷åðåç ε0 èëè ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîáèðàòåëü-
íûõ èíäåêñîâ

x = εI · xI .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîáðàæåíèÿìè Ðàçäåëà I âåêòîð-
íîå ïðîñòðàíñòâî XL åñòü ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ëåï-
òîíà.
Íàïîìíèì, ÷òî çàêîí ëåâîãî óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ

âåêòîðîâ εI èìååò âèä

εI ◦ εK = εL · lCLKI , (4)

ãäå lC
L
KI åñòü ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå ëåâîé àëãåá-

ðû Êëèôôîðäà. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå óìíîæåíèå εI ◦ εK
îïðåäåëÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

εI · εK = ε0 · lC0
KI

è ìåòðè÷åñêèé òåíçîð gKI = lC
0
KI . Ìåòðè÷åñêèé

òåíçîð â ïðèíÿòîé íàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíäåê-
ñîâ èìååò âèä
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gKI ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 -1
0 1
42 1
14 1

1324 -1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 -1
134 1
234 1
4 -1

124 1

Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî lC
L
0I = lC

L
I0 = δLI .

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà x íà ñåáÿ îïðåäå-
ëÿåò åãî êâàäðàò äëèíû

x · x = gKI · xI · xK .

Èç óñëîâèÿ àññîöèàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ â àëãåáðå
Êëèôôîðäà lXL ñëåäóåò ðåãóëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå
áàçèñíûõ âåêòîðîâ lεI :

lεI ∼ lC
L
KI .

Ïðè ýòîì âåêòîðó x ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà

x ∼ xLK = lC
L
KI · xI .

Àëãåáðà Êëèôôîðäà XL ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé ñ äåëå-
íèåì, òî åñòü äëÿ êàæäîãî âåêòîðà x ∈ XL, çà èñêëþ-
÷åíèåì íóëåâîãî, îïðåäåëåí îáðàòíûé âåêòîð x−1 â
ñîîòâåòñòâèè ñ âûðàæåíèåì

x ◦ x−1 = ε0 (5)

èëè â êîîðäèíàòíîì âèäå

gIK · xI · (x−1)K = 1 .

Ïðèâåäåì ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîãî âåêòîðà.
Êâàòåðíèîíû ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ðàññìàòðè-
âàåìûõ âåêòîðîâ. Ýòî âåêòîðû âèäà

x = ε0 x
0 + ε21 x

21 + ε13 x
13 + ε32 x

32 .

Êâàòåðíèîíó x ìîæíî ñîïîñòàâèòü êâàòåðíèîí x∗,
íàçûâàåìûé ñîïðÿæåííûì:

x∗ = ε0 x
0 − ε21 x21 − ε13 x13 − ε32 x32 ,

äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

x ◦ x∗ = x · x∗ .

Ñ ïîìîùüþ ñîïðÿæåííîãî êâàòåðíèîíà ëåãêî îïðå-
äåëÿåòñÿ îáðàòíûé:

x−1 =
x∗

x · x∗ .

Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî òàê æå (ïóòåì èçìåíå-
íèÿ çíàêà ïåðåä ñëàãàåìûìè âåêòîðà) îïðåäåëÿåòñÿ
ñîïðÿæåííûé âåêòîð äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà àë-
ãåáðû Êëèôôîðäà. Îäíàêî ýòî íå òàê. Â ýòîì ìîæ-
íî óáåäèòüñÿ, ïðîäåëàâ ñîîòâåòñòâóþùèå âû÷èñëåíèÿ,
íàïðèìåð, äëÿ âåêòîðà

x = ε0 x
0 + ε1 x

1 + ε32 x
32 + ε123 x

123 .

Ïîýòîìó ðàññìîòðåííûé âûøå "ñîïðÿæåííûé" âåê-
òîð íå äîïóñêàåò ïðîñòîå îáîáùåíèå è äàëüíåéøåå
îïðåäåëåíèå ñîïðÿæåííîãî âåêòîðà ñòðîèòñÿ èíà÷å.

1. Êîâàðèàíòíàÿ àëãåáðà Êëèôôîðäà.
Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ àíòèëåïòîíà

Äëÿ îïèñàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ñòðóêòó-
ðû àíòèëåïòîíà ââåäåì êîâàðèàíòíóþ àëãåáðó Êëèô-
ôîðäà. Äëÿ ýòîãî îáîáùèì ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàí-
ñòâî-âðåìÿ ÑÒÎ X∗, ââåäåííîå â ïðåäûäóùåé Ãëàâå,
äî êîâàðèàíòíîé àëãåáðû Êëèôôîðäà XL

∗8

XL
∗ = X∗0 +X∗1 +X∗2 +X∗3 +X∗4

íàä îáðàçóþùèì ïðîñòðàíñòâîì X∗ àíàëîãè÷íî òîìó,
êàê ýòî áûëî ñäåëàíî âûøå. Çäåñü X∗0 = IR, X∗1 =
X∗.
Âåêòîð x∗ ∈ XL

∗ ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç áàçèñíûå
âåêòîðû:

x∗ = x0 E0 + xi E i + x[ij] E [ij] + x[ijk] E [ijk] + x1324 E1324 .

×åðåç E0 îáîçíà÷åíà åäèíèöà ìíîæåñòâà äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë IR. Èëè ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîáèðàòåëü-
íûõ èíäåêñîâ

x∗ = xI · EI .

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè ÑÒÎ X è ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðå-
ìåíè ÑÒÎ X∗ îáîáùàåòñÿ íà ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ëåïòîíà XL è âåêòî-
ðîâ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè àíòèëåïòîíà XL

∗. Â ÷àñò-
íîñòè, áàçèñíûå âåêòîðû εkn...k2k1 è E i1i2...in ìîãóò
áûòü âûáðàíû òàê, ÷òî

E i1i2...in · εkn...k2k1 = δinkn . . . δ
i2
k2
δi1k1 .

8 Ýòà àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì óíèâåðñàëüíîé êîâà-
ðèàíòíîé àëãåáðû X∗.
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Â îáùåì ñëó÷àå

EI · εK = δIK .

Íàïîìíèì ëåâûé çàêîí óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ EI :

EI ◦ EK = lC
IK
L · EL ,

ãäå lC
IK
L åñòü ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå ëåâîé êîâà-

ðèàíòíîé àëãåáðû Êëèôôîðäà. Ïðîåêöèÿ ïðîèçâåäå-
íèÿ EI ◦ EK íà íàïðàâëåíèå E0 îïðåäåëÿåò ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå

EI · EK = lC
IK

0 · E0

è îáðàòíûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð gIK = lC
IK

0. Çàìå-
òèì òàêæå, ÷òî C0K

I = CK0
I = δKI .

Èç óñëîâèÿ àññîöèàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ â ëåâîé êî-
âàðèàíòíîé àëãåáðå Êëèôôîðäà XL

∗ ñëåäóåò ðåãóëÿð-
íîå (ïðèñîåäèíåííîå) ïðåäñòàâëåíèå áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ EI :

EI ∼ lC
IL
M .

Ïðè ýòîì âåêòîðó x∗ ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà

x∗ ∼ xLM = xI · lCILM .

Ñâÿçü ìåæäó ëåâûìè ñòðóêòóðíûìè ïîñòîÿííû-
ìè àëãåáðû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè àíòèëåïòîíà XL

∗

è ïðàâûìè ñòðóêòóðíûìè ïîñòîÿííûìè àëãåáðû ïðî-
ñòðàíñòâà-âðåìåíè ëåïòîíà XL îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïî-
ìîùüþ îïåðàöèè ñîïðÿæåíèÿ:

lC
RQ

P =
(
rC

L
KI

)∗
=
(
gRI · gQK · rCLKI · gLP

)t
. (6)

Îáðàòíûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð gIK ñâÿçàí ñ ìåòðè-
÷åñêèì òåíçîðîì óñëîâèåì:

gIK · gKL = δIL .

Èçìåðåíèå âåêòîðà x áàçèñíûìè âåêòîðàìè EI äàåò
â ðåçóëüòàòå êîîðäèíàòû âåêòîðà xI

EI · x = xI .

Ñîïðÿæåííûå áàçèñíûå âåêòîðû EI ñâÿçàíû ñ áà-
çèñíûìè âåêòîðàìè εK îïåðàöèåé ñîïðÿæåíèÿ

EI = εK · gIK .

Âåêòîðó x = εI x
I ñîîòâåòñòâóåò ñîïðÿæåííûé âåê-

òîð

x∗ = xI · EI =
(
εI · xI

)∗
,

ãäå xI = δIK x
K åñòü êîîðäèíàòû ñîïðÿæåííîãî âåêòî-

ðà. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà x íà ñîïðÿæåí-
íûé åìó âåêòîð x∗ ðàâíî

x · x∗ = δKI · xI · xK .

Ýòà êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííîé.
Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ÑÒÎ äëÿ ëåï-

òîíîâ è àíòèëåïòîíîâ îáîáùàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî àë-
ãåáðàìè Êëèôôîðäà XL è XL

∗.

IV. ÔÈÇÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÌÛÑË ÊÎÎÐÄÈÍÀÒ Â
ÀËÃÅÁÐÅ ÊËÈÔÔÎÐÄÀ

Âåêòîð (3) â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ëåïòîíà XL è åãî
êîîðäèíàòû ðàññìàòðèâàëèñü êàê áåçðàçìåðíûå âåëè-
÷èíû. Çäåñü îáðàòèìñÿ ê ðàçìåðíîñòÿì âåêòîðîâ è èõ
êîîðäèíàò.

� xi � êîîðäèíàòû âåêòîðà-îòðåçêà

εi x
i

â 4-õ ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ÑÒÎ. Ðàçìåðíîñòüþ
êîîðäèíàò xi ÿâëÿåòñÿ äëèíà

[xi] = ì .

Êîîðäèíàòû xi âêëþ÷àþò â ñåáÿ

⋄ xa � êîîðäèíàòû ãåîìåòðè÷åñêîãî âåêòîðà-
îòðåçêà9

εa x
a ,

⋄ x4 = c · t � êîîðäèíàòó âåêòîðà âðåìåíè

ε4 x
4 .

� xij � êîîðäèíàòû âåêòîðà-ïëîùàäè

εij x
ij

â ïðîñòðàíñòâå ÑÒÎ. Çäåñü ïîëàãàåòñÿ, ÷òî êî-
îðäèíàòû xij ïîäîáíû ïðîèçâåäåíèþ xi · xj , òî
åñòü ðàçìåðíîñòüþ êîîðäèíàò xij ÿâëÿåòñÿ êâàä-
ðàò äëèíû

[xij ] = ì2 .

Êîîðäèíàòû xij âêëþ÷àþò â ñåáÿ

⋄ xab � êîîðäèíàòû âåêòîðà-ïëîùàäè â ãåî-
ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå

εab x
ab ,

⋄ xa4 � êîîðäèíàòû âåêòîðà-ïëîùàäè â ïëîñ-
êîñòè (εa, ε4)

εa4 x
a4 .

� xijk � êîîðäèíàòû âåêòîðà-îáúåìà

εijk x
ijk

â ïðîñòðàíñòâå ÑÒÎ. Çäåñü ïîëàãàåòñÿ, ÷òî êî-
îðäèíàòû xijk ïîäîáíû ïðîèçâåäåíèþ xi ·xj ·xk,
òî åñòü ðàçìåðíîñòüþ êîîðäèíàò xijk ÿâëÿåòñÿ
äëèíà â òðåòüåé ñòåïåíè

[xijk] = ì3 .

Êîîðäèíàòû xijk âêëþ÷àþò â ñåáÿ

9 Íàïîìíèì, ÷òî èíäåêñû a, b, c ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 1,2,3 â îò-
ëè÷èå îò èíäåêñîâ i, j, k, êîòîðûå ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 1,2,3,4.



90 ÃËÀÂÀ 1.3 Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ëåïòîíà

⋄ xabc � êîîðäèíàòû âåêòîðà-îáúåìà â ãåîìåò-
ðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå

εabc x
abc ,

⋄ xab4 � êîîðäèíàòû âåêòîðà-ïëîùàäè â ïëîñ-
êîñòè (εab, ε4)

εab4 x
ab4 .

� x1324 � êîîðäèíàòû âåêòîðà-4-ìåðíîãî îáúåìà

ε1324 x
1324

â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ÑÒÎ. Çäåñü ïîëàãàåò-
ñÿ, ÷òî êîîðäèíàòû x1324 ïîäîáíû ïðîèçâåäåíèþ
x1 · x3 · x2 · x4, òî åñòü ðàçìåðíîñòüþ êîîðäèíàò
x1324 ÿâëÿåòñÿ äëèíà â ÷åòâåðòîé ñòåïåíè

[x1324] = ì4 .

� x0 � êîîðäèíàòû âåêòîðà-äëèíû

ε0 x
0 .

Â ïðåäñòàâëåííîì âèäå êîîðäèíàòû ñëàãàåìûõ âåê-
òîðîâ èìåþò ðàçíûå ðàçìåðíîñòè. Êîîðäèíàòû x0 áåç-
ðàçìåðíû, êîîðäèíàòû xi èìåþò ðàçìåðíîñòü äëèíû,
êîîðäèíàòû xij èìåþò ðàçìåðíîñòü êâàäðàòà äëèíû è
êîîðäèíàòû xijk è x1324 ñîîòâåòñòâåííî òðåòüåé è ÷åò-
âåðòîé ñòåïåíè äëèíû. Èñïîëüçîâàíèå âåêòîðîâ ñ êî-
îðäèíàòàìè ðàçíûõ ðàçìåðíîñòåé íåóäîáíî, îñîáåííî
ïðè âûïîëíåíèè óìíîæåíèé. Ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî
èñïîëüçîâàíèå âåêòîðîâ ëèáî ñ áåçðàçìåðíûìè êîîð-
äèíàòàìè, ëèáî ñ êîîðäèíàòàìè îäíîé ðàçìåðíîñòè,
íàïðèìåð äëèíû. Òîãäà ñàìè âåêòîðû â ïåðâîì ñëó÷àå
áóäóò áåçðàçìåðíâìè âåëè÷èíàìè, à âî âòîðîì ñëó÷àå
áóäóò èìåòü ïðèíÿòóþ ðàçìåðíîñòü, íàïðèìåð äëèíó.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû âåêòîð è åãî êîìïîíåíòû áûëè áåç-

ðàçìåðíûìè, ââåäåì êîýôôèöèåíòû

L0 , S , V ,W ,

èìåþùèå ðàçìåðíîñòè ñîîòâåòñòâåííî äëèíû, êâàäðà-
òà, êóáà è ÷åòâåðòîé ñòåïåíè äëèíû. Èñïîëüçóÿ èõ,
çàïèøåì âåêòîð è åãî êîìïïîíåíòû â áåçðàçìåðíîì
âèäå

x = ε0 x
0+εi

xi

L0
+εij

xij

S
+εijk

xijk

V
+ε1324

x1324

W
. (7)

Ê âåêòîðó è åãî êîìïîíåíòàì îäíîé ðàçìåðíîñòè,
íàïðèìåð äëèíû, ìîæíî ïåðåéòè, èñïîëüçóÿ (7), ïó-
òåì óìíîæåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà (7) íà ñîîò-
âåòñòâóþùèé êîýôôèöèåíò, íàïðèìåð êîýôôèöèåíò
L0

10,

x′ = ε0 x
′0+εi x

i+εij L0
xij

S
+εijk L0

xijk

V
+ε1324 L0

x1324

W
.

(8)

10 Çäåñü ââåäåíî îáîçíà÷åíèå x′ = L0 · x è x′0 = L0 · x0.

Ïîñëåäíþþ òî÷êó çðåíèÿ ñëåäóåò ñ÷èòàòü ïðåäïî-
÷òèòåëüíîé. Âî âñÿêîì ñëó÷àå, îïûò ÑÒÎ, â êîòîðîé
âðåìÿ ïðèâåäåíî ê ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòå ïó-
òåì óìíîæåíèÿ íà ïîñòîÿííóþ ñêîðîñòü c, äåìîíñòðè-
ðóåò óäîáñòâî òàêîé òî÷êè çðåíèÿ.
Óêàçàííûå â ýòèõ ôîðìóëàõ êîýôôèöèåíòû

L0 , S , V ,W

ïî íàøåìó çàìûñëó äîëæíû âûðàæàòüñÿ ÷åðåç ôèçè-
÷åñêèå êîíñòàíòû. Âîïðîñ î òîì, êàêèå çíà÷åíèÿ ïðè-
íèìàþò ýòè âåëè÷èíû, ïîêà îñòàâèì îòêðûòûì. Ïðåä-
âàðèòåëüíî áóäåì ïîëàãàòü11

L0

2 · π
= R =

ℏ
mc
−

"ðàäèóñ" ëåïòîíà.
Â áåçðàçìåðíîì âûðàæåíèè (7) âåêòîð îáðàçóþùåãî

ïðîñòðàíñòâà ÑÒÎ èìååò âèä

x = εa
xa

L0
+ ε4

c t

L0
.

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ïîçâîëÿåò ââåñòè åùå îäíó ïî-
ñòîÿííóþ âåëè÷èíó

T =
L0

c
,

èìåþùóþ ðàçìåðíîñòü âðåìåíè.

1. Êîîðäèíàòû ðàçìåðíîñòè äëèíû

Ïåðåïèøåì (8) è ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ êîîðäè-
íàò, èìåþùèõ ðàçìåðíîñòü äëèíû

x′ = ε0 x
′0+εi x

′i+εij x
′ij+εijk x

′ijk+ε1324 x
′1324 . (9)

Çäåñü

x′
0
= L0 · x0 , x′i = xi ,

x′ij = L0
xij

S
, x′ijk = L0

xijk

V
, x′1324 = L0

x1324

W
.

Äàëåå âûðàçèì êîîðäèíàòû x′ij , x′ijk, x′1324 ÷åðåç
ñîîòâåòñòâóþùèå óãëû è ñêîðîñòè. Â òàêîì âèäå ýòè
êîîðäèíàòû áîëåå ïîíÿòíû è óäîáíû äëÿ ðàáîòû ñ íè-
ìè.
xab

� êîîðäèíàòû ïëîùàäè â ïëîñêîñòè (εa, εb). Ïëî-
ùàäü xab ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïëîùàäü êðóãîâîãî
ñåêòîðà, îãðàíè÷åííîãî îêðóæíîñòüþ, îïðåäåëÿåìîé
óðàâíåíèåì

r2 = (xa)2 + (xb)2 .

11 Çäåñü â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé Êîìïòîíà m � ýòî ìàññà
ëåïòîíà.
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Â ðåçóëüòàòå èìååì

xab =
1

2
r2 φab ,

ãäå φab�óãîë â ðàññìàòðèâàåìîé ïëîñêîñòè.
Çà åäèíè÷íóþ ïëîùàäü ïðèìåì

S = π ·R2 , ãäå R =
L0

2 · π
.

Òîãäà äëÿ êîîðäèíàò â îòíîñèòåëüíûõ åäèíèöàõ ïî-
ëó÷èì

xab

S
=

r2 φab

2 · π ·R2
.

Âáëèçè ðàäèóñà r ≈ R èìååì

xab

S
=

φab

2 · π
è äëÿ äèôôåðåíöèàëîâ êîîðäèíàò

dxab

S
=
dφab

2 · π
.

Äëÿ êîîðäèíàò ðàçìåðíîñòè äëèíû èìååì

dx′ab = L0
dxab

S
= Rdφab .

xa4

� êîîðäèíàòû ïëîùàäè â ïëîñêîñòè (εa, ε4). Ïëî-
ùàäü xa4 áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ïëîùàäü ãèïåðáî-
ëè÷åñêîãî ñåêòîðà, îãðàíè÷åííîãî ãèïåðáîëîé, îïðå-
äåëÿåìîé óðàâíåíèåì

−s2 = (xa)2 − (x4)2 .

Â ðåçóëüòàòå èìååì

xa4 =
1

2
s2 ψa4 ,

ãäå ψa4 � óãîë ãèïåðáîëè÷åñêîãî ñåêòîðà, è äëÿ äèô-
ôåðåíöèàëà êîîðäèíàò

dxa4 =
1

2
s2 dψa4 . (10)

Èç ÑÒÎ èçâåñòíî, ÷òî ãèïåðáîëè÷åñêèé óãîë ψa4

ñâÿçàí ñî ñêîðîñòüþ äâèæåíèÿ12. Äåéñòâèòåëüíî,

va

c
=
xa

x4
=

sinhψa4

coshψa4
= tanhψa4 .

Îòñþäà äëÿ äèôôåðåíöèàëà dva

c

dva

c
=

dψa4

cosh2 ψa4
= (1− tanh2 ψa4) dψa4 .

12 Ñì. Ãëàâà 1.1 ôîðìóëà (21)

Âûðàçèì îòñþäà dψa4

dψa4 =
(x4)2

(x4)2 − (xa)2
dva

c
.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (8), ïîëó÷èì

dxa4 =
(x4)2

2

dva

c
.

Çà åäèíè÷íóþ ïëîùàäü ïðèìåì S = 1
2 (L0)

2. Òîãäà
äëÿ êîîðäèíàò â îòíîñèòåëüíûõ åäèíèöàõ ïîëó÷èì

dxa4

S
=

(x4)2

(L0)2
dva

c
.

Âáëèçè L0 èìååì x4 ≈ L0 è

dxa4

S
=
dva

c
.

Äëÿ êîîðäèíàò ðàçìåðíîñòè äëèíû èìååì

dx′a4 = L0 ·
dxa4

S
=
L0 dv

a

c
= T dva .

xabc

� êîîðäèíàòû îáúåìà â ãåîìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàí-
ñòâå (εa, εb, εc). Îáúåì xabc ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê
îáúåì øàðîâîãî ñåêòîðà, îãðàíè÷åííîãî ñôåðîé, îïðå-
äåëÿåìîé óðàâíåíèåì

r2 = (xa)2 + (xb)2 + (xc)2 .

Â ðåçóëüòàòå èìååì

xabc =
1

3
r3 φ123 ,

ãäå φ123 � òåëåñíûé óãîë â ðàññìàòðèâàåìîì ïðî-
ñòðàíñòâå.
Çà åäèíè÷íûé îáúåì ïðèìåì V = 2·π

3 R3. Òîãäà äëÿ
êîîðäèíàò â îòíîñèòåëüíûõ åäèíèöàõ ïîëó÷èì

xabc

V
=

r3 φ123

2 · π ·R3
.

Âáëèçè ðàäèóñà r ≈ R èìååì

xabc

V
=
φ123

2 · π

è äëÿ äèôôåðåíöèàëîâ êîîðäèíàò ñîîòâåòñòâåííî

dxabc

V
=
dφ123

2 · π
.

Äëÿ êîîðäèíàò ðàçìåðíîñòè äëèíû èìååì

dx′abc = L0 ·
dxabc

V
= Rdφ123 .

xab4
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� êîîðäèíàòû îáúåìà â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
(εa, εb, ε4). Îáúåì xab4 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáú-
åì ñåêòîðà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòüþ, îïðåäåëÿå-
ìîé óðàâíåíèåì

−r2 = (xa)2 + (xb)2 − (x4)2 .

Îäíàêî çäåñü ïîñòóïèì èíà÷å. Áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü îáúåì xab4 êàê ïëîùàäü êðóãîâîãî ñåêòîðà â
ïëîñêîñòè (εab, ε4), îãðàíè÷åííîãî îêðóæíîñòüþ, îïðå-
äåëÿåìîé óðàâíåíèåì

−r2 = −(xab)2 − (x4)2 .

Âõîäÿùèå â ýòî óðàâíåíèå êîîðäèíàòû èìåþò ðàç-
ìåðíîñòü äëèíû, òî åñòü,

xab = Rφab , x4 = c t .

Â ðåçóëüòàòå èìååì

xab4 =
1

2
r2 φab4 ,

ãäå φab4 � óãîë êðóãîâîãî ñåêòîðà â óêàçàííîé ïëîñ-
êîñòè, è äëÿ äèôôåðåíöèàëà êîîðäèíàò

dxab4 =
1

2
r2 dφab4 . (11)

Ïîêàæåì, ÷òî êðóãîâîé óãîë φab4 ñâÿçàí ñ óãëîâîé
ñêîðîñòüþ âðàùåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî,

tanφab4 =
xab

x4
=
R

c

φab

t
.

Çäåñü

xab

x4
= ωab4

åñòü óãëîâàÿ ñêîðîñòü â îòíîñèòåëüíûõ åäèíèöàõ. Äà-
ëåå ó÷òåì, ÷òî âåëè÷èíà

φab

t
= ωab

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óãëîâóþ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ â
ïëîñêîñòè (εa, εb) è, êðîìå òîãî, ââåäåì ïîñòîÿííóþ
âåëè÷èíó

Ω =
c

R
=

2 · π
T

,

èìåþùóþ ðàçìåðíîñòü óãëîâîé ñêîðîñòè. Â ðåçóëüòà-
òå ïîëó÷èì

ωab4 = tanφab4 =
ωab

Ω
.

Îòñþäà äëÿ äèôôåðåíöèàëà dωab4

dωab4 =
dφab4

cos2 φab4
= (1 + tan2 φab4) dφab4 .

Âûðàçèì îòñþäà dφab4

dφab4 =
(x4)2

(x4)2 + (xab)2
dωab4 .

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (11), ïîëó÷èì

dxab4 =
(x4)2

2
dωab4 .

Çà åäèíè÷íóþ ïëîùàäü ïðèìåì S = π · (L0)
2. Òîãäà

äëÿ êîîðäèíàò â îòíîñèòåëüíûõ åäèíèöàõ ïîëó÷èì

dxab4

S
=

(x4)2

2 · π · (L0)2
dωab4 .

Âáëèçè L0 èìååì x4 ≈ L0 è

dxab4

S
=
dωab4

2 · π
=

dωab

2 · π · Ω
.

Äëÿ êîîðäèíàò ðàçìåðíîñòè äëèíû èìååì

dx′ab4 =
L0 dω

ab

2 · π · Ω
=
R · dωab

Ω
.

x1324

� êîîðäèíàòû âåêòîðà-4-õ ìåðíîãî îáúåìà â 4-õ ìåð-
íîì ïðîñòðàíñòâå ÑÒÎ. Âìåñòå ñ òåì x1324 ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê êîîðäèíàòû ïëîùàäè êðóãîâîãî ñåê-
òîðà â ïëîñêîñòè (ε132, ε4), îãðàíè÷åííîãî îêðóæíî-
ñòüþ, îïðåäåëÿåìîé óðàâíåíèåì

−r2 = −(x132)2 − (x4)2 .

Çäåñü íàäî ïîëàãàòü, ÷òî âõîäÿùèå â ýòî óðàâíåíèå
êîîðäèíàòû èìåþò ðàçìåðíîñòü äëèíû, òî åñòü,

x132 = Rdφ123 , x4 = c t .

Â ðåçóëüòàòå èìååì

x1324 =
1

2
r2 φ1324 ,

ãäå φ1324 � óãîë êðóãîâîãî ñåêòîðà â óêàçàííîé ïëîñ-
êîñòè, è äëÿ äèôôåðåíöèàëà êîîðäèíàò

dx1324 =
1

2
r2 dφ1324 . (12)

Ïîêàæåì, ÷òî êðóãîâîé óãîë φ1324 ñâÿçàí ñ òåëåñíîé
ñêîðîñòüþ13 âðàùåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî,

tanφ1324 =
x132

x4
=
R

c

φ132

t
.

Çäåñü

x132

x4
= ω1324

13 Ñêîðîñòüþ èçìåíåíèÿ òåëåñíîãî óãëà
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åñòü òåëåñíàÿ ñêîðîñòü â îòíîñèòåëüíûõ åäèíèöàõ.
Äàëåå ó÷òåì, ÷òî âåëè÷èíà

φ132

t
= ω132

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òåëåñíóþ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ â
ãåîìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå è, êðîìå òîãî, ââåäåì
ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó

Ω =
c

R
=

2 · π
T

,

èìåþùóþ ðàçìåðíîñòü òåëåñíîé óãëîâîé ñêîðîñòè, íà-
ïðèìåð ñòåðàäèàí/ñåê. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

ω1324 = tanφ1324 =
ω132

Ω
.

Îòñþäà äëÿ äèôôåðåíöèàëà dω1324

dω1324 =
dφ1324

cos2 φ1324
= (1 + tan2 φ1324) dφ1324 .

Âûðàçèì îòñþäà dφ1324

dφ1324 =
(x4)2

(x4)2 + (x132)2
dω1324 .

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (12), ïîëó÷èì

dx1324 =
(x4)2

2
dω1324 .

Çà åäèíè÷íóþ ïëîùàäü ïðèìåì S = 2 · π · (L0)
2.

Òîãäà äëÿ êîîðäèíàò â îòíîñèòåëüíûõ åäèíèöàõ ïî-
ëó÷èì

dx1324

S
=

(x4)2

4 · π · (L0)2
dω1324 .

Âáëèçè L0 áóäåì èìåòü x4 ≈ L0 è

dx1324

S
=
dω1324

4 · π
=

dω132

4 · π · Ω
.

Äëÿ êîîðäèíàò ðàçìåðíîñòè äëèíû èìååì

dx′1324 =
L0 dω

132

4 · π · Ω
=
R · dω132

2 · Ω
.

Çäåñü

2 · Ω =
4 · π
T

= ΩT ,

ãäå 4 · π � ýòî ïîëíûé òåëåñíûé óãîë, à ΩT � ïîñòî-
ÿííàÿ òåëåñíîé óãëîâîé ñêîðîñòè, îíà èìååò ðàçìåð-
íîñòü ñòåðàäèàí/ñåê.
Â ðåçóëüòàòå äëÿ êîîðäèíàò ðàçìåðíîñòè äëèíû

èìååì

dx′1324 =
R · dω132

ΩT
.

x0

� êîîðäèíàòû âåêòîðà äëèíû. Ýòîò âåêòîð íàèáîëåå
çàãàäî÷åí äëÿ îáúÿñíåíèÿ. Äëÿ âûÿñíåíèÿ åãî ñìûñëà
ðàññìîòðèì ÷àñòíûé âåêòîð àëãåáðû Êëèôôîðäà14

x = ε0 x
0 + εa x

a + ε4 x
4

è âû÷èñëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ýòîãî âåêòîðà íà
ñåáÿ

x · x = (x0)2 + (xa)2 − c2 t2 .

Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî x · x = 0, òî ïîëó÷èì ñîîòíî-
øåíèå

(x0)2 + (xa)2 − c2 t2 = 0 .

Èç ñðàâíåíèÿ åãî ñ ñîîòíîøåíèåì (1), èçâåñòíûì èç
ÑÒÎ, ïîëó÷èì, ÷òî êîîðäèíàòà x0 ýêâèâàëåíòíà èí-
òåðâàëó, ââîäèìîìó â ÑÒÎ. Íà îñíîâàíèè èçëîæåí-
íîãî äàëåå áóäåì ïîëàãàòü

� ðàññìàòðèâàåìûå íàìè âåêòîðû àëãåáðû Êëèô-
ôîðäà èìåþò íóëåâóþ äëèíó;

� êîîðäèíàòà x0 åñòü èíòåðâàë, îáîáùàþùèé èí-
òåðâàë, ââîäèìûé â ÑÒÎ.

Ðàññ÷èòûâàåì, ÷òî ïðè òàêîé èíòåðïðåòàöèè êîîð-
äèíàòû x0 ìû íå âñòðåòèìñÿ ñ êàêèìè-ëèáî ïðîòèâî-
ðå÷èÿìè.
Ïðèâåäåííûå ñîîáðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò çàïèñàòü äèô-

ôåðåíöèàë âåêòîðà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ëåïòîíà â
ñëåäóþùåì âèäå

dx = ε0 dx
0 + εa dx

a + ε4 dx
4 + εabRdφ

ab +

+εa4 T dv
a + ε123Rdφ

123 + εab4
Rdωab

Ω
+ ε1324

dω132

ΩT
.

Äëÿ êâàäðàòà äëèíû ýòîãî âåêòîðà èìååì

dx · dx = (dx0)2+ (dxa)2− c2 dt2−R2(dφab)2+ T 2(dva)2

−R2 (dφ123)2 +
R2 (dωab)2

Ω2
− R2 (dω132)2

(ΩT )2
= 0 .

Îòñþäà

(dx0)2 = −(dxa)2 + c2 dt2 +R2 (dφab)2 − T 2 (dva)2 +

+R2 (dφ123)2 − R2 (dωab)2

Ω2
+
R2 (dω132)2

(ΩT )2
= 0 .

Ýòî ñîîòíîøåíèå îáîáùàåò èíòåðâàë, êîòîðûé ââî-
äèòñÿ â ÑÒÎ.
Èç ïðåäûäóùèõ ôîðìóë âèäíî, ÷òî ïàðàìåòð R �

"ðàäèóñ" ëåïòîíà � ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì è ïðè R→ 0
(ñîîòâåòñòâåííî T → 0, Ω→∞ è ΩT →∞), òî åñòü ïî
ìåðå óäàëåíèÿ îò ëåïòîíà, ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ëåïòî-
íà ïåðåõîäèò â ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ÑÒÎ.

14 Òàêîé âåêòîð ðàññìàòðèâàëñÿ â Ãëàâå 1.1. Ðàçäåë IV.5.
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V. ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÉ ÈÌÏÓËÜÑ ËÅÏÒÎÍÀ

Äåéñòâèå ëåïòîíà S ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé óêàçàííûõ
âûøå êîîðäèíàò. Ïðîèçâîäíûå îò äåéñòâèÿ ïî êîîðäè-
íàòàì ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè îïðåäåëÿþò êîìïîíåíòû
ñîáñòâåííîãî èìïóëüñà ëåïòîíà.
Êîìïîíåíòû ñîáñòâåííîãî èìïóëüñà ëåïòîíà òàêî-

âû:

� 4-ìåðíûé èìïóëüñ

pi = −
∂S

∂xi
.

Â òîì ÷èñëå

⋄ 3-ìåðíûé èìïóëüñ

pa = − ∂S

∂xa
,

⋄ ýíåðãèÿ

p4 = − ∂S

∂x4
= −1

c

∂S

∂t
=
E

c
.

� 4-ìåðíûé óãëîâîé ìîìåíò èìïóëüñà

pij = −
∂S

∂xij
.

Â òîì ÷èñëå

⋄ 3-ìåðíûé óãëîâîé ìîìåíò èìïóëüñà, èëè
ñïèí,

pab = −
∂S

∂xab
= − 1

R

∂S

∂φab
=
Mab

R
,

⋄ 3-ìåðíàÿ ñèëà

pa4 = − ∂S

∂xa4
= − 1

T

∂S

∂va
= T fa .

� 4-ìåðíûé òåëåñíûé ìîìåíò èìïóëüñà

pijk = − ∂S

∂xijk
,

â òîì ÷èñëå

⋄ 3-ìåðíûé òåëåñíûé ìîìåíò èìïóëüñà

p123 = − ∂S

∂x123
= − 1

R

∂S

∂φ123
=
M123

R
,

⋄ 3-ìåðíûé óãëîâîé ìîìåíò ñèëû

pab4 = − ∂S

∂xab4
= − Ω

L0

∂S

∂ωab
=
Fab
c
.

� Òåëåñíûé ìîìåíò ñèëû

p1324 = − ∂S

∂x1324
= −ΩT

L0

∂S

∂ω132
=
F132

c
.

� Èìïóëüñ ïîêîÿ

p0 = − ∂S

∂x0
.

Òàê êàê ìû îòîæäåñòâèëè x0 ñ èíòåðâàëîì, ââî-
äèìûì â ÑÒÎ, òî

p0 = − ∂S

∂x0
= mc .

Ðàññìîòðåííûå êîìïîíåíòû èìïóëüñà ó÷àñòâóþò â
ôîðìèðîâàíèè âåêòîðà èìïóëüñà

p = − ∂S

∂xI
EI = pIEI .

Äëÿ êâàäðàòà äëèíû ýòîãî âåêòîðà èìååì ñîîòíîøå-
íèå, îáîáùàþùåå ñâÿçü ìåæäó èìïóëüñîì è ýíåðãèåé
â ÑÒÎ:

p · p = (mc)2 + (pa)
2 − E2

c2
− (Mab)

2

R2
+ T 2 (fa)

2 −

− (M123)
2

R2
+

(Fab)
2

c2
− (F132)

2

c2
= 0 . (13)

VI. ÎÏÅÐÀÒÎÐÛ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÎÂÀÍÈß
ÊÀÊ ÂÅÊÒÎÐÛ ÀËÃÅÁÐÛ ÊËÈÔÔÎÐÄÀ

Ââåäåì ñèìâîëè÷åñêèé âåêòîð

∂

∂x
=

∂

∂xI
EI ,

â êîòîðîì îïåðàòîðû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

∂

∂xI

ñëóæàò ñâîåîáðàçíûìè êîîðäèíàòàìè. Ýòîò âåêòîð
îáîáùàåò èçâåñòíûé îïåðàòîð ∇ � íàáëà, ââîäèìûé â
òåîðèè âåêòîðíîãî ïîëÿ. Ìíîæåñòâî óêàçàííûõ âåê-
òîðîâ áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê àëãåáðó Êëèôôîðäà,
êîòîðóþ îáîçíà÷èì Dx.
Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà ∂

∂x ∈ Dx è âåêòîðà
dx ∈ XL äàåò èíâàðèàíòíûé îïåðàòîð � äèôôåðåíöè-
àë:

d( ) =
∂

∂xI
(
EI · εK

)
dxK =

∂

∂xI
dxI .

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà ∂
∂x ∈ Dx íà ñåáÿ

äàåò îáîáùåííûé îïåðàòîð Äàëàìáåðà:

□ =

(
∂

∂xI
EI
)
·
(

∂

∂xK
EK
)

= gIK
∂2

∂xI ∂xK
.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåãóëÿðíûì ïðåäñòàâëåíèåì èìå-
åì

∂

∂xI
EI ∼ ∂

∂xI
lC

IK
L . (14)
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Îïåðàòîðû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ìîæíî õàðàêòåðè-
çîâàòü äâîÿêèì îáðàçîì. Ïåðâàÿ õàðàêòåðèñòèêà ñâÿ-
çàíà ñ äâèæåíèåì, êîòîðîå îïåðàòîðû äèôôåðåíöèðî-
âàíèÿ ïðåäñòàâëÿþò. Ïðè ýòîì äèôôåðåíöèàë

dx = εK · dxK

åñòü îáîáùåííûé ñäâèã â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ëåï-
òîíà, à îïåðàòîð

∂

∂xI
EI

åñòü îïåðàòîð ýòîãî ñäâèãà èëè áîëåå ïîäðîáíî � îïå-
ðàòîð äâèæåíèÿ, îïèñûâàåìîãî ýòèì ñäâèãîì. Ñ ýòîé
òî÷êè çðåíèÿ èìååì ñëåäóþùèå êîìïîíåíòû îïåðàòî-
ðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

� Îïåðàòîð ñäâèãà â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ÑÒÎ
∂
∂xi .

⋄ Îïåðàòîð ñäâèãà â ãåîìåòðè÷åñêîì ïðî-
ñòðàíñòâå ∂

∂xa .

⋄ Îïåðàòîð ñäâèãà âî âðåìåíè ∂
∂x4 .

� Îïåðàòîð ïîâîðîòîâ â 4-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-
âðåìåíè ÑÒÎ ∂

∂xij .

⋄ Îïåðàòîð ïîâîðîòîâ â ãåîìåòðè÷åñêîì ïðî-
ñòðàíñòâå ∂

∂xab .

⋄ Îïåðàòîð óñêîðåííîãî ïîñòóïàòåëüíîãî äâè-
æåíèÿ ∂

∂xa4 .

� Îïåðàòîð òåëåñíûõ ïîâîðîòîâ â 4-ìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå-âðåìåíè ÑÒÎ ∂

∂xijk .

⋄ Îïåðàòîð òåëåñíûõ ïîâîðîòîâ â ãåîìåòðè-
÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ∂

∂xab .

⋄ Îïåðàòîð óñêîðåííîãî âðàùåíèÿ ∂
∂xab4 .

� Îïåðàòîð óñêîðåííîãî òåëåñíîãî âðàùåíèÿ ∂
∂x1324 .

� Îïåðàòîð ðàñòÿæåíèÿ � ñæàòèÿ (äèëàòàöèé)
∂
∂x0 .

Îïåðàòîðû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ìîæíî õàðàêòåðè-
çîâàòü èíà÷å, òàê, êàê ýòî äåëàåòñÿ â êâàíòîâîé ìåõà-
íèêå. Èç ñîîòâåòñòâèÿ, âûòåêàþùåãî èç ðåãóëÿðíîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ, ñëåäóåò

∂

∂xI
lC

IK
L ∼ (p0)I = −

∂S0

∂xI
.

Çäåñü ïî ïîâòîðÿþùåìóñÿ èíäåêñó I ñóììèðîâàíèå
íå ïðåäïîëàãàåòñÿ. Óêàçàííîå ñîîòâåòñòâèå ïîçâîëÿ-
åò õàðàêòåðèçîâàòü îïåðàòîðû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó èìïóëüñó. Âñëåä çà êëàññèêà-
ìè êâàíòîâîé ìåõàíèêè áóäåì îáîçíà÷àòü îïåðàòîð
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñèìâîëîì èìïóëüñà ñ âåðõíåé
"êðûøå÷êîé":

p̂I =
∂

∂xI
lC

IK
L

è íàçûâàòü åãî îïåðàòîðîì èìïóëüñà (p0)I
15.

Íàïðèìåð, îïåðàòîðû

p̂1 =
∂

∂x1
lC

1K
L , p̂2 =

∂

∂x2
lC

2K
L ,

p̂3 =
∂

∂x3
lC

3K
L , p̂4 =

∂

∂x4
lC

4K
L

åñòü ñîîòâåòñòâåííî îïåðàòîðû èìïóëüñîâ p1, p2, p3 è
ýíåðãèè p4 = E

c . Äëÿ ñòðóêòóðíûõ ìàòðèö â ïåðâîì

ñæàòîì ïðåäñòàâëåíèè � ýòî îïåðàòîðû Äèðàêà16

i -σa

σa
∂a , −i 1

1
∂4

Äëÿ âòîðîãî ñæàòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ � ýòî îïåðàòî-
ðû Ïàóëè

p̂1 = −i σ1 ∂

∂x1
, p̂2 = −i σ2 ∂

∂x2
,

p̂3 = −i σ3 ∂

∂x3
, p̂4 = −i ∂

∂x4
.

È, íàêîíåö, äëÿ òðåòüåãî ñæàòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ �
ýòî îïåðàòîðû Øðåäèíãåðà

p̂1 = −i ∂

∂x1
, p̂2 =

∂

∂x2
, p̂3 = −i ∂

∂x3
, p̂4 = −i ∂

∂x4
.

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ïðè òî÷íîì âû÷èñëåíèè îïå-
ðàòîð p̂2 íå åñòü −i ∂

∂x2 , êàê ïðåäïîëàãàë Øðåäèíãåð.
Òàêèì îáðàçîì, �íåîáû÷íûå� êâàíòîâîìåõàíè÷å-

ñêèå îïåðàòîðû åñòü �îáû÷íûå� îïåðàòîðû äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ

∂

∂xI
EI ,

íî çàïèñàííûå â ðåãóëÿðíîì (ïðèñîåäèíåííîì) ïðåä-
ñòàâëåíèè àëãåáðû Êëèôôîðäà.
Òî÷íî òàê æå èìååì

� îïåðàòîðû ìîìåíòà èìïóëüñà

p̂21 =
∂

∂x21
lC

21K
L , p̂13 =

∂

∂x13
lC

13K
L ,

p̂32 =
∂

∂x32
lC

32K
L ,

� îïåðàòîðû ñèëû

p̂14 =
∂

∂x14
lC

14K
L , p̂24 =

∂

∂x24
lC

24K
L ,

p̂34 =
∂

∂x34
lC

34K
L ,

15 Çäåñü òàêæå ïî ïîâòîðÿþùåìóñÿ èíäåêñó I ñóììèðîâàíèå íå
ïðåäïîëàãàåòñÿ.

16 Ñì. Ãëàâà 4.3. Ðàçäåë IV.



96 ÃËÀÂÀ 1.3 Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ëåïòîíà

� îïåðàòîð òåëåñíîãî ìîìåíòà èìïóëüñà

p̂123 =
∂

∂x123
lC

123K
L ,

� îïåðàòîðû ìîìåíòà ñèëû

p̂124 =
∂

∂x124
lC

124K
L , p̂134 =

∂

∂x134
lC

134K
L ,

p̂234 =
∂

∂x234
lC

234K
L ,

� îïåðàòîð òåëåñíîãî ìîìåíòà ñèëû

p̂1324 =
∂

∂x1324
lC

1324K
L ,

� îïåðàòîð äèëàòàöèè

p̂0 =
∂

∂x0
C0K

L .

1. Ïîäàëãåáðû àëãåáðû Êëèôôîðäà è
îïåðàòîðû íåçàâèñèìûõ äâèæåíèé

Â ïðåäûäóùåì Ðàçäåëå âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà-âðå-
ìåíè è îïåðàòîðû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ áûëè îõàðàê-
òåðèçîâàíû äâèæåíèåì, êîòîðîå îíè ïðåäñòàâëÿþò. Â
òîì ñëó÷àå, êîãäà ðåøàþòñÿ ÷àñòíûå çàäà÷è, ñâÿçàí-
íûå ñ ïîäãðóïïàìè äâèæåíèé, öåëåñîîáðàçíî óñòàíî-
âèòü ñâÿçü ìåæäó ïîäàëãåáðàìè àëãåáðû Êëèôôîðäà
è ïîäãðóïïàìè äâèæåíèé.
Ñíà÷àëà ïîëåçíî âûäåëèòü ïîäàëãåáðû, â êîòîðûå

íå âõîäèò âåêòîð âðåìåíè ε4 dx
4. Òàêèå ïîäàëãåáðû

íàçîâåì ñòàòè÷åñêèìè. Íàïðîòèâ, ïîäàëãåáðû, â êî-
òîðûå óêàçàííûé âåêòîð âõîäèò, íàçîâåì äèíàìè÷å-
ñêèì.
Ïðèìåðû ñòàòè÷åñêèõ ïîäàëãåáð.

� Ïîäàëãåáðà ïîâîðîòîâ â ãåîìåòðè÷åñêîì ïðî-
ñòðàíñòâå. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ
÷àñòèöû õàðàêòåðèçóåòñÿ âåêòîðîì � êâàòåðíè-
îíîì

dx = ε0 dx
0 + ε21 dx

21 + ε13 dx
13 + ε32 dx

32 .

Ñòðóêòóðíûìè ìàòðèöàìè ýòîé ïîäàëãåáðû â
êîìïëåêñíîì ïðåäñòàâëåíèè ÿâëÿþòñÿ åäèíè÷-
íàÿ ìàòðèöà è òðè ìàòðèöû Ïàóëè, óìíîæåííûå
íà ìíèìóþ åäèíèöó. Îïåðàòîð äèôôåðåíöèðî-
âàíèÿ èìååò âèä

∂

∂x
=

∂

∂x0
E0 + ∂

∂x21
E21 + ∂

∂x13
E13 + ∂

∂x32
E32 ,

à êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèå îïåðàòîðû â ýòîì ñëó-
÷àå òàêîâû:

p̂0 =
∂

∂x0
C0K

L , p̂ab =
1

R
M̂ab ,

ãäå

M̂ab =
∂

∂φab
lC

abK
L

åñòü îïåðàòîðû ìîìåíòà èìïóëüñà, èëè ñïèíà.
Àëãåáðà óêàçàííûõ îïåðàòîðîâ åñòü àëãåáðà 3-
ìåðíîãî ñïèíà.

� Ïîäàëãåáðà ïîâîðîòîâ â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè
ÑÒÎ. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ÷àñòè-
öû õàðàêòåðèçóåòñÿ âåêòîðîì

dx = ε0 dx
0 + εab dx

ab + εa4 dx
a4 + ε1324 dx

1324 .

Îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èìååò âèä

∂

∂x
=

∂

∂x0
E0+ ∂

∂xab
Eab+ ∂

∂xa4
Ea4+ ∂

∂x1324
E132 .

Êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèå îïåðàòîðû â ýòîì ñëó÷àå
òàêîâû:

p̂0 =
∂

∂x0
C0K

L , p̂ab =
1

R
M̂ab ,

p̂a4 = T f̂a4 , p̂1324 =
1

c
F̂1324 ,

ãäå ïîìèìî îïåðàòîðîâ ìîìåíòà èìïóëüñà, èëè
ñïèíà, ôèãóðèðóþò îïåðàòîð ñèëû:

f̂a4 =
1

T 2

∂

∂va
lC

a4K
L

è îïåðàòîð òåëåñíîãî ìîìåíòà ñèëû:

F̂1324 =
1

T 2

∂

∂ω1324 lC
1324K

L .

Àëãåáðà óêàçàííûõ îïåðàòîðîâ åñòü àëãåáðà ðå-
ëÿòèâèñòñêîãî ñïèíà.

� Ïîäàëãåáðà ñäâèãîâ, ïîâîðîòîâ è òåëåñíîãî ïî-
âîðîòà â ãåîìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Â ýòîì
ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ÷àñòèöû õàðàêòåðè-
çóåòñÿ âåêòîðîì

dx = ε0 dx
0 + εa dx

a + εab dx
ab + ε123 dx

123 .

Ñòðóêòóðíûìè ìàòðèöàìè ýòîé ïîäàëãåáðû â
êîìïëåêñíîì ïðåäñòàâëåíèè ÿâëÿþòñÿ âîñåìü
ìàòðèö Äèðàêà. Îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
èìååò âèä

∂

∂x
=

∂

∂x0
E0 + ∂

∂xa
Ea + ∂

∂xab
Eab + ∂

∂x123
E123 .

Êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèå îïåðàòîðû â ýòîì ñëó÷àå
òàêîâû:

p̂0 =
∂

∂x0
C0K

L , p̂a ,
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p̂ab =
1

R
M̂ab , p̂123 =

1

R
M̂123 ,

ãäå ïîìèìî îïåðàòîðîâ èìïóëüñà è ñïèíà ôèãó-
ðèðóåò îïåðàòîð òåëåñíîãî ìîìåíòà èìïóëüñà

M̂123 =
∂

∂φ123 lC
123K

L .

Ïðèìåðû äèíàìè÷åñêèõ ïîäàëãåáð.

� Ïîäàëãåáðà òåëåñíûõ óñêîðåííûõ âðàùåíèé. Â
ýòîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ÷àñòèöû õàðàê-
òåðèçóåòñÿ âåêòîðîì

dx = ε0 dx
0 + ε4 dx

4 + ε123 dx
123 + ε1324 dx

1324 .

Îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èìååò âèä

∂

∂x
=

∂

∂x4
E4 + ∂

∂x123
E123 + ∂

∂x1324
E1324 .

Êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèå îïåðàòîðû â ýòîì ñëó÷àå
òàêîâû:

p̂0 =
∂

∂x0
C0K

L , p̂4 =
1

c
Ê ,

p̂123 =
1

R
M̂123 , p̂1324 =

1

c
F̂1324 ,

ãäå

Ê =
∂

∂t
lC

4K
L

åñòü îïåðàòîð ýíåðãèè. Àëãåáðà óêàçàííûõ îïå-
ðàòîðîâ î÷åíü ïîõîæà íà àëãåáðó ñëàáîãî èçî-
ñïèíà. Íà ýòîì âîïðîñå îñòàíîâèìñÿ ïîçäíåå.

� Ïîäàëãåáðà óñêîðåííûõ ïîñòóïàòåëüíûõ äâèæå-
íèé. Ýòà ïîäàëãåáðà ðàññìàòðèâàåòñÿ â ñëåäóþ-
ùåé Ãëàâå.

2. Îïåðàòîðû äâèæåíèÿ âèðòóàëüíîãî ëåïòîíà

Ðàçâèòîå â íàñòîÿùåé Ãëàâå ïðåäñòàâëåíèå î ïðî-
ñòðàíñòâå-âðåìåíè ëåïòîíà ïîçâîëÿåò ïîäîéòè ê îïè-
ñàíèþ âèðòóàëüíûõ ÷àñòèö (â äàííîì ñëó÷àå ëåïòî-
íîâ) ñ íîâîé òî÷êè çðåíèÿ.
Âèðòóàëüíûå ÷àñòèöû õàðàêòåðèçóþòñÿ äâóìÿ îá-

ñòîÿòåëüñòâàìè:
1) äëÿ íèõ íå âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå ÑÒÎ ìåæ-

äó èìïóëüñîì è ýíåðãèåé ÷àñòèöû

(mc)2 + (pa)
2 − E2

c2
= 0 ,

2) âèðòóàëüíàÿ ÷àñòèöà ÿâëÿåòñÿ íîñèòåëåì ñèëû .
Â ðàññìîòðåííîì íàìè ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ëåï-

òîíà ñîîòíîøåíèå ÑÒÎ ìåæäó èìïóëüñîì è ýíåðãèåé

íå âûïîëíÿåòñÿ; òî÷íåå, îíî îáîáùàåòñÿ äî ñîîòíîøå-
íèÿ (13). Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé ýòîãî ñîîòíî-
øåíèÿ

(mc)2 + (pa)
2 − E2

c2
+ T 2 (fa)

2 = 0 . (15)

Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ âèäíî, ÷òî îíî îïèñûâàåò ÷à-
ñòèöó, ÿâëÿþùóþñÿ íîñèòåëåì ñèëû. Òàêèì îáðàçîì,
åñëè ýòî ñîîòíîøåíèå îòíåñòè ê âèðòóàëüíîé ÷àñòèöå,
òî îáà âûøåóêàçàííûõ îáñòîÿòåëüñòâà áóäóò åãî ñëåä-
ñòâèåì. Èç ôîðìóëû (15) ñëåäóåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî-
âðåìÿ âèðòóàëüíîé ÷àñòèöû õàðàêòåðèçóåòñÿ âåêòî-
ðîì

dx = ε0 dx
0 + εa dx

a + ε4 dx
4 + εa4 T dv

a ,

îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èìååò âèä

∂

∂x
=

∂

∂x0
E0 + ∂

∂xa
Ea + ∂

∂x4
E4 + ∂

∂xa4
Ea4 .

Êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèé îïåðàòîð âûãëÿäèò ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

p̂ =
∂

∂x0
C0K

L+
∂

∂xa
lC

aK
L+

∂

∂x4
lC

4K
L+

∂

∂xa4
lC

a4K
L.

(16)

VII. ÊÂÀÍÒÎÂÀÍÈÅ
ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ-ÂÐÅÌÅÍÈ ËÅÏÒÎÍÀ

Â ïðåäûäóùåé Ãëàâå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî êâàíòî-
âûå ÿâëåíèÿ îáúÿñíÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòó-
ðîé âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Â íàñòîÿùåé Ãëàâå ìû
ïðèøëè ê íåîáõîäèìîñòè ðàññìàòðèâàòü ïðîñòðàí-
ñòâî-âðåìÿ ëåïòîíà êàê àëãåáðó Êëèôôîðäà. Òàêèì
îáðàçîì, îáîáùàÿ ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ äî àëãåáðû
Êëèôôîðäà, ìû íåèçáåæíî ïðèõîäèì ê êâàíòîâà-
íèþ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ëåïòîíà. Çäåñü óðàâíåíèÿ
ñòðóêòóðû âûñòóïàþò êàê êâàíòîâûå ïîñòóëàòû.

1. Óðàâíåíèå ñòðóêòóðû

Îñîáåííîñòü äèôôåðåíöèðîâàíèÿ âåêòîðîâ àëãåáð
ñâÿçàíà ñ äèôôåðåíöèðîâàíèåì çàêîíà óìíîæåíèÿ
âåêòîðîâ. Îíà ïðîÿâëÿåòñÿ â ñóùåñòâîâàíèè äëÿ àë-
ãåáð óðàâíåíèé ñòðóêòóðû. Äàëåå ðàññìîòðèì óðàâ-
íåíèÿ ñòðóêòóðû äëÿ ïðàâîé àëãåáðû Êëèôôîðäà

rXL. Óñëîâèìñÿ, ÷òî âåêòîðû èìåþò ðàçìåðíîñòü äëè-
íû. Òîãäà çàêîí óìíîæåíèÿ âåêòîðîâ â rXL çàïèøåòñÿ
òàê:

rx =
1

L0
· x1 ◦ x2 . (17)

Çäåñü L0 � ðàíåå ââåäåííàÿ ïîñòîÿííàÿ âåëè÷è-
íà, ñîãëàñóþùàÿ ðàçìåðíîñòè ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòåé
óðàâíåíèÿ, èìåþùàÿ ðàçìåðíîñòü äëèíû.
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Çàìåòèì, ÷òî ïðè L0 → 0, òî åñòü âäàëè îò ëåïòîíà,
àëãåáðà Êëèôôîðäà ñâîäèòñÿ ê ïðîñòðàíñòâó-âðåìå-
íè ÑÒÎ. Ïðè ýòîì ◦-óìíîæåíèå ñâîäèòñÿ ê óìíîæå-
íèþ âåêòîðà íà ÷èñëî.
Åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ çàêîíîì óìíîæåíèÿ áàçèñ-

íûõ âåêòîðîâ, òî ïîëó÷èì ïðàâèëî óìíîæåíèÿ êîîð-
äèíàò âåêòîðîâ ñîìíîæèòåëåé:

rx
L =

1

L0
· rCLKI · x1K · x2I .

Äàëåå íàì ïîíàäîáèòñÿ ïðåäñòàâëåíèå îá îáðàòíîì
âåêòîðå x−1, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (5).
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðîâ çàêîí
óìíîæåíèÿ âûãëÿäèò òàê:

rx
−1 =

1

L0
· (x1 ◦ x2)

−1 = x−1
2 ◦ x

−1
1 · L0 . (18)

Äåéñòâèòåëüíî,

x ◦ x−1 =
1

L0
· x1 ◦ x2 ◦ x−1

2 ◦ x
−1
1 · L0 = ε0 .

Êàê è â ïðåäûäóùåé Ãëàâå ïðè äèôôåðåíöèðîâà-
íèè çàêîíà óìíîæåíèÿ (17), áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ
ñëåäóþùèõ îáîçíà÷åíèé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç d1 rx äèô-
ôåðåíöèàë âåêòîðà rx â ñîîòíîøåíèè (17) ïðè èçìå-
íåíèè âåêòîðà x1, îáîçíà÷èì ÷åðåç d2 rx äèôôåðåí-
öèàë âåêòîðà rx â ñîîòíîøåíèè (17) ïðè èçìåíåíèè
âåêòîðà x2. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì èìååì

d1 rx =
1

L0
dx1 ◦ x2 , d2 rx =

1

L0
x1 ◦ dx2 .

Èç ýòèõ âûðàæåíèé ïîëó÷àåì

dx1 = L0 · d1 rx ◦ (x2)
−1 , dx2 = L0 · (x1)

−1 ◦ d2 rx .
(19)

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèé ðàññìîò-
ðèì âòîðîé äèôôåðåíöèàë d2d1x. Èç âûðàæåíèÿ (17)
äëÿ íåãî èìååò ìåñòî

d2d1 rx =
1

L0
dx1 ◦ dx2 . (20)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (19) è (18), ïîëó÷èì

d2d1 rx = d1 rx ◦ (x)−1 ◦ d2 rx . (21)

Âáëèçè åäèíèöû àëãåáðû, òî åñòü ïðè x = L0 ε0 è
(x)−1 = 1

L0
ε0, óðàâíåíèå (21) ïðèíèìàåò âèä

d2d1 rx =
1

L0
d1 rx ◦ d2 rx . (22)

Ýòî ñîîòíîøåíèå åñòü óðàâíåíèå ñòðóêòóðû àëãåá-
ðû rXL â âåêòîðíîé ôîðìå.
Ïîäñòàâëÿÿ â ôîðìóëó (22) âûðàæåíèÿ äèôôåðåí-

öèàëîâ ÷åðåç äèôôåðåíöèàëû êîîðäèíàò âåêòîðîâ
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè è ïîëüçóÿñü ïðàâûì çàêîíîì
óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ

εK ◦ εI = εL · rCLKI ,

ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû â êîîðäèíàòíîé ôîðìå

d2d1 rx
L =

1

L0
rC

L
KI · d1 rxK · d2 rxI . (23)

Ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ îáîáùàþòñÿ íà äèôôå-
ðåíöèàë n � îé ñòåïåíè

dndn−1 . . . d2d1x .

Äëÿ íåãî óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû èìåþò âèä

dndn−1 . . . d2d1x =
1

Ln−1
d1x ◦ d2x ◦ . . . ◦ dn−1x ◦ dnx .

2. Êâàíòîâûå ïîñòóëàòû è âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè

Â óðàâíåíèè (22) ââåäåì îáîçíà÷åíèå

χ = d1 rx

è íàçîâåì âåêòîð χ âîëíîâîé ôóíêöèåé ïðîñòðàíñò-
âà-âðåìåíè ëåïòîíà.
Êðîìå òîãî, ââåäåì îáîçíà÷åíèå d äëÿ äèôôåðåíöè-

àëà d2. Óðàâíåíèå ñòðóêòóðû â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ
ïðèíèìàåò âèä

dχ =
1

L0
χ ◦ dx . (24)

Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü äëÿ êîîðäèíàò âîë-
íîâîé ôóíêöèè χI = d1 rx

I :

dχL =
1

L0
rC

L
KI · χK · d rxI . (25)

Óðàâíåíèÿ (24), (25) èìåþò âèä çàäà÷è íà ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà äèôôåðåíöèàëà d.
Èòàê, ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò: óðàâíåíèÿ

ñòðóêòóðû àëãåáðû rXL ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû
êàê çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà äèô-
ôåðåíöèàëà d, òî åñòü, óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû, ïðåä-
ñòàâëåííûå â âèäå (24) è (25), âûñòóïàþò êàê êâàíòî-
âûå ïîñòóëàòû.
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå

êîîðäèíàòû êàê ôóíêöèè âåêòîðà äåéñòâèÿ. Âûðàçèì
äèôôåðåíöèàë d â âèäå

d =
∂

∂SM
· dSM

è ââåäåì îáîáùåííûå îáðàòíûå èìïóëüñû

(p−1)M =
∂x

∂SM
= EI ·

∂xI

∂SM
= EI · (p−1)IM .

Òîãäà çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (25) ïðèîá-
ðåòàåò âèä

∂χL

∂SM
=

1

L0
rC

L
KI · (p−1)IM · χ

K . (26)

Òàêèì îáðàçîì, èñõîäÿ èç àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóê-
òóðû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, ìû ïðèøëè ê çàäà÷å
íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ïðîñòðàíñòâåííî-âðå-
ìåííûõ âåêòîðîâ è ê ÿâëåíèþ, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé êâàíòîâàíèå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.
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VIII. ÂÛÂÎÄÛ ÏÎ ÃËÀÂÅ

� Âèä óðàâíåíèé Äèðàêà çàñòàâëÿåò ñ÷èòàòü, ÷òî
ëåïòîíàì íåîáõîäèìî ñîîòíåñòè ñâîå ñîáñòâåí-
íîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ. Îíî îáîáùàåò ïðî-
ñòðàíñòâî-âðåìÿ ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñè-
òåëüíîñòè (ÑÒÎ).

� Ñîáñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ëåïòîíà íåîá-
õîäèìî ðàññìàòðèâàòü êàê àëãåáðó Êëèôôîðäà,
îáðàçóþùèì ïðîñòðàíñòâîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ÑÒÎ.

� Óêàçàííûå îáîáùåíèÿ ñâÿçàíû ñ ïðèâëå÷åíèåì
äîïîëíèòåëüíûõ êîîðäèíàò â êà÷åñòâå íåçàâèñè-
ìûõ ïåðåìåííûõ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Ïîìè-
ìî xa � êîîðäèíàò âåêòîðà-ëèíèè è x4 � êîîð-
äèíàò âðåìåíè, ê íèì îòíîñÿòñÿ xab � êîîðäè-
íàòû âåêòîðà-ïëîùàäè (âåêòîðà óãëà), xa4 � êî-
îðäèíàòû âåêòîðà-ñêîðîñòè, xabc � êîîðäèíàòû
âåêòîðà-îáúåìà (âåêòîðà òåëåñíîãî óãëà), xab4 �
êîîðäèíàòû âåêòîðà óãëîâîé ñêîðîñòè, xabc4 �
êîîðäèíàòû âåêòîðà òåëåñíîé óãëîâîé ñêîðîñòè.

� Äîïîëíèòåëüíûì êîîðäèíàòàì ñîîòâåòñòâóþò
äîïîëíèòåëüíûå êîìïîíåíòû èìïóëüñà. Ê íèì
îòíîñÿòñÿ 3-ìåðíûé èìïóëüñ pa, ýíåðãèÿ p4 =
E/c, 3-ìåðíûé óãëîâîé ìîìåíò èìïóëüñà, èëè
ñïèí pab = Mab/R, 3-ìåðíàÿ ñèëà pa4 = T fa,
3-ìåðíûé òåëåñíûé ìîìåíò èìïóëüñà p123 =
M123/R, 3-ìåðíûé óãëîâîé ìîìåíò ñèëû pab4 =
Fab/c, òåëåñíûé ìîìåíò ñèëû p1324 = F132/c,
èìïóëüñ ïîêîÿ p0.

� Ñîáñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ëåïòîíà ÿâëÿ-
åòñÿ àëãåáðîé. Îòñþäà íåîáõîäèìî ñëåäóåò êâàí-
òîâàíèå ýòîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Èñõîäíûå
êâàíòîâûå ïîñòóëàòû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óðàâ-
íåíèÿ ñòðóêòóðû àëãåáðû Êëèôôîðäà XL.
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ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ëåïòîíà

I. ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÛÅ ÇÀÌÅ×ÀÍÈß

Â Ãëàâå 1.3. áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî-
âðåìÿ ëåïòîíà åñòü àëãåáðà Êëèôôîðäà, îáðàçóþùèì
ïðîñòðàíñòâîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî-âðå-
ìÿ ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè Ýéíøòåéíà
(ÑÒÎ). Ïðèâåäåííûå ñîîáðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò çàïè-
ñàòü äèôôåðåíöèàë âåêòîðà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè
ëåïòîíà â ñëåäóþùåì âèäå:

dx = ε0 dx
0 + εa dx

a + ε4 dx
4 + εabRdφ

ab +

+εa4 T dv
a+ε123Rdφ

123+εab4
Rdωab

Ω
+ε1324

Rdω132

ΩT
.

Äëÿ êâàäðàòà äëèíû ýòîãî âåêòîðà ïîëó÷åíî

dx · dx = (dx0)2 + (dxa)2 − c2 dt2 −R2 (dφab)2 +

+T 2(dva)2−R2(dφ123)2+
R2(dωab)2

Ω2
− R2(dω132)2

(ΩT )2
= 0.

Ñïåöèàëüíîé òåîðèåé îòíîñèòåëüíîñòè â ïðîñòðàí-
ñòâå-âðåìåíè ëåïòîíà áóäåì íàçûâàòü òåîðèþ ïðåîá-
ðàçîâàíèé êîîðäèíàò, ñîõðàíÿþùèõ êâàäðàò èíòåðâà-
ëà (dx0)2 èëè âûðàæåíèå

−(dxa)2 + c2 dt2 +R2 (dφab)2 − T 2 (dva)2 +

+R2 (dφ123)2 − R2 (dωab)2

Ω2
+
R2 (dω132)2

(ΩT )2
. (1)

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ çíà÷èòåëüíî áî-
ãà÷å ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà è âêëþ÷àþò â ñåáÿ ïî-
ñëåäíèå. Â ýòîé Ãëàâå ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèÿ êî-
îðäèíàò ñèñòåìû îòñ÷åòà, ñîîòâåòñòâóþùèå

� óñêîðåííîìó ïðÿìîëèíåéíîìó äâèæåíèþ,

� ðàâíîìåðíîìó âðàùåíèþ,

� ðàâíîóñêîðåííîìó âðàùåíèþ,

� ðàâíîóñêîðåííîìó òåëåñíîìó âðàùåíèþ.

Ïðåäâàðèòåëüíî îñòàíîâèìñÿ íà äâóõ èçâåñòíûõ
ñëó÷àÿõ. Íà íèõ ïðîäåìîíñòðèðóåì ìåòîäû àíàëèçà,
êîòîðûå áóäåì èñïîëüçîâàòü â äàëüíåéøåì. Ñíà÷à-
ëà ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò, ñîîòâåò-
ñòâóþùåå ðàâíîìåðíîìó ïðÿìîëèíåéíîìó äâèæåíèþ
ñèñòåìû îòñ÷åòà â ÑÒÎ. Íà íåì ïîêàæåì, êàê ïðå-
îáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò ìîæíî ïîëó÷èòü, èñõîäÿ èç
óðàâíåíèé ñòðóêòóðû ãðóïïû ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé.
Çàòåì ðàññìîòðèì ïîâîðîò â ãåîìåòðè÷åñêîì ïðî-

ñòðàíñòâå îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé îñè íà ôèêñè-
ðîâàííûé óãîë. Íà ýòîì ïðèìåðå ïîêàæåì, êàê óêà-
çàííûé ïîâîðîò âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïîâîðîòû â òðåõ
áàçèñíûõ ïëîñêîñòÿõ. Ýòîò ïðèåì ïîíàäîáèòñÿ äëÿ
âûâîäà ïðåîáðàçîâàíèé ðàâíîóñêîðåííûõ äâèæåíèé.

1. Ðàâíîìåðíîå ïðÿìîëèíåéíîå äâèæåíèå â ÑÒÎ

Íåîáõîäèìîñòü ïîèñêà ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò â
ýòîì ñëó÷àå ïðîäèêòîâàíà òåì, ÷òî ïîïûòêè îïðåäå-
ëèòü äâèæåíèå ñèñòåìû îòñ÷åòà îòíîñèòåëüíî ñâåòî-
âîé ÷àñòèöû îêàçàëèñü áåçóñïåøíûìè. Îí îñíîâàí íà
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå òåëî � ñâåòîâàÿ
÷àñòèöà, êîòîðàÿ äâèæåòñÿ ñ îäíîé è òîé æå ñêîðî-
ñòüþ (c) íåçàâèñèìî îò òîãî, èç êàêîé ñèñòåìû îòñ÷å-
òà ýòî äâèæåíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ � ñèñòåìû îòñ÷åòà
K èëè K ′, äâèæóùåéñÿ îòíîñèòåëüíî K, òî åñòü, äëÿ
ñâåòîâîé ÷àñòèöû âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

dx

dt
= ±c , dx′

dt′
= ±c

íåçàâèñèìî îò ñêîðîñòè äâèæåíèÿ1 ñèñòåìû îòñ÷åòà
K ′ îòíîñèòåëüíî K. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ñâåòîâîé
÷àñòèöû äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

c2 dt2 − dx2 = c2 (dt′)2 − (dx′)2 = 0 .

Áîëåå òîãî, Ýéíøòåéí ïðåäïîëîæèë, ÷òî ïðè îïèñà-
íèè äâèæåíèÿ òåëà B (íå îáÿçàòåëüíî ñâåòîâîé ÷àñòè-
öû) îòíîñèòåëüíî ñèñòåì îòñ÷åòà K è K ′ èìååò ìåñòî
óñëîâèå

c2 dt2 − dx2 = c2 (dt′)2 − (dx′)2 , (2)

òî åñòü, âåëè÷èíà

(dx0)2 = c2 dt2 − dx2

ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì âûáîðà ñèñòåìû îòñ÷åòà ïðè
îïèñàíèè äâèæåíèÿ òåëà2. Èíà÷å: ïàðàìåòð c ÿâëÿåò-
ñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé êîíñòàíòîé ïðè îïèñàíèè äâèæå-
íèÿ òåëà (íå òîëüêî ÷àñòèöû ñâåòà).
Çàìå÷àíèå: â ñëó÷àå ÑÒÎ èìååì äâå ñèñòåìû îò-

ñ÷åòà K è K ′, â êàæäîé èç êîòîðûõ äåéñòâóåò ñâîÿ
ãðóïïà ïåðåíîñîâ, ñâîé çàêîí ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ, ñâîé
õîä âðåìåíè. È óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó íèìè áûëî áû
íåâîçìîæíî, åñëè áû íå ñóùåñòâîâàíèå ñâåòîâîé ÷à-
ñòèöû. Íî òàê êàê ñîãëàñíî èñõîäíîìó ïîñòóëàòó äâè-
æåíèå ñâåòîâîé ÷àñòèöû íå çàâèñèò îò äâèæåíèÿ ñè-
ñòåìû îòñ÷åòà, òî ýòî äâèæåíèå ìîæåò áûòü èñïîëüçî-
âàíî äëÿ ñîãëàñîâàíèÿ ãðóïï ïåðåíîñîâ, çàêîíîâ ñëî-
æåíèÿ âåêòîðîâ, õîäà âðåìåíè â ñèñòåìàõ îòñ÷åòà K

1 Çäåñü t è x � ñîîòâåòñòâåííî êîîðäèíàòà âðåìåíè è êîîðäè-
íàòà ïîëîæåíèÿ òåëà â ñèñòåìå îòñ÷åòà K, à t′ è x′ � òàêèå
æå êîîðäèíàòû, íî äëÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà K′

2 Ýòîò êâàäðàò èíòåðâàëà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì êâàäðàòà
èíòåðâàëà â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ëåïòîíà (1).
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è K ′ è ðåøåíèÿ çàäà÷è ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñè-
òåëüíîñòè � óñòàíîâëåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò
òåëà B â ñèñòåìå îòñ÷åòà K ′ â êîîðäèíàòû ýòîãî òåëà
â ñèñòåìå îòñ÷åòà K.
Çàäà÷ó ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè â ðàñ-

ñìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ìîæíî ðåøèòü òàê.
Ïóñòü èìååò ìåñòî ãðóïïà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâà-

íèé äèôôåðåíöèàëîâ âðåìåíè (dt′) è âåêòîðà (dx′)
ñèñòåìû îòñ÷åòà K ′ â äèôôåðåíöèàëû âðåìåíè (dt)
è âåêòîðà (dx) ñèñòåìû îòñ÷åòà K. Çàäàäèì ýòè ïðå-
îáðàçîâàíèÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

||dx|| = V ||dx′|| ,
V = V ·V′ ,

ãäå âûðàæåíèå âèäà ||dx|| � ýòî ñòîëáåö èç äèôôåðåí-
öèàëîâ c dt è dx, à V, V, V′ � ìàòðèöû ïðåîáðàçî-
âàíèé. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðåîáðàçîâàíèå V ñîõðàíÿëî
(dx0)2 (èíà÷å ãîâîðÿ, óäîâëåòâîðÿëî óñëîâèþ (2)), îíî
äîëæíî áûòü ïîâîðîòîì â ïñåâäîåâêëèäîâîé ïëîñêî-
ñòè (c dt, dx), òî åñòü, íåîáõîäèìî ïîëîæèòü

V =
coshΨ sinhΨ

sinhΨ coshΨ

è

c dt = coshΨ c (dt)′ + sinhΨ (dx)′ ,

dx = sinhΨ c (dt)′ + coshΨ (dx)′ ,
(3)

ãäå Ψ � óãîë ïîâîðîòà â óêàçàííîé ïñåâäîïëîñêîñòè.
Ýòîò óãîë êàê-òî ñâÿçàí ñ ïàðàìåòðàìè äâèæåíèÿ ñè-
ñòåìû îòñ÷åòà K ′ îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòà K.
Ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ (3) â ëåâóþ ÷àñòü âû-
ðàæåíèÿ (2) ïîëó÷èì ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî âûðàæåíèÿ,
ïðè÷åì óãîë Ψ èñêëþ÷àåòñÿ èç âûðàæåíèÿ äëÿ (dx0)2.
Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî óñëîâèå (2) íå çàâèñèò îò ïàðàìåò-
ðîâ äâèæåíèÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà K ′.
Äàëåå íåîáõîäèìî óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó óãëîì Ψ

è ïàðàìåòðàìè äâèæåíèÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà K ′. Äëÿ
ýòîãî ðàññìîòðèì òó ÷àñòü èçìåíåíèÿ äèôôåðåíöèà-
ëîâ êîîðäèíàò c dt è dx, êîòîðàÿ âûçâàíà èçìåíåíèåì
óãëà Ψ è ïî ïðåäïîëîæåíèþ, ñëåäîâàòåëüíî, èçìåíå-
íèåì ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà K ′:

δ||dx|| = δV ||dx′|| .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

||dx′|| = V−1 ||dx|| ,

çàïèøåì

δ||dx|| = (δVV−1) ||dx|| .

Ýòî óðàâíåíèå íàçîâåì óðàâíåíèåì ñòðóêòóðû
ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò. Äàëåå ðàññìîò-
ðèì, êàê ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû ìîæíî ïî-
ëó÷èòü ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà. Â ñëåäóþùèõ Ðàçäå-
ëàõ Ãëàâû áóäåì èñïîëüçîâàòü ýòîò ïðèåì äëÿ âûâîäà
áîëåå îáùèõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Èòàê, â íàøåì ñëó÷àå

δVV−1 = δΨ
sinhΨ coshΨ

coshΨ sinhΨ
· coshΨ − sinhΨ

− sinhΨ coshΨ
=

= δΨ
1

1

è

c δdt = δΨ dx ,

δdx = δΨ c dt .
(4)

Èñïîëüçóÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ, âû÷èñëèì òó ÷àñòü èç-
ìåíåíèÿ ñêîðîñòè äâèæåíèÿ òåëà B îòíîñèòåëüíî ñè-
ñòåìû îòñ÷åòà K, êîòîðàÿ âûçâàíà èçìåíåíèåì ïàðà-
ìåòðîâ äâèæåíèÿ ñèñòåìû îòñ÷åòàK ′, ñâÿçàííûõ ñ óã-
ëîì Ψ.

δ
dx

dt
=
δdx

dt
− dx δdt

(dt)2
.

Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå (4), ïîëó÷èì

δ
v

c
= δΨ

(
1− v2

c2

)
. (5)

Îòñþäà èìååì

v = c tanh(Ψ + ψ′) , (6)

ãäå ψ′ � ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ. Ýòî ñîîòíîøå-
íèå áóäåì èñòîëêîâûâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëî-
æèì, ÷òî Ψ = 0 ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà ñèñòåìà
îòñ÷åòà K ′ íåïîäâèæíà îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷å-
òà K è ñîîòâåòñòâåííî ñêîðîñòü òåëà B îòíîñèòåëüíî
ñèñòåìû îòñ÷åòà K ðàâíà åãî ñêîðîñòè îòíîñèòåëüíî
ñèñòåìû îòñ÷åòà K ′, òî åñòü

v = c tanhψ′ = v′.

Êîãäà óãîë ψ′ = 0, ñêîðîñòü òåëà B îòíîñèòåëüíî ñè-
ñòåìû îòñ÷åòà K ′ ðàâíà íóëþ è ñîîòâåòñòâåííî åãî
ñêîðîñòü îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòà K ðàâíà ñêî-
ðîñòè äâèæåíèÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà K ′ îòíîñèòåëüíî ñè-
ñòåìû îòñ÷åòà K, òî åñòü

v = c tanhΨ = v.

Â ðåçóëüòàòå ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ðåøåíà: óãîë Ψ
ñâÿçàí òîëüêî ñî ñêîðîñòüþ äâèæåíèÿ ñèñòåìû îòñ÷å-
òà K ′ è ñëåäóþùèì îáðàçîì:

v = c tanhΨ . (7)

Çàìå÷àíèå: â ðàññìîòðåííîì âûâîäå óãîë ψ′ � ïî-
ñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, â ðàññìàò-
ðèâàåìîì çàêëþ÷åíèè

v′ = c tanhψ′ = const ,
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òî åñòü, ðàññìîòðåíèå îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà ñêî-
ðîñòü äâèæåíèÿ òåëà B îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòà
K ′ ïîñòîÿííà, òî åñòü òåëî B äâèæåòñÿ îòíîñèòåëü-
íî ñèñòåìû îòñ÷åòà K ′ ðàâíîìåðíî. Òàêèì îáðàçîì,
íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî èçíà÷àëüíî íå ïðåäïîëàãàëîñü
äâèæåíèå òåëà B îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòà K ′

ðàâíîìåðíûì, äàëåå ïðè èñïîëüçîâàíèè (7) ýòî íåîá-
õîäèìî äåëàòü.
Òåïåðü, èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (7), ïîëó÷èì

coshΨ =
1√

1− v2

c2

, sinhΨ =
v

c
√
1− v2

c2

.

Èñêîìîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó äèôôåðåíöèàëàìè êî-
îðäèíàò òåëà B â ñèñòåìàõ îòñ÷åòàK èK ′ ïðèìåò âèä
ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà

dt =
dt′ + v

c2 dx
′√

1− v2

c2

, dx =
v dt′ + dx′√

1− v2

c2

, (8)

à èç (6) ñëåäóåò çàêîí ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé â ñïåöèàëü-
íîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè Ýéíøòåéíà

v =
v + v′

1 + v v′

c2

.

Ýòîò çàêîí êîððåñïîíäèðóåòñÿ ñ ïðåîáðàçîâàíèåì
äèôôåðåíöèàëîâ êîîðäèíàò è âðåìåíè. Äåéñòâèòåëü-
íî, èç âûðàæåíèÿ (8) èìååì

dx

dt
=

v dt′ + dx′

dt′ + v
c2 dx

′ =
v + dx′

dt′

1 + v
c2

dx′

dt′

.

2. Ïîâîðîò â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé îñè

Ðàññìîòðèì êâàäðàò äëèíû ãåîìåòðè÷åñêîãî âåêòî-
ðà ñ êîîðäèíàòàìè dx1, dx2, dx3

(ds)2 = (dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2 .

Ýòà âåëè÷èíà ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì âûáîðà ñèñòå-
ìû îòñ÷åòà ïðè îïèñàíèè ïîâîðîòà òåëà. Ïîâîðîò â
ïðîñòðàíñòâå äèôôåðåíöèàëîâ âåêòîðà

||dx|| = U · ||dx′||

ñîõðàíÿåò êâàäðàò äëèíû âåêòîðà. Â ÷àñòíîñòè, ìàò-
ðèöà ïîâîðîòà â ïëîñêîñòè (dx1, dx2) èìååò âèä

U21 =

cosα sinα

− sinα cosα

1

,

ìàòðèöà ïîâîðîòà â ïëîñêîñòè (dx3, dx1) èìååò âèä

U13 =

cosβ − sinβ

1

sinβ cosβ

,

ìàòðèöà ïîâîðîòà â ïëîñêîñòè (dx2, dx3) èìååò âèä

U32 =

1

cos γ sin γ

− sin γ cos γ

.

Ïëîñêîñòè (dx1, dx2), (dx3, dx1),(dx2, dx3) áóäåì íà-
çûâàòü áàçèñíûìè è ñîîòâåòñòâåííî ïîâîðîòû â ýòèõ
ïëîñêîñòÿõ U21, U13, U32 òàêæå íàçîâåì áàçèñíûìè.
Ïðîèçâîëüíîå ïðåîáðàçîâàíèåU, ñîõðàíÿþùåå êâàä-

ðàò äëèíû, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîâîðîò â ïðîèçâîëü-
íîé ïëîñêîñòè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (dx1, dx2, dx3)
íà óãîë θ. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâè-
ÿì

U(θ1 + θ2) = U(θ1) ·U(θ2) , (9)

U(0) = ∆ � åäèíè÷íîé ìàòðèöå . (10)

Äèôôåðåíöèðóåì óðàâíåíèå (9) ïî θ1, ïîñëå ÷åãî ïî-
ëîæèì

θ1 = 0

è ââåäåì ïåðåîáîçíà÷åíèå

θ2 = θ .

Ïîëó÷èì3

δU(θ) = δθ ·Kθ ·U(θ) , (11)

ãäå

Kθ =
dU

dθ

∣∣∣
θ=0

.

Ýòà ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ ãåíåðàòîðîì ïîâîðîòà.
Óðàâíåíèå (11) ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè (10) ïîçâî-

ëÿåò çàïèñàòü ìàòðèöó ïîâîðîòà â ñëåäóþùåì âèäå

U(θ) = exp(θ ·Kθ) ≡ ∆+
1

1!
(θ ·Kθ) +

1

2!
(θ ·Kθ)

2 + ... .

(12)
Â ÷àñòíîñòè, âûøåóêàçàííûì ñîîòíîøåíèÿì óäî-

âëåòâîðÿþò áàçèñíûå ìàòðèöû ïîâîðîòîâ U21, U13,
U32. Èì ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèå ãåíåðàòîðû ïîâî-
ðîòîâ:

Kα =

1

−1 , Kβ =

−1

1

, Kγ = 1

−1
.

Ýòè ãåíåðàòîðû áóäåì íàçûâàòü ãåíåðàòîðàìè áàçèñ-
íûõ ïîâîðîòîâ. Ãåíåðàòîðû ïðîèçâîëüíîãî ïîâîðîòà

3 Ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ïî óãëó äèôôåðåíöèàë áóäåì îáî-
çíà÷àòü δ.
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ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç ãåíåðàòîðû áàçèñíûõ ïî-
âîðîòîâ

Kθ = CαKα + CβKβ + Cγ Kγ . (13)

Çäåñü Cα, Cβ , Cγ � òàê íàçûâàåìûå íàïðàâëÿþùèå
êîñèíóñû, ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû, îïðåäåëÿþùèå ïî-
ëîæåíèå ïðîèçâîëüíîé ïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî áàçèñ-
íûõ ïëîñêîñòåé. Îíè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

(Cα)2 + (Cβ)2 + (Cγ)2 = 1 .

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (13), çàïèøåì ãåíåðàòîð
ïîâîðîòà â ïðîèçâîëüíîé ïëîñêîñòè

Kθ =

Cα −Cβ

−Cα Cγ

Cβ −Cγ
.

Çíàÿ ãåíåðàòîð Kθ, íà îñíîâàíèè ñîîòíîøåíèÿ (12)
ìîæíî âû÷èñëèòü ìàòðèöó ïîâîðîòà â ïðîèçâîëüíîé
ïëîñêîñòè. Òàê êàê

(Kθ)
3 = −Kθ , (Kθ)

4 = −(Kθ)
2 ,

ýòà ìàòðèöà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç òðèãîíîìåòðè÷åñêèå
ôóíêöèè óãëà θ

U = ∆+ (Kθ)
2 − (Kθ)

2 cos θ +Kθ sin θ

èëè

U =

1

1

1

+

(Cγ)2 − 1 CγCβ −CαCγ

CβCγ (Cβ)2 − 1 −CβCα

CγCα CαCβ (Cα)2 − 1

−

−
(Cγ)2 − 1 CγCβ −CαCγ

CβCγ (Cβ)2 − 1 −CβCα

CγCα CαCβ (Cα)2 − 1

cos θ +

+

Cα −Cβ

−Cα Cγ

Cβ −Cγ
sin θ .

Èòàê, ìû ðàññìîòðåëè äâà âîïðîñà:

� âûðàæåíèå ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèé ÷åðåç ïà-
ðàìåòðû äâèæåíèÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà íà îñíîâà-
íèè óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû ãðóïïû ïðåîáðàçîâà-
íèé,

� âû÷èñëåíèå ìàòðèöû ïðîèçâîëüíîãî ïîâîðîòà
÷åðåç ìàòðèöû áàçèñíûõ ïîâîðîòîâ.

Òåïåðü âåðíåìñÿ ê íàøåé ïðîãðàììå è ðàññìîòðèì
ñíà÷àëà ïðÿìîëèíåéíîå óñêîðåííîå äâèæåíèå.

II. ÏÐßÌÎËÈÍÅÉÍÎÅ ÓÑÊÎÐÅÍÍÎÅ
ÄÂÈÆÅÍÈÅ

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé âåêòîð â ïðîñòðàíñòâå�âðåìå-
íè ëåïòîíà

dx = ε0 dx
0 + ε1 dx

1 + ε4 c dt+ ε14 T dv
1 .

Ìíîæåñòâî òàêèõ âåêòîðîâ ñîñòàâëÿåò ïîäàëãåáðó
àëãåáðû Êëèôôîðäà XL, êîòîðóþ íàçîâåì àëãåáðîé
ïðÿìîëèíåéíûõ óñêîðåííûõ äâèæåíèé. Äëÿ êâàäðàòà
èíòåðâàëà ýòîãî âåêòîðà èìååì

(dx0)2 = c2 dt2 − dx2 − T 2 dv2 . (14)

Çàìå÷àíèå. Ê òàêîìó âèäó êâàäðàòà èíòåðâàëà
ìîæíî ïðèéòè èç äðóãèõ, áîëåå îáùèõ, ñîîáðàæå-
íèé. Â ÑÒÎ èìååò ìåñòî ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïåðâîé
ïðîèçâîäíîé îò ôóíêöèè x(t) è óãëîì ïîâîðîòà ψ â
ïñåâäîïëîñêîñòè (x, t) ñèñòåìû îòñ÷åòà. Ñëåäñòâèåì
ýòîãî ñîîòâåòñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâèå ìåæäó çà-
êîíîì êîìïîçèöèè â ïðîñòðàíñòâå ïðîèçâîäíîé, òî
åñòü ìåæäó çàêîíîì ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé è çàêîíîì
ñëîæåíèÿ óãëîâ â óêàçàííîé ïñåâäîïëîñêîñòè. Òðóäíî
ïðåäñòàâèòü ñåáå, ÷òî òàêîãî ðîäà ñîîòâåòñòâèå èìå-
åò ìåñòî òîëüêî äëÿ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé dx/dt è íå
èìååò ìåñòî äëÿ ïðîèçâîäíûõ âûñøåãî ïîðÿäêà. Ñ
ýòîé òî÷êè çðåíèÿ äîëæíî áûòü ñîîòâåòñòâèå ìåæäó
ïðîèçâîäíîé dv/dt è óãëîì ïîâîðîòà â ïñåâäîïëîñ-
êîñòè (v, t). Ñëåäñòâèåì ýòîãî ñîîòâåòñòâèÿ äîëæíî
áûòü ñîîòâåòñòâèå ìåæäó çàêîíîì êîìïîçèöèè â ïðî-
ñòðàíñòâå âòîðîé ïðîèçâîäíîé, òî åñòü ìåæäó çàêî-
íîì ñëîæåíèÿ óñêîðåíèé è çàêîíîì ñëîæåíèÿ óãëîâ â
óêàçàííîé ïñåâäîïëîñêîñòè.
Çàìå÷àíèå: åñëè ïîä ñêîðîñòüþ n-ãî ïîðÿäêà v(n)

ïîäðàçóìåâàòü dnx(t)/dtn è èìåòü â âèäó, ÷òî v(n) =
dv(n−1)/dt, òî ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ñîîò-
âåòñòâèå ìåæäó v(n) è óãëîì ïîâîðîòà â ïëîñêîñòè
(v(n−1), t).
Îäíàêî â ðàìêàõ ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà ÑÒÎ

ïîäîáíîå ðàññìîòðåíèå íåâîçìîæíî. Íåîáõîäèìîå îáîá-
ùåíèå ÑÒÎ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Íàðÿäó ñ
ôóíêöèåé x(t) áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèþ v(t) =
dx/dt. Â ñîîòâåòñòâèè ñ âûøåïðèâåäåííûìè ñîîáðà-
æåíèÿìè íà äèôôåðåíöèàëàõ dt, dx è dv ïîñòðîèì
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, íà êîòîðîì ââåäåì êâàäðàò
èíòåðâàëà

(dx0)2 = c2 dt2 − dx2 − T 2 dv2 .

Çäåñü ïîñòîÿííàÿ T ñîãëàñóåò ðàçìåðíîñòü dv ñ ðàç-
ìåðíîñòüþ ëèíåéíîãî ýëåìåíòà è èìååò ðàçìåðíîñòü
âðåìåíè. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî âûðàæåíèå, ñîâ-
ïàäàþùåå ñ (14).
Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà èçìåíåíèåì ñêîðîñòè dv

ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, ðàññìàòðèâàåìûé èíòåðâàë (14)
ñâîäèòñÿ ê èíòåðâàëó ÑÒÎ.
Äàëåå ðàññìîòðèì ñëåäñòâèÿ, âûòåêàþùèå èç èíâà-

ðèàíòíîñòè êâàäðàòà èíòåðâàëà (14).
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1. Äâèæåíèå ñâåòîâîé ÷àñòèöû

Ñíà÷àëà ñäåëàåì ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå. Ñïåöèàëü-
íàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè Ýéíøòåéíà ðàññìàòðèâà-
åò ñâåòîâóþ ÷àñòèöó êàê òî÷êó, äâèæóùóþñÿ ñî ñêîðî-
ñòüþ c ïî îòíîøåíèþ ê ëþáîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå
îòñ÷åòà è íå ðàññìàòðèâàåò ïðîöåññû âîçíèêíîâåíèÿ
è èñ÷åçíîâåíèÿ ñâåòà, íàáëþäàåìûå â äåéñòâèòåëüíî-
ñòè. Êèíåìàòè÷åñêè òàêèå ïðîöåññû ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü ñåáå êàê óñêîðåíèå ñâåòîâîé ÷àñòèöû äî ñêîðîñòè
c è çàìåäëåíèå åå äâèæåíèÿ îò ñêîðîñòè c äî íóëÿ. À
òåïåðü âåðíåìñÿ ê èíòåðâàëó (14). Ïîòðåáóåì, ÷òîáû
äëÿ ñâåòîâîé ÷àñòèöû ýòîò èíòåðâàë áûë ðàâåí íóëþ
íåçàâèñèìî îò ñèñòåìû îòñ÷åòà, èç êîòîðîé îí ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ:

c2 dt2 − dx2 − T 2 dv2 = c2 (dt′)2 − (dx′)2 − T 2 (dv′)2 = 0

èëè â äðóãîé ôîðìå

c2 − v2 − c2

A2
a2 = c2 − (v′)2 − c2

A2
(a′)2 = 0 .

Çäåñü

v =
dx

dt
, v′ =

dx′

dt′

� ñêîðîñòü ñâåòîâîé ÷àñòèöû â ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ
îòñ÷åòà,

a =
dv

dt
, a′ =

dv′

dt′

� óñêîðåíèå ñâåòîâîé ÷àñòèöû â ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ
îòñ÷åòà,

A =
c

T
� ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ ðàçìåðíîñòü óñêî-
ðåíèÿ.
Èíà÷å ãîâîðÿ, óñëîâèå

c2 − v2 − c2

A2
a2 = 0 , (15)

à âìåñòå ñ íèì ñêîðîñòü c è óñêîðåíèå A íå çàâèñÿò îò
ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà, èç êîòîðîé íà-
áëþäàåòñÿ ñâåòîâàÿ ÷àñòèöà. Î÷åâèäíî, ÷òî ñêîðîñòü
äâèæåíèÿ ñâåòîâîé ÷àñòèöû íå ìîæåò ïðåâûøàòü çíà-
÷åíèå c, à óñêîðåíèå ñâåòîâîé ÷àñòèöû íå ìîæåò ïðå-
âûøàòü çíà÷åíèå A. Óñëîâèå (15) ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåí-
íûì îáîáùåíèåì óñëîâèÿ ÑÒÎ äëÿ äâèæåíèÿ ñâåòî-
âîé ÷àñòèöû:

c2 − v2 = 0 .

Óðàâíåíèå (15) íàçîâåì óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ ñâå-
òîâîé ÷àñòèöû. Èíòåãðèðîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ
ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì äâóì çàâèñèìîñòÿì ñêîðîñòè
ñâåòîâîé ÷àñòèöû îò âðåìåíè:

v1 = ±c ,
v2 = ±c cos(t/T + C1) ,

ãäå C1 � ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ.
Ïðè ïîñëåäóþùåì èíòåãðèðîâàíèè ïîëó÷èì äâå çà-

âèñèìîñòè êîîðäèíàòû ñâåòîâîé ÷àñòèöû îò âðåìåíè:

x1 = ±c t+ C01 ,

x2 = ±L0 sin(t/T + C1) + C02 ,

ãäå C01 è C02 � ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ, L0 = c T .
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âîçìîæíû äâà âèäà äâèæå-

íèÿ ñâåòîâîé ÷àñòèöû. Â ïåðâîì ñëó÷àå îíà äâè-
æåòñÿ ïðÿìîëèíåéíî è ðàâíîìåðíî ñî ñêîðîñòüþ c,
âî âòîðîì ñëó÷àå ñâåòîâàÿ ÷àñòèöà ñîâåðøàåò êî-
ëåáàòåëüíîå äâèæåíèå âäîëü ïðÿìîé â èíòåðâàëå
[L0 +C02 ,−L0 +C02 ]. Â ìîìåíòû âðåìåíè t/T +C1 =
π n, ãäå n � öåëîå, ñêîðîñòü ñâåòîâîé ÷àñòèöû ïðè
êîëåáàòåëüíîì äâèæåíèè ðàâíà ±c è ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü, ÷òî â ýòè ìîìåíòû âðåìåíè âîçìîæíî èçìåíå-
íèå âèäà äâèæåíèÿ ñâåòîâîé ÷àñòèöû: êîëåáàòåëüíîå
äâèæåíèå ïåðåõîäèò â ïðÿìîëèíåéíîå ðàâíîìåðíîå è
íàîáîðîò. Òàê ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå ïðîöåññ âîç-
íèêíîâåíèÿ è èñ÷åçíîâåíèÿ ñâåòà.
Òàêèì îáðàçîì, â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ëåïòîíà

äâèæåíèå ñâåòîâîé ÷àñòèöû ïðèîáðåòàåò íîâûå êà÷å-
ñòâà:
1) ñâåòîâàÿ ÷àñòèöà ìîæåò äâèãàòüñÿ óñêîðåííî;
2) ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíîå óñêîðåíèå A, ñ êîòîðûì

ìîæåò äâèãàòüñÿ ñâåòîâàÿ ÷àñòèöà;
3) ñêîðîñòü v è óñêîðåíèå a, ñ êîòîðûìè äâèæåòñÿ

ñâåòîâàÿ ÷àñòèöà, ïîä÷èíÿþòñÿ óðàâíåíèþ (15);
4) óêàçàííîå óðàâíåíèå, à âìåñòå ñ íèì ñêîðîñòü c

è óñêîðåíèå A íå çàâèñÿò îò ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ ñè-
ñòåìû îòñ÷åòà, èç êîòîðîé íàáëþäàåòñÿ ñâåòîâàÿ ÷à-
ñòèöà.
Ðàçóìååòñÿ, ãëàâíûì êðèòåðèåì ïðàâèëüíîñòè ñôîð-

ìóëèðîâàííûõ ïîëîæåíèé áóäåò îáíàðóæåíèå ó ñâåòà
óêàçàííûõ ñâîéñòâ.

2. Íà÷àëî äâèæåíèÿ. Çàêîí ñëîæåíèÿ óñêîðåíèé

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, îòíîñÿùèéñÿ ê íà÷àëó óñêîðåí-
íîãî äâèæåíèÿ, êîãäà èçìåíåíèåì ãåîìåòðè÷åñêîãî
ñìåùåíèÿ òåëà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü4, à èçìåíåíèå ñêî-
ðîñòè òåëà ñóùåñòâåííî. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ êâàäðàò
èíòåðâàëà (14) óïðîùàåòñÿ äî

(dx0)2 = c2 dt2 − T 2 dv2 .

Çàäàäèì ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò â
ñëåäóþùåì âèäå:

||dx|| = A ||dx′|| ,
A = A ·A′ ,

4 Òî åñòü ìîæíî ïîëîæèòü dx = dx′ .
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ãäå âûðàæåíèå âèäà ||dx|| � ýòî ñòîëáåö èç äèôôåðåí-
öèàëîâ c dt è T dv, à A, A, A′ � ìàòðèöû ïðåîáðàçî-
âàíèé. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðåîáðàçîâàíèå A ñîõðàíÿëî
(dx0)2, îíî äîëæíî áûòü ïîâîðîòîì â ïñåâäîåâêëèäî-
âîé ïëîñêîñòè (c dt, T dv), òî åñòü, íåîáõîäèìî ïîëî-
æèòü

A =
coshΨ sinhΨ

sinhΨ coshΨ

è

c dt = coshΨ c dt′ + sinhΨT dv′ ,

T dv = sinhΨ c dt′ + coshΨT dv′ ,
(16)

ãäå Ψ � óãîë ïîâîðîòà â óêàçàííîé ïñåâäîïëîñêîñòè,
ïðè÷åì ýòîò óãîë êàê-òî ñâÿçàí ñ ïàðàìåòðàìè äâè-
æåíèÿ òåëà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óñòàíîâèòü ýòó ñâÿçü,
ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ñòðóêòóðû ãðóïïû ïðåîáðàçî-
âàíèé êîîðäèíàò5

δ||dx|| = (δAA−1) ||dx|| ,

ãäå

δAA−1 = δΨ
sinhΨ coshΨ

coshΨ sinhΨ
· coshΨ − sinhΨ

− sinhΨ coshΨ
=

= δΨ
1

1
.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

c δdt = δΨT dv ,

T δdv = δΨ c dt .
(17)

Èñïîëüçóÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ, âû÷èñëèì òó ÷àñòü èç-
ìåíåíèÿ ñêîðîñòè äâèæåíèÿ òåëà B îòíîñèòåëüíî ñè-
ñòåìû îòñ÷åòà K, êîòîðàÿ âûçâàíà èçìåíåíèåì ïàðà-
ìåòðîâ äâèæåíèÿ ñèñòåìû îòñ÷åòàK ′, ñâÿçàííûõ ñ óã-
ëîì Ψ.

δ
dv

dt
=
δdv

dt
− dv δdt

(dt)2
.

Ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèÿ (17), ïîëó÷èì

δ
a

A
= δΨ

(
1− a2

A2

)
. (18)

Çäåñü ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

a =
dv

dt
, A =

c

T
.

5 Ñì. Ðàçäåë I.1.

Îòñþäà èìååì ñîîòíîøåíèå ìåæäó óñêîðåíèåì è óã-
ëîì Ψ

a = A tanh(Ψ + ψ′) , (19)

ãäå ψ′ � ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ. Áóäåì ïîëàãàòü,
÷òî Ψ = 0 ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà ñèñòåìà îòñ÷å-
òà K ′ íåïîäâèæíà îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòà K
è ñîîòâåòñòâåííî óñêîðåíèå òåëà B îòíîñèòåëüíî ñè-
ñòåìû îòñ÷åòà K ðàâíî åãî óñêîðåíèþ îòíîñèòåëüíî
ñèñòåìû îòñ÷åòà K ′, òî åñòü

a = A tanhψ′ = a′.

Êîãäà óãîë ψ′ = 0, óñêîðåíèå òåëà B îòíîñèòåëü-
íî ñèñòåìû îòñ÷åòà K ′ ðàâíî íóëþ è ñîîòâåòñòâåííî
åãî óñêîðåíèå îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòà K ðàâíî
óñêîðåíèþ äâèæåíèÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà K ′ îòíîñèòåëü-
íî ñèñòåìû îòñ÷åòà K, òî åñòü

a = A tanhΨ = a.

Â ðåçóëüòàòå ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ðåøåíà: óãîë Ψ
ñâÿçàí òîëüêî ñ óñêîðåíèåì äâèæåíèÿ ñèñòåìû îòñ÷å-
òà K ′ è ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a = A tanhΨ . (20)

Çàìå÷àíèå: â ðàññìîòðåííîì âûâîäå óãîë ψ′ � ïî-
ñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,

a′ = A tanhψ′ = const .

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (20), ïîëó÷èì

coshΨ =
1√

1− a2

A2

, sinhΨ =
a

A
√
1− a2

A2

.

Èñêîìûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó äèôôåðåíöèàëàìè
êîîðäèíàò òåëà B â ñèñòåìàõ îòñ÷åòà K è K ′ ïðèìóò
âèä

dt =
dt′ + a

A2 T dv
′√

1− a2

A2

, dv =
a dt′ + dv′√

1− a2

A2

. (21)

Ê íèì íóæíî äîáàâèòü ðàíåå ïðèíÿòîå

dx = dx′ .

Ïðè A→∞ ïîëó÷èì ïðåîáðàçîâàíèå Íüþòîíà

dt = dt′ ,

dx = dx′ ,

dv = a dt′ + dv′ .

Èç ñîîòíîøåíèÿ(19) ñëåäóåò çàêîí ñëîæåíèÿ óñêî-
ðåíèé

a =
a+ a′

1 + a a′

A2

.

Ýòîò çàêîí êîððåñïîíäèðóåòñÿ ñ ïðåîáðàçîâàíèåì
äèôôåðåíöèàëîâ ñêîðîñòè è âðåìåíè.
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3. Ñîñòàâíîå äâèæåíèå

Ñ öåëüþ óïðîùåíèÿ äàëüíåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèé
ïåðåéäåì ê áåçðàçìåðíûì êîîðäèíàòàì. Äëÿ ýòîãî
êâàäðàò èíòåðâàëà (14) ðàçäåëèì íà (L0)

2 è âûïîë-
íèì ñëåäóþùèå ïåðåîáîçíà÷åíèÿ:

dx0

L0
→ dx0 ,

dt

T
→ dt ,

dx

L0
→ dx ,

dv

c
→ dv .

Ïîëó÷èì êâàäðàò èíòåðâàëà â ñëåäóþùåì âèäå:

(dx0)2 = dt2 − dx2 − dv2 .

Ïðè ïåðåõîäå ê áåçðàçìåðíûì êîîðäèíàòàì áóäåì
ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè îáîçíà÷åíèÿìè: x, t, v, a �
ñîîòâåòñòâåííî êîîðäèíàòà, âðåìÿ, ñêîðîñòü è óñêîðå-
íèå òåëà B îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòà K; x′, t′, v′,
a′ � êîîðäèíàòà, âðåìÿ, ñêîðîñòü è óñêîðåíèå òåëà B
îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòà K ′; x, t, v, a � êîîðäè-
íàòà, âðåìÿ, ñêîðîñòü è óñêîðåíèå ñèñòåìû îòñ÷åòà K
îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòà K ′.

Ïîâîðîò â ïðîñòðàíñòâå äèôôåðåíöèàëîâ

||dx|| = U ||dx′||

ñîõðàíÿåò êâàäðàò èíòåðâàëà. Â ÷àñòíîñòè, ïîâîðîò â
ïñåâäîïëîñêîñòè (dx, dt)

V =

coshΨ sinhΨ

sinhΨ coshΨ

1

ñîîòâåòñòâóåò ðàâíîìåðíîìó äâèæåíèþ ñèñòåìû îò-
ñ÷åòà K ′. Ïîâîðîò â ïñåâäîïëîñêîñòè (dt, dv)

A =

coshΦ sinhΦ

1

sinhΦ coshΦ

ñîîòâåòñòâóåò óñêîðåííîìó äâèæåíèþ ñèñòåìû îòñ÷å-
òà K ′.

Òàê êàê â îáùåì ñëó÷àå ïîâîðîòû íå ïåðåñòàíîâî÷-
íû ìåæäó ñîáîé, òî äâèæåíèåU = VA ñèñòåìû îòñ÷å-
òà K ′ íóæíî îòëè÷àòü îò äâèæåíèÿ U = AV ñèñòåìû
îòñ÷åòà K ′.

Áóäåì ãîâîðèòü î ñèñòåìå îòñ÷åòà K1, ïàðàìåòðû
äâèæåíèÿ (ñêîðîñòü, óñêîðåíèå) êîòîðîé îïðåäåëåíû
îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòàK, êàê î ñèñòåìå îòñ÷å-
òà, âëîæåííîé â K. Íà âëîæåííûõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà
ââåäåì îòíîøåíèå ïîðÿäêà, çàäàâàåìîå ïîðÿäêîì îò-
íîñèòåëüíîãî îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ. Íà
Ðèñ. 1(a,b) ïîêàçàíû âëîæåííûå ñèñòåìû îòñ÷åòà, ñî-
îòâåòñòâóþùèåVA- èAV-äâèæåíèþ ñèñòåìû îòñ÷åòà
K ′ ñîîòâåòñòâåííî.

VA(a)

-

6

K

�� v
-

6

K1

�� a
-

6

K′

AV(b)

-

6

K

�� a
-

6

K1

�� v
-

6

K′

Ðèñ. 1. (a) Ñëó÷àé VA-äâèæåíèÿ. Ñêîðîñòü v ñèñòåìû îò-
ñ÷åòà K1 çàäàíà îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòà K, óñêî-
ðåíèå a ñèñòåìû îòñ÷åòà K′ çàäàíî îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû
îòñ÷åòà K1. (b) Ñëó÷àé AV-äâèæåíèÿ. Ñêîðîñòü v ñèñòå-
ìû îòñ÷åòà K′ çàäàíà îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòà K1,
óñêîðåíèå a ñèñòåìû îòñ÷åòà K1 çàäàíî îòíîñèòåëüíî ñè-
ñòåìû îòñ÷åòà K.

4. VA-äâèæåíèå ñèñòåìû îòñ÷åòà K′

Ðàññìîòðèì ïîâîðîò, êîòîðûé çàäàåòñÿ ìàòðèöåé

U = VA =

coshΨ coshΦ sinhΨ coshΨ sinhΦ

sinhΨ coshΦ coshΨ sinhΨ sinhΦ

sinhΦ coshΦ

.

Òîãäà

dt = coshΨ coshΦ dt′ + sinhΨ dx′ + coshΨ sinhΦ dv′ ,

dx = sinhΨ coshΦ dt′ + coshΨ dx′ + sinhΨ sinhΦ dv′ ,

dv = sinhΦ dt′ + coshΦ dv′ .
(22)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó óãëàìè Ψ
è Φ è ñêîðîñòüþ v = dx/dt è óñêîðåíèåì a = dv/dt òå-
ëà B, ðàññìîòðèì èçìåíåíèå äèôôåðåíöèàëîâ êîîð-
äèíàò ïðè èçìåíåíèè óãëîâ Ψ è Φ íà îñíîâàíèè óðàâ-
íåíèé ñòðóêòóðû:

δ||dx|| = (δUU−1) ||dx|| .

Â íàøåì ñëó÷àå U = VA è

δ(UU−1) = δ(VA) (VA)−1

= (δVA+V δA)A−1 V−1

= δVV−1 +V (δAA−1)V−1 .

δV = δΨ

sinhΨ coshΨ

coshΨ sinhΨ ,

δA = δΦ

sinhΦ coshΦ

cosΦ sinhΦ

,
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δVV−1 = δΨ

1

1 , δAA−1 = δΦ

1

1

,

V (δAA−1)V−1 = δΦ

coshΨ sinhΨ

sinhΨ coshΨ

1

·

·
1

1

·
coshΨ − sinhΨ

− sinhΨ coshΨ

1

=

= δΦ

coshΨ

sinhΨ

coshΨ − sinhΨ

,

δUU−1 = δΨ

1

1 + δΦ

coshΨ

sinhΨ

coshΨ − sinhΨ

.

Èñïîëüçóÿ ýòó ìàòðèöó, ïîëó÷èì

δdt = δΨ dx+ coshΨ δΦ dv ,

δdx = δΨ dt+ sinhΨ δΦ dv ,

δdv = coshΨ δΦ dt− sinhΨ δΦ dx .

(23)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó óãëàìè Ψ
è Φ è ñêîðîñòüþ òåëà B, ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàë

δ
dx

dt
=
δdx

dt
− dx δdt

(dt)2
.

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (23), ïîëó÷èì

δv = δΨ(1− v2) + δΦ (sinhΨ− v coshΨ) a , (24)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå a = dv/dt.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó óãëàìè Ψ

è Φ è óñêîðåíèåì òåëà B, ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàë

δ
dv

dt
=
δdv

dt
− dv δdt

(dt)2
.

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (23), ïîëó÷èì

δa = −a v δΨ+
(
coshΨ (1− a2)− sinhΨ v

)
δΦ . (25)

Ñîîòíîøåíèÿ (22), (24) è (25) îïðåäåëÿþò ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò, îáîáùåííûå íà ñëó÷àé óñêîðåí-
íûõ äâèæåíèé òåëà B è ñèñòåìû îòñ÷åòà K ′, è çàêîíû
ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé è óñêîðåíèé.
Äàëåå ðàññìîòðèì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (24) è (25)

äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ñêîðîñòü òåëà B îòíîñèòåëüíî ñè-
ñòåìû îòñ÷åòàK ′ ðàâíà íóëþ. Íà Ðèñ. 2 ïîêàçàíû âëî-
æåííûå ñèñòåìû îòñ÷åòà, ïîÿñíÿþùèå ýòîò ñëó÷àé.

-

6

K

�� v
-

6

K1

�� a
-

6

K′

�� a′
�

�
a

rB

Ðèñ. 2. Âëîæåííûå ñèñòåìû îòñ÷åòà äëÿ ñëó÷àå VA-
äâèæåíèÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà K′. Ñêîðîñòü v ñèñòåìû îòñ÷å-
òà K1 çàäàíà îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòà K, óñêîðåíèå
a ñèñòåìû îòñ÷åòà K′ çàäàíà îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷å-
òà K1, óñêîðåíèå a′ òåëà B çàäàíî îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû
îòñ÷åòà K′, óñêîðåíèå a òåëà B çàäàíî îòíîñèòåëüíî ñè-
ñòåìû îòñ÷åòà K.

-

6

K

�� v2

-

6

K2

�� v1

�
�v
-

6

K1

Ðèñ. 3. Âëîæåííûå ñèñòåìû îòñ÷åòà äëÿ ñëîæåíèÿ ñêîðî-
ñòåé â ñëó÷àåVA-äâèæåíèÿ ñèñòåìû îòñ÷åòàK′. Ñêîðîñòü
v2 ñèñòåìû îòñ÷åòà K2 çàäàíà îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îò-
ñ÷åòà K, ñêîðîñòü v1 ñèñòåìû îòñ÷åòà K1 çàäàíà îòíîñè-
òåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòà K2, ñêîðîñòü v ñèñòåìû îòñ÷åòà
K1 çàäàíà îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòà K.

4.1. Çàêîí ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé

Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðèñ. 1a äëÿ VA-äâèæåíèÿ óñêî-
ðåííî äâèæóùàÿñÿ ñèñòåìà îòñ÷åòà K ′ íå ó÷àñòâóåò â
îïðåäåëåíèè ñêîðîñòè v ñèñòåìû îòñ÷åòà K1. Ïîýòî-
ìó â ýòîì ñëó÷àå çàêîí ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé íå çàâèñèò
îò óñêîðåíèÿ. Íà Ðèñ. 3 ïîêàçàíû âëîæåííûå ñèñòåìû
îòñ÷åòà, ïîÿñíÿþùèå çàêîí ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñêîðîñòü òåëà B îòíî-
ñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòà K ′ ðàâíà íóëþ è ñîîòâåò-
ñòâåííî åãî ñêîðîñòü îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòà
K ðàâíà ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà K1 îò-
íîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòà K, òî åñòü v = v. Òàêèì
îáðàçîì, èç âûðàæåíèÿ (24) ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè
(Ψ = 0, v = 0) èìååì

v = v = tanhΨ . (26)

Îòñþäà ñëåäóåò çàêîí ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé, èçâåñò-
íûé èç ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè.
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4.2. Çàêîí ñëîæåíèÿ óñêîðåíèé

Òàê êàê äëÿ VA-äâèæåíèÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà K ′

óñêîðåíèå a óñêîðåííî äâèæóùåãîñÿ òåëà B îïðåäåëå-
íî ïî îòíîøåíèþ ê ðàâíîìåðíî äâèæóùåéñÿ ñèñòåìå
îòñ÷åòà K1 (ñì. Ðèñ. 1a), òî çàêîí ñëîæåíèÿ óñêîðå-
íèé, çàïèñàííûé ïî îòíîøåíèþ ê ñèñòåìå îòñ÷åòà K,
çàâèñèò îò ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà K1.
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà ñêîðîñòü v = v = 0
è Ψ = 0. Óðàâíåíèå (25) ïðè ýòîì ñâîäèòñÿ ê

δa =
(
1− a2

)
δΦ .

Îòñþäà èìååì ñëó÷àé, ðàññìîòðåííûé â Ðàçäåëå
II.2
Äëÿ ñêîðîñòè v, îòëè÷íîé îò íóëÿ, óðàâíåíèå (25)

ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ (26) è ïðèíÿòîãî óñëîâèÿ v = v
äàåò

a =
√
1− v2 tanh(Φ + ϕ′) .

Ïîñòîÿííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ ϕ′ îïðåäåëèì èç ñëå-
äóþùèõ ñîîáðàæåíèé. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ðàâåíñòâî
ϕ′ = 0 ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà óñêîðåíèå òåëà B
îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòà K ′ ðàâíî íóëþ è ñî-
îòâåòñòâåííî åãî óñêîðåíèå îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îò-
ñ÷åòà K (èëè K1) ðàâíî óñêîðåíèþ äâèæåíèÿ ñèñòåìû
îòñ÷åòà K ′ îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòà K, òî åñòü
a = a. È, íàïðîòèâ, áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ðàâåíñòâî
Φ = 0 ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà óñêîðåíèå äâèæå-
íèÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà K ′ îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷å-
òà K ðàâíî íóëþ è ñîîòâåòñòâåííî óñêîðåíèå òåëà B
îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòà K ðàâíî åãî óñêîðåíèþ
îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòà K ′, òî åñòü a = a′. Òà-
êèì îáðàçîì,

a =
√
1− v2 tanhΦ , (27)

a′ =
√
1− (v′)2 tanhϕ′ .

Íî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñêîðîñòü òåëà B îò-
íîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòà K ′ ðàâíà íóëþ, òî åñòü
v′ = 0, ïîýòîìó

a′ = tanhϕ′ .

Èç ñîîòíîøåíèÿ, (27) ñëåäóåò çàêîí ñëîæåíèÿ óñêî-
ðåíèé â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà ñêîðîñòü v ñèñòåìû îò-
ñ÷åòà K ′ îòëè÷íà îò íóëÿ:

a =
√
1− v2 · a+

√
1− v2 a′√

1− v2 + a a′
.

Ïåðåõîäÿ ê ðàçìåðíûì âåëè÷èíàì, ïîëó÷èì

a =

√
1− v2

c2
·
a+

√
1− v2

c2 a
′√

1− v2

c2
+

a a′

A2

.

4.3. Ïðåîáðàçîâàíèå äèôôåðåíöèàëîâ êîîðäèíàò

Èç

tanhΨ = v , tanhΦ =
a√

1− v2

ñëåäóåò

coshΨ =
1√

1− v2
, sinhΨ =

v√
1− v2

è

coshΦ =

√
1− v2

√
1− v2 − a2

, sinhΦ =
a√

1− v2 − a2
.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå âåëè÷èíû â óðàâíåíèå (22),
ïîëó÷èì ïðåîáðàçîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëîâ êîîðäè-
íàò:

dt =
1√

1− v2 − a2
dt′ +

v√
1− v2

dx′ +

+
1√

1− v2

a√
1− v2 − a2

dv′ ,

dx =
v√

1− v2 − a2
dt′ +

1√
1− v2

dx′ +

+
v√

1− v2

a√
1− v2 − a2

dv′ ,

dv =
a√

1− v2 − a2
dt′ +

√
1− v2

√
1− v2 − a2

dv′ . (28)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åí êîíêðåòíûé âèä ïðåîáðàçîâà-
íèé (22).
Äëÿ v ≪ 1 è a≪ 1 ïðåîáðàçîâàíèÿ ñâîäÿòñÿ ê

dt = dt′ + v dx′ + a dv′ ,

dx = v dt′ + dx′ + v a dv′ ,

dv = a dt′ + dv′ .

Ïåðåõîäÿ ê ðàçìåðíûì âåëè÷èíàì, ïîëó÷èì

dt = dt′ + 1
c2 v dx

′ + 1
A2 a dv

′ ,

dx = v dt′ + dx′ + 1
A2 av dv′ ,

dv = a dt′ + dv′ .

Â íüþòîíîâñêîì ïðåäåëå (ïðè c → ∞ è A → ∞)
ïîëó÷èì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dt = dt′ ,

dx = v dt′ + dx′ ,

dv = a dt′ + dv′ ,

da = da′ = 0 .
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5. AV-äâèæåíèå ñèñòåìû îòñ÷åòà K′

Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà ïîâîðîòà èìååò âèä

U = AV =

coshΦ coshΨ coshΦ sinhΨ sinhΦ

sinhΨ coshΨ

sinhΦ coshΨ sinhΦ sinhΨ coshΦ

.

Òîãäà

dt = coshΦ coshΨ dt′ coshΦ sinhΨ dx′ + sinhΦ dv′ ,

dx = sinhΨ dt′ + coshΨ dx′ ,

dv = sinhΦ coshΨ dt′ + sinhΦ sinhΨ dx′ + coshΦ dv′ .
(29)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó óãëàìè
Ψ è Φ ìàòðèöû âðàùåíèÿ è ñêîðîñòüþ v = dx/dt è
óñêîðåíèåì a = dv/dt òåëà B, ðàññìîòðèì èçìåíåíèå
äèôôåðåíöèàëîâ êîîðäèíàò ïðè èçìåíåíèè óãëîâ Ψ
è Φ ìàòðèöû ïîâîðîòà â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì
ñòðóêòóðû

δdx = (δUU−1) dx .

Â íàøåì ñëó÷àå U = AV è

δUU−1 = δ(AV) (AV)−1 =

= (δAV +A δV)V−1 A−1 =

= δAA−1 +A (δVV−1)A−1 .

δV = δΨ

sinhΨ coshΨ

coshΨ sinhΨ ,

δA = δΦ

sinhΦ coshΦ

coshΦ sinhΦ

,

δVV−1 = δΨ

1

1 , δAA−1 = δΦ

1

1

,

A (δVV−1)A−1 = δΨ

coshΦ sinhΦ

1

sinhΦ coshΦ

·

·
1

1 ·
coshΦ − sinhΦ

1

− sinhΦ coshΦ

=

= δΨ

coshΦ

coshΦ − sinhΦ

sinhΦ

,

δUU−1 = δΦ

1

1

+ δΨ

coshΦ

coshΦ − sinhΦ

sinhΦ

.

Èñïîëüçóÿ ýòó ìàòðèöó, ïîëó÷èì

δdt = δΦ dv + coshΦ δΨ dx ,

δdx = coshΦ δΨ dt− sinhΦ δΨ dv ,

δdv = δΦ dt+ sinhΦ δΨ dx .

(30)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó óãëàìè Ψ
è Φ è ñêîðîñòüþ òåëà B, ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàë

δ
dx

dt
=
δdx

dt
− dx δdt

(dt)2
.

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (30), ïîëó÷èì

δv = δΨ
(
(1− v2) coshΦ− a sinhΦ

)
− δΦ v a . (31)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó óãëàìè Ψ
è Φ è óñêîðåíèåì òåëà B, ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàë

δ
dv

dt
=
δdv

dt
− dv δdt

dt2
.

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (30), ïîëó÷èì

δa = (sinhΦ− coshΦ a) v δΨ+ (1− a2)δΦ . (32)

Ñîîòíîøåíèÿ (28), (30), (31) îïðåäåëÿþò ïðåîáðàçî-
âàíèÿ êîîðäèíàò, îáîáùåííûå íà ñëó÷àé óñêîðåííûõ
äâèæåíèé òåëà B è ñèñòåìû îòñ÷åòà K ′, è çàêîíû ñëî-
æåíèÿ ñêîðîñòåé è óñêîðåíèé.
Äàëåå ðàññìîòðèì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (30), (31) äëÿ

ñëó÷àÿ, êîãäà óñêîðåíèå òåëà B îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû
îòñ÷åòà K ′ ðàâíî íóëþ. Íà Ðèñ. 4 ïîêàçàíû âëîæåí-
íûå ñèñòåìû îòñ÷åòà, ïîÿñíÿþùèå ðàññìàòðèâàåìûé
ñëó÷àé.

5.1. Çàêîí ñëîæåíèÿ óñêîðåíèé

Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðèñ. 1b äëÿ AV-äâèæåíèÿ ðàâ-
íîìåðíî äâèæóùàÿñÿ ñèñòåìà îòñ÷åòà K ′ íå ó÷àñòâó-
åò â îïðåäåëåíèè óñêîðåíèÿ a ñèñòåìû îòñ÷åòà K1.
Ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå çàêîí ñëîæåíèÿ óñêîðåíèé íå
çàâèñèò îò ñêîðîñòè v′ òåëà B. Íà Ðèñ. 5 ïîêàçàíû
âëîæåííûå ñèñòåìû îòñ÷åòà, ïîÿñíÿþùèå çàêîí ñëî-
æåíèÿ óñêîðåíèé.
Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ óñêîðåíèå òåëà B îò-

íîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòà K ′ ðàâíî íóëþ è ñîîòâåò-
ñòâåííî åãî óñêîðåíèå îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòà
K ðàâíî óñêîðåíèþ ñèñòåìû îòñ÷åòà K1 îòíîñèòåëüíî
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Ðèñ. 4. Âëîæåííûå ñèñòåìû îòñ÷åòà äëÿ ñëîæåíèÿ ñêîðî-
ñòåé â ñëó÷àå AV-äâèæåíèÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà K′. Óñêîðå-
íèå a ñèñòåìû îòñ÷åòà K1 çàäàíî îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû
îòñ÷åòà K, ñêîðîñòü v ñèñòåìû îòñ÷åòà K′ çàäàíà îòíî-
ñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòà K1, ñêîðîñòü v′ òåëà B çàäàíà
îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòà K′, ñêîðîñòü v òåëà B çà-
äàíà îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòà K.

-

6

K

�� a2

-

6

K2

�� a1

�
�a
-

6

K1

Ðèñ. 5. Âëîæåííûå ñèñòåìû îòñ÷åòà äëÿ ñëîæåíèÿ óñêîðå-
íèé â ñëó÷àåAV-äâèæåíèÿ ñèñòåìû îòñ÷åòàK′. Óñêîðåíèå
a2 ñèñòåìû îòñ÷åòà K2 çàäàíî îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îò-
ñ÷åòà K, óñêîðåíèå a1 ñèñòåìû îòñ÷åòà K1 çàäàíî îòíîñè-
òåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòà K2, óñêîðåíèå a ñèñòåìû îòñ÷åòà
K1 çàäàíî îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòà K.

ñèñòåìû îòñ÷åòà K, òî åñòü a = a. Òàêèì îáðàçîì, èç
ôîðìóëû (31) ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè (Φ = 0, a = 0)
èìååì

a = a = tanhΦ . (33)

Îòñþäà ñëåäóåò ðàíåå ðàññìîòðåííûé çàêîí ñëîæå-
íèÿ óñêîðåíèé.

5.2. Çàêîí ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé

Òàê êàê äëÿ AV-äâèæåíèÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà K ′ ñêî-
ðîñòü v òåëà B îïðåäåëåíà ïî îòíîøåíèþ ê óñêîðåííî
äâèæóùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷åòà K1 (ñì. Ðèñ. 1b), òî çà-
êîí ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé, çàïèñàííûé ïî îòíîøåíèþ
ê ñèñòåìå îòñ÷åòà K, çàâèñèò îò óñêîðåíèÿ ñèñòåìû
îòñ÷åòà K1.
Äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà óñêîðåíèå a = a = 0 è

Φ = 0 óðàâíåíèå (30) ñâîäèòñÿ ê

δv = (1− v2) δΨ .

Îòñþäà èìååì ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî óñêîðåíèÿ óðàâíåíèå (30) ñ ó÷å-
òîì (33) è ïðèíÿòîãî óñëîâèÿ a = a äàåò

v =
√

1− a2 tanh(Ψ + ψ′) .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ñêîðî-
ñòè

vm =
√
1− a2

èëè â ðàçìåðíûõ åäèíèöàõ

vm = c

√
1− a2

A2
. (34)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè íàëè÷èè óñêîðåíèÿ âîç-
ìîæíàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ìåíüøå
ñêîðîñòè ñâåòà. Â ÷àñòíîñòè, åñëè èñòî÷íèê ñâåòà äâè-
æåòñÿ óñêîðåííî îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòà K, òî
ñêîðîñòü ñâåòà îòíîñèòåëüíî K ìåíüøå c è îïðåäåëÿ-
åòñÿ âûðàæåíèåì (34).
Ïîñòîÿííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ ψ′ îïðåäåëèì èç ñëå-

äóþùèõ ñîîáðàæåíèé. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ðàâåíñòâî
ψ′ = 0 ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà ñêîðîñòü òåëà B
îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòà K ′ ðàâíà íóëþ è ñî-
îòâåòñòâåííî åãî ñêîðîñòü îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îò-
ñ÷åòà K (èëè K1) ðàâíà ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ñèñòåìû
îòñ÷åòà K ′ îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòà K, òî åñòü
v = v. È, íàïðîòèâ, áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ðàâåíñòâî
Ψ = 0 ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà ñêîðîñòü äâèæå-
íèÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà K ′ îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷å-
òà K ðàâíà íóëþ è ñîîòâåòñòâåííî ñêîðîñòü òåëà B
îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòà K ðàâíà åãî ñêîðîñòè
îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòà K ′, òî åñòü v = v′. Òà-
êèì îáðàçîì,

v =
√
1− a2 tanhΨ . (35)

v′ =
√

1− (a′)2 tanhψ′ .

Íî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå óñêîðåíèå òåëà B îò-
íîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòà K ′ ðàâíî íóëþ, òî åñòü
a′ = 0, ïîýòîìó

v′ = tanhψ′ .

Èç ñîîòíîøåíèÿ (35) ñëåäóåò çàêîí ñëîæåíèÿ ñêî-
ðîñòåé â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà óñêîðåíèå a ñèñòåìû
îòñ÷åòà K ′ îòëè÷íî îò íóëÿ:

v =
√
1− a2 · v +

√
1− a2v′√

1− a2 + v v′
.

Ïåðåõîäÿ ê ðàçìåðíûì âåëè÷èíàì, ïîëó÷èì

v =

√
1− a2

A2
·
v +

√
1− a2

A2 v
′√

1− a2

A2
+

v v′

c2

.
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5.3. Ïðåîáðàçîâàíèå äèôôåðåíöèàëîâ êîîðäèíàò

Èç

tanhΦ = a , tanhΨ =
v√

1− a2

ñëåäóåò

coshΦ =
1√

1− a2
, sinhΦ =

a√
1− a2

è

coshΨ =

√
1− a2

√
1− v2 − a2

, sinhΨ =
v√

1− v2 − a2
.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå âåëè÷èíû â óðàâíåíèå (29),
ïîëó÷èì ïðåîáðàçîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëîâ êîîðäè-
íàò:

dt =
1√

1− v2 − a2
dt′ +

v√
1− v2 − a2

1√
1− a2

dx′ +

+
a√

1− a2
dv′ ,

dx =
v√

1− v2 − a2
dt′ +

√
1− a2

√
1− v2 − a2

dx′ ,

dv =
a√

1− v2 − a2
dt′ +

v√
1− v2 − a2

a√
1− a2

dx′ +

+
1√

1− a2
dv′ . (36)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åí êîíêðåòíûé âèä ïðåîáðàçîâà-
íèé (29).
Äëÿ v ≪ 1 è a≪ 1 ïðåîáðàçîâàíèÿ ñâîäÿòñÿ ê

dt = dt′ + v dx′ + a dv′ ,

dx = v dt′ + dx′ ,

dv = a dt′ + v a dx′ + dv′ .

Ïåðåõîäÿ ê ðàçìåðíûì âåëè÷èíàì, ïîëó÷èì

dt = (dt)′ + 1
c2 v (dx)′ + 1

A2 a (dv)′ ,

dx = v (dt)′ + (dx)′ ,

dv = a (dt)′ + 1
c2 v a (dx)′ + (dv)′ .

Â íüþòîíîâñêîì ïðåäåëå (ïðè c → ∞ è A → ∞)
ïîëó÷èì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dt = (dt)′ ,

dx = v (dt)′ + (dx)′ ,

dv = a (dt)′ + (dv)′ .

6. Ñâÿçü ñ ïðåîáðàçîâàíèåì Ðèíäëåðà

Ñâÿçü ìåæäó ðàññìàòðèâàåìûìè ïðåîáðàçîâàíèÿ-
ìè è ïðåîáðàçîâàíèåì Ðèíäëåðà ðàññìîòðèì íà ïðè-
ìåðå ïðåîáðàçîâàíèé äëÿ VA-äâèæåíèÿ ñèñòåìû îò-
ñ÷åòà K ′, à èìåííî, ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèÿ (22)
äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà

dx′ = 0 , dv′ = 0 , (37)

òî åñòü êîãäà òåëî B íåïîäâèæíî îòíîñèòåëüíî ñèñòå-
ìû îòñ÷åòà K ′. Â ýòîì ñëó÷àå v = v, a = a,

dt = coshΨ coshΦ dt′ ,

dx = sinhΨ coshΦ dt′ ,

dv = sinhΦ dt′ .

(38)

Çäåñü óãëû Ψ è Φ ñâÿçàíû ñî ñêîðîñòüþ è óñêîðå-
íèåì ñèñòåìû îòñ÷åòà K ′ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

tanhΨ = v , tanhΦ =
a√

1− v2
.

Äàëåå ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèÿ (38) äëÿ ñëó÷àÿ,
êîãäà

Ψ ≈ tanhΨ = v , sinhΦ ≈ tanhΦ = a , coshΦ = 1 ,

òî åñòü ïî ñóùåñòâó äëÿ íåðåëÿòèâèñòñêèõ ñêîðîñòåé
è óñêîðåíèé a≪ A.
Ïðåîáðàçîâàíèÿ (38) ïðèîáðåòàþò âèä

dt = cosh(v) dt′ ,

dx = sinh(v) dt′ ,

dv = a dt′ .

Èíòåãðèðóÿ ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ñ ó÷åòîì, ÷òî
óñêîðåíèå a ïîñòîÿííî, ïîëó÷èì

v = a t′ .

Èñïîëüçóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå, çàïèøåì ïðåîáðàçîâà-
íèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dt = cosh(a t′) dt′ ,

dx = sinh(a t′) dt′ .

Èíòåãðèðóÿ ýòè óðàâíåíèÿ è ïðèíèìàÿ ïîñòîÿííûå
èíòåãðèðîâàíèÿ ðàâíûìè íóëþ, ïîëó÷èì

t = 1
a sinh(a t′) ,

x = 1
a cosh(a t′) .

Îòñþäà ïîñëå ïåðåõîäà ê ðàçìåðíûì âåëè÷èíàì ïî-
ëó÷èì

t
T = A

a sinh
(
a
A
t′

T

)
,

x
R = A

a cosh
(
a
A
t′

T

)
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

AT = c , RA = (c T )A = c2 ,

ïîëó÷èì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðèíäëåðà â ñëåäóþùåì âè-
äå:

t = c
a sinh

(
a t′

c

)
,

x = c2

a cosh
(
a t′

c

)
.

Çàìåòèì, ÷òî, êàê ýòî è íåîáõîäèìî äëÿ ïðåîáðà-
çîâàíèé Ðèíäëåðà, âðåìÿ t′ ñîâïàäàåò ñ ñîáñòâåííûì
âðåìåíåì x0/c ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîé âåëè÷èíû,
òàê êàê â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (37)

(dx0)2 = c2 (dt′)2 .
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7. Ðàâíîóñêîðåííîå äâèæåíèå

Ðàññìîòðèì òåïåðü ðàâíîóñêîðåííîå äâèæåíèå. Êàê
è ïðåæäå ñ öåëüþ óïðîùåíèÿ äàëüíåéøèõ ïðåîáðà-
çîâàíèé ïåðåéäåì ê áåçðàçìåðíûì êîîðäèíàòàì. Äëÿ
ýòîãî êâàäðàò èíòåðâàëà (14) ðàçäåëèì íà (L0)

2 è âû-
ïîëíèì ñëåäóþùèå ïåðåîáîçíà÷åíèÿ

dx0

L0
→ dx0 ,

dt

T
→ dt ,

dx

L0
→ dx ,

dv

c
→ dv .

Ïîëó÷èì êâàäðàò äèôôåðåíöèàëà èíòåðâàëà â ñëå-
äóþùåì âèäå:

(dx0)2 = dt2 − dx2 − dv2 .

Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå â ïðîñòðàíñòâå äèôôå-
ðåíöèàëîâ êîîðäèíàò

||dx|| = U ||dx′|| , (39)

ñîõðàíÿþùåå êâàäðàò èíòåðâàëà, åñòü ïîâîðîò. Çäåñü
ïîäîáíî Ðàçäåëó I.1. âûðàæåíèå âèäà ||dx|| � ýòî ñòîë-
áåö èç äèôôåðåíöèàëîâ dt, dx è dv, à U � ìàòðèöà ïî-
âîðîòà â íåêîòîðîé ïëîñêîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî ïðî-
ñòðàíñòâà. Â ÷àñòíîñòè, ïîâîðîò â ïñåâäîïëîñêîñòè
(dt, dx), ïðåäñòàâëåííûé ìàòðèöåé

V =

coshψ sinhψ

sinhψ coshψ

1

,

ñîîòâåòñòâóåò ðàâíîìåðíîìó äâèæåíèþ ñèñòåìû îò-
ñ÷åòà.
Ïîâîðîò â ïñåâäîïëîñêîñòè (dt, dv), ïðåäñòàâëåí-

íûé ìàòðèöåé

A =

coshϕ sinhϕ

1

sinhϕ coshϕ

,

ñîîòâåòñòâóåò óñêîðåííîìó äâèæåíèþ ñèñòåìû îòñ÷å-
òà â íà÷àëå äâèæåíèÿ.
Êðîìå òîãî, ïîâîðîò â ïëîñêîñòè (dx, dv), ïðåäñòàâ-

ëåííûé ìàòðèöåé

T =

1

cos τ sin τ

− sin τ cos τ

,

òàêæå ñîõðàíÿåò êâàäðàò èíòåðâàëà. Ñìûñë ýòîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîêà îñòàâèì íåâûÿñíåííûì. Âûøå-
óêàçàííûå òðè ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ ïî íàøåìó îïðåäå-
ëåíèþ ìàòðèöàìè áàçèñíûõ ïîâîðîòîâ.
Òåïåðü çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû èç âñåõ ïîâîðî-

òîâ U âûäåëèòü òàêîé, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ðàâíî-
óñêîðåííîìó äâèæåíèþ ñèñòåìû îòñ÷åòà.
Ïðîèçâîëüíîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå U, ñîõðàíÿ-

þùåå êâàäðàò èíòåðâàëà, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîâîðîò

â ïðîèçâîëüíîé ïëîñêîñòè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
(dt, dx, dv) íà óãîë θ. Ìàòðèöà ïîâîðîòà ìîæåò áûòü
çàïèñàíà â ñëåäóþùåì âèäå:

U(θ) = exp(θ ·Kθ) ≡ ∆+
1

1!
(θ ·Kθ) +

1

2!
(θ ·Kθ)

2 + ... ,

(40)
ãäå

Kθ =
dU

dθ

∣∣∣
θ=0

� ãåíåðàòîð ïîâîðîòà. Ìàòðèöà ïîâîðîòà óäîâëåòâî-
ðÿåò ñëåäóþùåìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ6:

δU(θ) = δθ ·Kθ ·U(θ) , (41)

Â ÷àñòíîñòè âûøåóêàçàííûì ñîîòíîøåíèÿì óäîâëå-
òâîðÿþò áàçèñíûå ìàòðèöû ïîâîðîòîâ V, A, T. Èì ñî-
îòâåòñòâóþò ñëåäóþùèå ãåíåðàòîðû ïîâîðîòîâ

Kψ =

1

1 , Kϕ =

1

1

, Kτ = 1

−1

×òîáû óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó óãëàìè ψ è ϕ è ñêî-
ðîñòüþ v = dx/dt è óñêîðåíèåì a = dv/dt òåëà B, ðàñ-
ñìîòðèì èçìåíåíèå äèôôåðåíöèàëîâ êîîðäèíàò ïðè
èçìåíåíèè óãëîâ ψ, ϕ è τ â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíè-
ÿìè ñòðóêòóðû:

δ||dx|| = (δUU−1) ||dx|| . (42)

Èç ñîîòíîøåíèÿ (45) ñëåäóåò

δUU−1 = δθ ·Kθ . (43)

Âûðàçèì δUU−1 ÷åðåç ìàòðèöû ïîâîðîòîâ â áàçèñ-
íûõ ïëîñêîñòÿõ7

δUU−1 = δVV−1 + δAA−1 + δTT−1 . (44)

Çäåñü

δVV−1 = δψKψ = δψ

1

1 ,

6 Êàê è ïðåæäå ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ïî óãëó äèôôåðåí-
öèàë áóäåì îáîçíà÷àòü δ.

7 Ìàòðèöà âðàùåíèé îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé îñè âûðàæà-
åòñÿ ÷åðåç ìàòðèöû âðàùåíèé îòíîñèòåëüíî áàçèñíûõ ïëîñ-
êîñòåé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

U =
1

6
(VAT +ATV+TVA+VTA+AVT+ TAV) ,

òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå óêàçàííîå ïðåäñòàâëåíèå íå çàâèñèò îò
ïîðÿäêà ïðåäñòàâëÿþùèõ ìàòðèö, êàê ýòî ñëåäóåò èç âûðà-
æåíèÿ (44).
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δAA−1 = δϕKϕ = δϕ

1

1

,

δTT−1 = δτ Kτ = δτ 1

−1
.

Ðàññìàòðèâàÿ ôóíêöèè ψ(θ), ϕ(θ), τ(θ) êàê ëèíåé-
íûå ââåäåì ñîîòíîøåíèÿ

δψ = δθ Cψ, δϕ = δθ Cϕ, δτ = δθ Cτ . (45)

Çäåñü Cψ, Cϕ, Cτ � "íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû" : ïî-
ñòîÿííûå âåëè÷èíû, îïðåäåëÿþùèå ïîëîæåíèå ïðî-
èçâîëüíîé ïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî áàçèñíûõ ïëîñêî-
ñòåé. Îíè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

(Cψ)2 + (Cϕ)2 − (Cτ )2 = 1 . (46)

Ñîîòíîøåíèÿ (43), (44) è (45) ïîçâîëÿþò âûðàçèòü
ãåíåðàòîð ïðîèçâîëüíîãî ïîâîðîòà ÷åðåç ãåíåðàòîðû
áàçèñíûõ ïîâîðîòîâ

Kθ = CψKψ + CϕKϕ + Cτ Kτ . (47)

Èñïîëüçóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå, çàïèøåì óðàâíåíèÿ
ñòðóêòóðû (42) â ñëåäóþùåì âèäå:

δ||dx|| = δUU−1 ||dx|| = δθ

Cψ Cϕ

Cψ Cτ

Cϕ −Cτ
||dx|| .

Îòñþäà ïîëó÷èì

δdt = δθ (Cψ dx+ Cϕ dv) ,

δdx = δθ (Cψ dt+ Cτ dv) ,

δdv = δθ (Cϕ dt− Cτ dx) .
(48)

×òîáû óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó óãëàìè ψ, ϕ è τ ñ
îäíîé ñòîðîíû è ñêîðîñòüþ è óñêîðåíèåì òåëà B ñ
äðóãîé, ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàë

δv = δ
dx

dt
=
δdx

dt
− v δdt

dt
.

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (48), ïîëó÷èì

δv = δθ
(
Cψ (1− v2) + Cτ a− Cϕ v a

)
, (49)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå a = dv/dt.
Àíàëîãè÷íî ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàë

δa = δ
dv

dt
=
δdv

dt
− a δdt

dt
.

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (48), ïîëó÷èì

δa = δθ
(
Cϕ (1− a2)− Cτ v − Cψ v a

)
. (50)

Êðîìå òîãî, ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàë

δ
dx

dv
= δ

v

a
.

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå

v = a t ,

åãî ìîæíî çàïèñàòü

δ
dx

dv
= δt .

Òàêèì îáðàçîì, èìååì

δt =
δdx

dv
− t δdv

dv
.

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (48), ïîëó÷èì

δt = δθ

(
Cψ

1

a
+ Cτ + t (−Cϕ 1

a
+ Cτ t)

)
. (51)

Äëÿ ðàâíîóñêîðåííîãî äâèæåíèÿ äîëæíî âûïîë-
íÿòüñÿ

δv = a δt , δa = 0 .

Ïîäñòàâëÿÿ â ïåðâîå ñîîòíîøåíèå çíà÷åíèÿ (49) è
(51), ïîëó÷èì

Cψ (1− v2) + Cτ a− Cϕ v a =

a
(
Cψ 1

a + Cτ + t (−Cϕ 1
a + Cτ t)

)
,

èëè

Cϕ (1− a2)− Cτ v − Cψ a v = 0 . (52)

Ýòî æå ñîîòíîøåíèå ñëåäóåò èç óñëîâèÿ δa = 0.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðàâíîóñêîðåííîãî äâèæåíèÿ

âûòåêàåò óñëîâèå, íàêëàäûâàåìîå íà "íàïðàâëÿþ-
ùèå êîñèíóñû". Çíà÷åíèÿ "íàïðàâëÿþùèõ êîñèíó-
ñîâ"îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè ñêîðîñòè è óñêîðå-
íèÿ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ, êîãäà
a = 0, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

Cϕ = 0 , Cτ = 0 , Cψ = 1 .

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ áóäóò ñëåäñòâèåì (52) è (46), åñëè
ïîëîæèòü

Cϕ = 0 , Cτ v + Cψ a v = 0 .

Òàêèì îáðàçîì, èìååì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíå-
íèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ Cτ è Cψ.

Cτ v + Cψ a v = 0 ,

(Cψ)2 − (Cτ )2 = 1 .

Îíà èìååò ñëåäóþùåå ðåøåíèå8:

Cψ =
1√

1− a2
, Cτ = − a√

1− a2
.

8 Äðóãîå ðåøåíèå îòëè÷àåòñÿ îò óêàçàííîãî çíàêîì.
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Òàêèì îáðàçîì, "íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû" îïðåäåëå-
íû è ìîæíî, èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (47), âû÷èñëèòü
ãåíåðàòîð ãðóïïû óñêîðåííûõ äâèæåíèé

Kθ =
1√

1− a2

1

1 −a
a

.

Çíàÿ ãåíåðàòîðKθ, íà îñíîâàíèè (40) ìîæíî âû÷èñ-
ëèòü ìàòðèöó ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò ïðè óñêîðåí-
íîì äâèæåíèè. Òàê êàê

(Kθ)
3 = Kθ , (Kθ)

4 = (Kθ)
2 ,

ìàòðèöà U âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíê-
öèè

U = ∆− (Kθ)
2 + (Kθ)

2 cosh θ +Kθ sinh θ ,

èëè

U =

1

1

1

− 1

1− a2

1 −a
1− a2

a −a2
+

+
1

1− a2

1 −a
1− a2

a −a2
cosh θ +

+
1√

1− a2

1

1 −a
a

sinh θ .

(53)

Òåïåðü óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó ïàðàìåòðàìè óñêî-
ðåííîãî äâèæåíèÿ è óãëîì θ. Äëÿ ýòîãî ìîæíî âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ ëèáî ñîîòíîøåíèåì (49), ëèáî (51). Ìû
îñòàíîâèìñÿ íà ñîîòíîøåíèè (49). Èìååì

δv = δθ
(
Cψ (1− v2) + Cτ a

)
.

Îòñþäà ïîëó÷èì

δ
v√

1− a2
= δθ

(
1− v2

1− a2

)
.

Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååì

v√
1− a2

= tanh θ .

7.1. Ïðåîáðàçîâàíèå äèôôåðåíöèàëîâ êîîðäèíàò

Ñîîòíîøåíèÿ (22), (24) è (25) îïðåäåëÿþò ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò, îáîáùåííûå íà ñëó÷àé óñêîðåí-
íûõ äâèæåíèé òåëà B è ñèñòåìû îòñ÷åòà K ′, è çàêîíû
ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé è óñêîðåíèé. Èç ïîñëåäíåãî ñîîò-
íîøåíèÿ ñëåäóåò

cosh θ =

√
1− a2

√
1− v2 − a2

,

sinh θ =
v√

1− v2 − a2
.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå âåëè÷èíû â óðàâíåíèå (39),
ïîëó÷èì ïðåîáðàçîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëîâ êîîðäè-
íàò:

dt =

(
1− 1

1− a2
+

1

1− a2

√
1− a2

√
1− v2 − a2

)
dt′ +

+
v√

1− v2 − a2

1√
1− a2

dx′ +

+

(
a

1− a2
− a

1− a2

√
1− a2

√
1− v2 − a2

)
dv′ ,

dx =
1√

1− a2

v√
1− v2 − a2

dt′ +

√
1− a2

√
1− v2 − a2

dx′ −

− v√
1− v2 − a2

a√
1− a2

dv′ ,

dv =

(
− a

1− a2
+

a

1− a2

√
1− a2

√
1− v2 − a2

)
dt′ +

+
v√

1− v2 − a2

a√
1− a2

dx′ +

+

(
1 +

a2

1− a2
− a2

1− a2

√
1− a2

√
1− v2 − a2

)
dv′ . (54)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åí êîíêðåòíûé âèä ïðåîáðàçîâà-
íèé (39).
Äëÿ v ≪ 1 è a≪ 1 ïðåîáðàçîâàíèÿ ñâîäÿòñÿ ê

dt = dt′ + v dx′ ,

dx = v dt′ + dx′ − v a dv′ ,

dv = v a dx′ + dv′ .

Ïåðåõîäÿ ê ðàçìåðíûì âåëè÷èíàì, ïîëó÷èì

dt = dt′ + 1
c2 v dx

′ ,

dx = v dt′ + dx′ − 1
A2 v a dv′ ,

dv = 1
c2 v a dx′ + dv′ .

Â íüþòîíîâñêîì ïðåäåëå (ïðè c → ∞ è A → ∞)
ïîëó÷èì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dt = dt′ ,

dx = v dt′ + dx′ ,

dv = dv′ .
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III. ÐÀÂÍÎÌÅÐÍÎÅ ÏËÎÑÊÎÅ ÂÐÀÙÅÍÈÅ

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé âåêòîð â ïðîñòðàíñòâå�âðåìå-
íè ëåïòîíà

dx = ε0 dx
0 + ε4 c dt+ ε21Rdφ

21 .

Äëÿ êâàäðàòà èíòåðâàëà ýòîãî âåêòîðà èìååì

(dx0)2 = c2 dt2 +R2 (dφ)2 .

Çàäàäèì ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ âåêòîðà â ñëå-
äóþùåì âèäå:

||dx|| = Ω ||dx′|| ,
Ω = Ω · Ω′ ,

ãäå âûðàæåíèå âèäà ||dx|| � ýòî ñòîëáåö èç äèôôåðåí-
öèàëîâ c dt è Rdφ, à Ω, Ω, Ω′ � ìàòðèöû ïðåîáðàçî-
âàíèé. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðåîáðàçîâàíèå Ω ñîõðàíÿ-
ëî (dx0)2, îíî äîëæíî áûòü ïîâîðîòîì â åâêëèäîâîé
ïëîñêîñòè (c dt,R dφ), òî åñòü, íåîáõîäèìî ïîëîæèòü

Ω =
cosΨ − sinΨ

sinΨ cosΨ

è

c dt = cosΨ c (dt)′ − sinΨR (dφ)′ ,

R dφ = sinΨ c (dt)′ + cosΨR (dφ)′ ,
(55)

ãäå Ψ � óãîë ïîâîðîòà â óêàçàííîé ïëîñêîñòè, ïðè-
÷åì ýòîò óãîë êàê-òî ñâÿçàí ñ ïàðàìåòðàìè äâèæåíèÿ
ñèñòåìû îòñ÷åòà K ′ îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòà K.
Ñâÿçü ìåæäó óãëîìΨ è ïàðàìåòðàìè äâèæåíèÿ ñèñòå-
ìû îòñ÷åòà K ′ íàéäåì èç óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû ãðóï-
ïû ïðåîáðàçîâàíèé9

δ||dx|| = (δΩΩ−1) ||dx|| .

Äàëåå ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû ïîëó÷èì
èñêîìûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò. Èòàê, â íàøåì
ñëó÷àå

δΩΩ−1 = δΨ
− sinΨ − cosΨ

cosΨ − sinΨ
· cosΨ sinΨ

− sinΨ cosΨ
=

= δΨ
−1

1

è

c δdt = −δΨRdφ ,

R δdφ = δΨ c dt .
(56)

9 Ñðàâíèòå Ðàçäåë I.1.

Èñïîëüçóÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ, âû÷èñëèì òó ÷àñòü èç-
ìåíåíèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè òåëà B îòíîñèòåëüíî ñèñòå-
ìû îòñ÷åòà K, êîòîðàÿ âûçâàíà èçìåíåíèåì ïàðàìåò-
ðîâ äâèæåíèÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà K ′, ñâÿçàííûõ ñ óãëîì
Ψ.

δ
dφ

dt
=
δdφ

dt
− dφ δdt

(dt)2
.

Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (56), ïîëó÷èì

δ
ω

Ω
= δΨ

(
1 +

ω2

Ω2

)
. (57)

Çäåñü

Ω =
c

R
� ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ ðàçìåðíîñòü óãëî-
âîé ñêîðîñòè. Îòñþäà èìååì

ω = Ω tan(Ψ + ψ′) , (58)

ãäå ψ′ � ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ. Ýòî ñîîòíîøå-
íèå áóäåì èñòîëêîâûâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Áóäåì
ïîëàãàòü, ÷òî Ψ = 0 ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà ñè-
ñòåìà îòñ÷åòà K ′ íåïîäâèæíà îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû
îòñ÷åòà K è ñîîòâåòñòâåííî óãëîâàÿ ñêîðîñòü òåëà B
îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòà K ðàâíà åãî óãëîâîé
ñêîðîñòè îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòà K ′, òî åñòü

ω = Ω tanψ′ = ω′.

Êîãäà óãîë ψ′ = 0, óãëîâàÿ ñêîðîñòü òåëà B îòíî-
ñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòà K ′ ðàâíà íóëþ è ñîîòâåò-
ñòâåííî åãî óãëîâàÿ ñêîðîñòü îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû
îòñ÷åòà K ðàâíà óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ñèñòåìû
îòñ÷åòà K ′ îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòà K, òî åñòü

ω = Ω tanΨ = ω.

Â ðåçóëüòàòå ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ðåøåíà: óãîë Ψ
ñâÿçàí òîëüêî ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ âðàùåíèÿ ñèñòåìû
îòñ÷åòà K ′ è ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ω = Ω tanΨ . (59)

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (59), ïîëó÷èì

cosΨ =
1√

1 + ω2

Ω2

, sinΨ =
ω

Ω
√
1 + ω2

Ω2

.

Èñêîìîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó äèôôåðåíöèàëàìè êî-
îðäèíàò òåëà B â ñèñòåìàõ îòñ÷åòàK èK ′ ïðèìåò âèä

dt =
dt′ − ω

Ω2 dφ
′√

1 + ω2

Ω2

, dφ =
ω dt′ + dφ′√

1 + ω2

Ω2

, (60)

à èç ðàâåíñòâà (59) ñëåäóåò çàêîí ñëîæåíèÿ óãëîâûõ
ñêîðîñòåé

ω =
ω + ω′

1− ω ω′

Ω2

. (61)
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Ýòîò çàêîí êîððåñïîíäèðóåòñÿ ñ ïðåîáðàçîâàíè-
åì äèôôåðåíöèàëîâ óãëà è âðåìåíè. Çàìå÷àòåëüíîå
ñâîéñòâî ïðèâåäåííîãî çàêîíà ñëîæåíèÿ ñîñòîèò â
òîì, ÷òî â îòëè÷èå îò ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé è óñêîðå-
íèé ñëîæåíèå óãëîâûõ ñêîðîñòåé íå îãðàíè÷åíî ôóí-
äàìåíòàëüíîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ Ω, à ïðè ñëîæåíèè
óãëîâûõ ω è ω′, áëèçêèõ ê Ω, çàêîí ñëîæåíèÿ èìååò
îñîáåííîñòü. Âîçìîæíî, ýòèì îáñòîÿòåëüñòâîì ìîæåò
áûòü îáúÿñíåí ïðèíöèï Ïàóëè.

IV. ÓÑÊÎÐÅÍÍÎÅ ÏËÎÑÊÎÅ ÂÐÀÙÅÍÈÅ

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé âåêòîð â ïðîñòðàíñòâå�âðåìå-
íè ëåïòîíà

dx = ε0 dx
0 + ε4 c dt+ ε21Rdφ

21 + ε124
Rdω12

Ω
.

Ìíîæåñòâî òàêèõ âåêòîðîâ ñîñòàâëÿåò ïîäàëãåáðó
àëãåáðû Êëèôôîðäà XL, êîòîðóþ íàçîâåì àëãåáðîé
óñêîðåííûõ âðàùåíèé. Äëÿ êâàäðàòà èíòåðâàëà ýòîãî
âåêòîðà èìååì

(dx0)2 = c2 dt2 +R2 (dφ)2 − R2

(Ω)2
(dω)2 .

Ñ öåëüþ óïðîùåíèÿ äàëüíåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèé
ïåðåéäåì ê áåçðàçìåðíûì êîîðäèíàòàì. Äëÿ ýòîãî
êâàäðàò èíòåðâàëà ðàçäåëèì íà (L0)

2 è âûïîëíèì
ñëåäóþùèå ïåðåîáîçíà÷åíèÿ:

dx0

L0
→ dx0 ,

dt

T
→ dt ,

dφ

2π
→ dφ ,

dω

2πΩ
→ dω .

Ïîëó÷èì êâàäðàò èíòåðâàëà â ñëåäóþùåì âèäå:

(dx0)2 = dt2 + (dφ)2 − (dω)2 .

Ïîâîðîò â ïðîñòðàíñòâå äèôôåðåíöèàëîâ êîîðäè-
íàò

||dx|| = U ||dx′|| (62)

ñîõðàíÿåò êâàäðàò èíòåðâàëà. Çäåñü ïîäîáíî Ðàçäå-
ëó I.1. âûðàæåíèå âèäà ||dx|| � ýòî ñòîëáåö èç äèô-
ôåðåíöèàëîâ dt, dφ è dω, à U � ìàòðèöà ïîâîðîòà â
íåêîòîðîé ïëîñêîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîñòðàíñòâà.
Â ÷àñòíîñòè, ïîâîðîò â ïëîñêîñòè (dt, dφ)

Ω =

cosψ − sinψ

sinψ cosψ

1

ñîîòâåòñòâóåò ðàâíîìåðíîìó âðàùåíèþ ñèñòåìû îò-
ñ÷åòà K ′. Ïîâîðîò â ïñåâäîïëîñêîñòè (dt, dω)

E =

coshϕ sinhϕ

1

sinhϕ coshϕ

ñîîòâåòñòâóåò óñêîðåííîìó âðàùåíèþ ñèñòåìû îòñ÷å-
òà K ′.
Ïîâîðîò â ïñåâäîïëîñêîñòè (dφ, dω)

T =

1

cosh τ sinh τ

sinh τ cosh τ

òàêæå ñîõðàíÿåò êâàäðàò èíòåðâàëà.
Ïðîèçâîëüíîå ïðåîáðàçîâàíèåU, ñîõðàíÿþùåå êâàä-

ðàò èíòåðâàëà, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîâîðîò â ïðîèç-
âîëüíîé ïëîñêîñòè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (dt, dφ, dω)
íà óãîë θ. Ìàòðèöà ïîâîðîòà çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþ-
ùåì âèäå 10:

U(θ) = exp(θ ·Kθ) ≡ ∆+
1

1!
(θ ·Kθ) +

1

2!
(θ ·Kθ)

2 + ... ,

(63)
ãäå

Kθ =
dU

dθ

∣∣∣
θ=0

� ãåíåðàòîð ïîâîðîòà. Ìàòðèöà ïîâîðîòà óäîâëåòâî-
ðÿåò ñëåäóþùåìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ11:

δU(θ) = δθ ·Kθ ·U(θ) . (64)

Â ÷àñòíîñòè, âûøåóêàçàííûì ñîîòíîøåíèÿì óäî-
âëåòâîðÿþò ìàòðèöû ïîâîðîòîâ Ω, E, T. Èì ñîîòâåò-
ñòâóþò ñëåäóþùèå ãåíåðàòîðû ïîâîðîòîâ:

Kψ =

−1
1 , Kϕ =

1

1

, Kτ = 1

1

.

×òîáû óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó óãëàìè ψ, ϕ è τ ñ
îäíîé ñòîðîíû è óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω = dφ/dt è óãëî-
âûì óñêîðåíèåì ε = dω/dt òåëà B ñ äðóãîé, ðàññìîò-
ðèì èçìåíåíèå äèôôåðåíöèàëîâ êîîðäèíàò ïðè èçìå-
íåíèè óãëîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèÿìè ñòðóêòóðû
ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé:

δ||dx|| = (δUU−1) ||dx|| . (65)

Èç ñîîòíîøåíèÿ (64) ñëåäóåò

δUU−1 = δθ ·Kθ . (66)

Âûðàçèì δUU−1 ÷åðåç ìàòðèöû ïîâîðîòîâ â áàçèñ-
íûõ ïëîñêîñòÿõ

δUU−1 = δΩΩ−1 + δEE−1 + δTT−1 . (67)

10 Ñì. Ðàçäåë I.2.
11 Êàê è ïðåæäå, ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ïî óãëó äèôôåðåí-

öèàë áóäåì îáîçíà÷àòü δ.
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Çäåñü

δΩΩ−1 = δψKψ = δψ

−1
1 ,

δEE−1 = δϕKϕ = δϕ

1

1

,

δTT−1 = δτ Kτ = δτ 1

1

.

Ðàññìàòðèâàÿ ôóíêöèè ψ(θ), ϕ(θ), τ(θ) êàê ëèíåé-
íûå, ââåäåì ñîîòíîøåíèÿ

δψ = δθ Cψ , δϕ = δθ Cϕ , δτ = δθ Cτ . (68)

Çäåñü Cψ, Cϕ, Cτ � "íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû" �
ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû, îïðåäåëÿþùèå ïîëîæåíèå ïðî-
èçâîëüíîé ïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî áàçèñíûõ ïëîñêî-
ñòåé. Îíè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

(Cψ)2 − (Cϕ)2 − (Cτ )2 = 1 . (69)

Ñîîòíîøåíèÿ (66), (67) è (68) ïîçâîëÿþò âûðàçèòü
ãåíåðàòîð ïðîèçâîëüíîãî ïîâîðîòà ÷åðåç ãåíåðàòîðû
áàçèñíûõ ïîâîðîòîâ

Kθ = CψKψ + CϕKϕ + Cτ Kτ . (70)

Èñïîëüçóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå, çàïèøåì óðàâíåíèå
ñòðóêòóðû (65) â ñëåäóþùåì âèäå:

δ||dx|| = δUU−1 ||dx|| = δθ

−Cψ Cϕ

Cψ Cτ

Cϕ Cτ
||dx|| .

Èñïîëüçóÿ ýòó ìàòðèöó, ïîëó÷èì

δdt = δθ (−Cψ dφ+ Cϕ dω) ,

δdφ = δθ (Cψ dt+ Cτ dω) ,

δdω = δθ (Cϕ dt+ Cτ dφ) .

(71)

×òîáû óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó óãëàìè ψ, ϕ è τ è
óãëîâîé ñêîðîñòüþ òåëà B, ðàññìîòðèì äèôôåðåíöè-
àë

δω = δ
dφ

dt
=
δdφ

dt
− ω δdt

dt
.

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (71), ïîëó÷èì

δω = δθ
(
Cψ (1 + ω2) + Cτ ε− Cϕ ω ε

)
, (72)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå ε = dω/dt.

Àíàëîãè÷íî ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàë

δε = δ
dω

dt
=
δdω

dt
− ε δdt

dt
.

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (71), ïîëó÷èì

δε = δθ
(
Cϕ (1− ε2) + Cτ ω + Cψ ω ε

)
, (73)

Êðîìå òîãî, ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàë

δ
dφ

dω
= δ

ω

ε
.

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå

ω = ε t ,

ýòîò äèôôåðåíöèàë ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

δ
dφ

dω
= δt .

Òàêèì îáðàçîì, èìååì

δt =
δdφ

dω
− t δdω

dω
.

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (71), ïîëó÷èì

δt = δθ
(
Cψ 1

ε + Cτ − t (Cϕ 1
ε + Cτ t)

)
. (74)

Äëÿ ðàâíîóñêîðåííîãî äâèæåíèÿ äîëæíî âûïîë-
íÿòüñÿ

δω = ε δt , δε = 0 .

Ïîäñòàâëÿÿ â ïåðâîå ñîîòíîøåíèå âûðàæåíèÿ (72)
è (74), ïîëó÷èì

Cψ (1 + ω2) + Cτ ε− Cϕ ω ε =
ε
(
Cψ 1

ε + Cτ − t (Cϕ 1
ε + Cτ t)

)
èëè

Cϕ (1− ε2) + Cτ ω + Cψ ε ω = 0 . (75)

Ýòî æå ñîîòíîøåíèå ñëåäóåò èç óñëîâèÿ δε = 0. Îíî
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñëîâèå, íàêëàäûâàåìîå íà "íà-
ïðàâëÿþùèå êîñèíóñû" äëÿ ðàâíîóñêîðåííîãî äâèæå-
íèÿ. Çíà÷åíèÿ "íàïðàâëÿþùèõ êîñèíóñîâ" îïðåäåëÿ-
þòñÿ çíà÷åíèÿìè óãëîâûõ ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ. Â
÷àñòíîñòè, äëÿ ðàâíîìåðíîãî âðàùåíèÿ, êîãäà ε = 0,
äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

Cϕ = 0 , Cτ = 0 , Cψ = 1 .

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ áóäóò ñëåäñòâèåì ñîîòíîøåíèé
(69) è (75), åñëè ïîëîæèòü

Cϕ = 0 , Cτ ω + Cψ ε ω = 0 .
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Òàêèì îáðàçîì, èìååì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíå-
íèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ Cτ è Cψ:

Cτ ω + Cψ ε ω = 0 ,

(Cψ)2 − (Cτ )2 = 1 .

Îíà èìååò ñëåäóþùåå ðåøåíèå12:

Cψ =
1√

1− ε2
, Cτ = − ε√

1− ε2
.

Â ðåçóëüòàòå "íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû" îïðåäåëåíû
è ìîæíî, èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (70), âû÷èñëèòü ãåíå-
ðàòîð ãðóïïû óñêîðåííûõ äâèæåíèé

Kθ =
1√

1− ε2

−1
1 −ε
−ε

.

Çíàÿ ãåíåðàòîð Kθ, íà îñíîâàíèè ðàâåíñòâà (63) ìîæ-
íî âû÷èñëèòü ìàòðèöó ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò ïðè
óñêîðåííîì äâèæåíèè. Òàê êàê

(Kθ)
3 = −Kθ , (Kθ)

4 = −(Kθ)
2 ,

ýòà ìàòðèöà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç òðèãîíîìåòðè÷åñêèå
ôóíêöèè

U = ∆+ (Kθ)
2 − (Kθ)

2 cos θ +Kθ sin θ (76)

èëè

U =

1

1

1

+
1

1− ε2

−1 ε

−1 + ε2

−ε ε2
−

− 1

1− ε2

−1 ε

−1 + ε2

−ε ε2
cos θ +

+
1√

1− ε2

−1
1 −ε
−ε

sin θ .

Òåïåðü óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó ïàðàìåòðàìè óñêî-
ðåííîãî äâèæåíèÿ è óãëîì θ. Äëÿ ýòîãî ìîæíî âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ ëèáî ñîîòíîøåíèåì (73), ëèáî (72). Ìû
îñòàíîâèìñÿ íà ïîñëåäíåì. Èìååì

δω = δθ
(
Cψ (1 + ω2) + Cτ ε

)
.

Îòñþäà ïîëó÷èì

δ
ω√

1− ε2
= δθ

(
1 +

ω2

1− ε2

)
.

Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååì

ω√
1− ε2

= tan θ . (77)

12 Äðóãîå ðåøåíèå îòëè÷àåòñÿ îò óêàçàííîãî çíàêîì.

1. Ïðåîáðàçîâàíèå äèôôåðåíöèàëîâ êîîðäèíàò

Ñîîòíîøåíèÿ (62), (76) è (77) îïðåäåëÿþò ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò, îáîáùåííûå íà ñëó÷àé óñêîðåí-
íûõ âðàùåíèé òåëà B è ñèñòåìû îòñ÷åòà K ′, è çàêîíû
ñëîæåíèÿ óãëîâûõ ñêîðîñòåé è óñêîðåíèé. Èç ïîñëåä-
íåãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò

cos θ =

√
1− ε2√

1 + ω2 − ε2
,

sin θ =
ω√

1 + ω2 − ε2
.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå âåëè÷èíû â óðàâíåíèå (62),
ïîëó÷èì ïðåîáðàçîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëîâ êîîðäè-
íàò:

dt =

(
1− 1

1− ε2
+

1

1− ε2

√
1− ε2√

1 + ω2 − ε2

)
dt′ −

− ω√
1 + ω2 − ε2

1√
1− ε2

dφ′ +

+

(
ε

1− ε2
− ε

1− ε2

√
1− ε2√

1 + ω2 − ε2

)
dω′ ,

dφ =
1√

1− ε2
ω√

1 + ω2 − ε2
dt′ +

√
1− ε2√

1 + ω2 − ε2
dφ′ −

− ω√
1 + ω2 − ε2

ε√
1− ε2

dv′ ,

dω =

(
− ε

1− ε2
+

ε

1− ε2

√
1− ε2√

1 + ω2 − ε2

)
dt′ −

− ω√
1 + ω2 − ε2

ε√
1− ε2

dφ′ +

+

(
1 +

ε2

1− ε2
− ε2

1− ε2

√
1− ε2√

1 + ω2 − ε2

)
dω′ . (78)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åí êîíêðåòíûé âèä ïðåîáðàçîâà-
íèé (62).
Äëÿ ω ≪ 1 è ε≪ 1 ïðåîáðàçîâàíèÿ ñâîäÿòñÿ ê

dt = dt′ − ω dφ′ ,

dφ = ω dt′ + dφ′ − ω ε dω′ ,

dω = − ω ε dφ′ + dω′ .

Ïåðåõîäÿ ê ðàçìåðíûì âåëè÷èíàì, ïîëó÷èì

dt = dt′ − 1
Ω2 ω dφ

′ ,

dφ = ω dt′ + dφ′ − 1
E2 ω ε dω′ ,

dω = − 1
Ω2 ω ε dφ′ + dω′ .

Çäåñü Ω - ïðåäåëüíàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü, E - ïðåäåëü-
íîå óãëîâîå óñêîðåíèå. Â íüþòîíîâñêîì ïðåäåëå (ïðè
Ω → ∞ è E → ∞) ïîëó÷èì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé

dt = dt′ ,

dφ = ω dt′ + dφ′ ,

dω = dω′ ≡ ε dt′ .
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V. ÓÑÊÎÐÅÍÍÎÅ ÒÅËÅÑÍÎÅ ÂÐÀÙÅÍÈÅ

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé âåêòîð â ïðîñòðàíñòâå-âðåìå-
íè ëåïòîíà

dx = ε0 dx
0 + ε4 c dt+ ε123Rdφ

123 + ε1324
Rdω132

ΩT
.

Ìíîæåñòâî òàêèõ âåêòîðîâ ñîñòàâëÿåò ïîäàëãåáðó
àëãåáðû Êëèôôîðäà XL. Íàçîâåì åå àëãåáðîé óñêî-
ðåííûõ òåëåñíûõ âðàùåíèé. Äëÿ êâàäðàòà èíòåðâàëà
ýòîãî âåêòîðà èìååì

(dx0)2 = c2 dt2 +R2 (dφ)2 +
R2

(ΩT )2
(dω)2 .

Ñ öåëüþ óïðîùåíèÿ äàëüíåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïå-
ðåéäåì ê áåçðàçìåðíûì êîîðäèíàòàì. Äëÿ ýòîãî êâàä-
ðàò èíòåðâàëà ðàçäåëèì íà (L0)

2 è âûïîëíèì ñëåäó-
þùèå ïåðåîáîçíà÷åíèÿ:

dx0

L0
→ dx0 ,

dt

T
→ dt ,

dφ

2π
→ dφ ,

dω

2πΩT
→ dω .

Ïîëó÷èì êâàäðàò èíòåðâàëà â ñëåäóþùåì âèäå:

(dx0)2 = dt2 + dφ2 + dω2 .

Ïîâîðîò â ïðîñòðàíñòâå äèôôåðåíöèàëîâ êîîðäè-
íàò

||dx|| = U ||dx′|| (79)

ñîõðàíÿåò êâàäðàò èíòåðâàëà. Çäåñü ïîäîáíî Ðàçäå-
ëó I.1. âûðàæåíèå âèäà ||dx|| � ýòî ñòîëáåö èç äèô-
ôåðåíöèàëîâ dt, dφ è dω, à U � ìàòðèöà ïîâîðîòà â
íåêîòîðîé ïëîñêîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîñòðàíñòâà.
Â ÷àñòíîñòè, ïîâîðîò â ïëîñêîñòè (dt, dφ)

Ω =

cosψ − sinψ

sinψ cosψ

1

ñîîòâåòñòâóåò ðàâíîìåðíîìó âðàùåíèþ ñèñòåìû îò-
ñ÷åòà K ′. Ïîâîðîò â ïëîñêîñòè (dt, dω)

E =

cosϕ sinϕ

1

− sinϕ cosϕ

ñîîòâåòñòâóåò óñêîðåííîìó âðàùåíèþ ñèñòåìû îòñ÷å-
òà K ′. Ïîâîðîò â ïëîñêîñòè (dφ, dω)

T =

1

cos τ − sin τ

sin τ cos τ

òàêæå ïðèâîäèò ê ñîõðàíåíèþ êâàäðàòà èíòåðâàëà.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ãðóïïà óñêîðåííûõ òåëåñíûõ

âðàùåíèé èçîìîðôíà ãðóïïå ïîâîðîòîâ â òðåõìåðíîì

ïðîñòðàíñòâå O(3). Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî áóäåò èñïîëü-
çîâàíî â Ãëàâå 5.2. ïðè ôîðìóëèðîâêå ýëåêòðîñëàáîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ.
Ïðîèçâîëüíîå ïðåîáðàçîâàíèåU, ñîõðàíÿþùåå êâàä-

ðàò èíòåðâàëà, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîâîðîò â ïðîèç-
âîëüíîé ïëîñêîñòè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (dt, dφ, dω)
íà óãîë θ. Ìàòðèöó ïîâîðîòà ìîæíî çàïèñàòü â ñëå-
äóþùåì âèäå:

U(θ) = exp(θ ·Kθ) ≡ ∆+
1

1!
(θ ·Kθ) +

1

2!
(θ ·Kθ)

2 + ... ,

(80)
ãäå

Kθ =
dU

dθ θ=0

� ãåíåðàòîð ïîâîðîòà. Ìàòðèöà ïîâîðîòà óäîâëåòâî-
ðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

δU(θ) = δθ ·Kθ ·U(θ) . (81)

Â ÷àñòíîñòè, âûøåóêàçàííûì ñîîòíîøåíèÿì óäîâëå-
òâîðÿþò ìàòðèöû ïîâîðîòîâ Ω, E, T. Èì ñîîòâåòñòâó-
þò ñëåäóþùèå ãåíåðàòîðû ïîâîðîòîâ:

Kψ =

−1
1 , Kϕ =

1

−1
, Kτ = −1

1

.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó óãëàìè ψ,
ϕ è τ ñ îäíîé ñòîðîíû è òåëåñíîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ
ω = dx/dt è òåëåñíûì óãëîâûì óñêîðåíèåì ε = dω/dt
òåëà B ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàññìîòðèì èçìåíåíèå äèô-
ôåðåíöèàëîâ êîîðäèíàò ïðè èçìåíåíèè óãëîâ ψ, ϕ è τ ,
îáóñëîâëåííîå óðàâíåíèÿìè ñòðóêòóðû ãðóïïû ïðåîá-
ðàçîâàíèé

δ||dx|| = (δUU−1) ||dx|| . (82)

Èç ñîîòíîøåíèÿ (81) ñëåäóåò

δUU−1 = δθ ·Kθ . (83)

Âûðàçèì δUU−1 ÷åðåç ìàòðèöû ïîâîðîòîâ â áàçèñ-
íûõ ïëîñêîñòÿõ

δUU−1 = δΩΩ−1 + δEE−1 + δTT−1 . (84)

Çäåñü

δΩΩ−1 = δψKψ = δψ

1

1 ,

δEE−1 = δϕKϕ = δϕ

1

1

,
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δTT−1 = δτ Kτ = δτ 1

−1
.

(85)

Ðàññìàòðèâàÿ ôóíêöèè ψ(θ), ϕ(θ), T (θ) êàê ëèíåé-
íûå, ââåäåì ñîîòíîøåíèÿ

δψ = δθ Cψ , δϕ = δθ Cϕ , δτ = δθ Cτ .

Çäåñü Cψ, Cϕ, Cτ � "íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû" � ïî-
ñòîÿííûå âåëè÷èíû, îïðåäåëÿþùèå ïîëîæåíèå ïðî-
èçâîëüíîé ïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî áàçèñíûõ ïëîñêî-
ñòåé. Îíè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

(Cψ)2 + (Cϕ)2 + (Cτ )2 = 1 . (86)

Ñîîòíîøåíèÿ (83), (84) è (85) ïîçâîëÿþò âûðàçèòü
ãåíåðàòîð ïðîèçâîëüíîãî ïîâîðîòà ÷åðåç ãåíåðàòîðû
áàçèñíûõ ïîâîðîòîâ

Kθ = CψKψ + CϕKϕ + Cτ Kτ . (87)

Èñïîëüçóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå, çàïèøåì âûðàæåíèå
(82) â ñëåäóþùåì âèäå:

δ||dx|| = δUU−1 ||dx|| = δθ

−Cψ Cϕ

Cψ −Cτ

−Cϕ Cτ
||dx|| .

Èñïîëüçóÿ ýòó ìàòðèöó, ïîëó÷èì

δdt = δθ (−Cψ dφ+ Cϕ dω) ,

δdφ = δθ (Cψ dt− Cτ dω) ,
δdω = δθ (−Cϕ dt+ Cτ dφ) .

(88)

×òîáû óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó óãëàìè ψ è ϕ è ñêî-
ðîñòüþ òåëà B, ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàë

δω = δ
dφ

dt
=
δdφ

dt
− ω δdt

dt
.

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (88), ïîëó÷èì

δω = δθ
(
Cψ (1 + ω2)− Cτ ε− Cϕ ω ε

)
, (89)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå ε = dω/dt.
Àíàëîãè÷íî ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàë

δε = δ
dω

dt
=
δdω

dt
− ε δdt

dt
.

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (89), ïîëó÷èì

δε = δθ
(
−Cϕ (1 + ε2) + Cτ ω + Cψ ω ε

)
. (90)

Êðîìå òîãî, ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàë

δ
dφ

dω
= δ

ω

ε
.

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå

ω = ε t ,

åãî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

δ
dφ

dω
= δt .

Òàêèì îáðàçîì, èìååì

δt =
δdφ

dω
− t δdω

dω
.

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (88), ïîëó÷èì

δt = δθ

(
Cψ

1

ε
++Cτ + t (−Cϕ 1

ε
+ Cτ t)

)
. (91)

Äëÿ ðàâíîóñêîðåííîãî äâèæåíèÿ äîëæíî âûïîë-
íÿòüñÿ

δω = ε δt , δε = 0 .

Ïîäñòàâëÿÿ â ïåðâîå ñîîòíîøåíèå âûðàæåíèÿ (89)
è (91), ïîëó÷èì

Cψ (1 + ω2)− Cτ ε− Cϕ ω ε =
ε
(
Cψ 1

ε − C
τ + t (Cϕ 1

ε − C
τ t)
)

èëè

−Cϕ (1 + ε2) + Cτ ω + Cψ ε ω = 0 . (92)

Ýòî æå ñîîòíîøåíèå ñëåäóåò èç óñëîâèÿ δε = 0.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðàâíîóñêîðåííîãî äâèæåíèÿ

âûòåêàåò óñëîâèå, íàêëàäûâàåìîå íà "íàïðàâëÿþ-
ùèå êîñèíóñû". Çíà÷åíèÿ "íàïðàâëÿþùèõ êîñèíóñîâ"
îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè óãëîâûõ ñêîðîñòè è óñêîðå-
íèÿ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ðàâíîìåðíîãî âðàùåíèÿ, êîãäà
ε = 0, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

Cϕ = 0 , Cτ = 0 , Cψ = 1 .

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ áóäóò ñëåäñòâèåì ðàâåíñòâ (86) è
(92), åñëè ïîëîæèòü

Cϕ = 0 , Cτ ω + Cψ ε ω = 0 .

Òàêèì îáðàçîì, èìååì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíå-
íèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ Cτ è Cψ:

Cτ + Cψ ε = 0 ,

(Cψ)2 + (Cτ )2 = 1 .

Îíà èìååò ñëåäóþùåå ðåøåíèå13:

Cψ =
1√

1 + ε2
, Cτ = − ε√

1 + ε2
.

13 Äðóãîå ðåøåíèå îòëè÷àåòñÿ îò óêàçàííîãî çíàêîì.
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Òàêèì îáðàçîì, "íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû" îïðåäå-
ëåíû è ìîæíî, èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (87), âû÷èñëèòü
ãåíåðàòîð ãðóïïû óñêîðåííûõ äâèæåíèé

Kθ =
1√

1 + ε2

−1
1 ε

−ε
.

Çíàÿ ãåíåðàòîð Kθ, íà îñíîâàíèè âûðàæåíèÿ (80)
ìîæíî âû÷èñëèòü ìàòðèöó ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò
ïðè óñêîðåííîì äâèæåíèè. Òàê êàê

(Kθ)
3 = −Kθ , (Kθ)

4 = −(Kθ)
2 ,

ýòà ìàòðèöà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç òðèãîíîìåòðè÷åñêèå
ôóíêöèè

U = ∆+ (Kθ)
2 − (Kθ)

2 cos θ +Kθ sin θ

èëè

U =

1

1

1

− 1

1 + ε2

1 ε

1 + ε2

ε ε2
+

+
1

1 + ε2

1 ε

1 + ε2

ε ε2
cos θ +

+
1√

1 + ε2

−1
1 ε

−ε
sin θ .

Òåïåðü óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó ïàðàìåòðàìè óñêî-
ðåííîãî äâèæåíèÿ è óãëîì θ. Äëÿ ýòîãî ìîæíî âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ ëèáî ñîîòíîøåíèåì (89), ëèáî (91). Ìû
îñòàíîâèìñÿ íà ñîîòíîøåíèè (89). Èìååì

δω = δθ
(
Cψ (1 + ω2) + Cτ ε

)
.

Îòñþäà ïîëó÷èì

δ
ω√

1 + ε2
= δθ

(
1 +

ω2

1 + ε2

)
.

Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååì

ω√
1 + ε2

= tan θ .

1. Ïðåîáðàçîâàíèå äèôôåðåíöèàëîâ êîîðäèíàò

Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò

cos θ =

√
1 + ε2√

1 + ω2 + ε2
,

sin θ =
ω√

1 + ω2 + ε2
.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå âåëè÷èíû â óðàâíåíèå (79),
ïîëó÷èì ïðåîáðàçîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëîâ êîîðäè-
íàò:

dt =

(
1− 1

1 + ε2
+

1

1 + ε2

√
1 + ε2√

1 + ω2 + ε2

)
dt′ −

− ω√
1 + ω2 + ε2

1√
1 + ε2

dφ′ +

+

(
− ε√

1 + ε2
+

ε√
1 + ε2

√
1 + ε2√

1 + ω2 + ε2

)
dω′ ,

dφ =
1√

1 + ε2
ω√

1 + ω2 + ε2
dt′ +

√
1 + ε2√

1 + ω2 + ε2
dφ′ +

+
ω√

1 + ω2 + ε2
ε√

1 + ε2
dω′ ,

dω =

(
− ε

1 + ε2
+

ε

1 + ε2

√
1 + ε2√

1 + ω2 + ε2

)
dt′ −

− ω√
1 + ω2 − ε2

ε√
1 + ε2

dφ′ +

+

(
1− ε2

1 + ε2
+

ε2

1 + ε2

√
1 + ε2√

1 + ω2 + ε2

)
dω′ . (93)

Òàêèì îáðàçîì, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åí êîíêðåòíûé
âèä ïðåîáðàçîâàíèé (79).
Äëÿ ω ≪ 1 è ε≪ 1 ïðåîáðàçîâàíèÿ ñâîäÿòñÿ ê

dt = dt′ − ω dφ′ ,

dφ = ω dt′ + dφ′ + ω ε dω′ ,

dω = − ω ε dφ′ + dω′ .

Ïåðåõîäÿ ê ðàçìåðíûì âåëè÷èíàì, ïîëó÷èì

dt = dt′ − 1
(ΩT )2 ω dφ

′ ,

dφ = ω dt′ + dφ′ + 1
(ET)2 ω ε dω′ ,

dω = − 1
(ΩT )2 ω ε dφ′ + dω′ .

Çäåñü ΩT � ïðåäåëüíàÿ òåëåñíàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü,
ET � ïðåäåëüíîå òåëåñíîå óãëîâîå óñêîðåíèå. Â íüþ-
òîíîâñêîì ïðåäåëå (ïðè ΩT →∞ è ET →∞) ïîëó÷èì
ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dt = dt′ ,

dφ = ω dt′ + dφ′ ,

dω = dω′ ≡ ε dt′ .

VI. ÂÛÂÎÄÛ ÏÎ ÃËÀÂÅ

� Ñïåöèàëüíàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè â ïðîñò-
ðàíñòâå-âðåìåíè ëåïòîíà îáîáùàåò ñïåöèàëüíóþ
òåîðèþ îòíîñèòåëüíîñòè â 4-õ ìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå-âðåìåíè.

� Èç ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé â ïðîñòðàíñòâå-
âðåìåíè ëåïòîíà ìîæíî âûäåëèòü ïîâîðîòû,
êîòîðûå îïèñûâàþò:
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1) ïðÿìîëèíåéíîå óñêîðåííîå äâèæåíèå,

2) ðàâíîìåðíîå ïëîñêîå âðàùåíèå,

3) óñêîðåííîå ïëîñêîå âðàùåíèå,

4) óñêîðåííîå òåëåñíîå âðàùåíèå.

� Ãðóïïà óñêîðåííûõ òåëåñíûõ âðàùåíèé èçî-
ìîðôíà ãðóïïå O(3). Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ñëå-
äóåò èìåòü â âèäó ïðè ôîðìóëèðîâêå ýëåêòðî-
ñëàáîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ëåïòîíîâ.



Ãëàâà 1.5 Ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè

I. ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÛÅ ÇÀÌÅ×ÀÍÈß

Ôóíäàìåíòàëüíûå ôèçè÷åñêèå îáúåêòû â òîì âè-
äå, â êîòîðîì îíè ó÷àñòâóþò â ïðîñòðàíñòâåííî-
âðåìåííûõ ÿâëåíèÿõ, îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ ïðîñòðàí-
ñòâîì-âðåìåíåì X. Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ãëàâîé 1.1. Ðàç-
äåë III. äâèæåíèå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè (òåë è ïðî-
öåññîâ) îïðåäåëåíî, åñëè îïðåäåëåíî ïðåîáðàçîâàíèå
f : X→X′ (X′ = f(X)). Òàêèì îáðàçîì, äâèæåíèå êàê
ôèçè÷åñêîå ÿâëåíèå îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïðåîáðàçîâà-
íèåì f : X→X′ (X′ = f(X)) êàê ýëåìåíòîì ìàòåìàòè-
êè. Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ X, ïî îòíîøåíèþ ê êîòîðî-
ìó îïðåäåëÿåòñÿ äâèæóùååñÿ ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ X′,
íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé îòñ÷åòà. Èññëåäîâàíèå ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ îáùåãî âèäà X′ = f(X) íà÷íåì ñ ëèíåéíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ, êîòîðîå îáîçíà÷èì X′ = l(X).1
Â êëàññè÷åñêîé ôèçèêå êëþ÷åâóþ ðîëü èãðàþò ïðå-

îáðàçîâàíèÿ, êîòîðûå íå âëèÿþò íà ôèçè÷åñêèå ÿâëå-
íèÿ. Òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîñòàâëÿþò ãðóïïó Ïóàí-
êàðå. È â ýòîì ñìûñëå ìû áóäåì íàçûâàòü ïðåîáðàçî-
âàíèÿ ãðóïïû Ïóàíêàðå èíâàðèàíòíûìè ïðåîáðàçîâà-
íèÿìè. Ê ïðåîáðàçîâàíèÿì ãðóïïû Ïóàíêàðå îòíîñÿò-
ñÿ ñäâèãè (òðàíñëÿöèè) è ïîâîðîòû â ïðîñòðàíñòâå-
âðåìåíè ÑÒÎ � ñäâèãè ãåîìåòðè÷åñêèõ òî÷åê è âðåìå-
íè, ïîâîðîòû â ãåîìåòðè÷åñêèõ ïëîñêîñòÿõ è äâèæå-
íèÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Â òåîðèè, êîòîðóþ ìû
èçëàãàåì, äëÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ îáúåêòîâ, ïðèìåðîì
êîòîðûõ ñëóæàò ôóíäàìåíòàëüíûå ÷àñòèöû, ââîäèò-
ñÿ ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ X, îáîáùàþùåå ïðîñòðàíñòâî-
âðåìÿ ÑÒÎ. Îòñþäà âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü îáîá-
ùåíèÿ ãðóïïû Ïóàíêàðå êàê ãðóïïû èíâàðèàíòíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé. Â ÷àñòíîñòè, ñäâèãè ãåîìåòðè÷åñêèõ
òî÷åê è ñäâèãè âðåìåíè, âõîäÿùèå â ãðóïïó Ïóàíêà-
ðå, íåîáõîäèìî äîïîëíèòü ñäâèãàìè îòðåçêîâ ëèíèé,
ïëîùàäåé, ñäâèãàìè ñêîðîñòè, óãëîâîé ñêîðîñòè è òå-
ëåñíîé óãëîâîé ñêîðîñòè. Â îòëè÷èå îò ñäâèãîâ â ïðî-
ñòðàíñòâå-âðåìåíè ÑÒÎ ñäâèãè â ïðîñòðàíñòâå-âðå-
ìåíè X îáðàçóþò àëãåáðó. Êðîìå òîãî, ïîâîðîòû â
ãåîìåòðè÷åñêèõ ïëîñêîñòÿõ è äâèæåíèÿ ñ ïîñòîÿííîé
ñêîðîñòüþ, âõîäÿùèå â ãðóïïó Ïóàíêàðå, íåîáõîäèìî
îáîáùèòü äî ïîâîðîòîâ îòíîñèòåëüíî âñåõ áàçèñíûõ
âåêòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè X.
Âçàèìîäåéñòâèå ÷àñòèö ïðèâîäèò ê ïðåîáðàçîâà-

íèþ ïðîñòðàíñòâà äåéñòâèÿ ýòèõ ÷àñòèö. Ïîìèìî ýòî-
ãî, âçàèìîäåéñòâèå ïðèâîäèò ê ïðåîáðàçîâàíèþ ïðî-
ñòðàíñòâà-âðåìåíè ÷àñòèö. Ðåçóëüòàòîì âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ îáðàçîâàíèå íîâûõ ÷àñòèö ñî ñâîèì
ïðîñòðàíñòâîì äåéñòâèÿ è ñî ñâîèì ïðîñòðàíñòâîì-
âðåìåíåì. Êàæäîé ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòèöå ñîîò-
âåòñòâóåò ñâîé òèï ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè X, ïîýòî-

1 Ïîäîáíî òîìó, êàê èññëåäîâàíèå ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìî-
ñòè îáùåãî âèäà íà÷èíàåòñÿ ñ ëèíåéíîé ôóíêöèè.

ìó íàðÿäó ñ èíâàðèàíòíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè, íå
âûâîäÿùèìè çà ðàìêè òèïà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè,
íåîáõîäèìî ââåñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ, èçìåíÿþùèå òèï
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîïóò-
ñòâóþò âçàèìîäåéñòâèþ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö.
Äëÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ àíòèîáúåêòîâ, ïðèìåðîì êî-

òîðûõ ñëóæàò ôóíäàìåíòàëüíûå àíòè÷àñòèöû, ââî-
äèòñÿ ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ X∗. Äâèæå-
íèå ôóíäàìåíòàëüíûõ àíòèîáúåêòîâ îòîæäåñòâëÿ-
åòñÿ ñ ñîïðÿæåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì îáùåãî âèäà
f∗ : X∗→X′∗ (X′∗ = f∗(X∗)). Èññëåäîâàíèå ñîïðÿæåí-
íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îáùåãî âèäà X′∗ = f∗(X∗) òàêæå
íà÷íåì ñ ëèíåéíîãî ñîïðÿæåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ,
êîòîðîå îáîçíà÷èì l∗ : X∗→X′∗ (X′∗ = l∗(X∗)). Âûøå-
óêàçàííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îáúåäèíÿþòñÿ â îáùóþ êè-
íåìàòè÷åñêóþ àëãåáðó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì
êëàññè÷åñêîé ãðóïïû èíâàðèàíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
� ãðóïïû Ïóàíêàðå.

II. ËÈÍÅÉÍÛÅ ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß
ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ-ÂÐÅÌÅÍÈ ÑÒÎ

Ïðè äâèæåíèè âåêòîð x ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè
ÑÒÎ X, ïðèíÿòîãî çà ñèñòåìó îòñ÷åòà, ïðåîáðàçóåòñÿ
â âåêòîð x′ äâèæóùåãîñÿ (èëè ñäâèíóòîãî) ïðîñòðàí-
ñòâà-âðåìåíè X ′. Ââåäåì îïåðàòîð, êîòîðûé ñòàâèò â
ñîîòâåòñòâèå âåêòîðó x ∈ X âåêòîð x′ ∈ X ′. Îáîçíà-
÷èì òàêîé îïåðàòîð l( ) è íàçîâåì åãî ïðåîáðàçîâàíè-
åì. Òàêèì îáðàçîì,

x′ = l(x) .

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ l( ) ëèíåéíû îò-
íîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ è óìíîæåíèÿ âåêòîðà
íà ÷èñëî, òî åñòü,

l(α1 · x1 + α2 · x2) = α1 · l(x1) + α2 · l(x2).

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ÑÒÎ ñëåäóþùèì îáðàçîì: L.
Ââåäåì íà ìíîæåñòâå ïðåîáðàçîâàíèé L îïåðàöèè
ñëîæåíèÿ ⊕

l1( )⊕ l2( ) = l( ) ∈ L

è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî ⊙

α⊙ l1( ) = l( ) ∈ L .

Ïóñòü ýòè îïåðàöèè òàêæå óäîâëåòâîðÿþò çàêîíó
äèñòðèáóòèâíîñòè

α⊙ [l1( )⊕ l2( )] = α⊙ l1( )⊕ α⊙ l2( ) .

Â ðåçóëüòàòå ìíîæåñòâî ïðåîáðàçîâàíèé L ñòàíî-
âèòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì.
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Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ ⊕ è
îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî ⊙ â âåêòîðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå L äîëæíû áûòü ñîãëàñîâàíû ñîîòâåòñòâåí-
íî ñ îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ + è îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ
íà ÷èñëî · â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå X ′. Óñëîâèå ñî-
ãëàñîâàíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðåçóëüòàòîì äåéñòâèÿ
îïåðàòîðà

α1 ⊙ l1( )⊕ α2 ⊙ l2( )

íà âåêòîð x ∈ X äîëæåí áûòü âåêòîð

α1 · x′
1 + α2 · x′

2 ∈ X ′ ,

òî åñòü ïîñëå äåéñòâèÿ îïåðàòîðà ⊕-ñëîæåíèå ñòà-
íîâèòñÿ +-ñëîæåíèåì, à ⊙-óìíîæåíèå ñòàíîâèòñÿ · -
óìíîæåíèåì.
Ââåäåì áàçèñíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Iim( ), ÷òîáû èìå-

ëî ìåñòî

l( ) = Iim( ) · lmi ,

ãäå lmi � êîîðäèíàòû ïðåîáðàçîâàíèÿ l( ). Ëèíåéíîå
ïðåîáðàçîâàíèå âåêòîðà x = ek ·xk äîëæíî èìåòü âèä:

l(x) = l(ek · xk) = em · lmk · xk .

Èç ýòîãî óñëîâèÿ íàéäåì ïðàâèëî ïðåîáðàçîâàíèÿ
áàçèñíûõ âåêòîðîâ ek ïðîñòðàíñòâà X ñ ïîìîùüþ áà-
çèñíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Iim( ):

Iim(ek) = em · δik .

Äëÿ íåãî âûïîëíÿåòñÿ òðåáóåìîå ñîîòíîøåíèå

l(x) = lmi · Iim(x) = lmi · xk · Iim(ek) = em · lmk · xk .

III. ËÈÍÅÉÍÛÅ ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß
ÎÁÎÁÙÅÍÍÎÃÎ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ-ÂÐÅÌÅÍÈ

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâà-
íèÿ îáîáùåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè X. Ââåäåì
îïåðàòîð, êîòîðûé ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå âåêòîðó
x ∈ X âåêòîð x′ ∈ X′. Êàê è ïðåæäå îáîçíà÷èì
òàêîé îïåðàòîð l( ) è íàçîâåì åãî ïðåîáðàçîâàíèåì.
Óêàçàííîå ñîîòâåòñòâèå áóäåì çàïèñûâàòü òàê:

x′ = l(x) .

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ïðåîáðàçîâàíèå l( ) : X→X′ áûëî
ëèíåéíûì, òî åñòü, âûïîëíÿëîñü ñîîòíîøåíèå

l(α1 · x1 + α2 · x2) = α1 · l(x1) + α2 · l(x2).

Âåêòîð x îáîáùåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè X ìî-
æåò áûòü ðàçëîæåí ïî áàçèñíûì âåêòîðàì eK :

x = e0 x
0 + ei x

i + eij x
ij + eijk x

ijk + e1324 x
1324 .

Êàê ïðèíÿòî, ìû çàïèñûâàåì ýòî ñîîòíîøåíèå, èñ-
ïîëüçóÿ ñîáèðàòåëüíûå èíäåêñû

I, J, K, L,∼ (0, i, ij, ijk, 1324) ,

x = eK · xK .

Ïîýòîìó âåêòîð x′ = l(x) â ñèëó ëèíåéíîñòè ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

x′ = l(eK) · xK .

Ââåäåì ðàçëîæåíèå âåêòîðîâ l(eK) ïî áàçèñíûì
âåêòîðàì eM

l(eK) = eM · lMK .

Çäåñü lMK�êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ. Èñïîëüçóÿ
ýòî ñîîòíîøåíèå, ïîëó÷èì2

x′ = eM · lMK · xK . (1)

1. Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé L.
Íà íåì îïðåäåëèì îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ⊕

l1( )⊕ l2( ) ∈ L

è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî ⊙

α⊙ l( ) ∈ L .

Ïóñòü ýòè îïåðàöèè óäîâëåòâîðÿþò çàêîíó äèñòðè-
áóòèâíîñòè.

α⊙ [l1( )⊕ l2( )] = α⊙ l1( )⊕ α⊙ l2( ) . (2)

Â ðåçóëüòàòå ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé L ñòàíîâèòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì. Ñîîò-
âåòñòâèå çàêîíà äèñòðèáóòèâíîñòè â L çàêîíó äèñ-
òðèáóòèâíîñòè â X

α · (x1 + x2) = α · x1 + α · x2

2 Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå (1) äëÿ ïðåîáðàçîâàííîãî âåêòîðà
äîïóñêàåò äâîéíîå òîëêîâàíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ l( ) : X→X′:
ïåðâîå � ïðåîáðàçîâàííûé âåêòîð

x′ = eM · x′M , ãäå x′M = lMI · xI

èìååò ïðåîáðàçîâàííûå êîîðäèíàòû è ïðèíàäëåæèò ñèñòåìå
îòñ÷åòà (çàïèñàí â áàçèñå eM )
âòîðîå � ïðåîáðàçîâàííûé âåêòîð

x′ = e′K · xK , ãäå e′K = eM · lMK

èìååò èìååò êîîðäèíàòû èñõîäíîãî âåêòîðà è ïðèíàäëåæèò
ïðåîáðàçîâàííîìó ïðîñòðàíñòâó (çàïèñàí â áàçèñå e′K).
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ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ ñëî-
æåíèé "⊕"è "+"è óìíîæåíèé "⊙"è " · ". Ýòè óñëî-
âèÿ ñâîäÿòñÿ ê òîìó, ÷òî ⊕ - ñëîæåíèå ñòàíîâèò-
ñÿ + - ñëîæåíèåì, à ⊙ - óìíîæåíèå ñòàíîâèòñÿ · -
óìíîæåíèåì ïîñëå äåéñòâèÿ îïåðàòîðà (2) íà âåêòîð
x.
Íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå L ââåäåì áàçèñíûå ïðå-

îáðàçîâàíèÿ IIM ( ), ÷òîáû

l( ) = IIM ( ) · lMI ,

ãäå lMI åñòü êîîðäèíàòû ïðåîáðàçîâàíèÿ l( ), ïðåä-
ñòàâëÿþùèå ñîáîé ðàíåå ââåäåííûå êîýôôèöèåíòû
ðàçëîæåíèÿ âåêòîðîâ l(eK) ïî áàçèñíûì âåêòîðàì
eM . Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå âåêòîðà x = eK · xK
äîëæíî èìåòü âèä (1). Òàêèì îáðàçîì, äîëæíî âû-
ïîëíÿòüñÿ

IIM (eK) · lMI · xK = eM · lMK · xK .

Èç ýòîãî óñëîâèÿ íàéäåì ïðàâèëî ïðåîáðàçîâàíèÿ
áàçèñíûõ âåêòîðîâ eK ïðîñòðàíñòâà X ñ ïîìîùüþ áà-
çèñíûõ ïðåîáðàçîâàíèé IIM ( ):

IIM (eK) = eM · δIK , (3)

ãäå δIK åñòü ñèìâîë Êðîíåêåðà.

2. Ãðóïïà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Àëãåáðà
ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

Íà ìíîæåñòâå ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé L ââåäåì
çàêîí êîìïîçèöèè3, òî åñòü äâóì ïðåîáðàçîâàíèÿì
l1( ) è l2( ) ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ïðåîáðàçîâàíèå
l( ), íàçûâàåìîå êîìïîçèöèåé èëè ïðîèçâåäåíèåì ïðå-
îáðàçîâàíèé l1( ) è l2( ). Âîçìîæíû äâà âèäà êîìïî-
çèöèè:
ëåâàÿ, êîãäà

ll( ) = l2(l1( )) , (4)

ïðàâàÿ, êîãäà

rl( ) = l1(l2( )) . (5)

Çäåñü ll( ), rl( ), l1( ), l2( ) ∈ L.
Ïîòðåáóåì, ÷òîáû êîìïîçèöèÿ ïðåîáðàçîâàíèé áû-

ëà ãðóïïîâûì çàêîíîì, òî åñòü, ÷òîáû íà ìíîæåñòâå
ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé L áûëî îïðåäåëåíî
1) åäèíè÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå δ( ), äëÿ êîòîðîãî âû-

ïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ:

δ(l( )) = l( ) , l(δ( )) = l( ) ;

2) îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå l̃( ), äëÿ êîòîðîãî âû-
ïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ:

l(̃l( )) = δ( ) , l̃(l( )) = δ( ) .

3 Ñì. Ãëàâó 1.1. Ðàçäåë III.

Óêàçàííûå îïðåäåëåíèÿ äåëàþò ìíîæåñòâî ëèíåé-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé L ãðóïïîé. Òî÷íåå, çàêîíó êîìïî-
çèöèè (4) ñîîòâåòñòâóåò ëåâàÿ ãðóïïà ëèíåéíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé lL, à çàêîíó êîìïîçèöèè (5) ñîîòâåòñòâó-
åò ïðàâàÿ ãðóïïà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé rL.

2.1. Ëåâàÿ ãðóïïà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ëåâàÿ
àëãåáðà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

Íàéäåì ñâÿçü ìåæäó áàçèñíûìè âåêòîðàìè è êî-
îðäèíàòàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ-êîìïîçèöèè è áàçèñíûìè
âåêòîðàìè è êîîðäèíàòàìè ïðåîáðàçîâàíèé, ó÷àñòâó-
þùèõ â êîìïîçèöèè, äëÿ ëåâîé ãðóïïû lL. Äëÿ ýòî-
ãî ïåðåïèøåì çàêîí êîìïîçèöèè (4), ïîä÷åðêíóâ, ÷òî
âñå ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ó÷àñòâóþùèå â êîìïî-
çèöèè, îòíîñÿòñÿ ê ëåâîé ãðóïïå ëèíåéíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé lL:

ll( ) = ll2( ll1( )) , (6)

ãäå ll( ), ll1( ), ll2( ) ∈ lL.
Çàïèøåì ïðåîáðàçîâàíèÿ, ó÷àñòâóþùèå â êîìïî-

çèöèè, ÷åðåç áàçèñíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è êîîðäèíàòû
(ìàòðèöû) ïðåîáðàçîâàíèé:

ll( ) = ll
K
I · lIIK( ) ,

ll2( ) = l(l2)
K
L · lILK( ) , ll1( ) = l(l1)

M
I · lIIM ( ) .

Èñõîäèì èç òîãî, ÷òî ìàòðèöû-êîîðäèíàòû ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ-êîìïîçèöèè ðàâíû ïðîèçâåäåíèþ ìàòðèö-
êîîðäèíàò ïðåîáðàçîâàíèé, ó÷àñòâóþùèõ â êîìïîçè-
öèè:

ll
K
I = l(l2)

K
N · l(l1)NI , (7)

òî åñòü

ll( ) = l(l2)
K
N · l(l1)NI · lIIK( ) . (8)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû èç ñîîòíîøåíèÿ (6) èìååì

ll( ) = ll2( ll1( )) = l(l2)
K
L · l(l1)MI · lILK( lI

I
M ( )) .

Èç ñðàâíåíèÿ ýòîãî âûðàæåíèÿ ñ ñîîòíîøåíèåì(8)
ïîëó÷èì

l(l2)
K
L · l(l1)MI · lILK( lI

I
M ( )) =

= l(l2)
K
L · δLM · l(l1)MI · lIIK( ) .

Îòñþäà ñëåäóåò çàêîí êîìïîçèöèè áàçèñíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé â ëåâîé ãðóïïå lL

lI
L
K( lI

I
M ( )) = δLM · lIIK( ) .

Ëåâûé çàêîí êîìïîçèöèè, äåéñòâóþùèé íà âåêòî-
ðàõ ïðîñòðàíñòâà lL, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âèä
óìíîæåíèÿ è çàïèñûâàòü åãî â â àëãåáðàè÷åñêîé, à íå
â îïåðàòîðíîé ôîðìå

ll = ll2 ◦ ll1 .
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Çàêîí êîìïîçèöèè äëÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ïðèîáðå-
òàåò âèä ◦-óìíîæåíèÿ:

lI
L
K ◦ lIIM = δLM · lIIK . (9)

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî çàêîíû êîìïîçèöèè è ñëîæå-
íèÿ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñâÿçàíû çàêîíîì äèñ-
òðèáóòèâíîñòè. Âñëåäñòâèå ýòîãî ìíîæåñòâî ëèíåé-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé L ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì. À òàê êàê
îíî âìåñòå ñ òåì ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì,
òî, ñëåäîâàòåëüíî, îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àëãåáðó.
Àëãåáðó ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, îñíîâàííóþ íà
óìíîæåíèè (4), íàçîâåì ëåâîé è îáîçíà÷èì òàê æå,
êàê è ãðóïïó lL.
Äåéñòâèå ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ íà âåêòîð

x′ = l(x)

ìîæíî òàêæå ðàññìàòðèâàòü êàê âèä óìíîæåíèÿ. Ïðè
ýòîì òàêæå íóæíî ðàçëè÷àòü äâà âèäà ëèíåéíîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ è, ñîîòâåòñòâåííî, äâà âèäà óìíîæåíèÿ �
ëåâîå è ïðàâîå. Äëÿ ëåâîãî óìíîæåíèÿ èìååì

lx
′ = ll ◦ lx .

Ëåâûé çàêîí êîìïîçèöèè äëÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (3)
ïðèîáðåòàåò âèä:

lI
I
M ◦ leK = δIK · leM .

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

ll = l(l)
M
I · lIIM è lx = leK · lxK .

Òîãäà

lx
′ = ll◦ lx = l(l)

M
I · lxK · lIIM◦ leK = leM · l(l)MK · lxK .

2.2. Ïðàâàÿ ãðóïïà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ïðàâàÿ
àëãåáðà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

Íàéäåì ñâÿçü ìåæäó áàçèñíûìè âåêòîðàìè è êî-
îðäèíàòàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ-êîìïîçèöèè è áàçèñíûìè
âåêòîðàìè è êîîðäèíàòàìè ïðåîáðàçîâàíèé, ó÷àñòâó-
þùèõ â êîìïîçèöèè, äëÿ ïðàâîé ãðóïïû rL. Äëÿ ýòî-
ãî ïåðåïèøåì çàêîí êîìïîçèöèè (5), ïîä÷åðêíóâ, ÷òî
âñå ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ó÷àñòâóþùèå â êîìïî-
çèöèè, îòíîñÿòñÿ ê ïðàâîé ãðóïïå ëèíåéíûõ ïðåîáðà-
çîâàíèé rL

rl( ) = rl1( rl2( )) , (10)

ãäå rl( ), rl1( ), rl2( ) ∈ rL.
Çàïèøåì ïðåîáðàçîâàíèÿ, ó÷àñòâóþùèå â êîìïî-

çèöèè, ÷åðåç áàçèñíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è êîîðäèíàòû
(ìàòðèöû) ïðåîáðàçîâàíèé:

rl( ) = rl
M
L · rILM ( ) ,

rl1( ) = r(l1)
K
L · rILK( ) , rl2( ) = r(l2)

M
I · rIIM ( ) .

Èñõîäèì èç òîãî, ÷òî ìàòðèöû-êîîðäèíàòû ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ-êîìïîçèöèè ðàâíû ïðîèçâåäåíèþ ìàòðèö-
êîîðäèíàò ïðåîáðàçîâàíèé, ó÷àñòâóþùèõ â êîìïîçè-
öèè:

rl
M
L = r(l2)

M
N · r(l1)NL , (11)

òî åñòü

rl( ) = r(l2)
M
N · r(l1)NL · rILM ( ) . (12)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ñîîòíîøåíèÿ (10) èìååì

rl( ) = rl1( rl2( )) = r(l2)
M
I · r(l1)KL · rILK( rI

I
M ( )) .

Èç ñðàâíåíèÿ ýòîãî âûðàæåíèÿ ñ ðàâåíñòâîì (12)
ïîëó÷èì

r(l2)
M
I · r(l1)KL · rILK( rI

I
M ( )) =

= r(l2)
M
I · δIK · r(l1)KL · rILM ( ) .

Îòñþäà ñëåäóåò çàêîí êîìïîçèöèè áàçèñíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé â ïðàâîé ãðóïïå rL

rI
L
K( rI

I
M ( )) = δIK · rILM ( ) .

Ïðàâûé çàêîí êîìïîçèöèè, äåéñòâóþùèé íà âåêòî-
ðàõ ïðîñòðàíñòâà rL, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âèä
óìíîæåíèÿ è çàïèñûâàòü åãî â àëãåáðàè÷åñêîé, à íå â
îïåðàòîðíîé ôîðìå

rl = rl1 ◦ rl2 .

Çàêîí êîìïîçèöèè äëÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ïðèîáðå-
òàåò âèä ◦-óìíîæåíèÿ:

rI
L
K ◦ rIIM = δIK · rILM . (13)

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî çàêîíû êîìïîçèöèè è ñëîæå-
íèÿ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñâÿçàíû çàêîíîì äèñ-
òðèáóòèâíîñòè. Âñëåäñòâèå ýòîãî ìíîæåñòâî ëèíåé-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé L ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì. À òàê êàê
îíî âìåñòå ñ òåì ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì,
òî, ñëåäîâàòåëüíî, îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àëãåáðó.
Àëãåáðó ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, îñíîâàííóþ íà
óìíîæåíèè (5), íàçîâåì ïðàâîé è îáîçíà÷èì òàê æå,
êàê è ãðóïïó rL. Åäèíèöåé àëãåáð ÿâëÿåòñÿ âåêòîð,
ðàâíûé δ( ) = δML · ILM ( ) .
Äåéñòâèå ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ íà âåêòîð

x′ = l(x)

ìîæíî òàêæå ðàññìàòðèâàòü êàê âèä óìíîæåíèÿ. Ïðè
ýòîì òàêæå íóæíî ðàçëè÷àòü äâà âèäà ëèíåéíîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ è, ñîîòâåòñòâåííî, äâà âèäà óìíîæåíèÿ �
ëåâîå è ïðàâîå. Äëÿ ïðàâîãî óìíîæåíèÿ èìååì

rx
′ = rx ◦ rl .

Ïðàâûé çàêîí êîìïîçèöèè äëÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ
(3) ïðèîáðåòàåò âèä:

reK ◦ rIIM = δIK · reM .
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Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

rl = r(l)
M
I · rIIM è rx = reK · rxK .

Òîãäà

rx
′=rx ◦ rl=rx

K·r(l)MI ·reK ◦ rIIM =reM ·r(l)MK ·rxK.

3. Ñèñòåìîîáðàçóþùèé ïîñòóëàò

Ïîñòóëèðóåì ñóùåñòâîâàíèå ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ,
îòëè÷íûõ îò ôóíäàìåíòàëüíûõ, êîòîðûå íàçîâåì ïðî-
ìåæóòî÷íûå ôèçè÷åñêèå îáúåêòû. Ïðîìåæóòî÷íûå
ôèçè÷åñêèå îáúåêòû â òîì âèäå, â êîòîðîì îíè ó÷àñò-
âóþò â ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ÿâëåíèÿõ, ïîäîá-
íû ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì L. Â ýòîì çàêëþ÷à-
åòñÿ èõ îñîáåííîñòü è îòëè÷èå îò ôóíäàìåíòàëüíûõ
ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Ïðèìåðîì ïðîìåæóòî÷íûõ ôè-
çè÷åñêèõ îáúåêòîâ ñëóæàò ïðîìåæóòî÷íûå ÷àñòèöû.

4. Ëåâûå è ïðàâûå ôîðìû ãðóïïû ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé

Ðàññìîòðèì ãðóïïó ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé â
äðóãîì èçëîæåíèè. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãðóïïó ëè-
íåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé êàê íåêîòîðóþ àáñòðàêòíóþ
ãðóïïó ñ ýëåìåíòàìè

Sl .

Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå âåêòîðà ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè çàïèøåì òàê

x′ = Sl(x)

èëè â äðóãèõ îáîçíà÷åíèÿõ

x′ = φ(l, x) ,

l′ = ψ(l, l0) .

Ëåâûå ôîðìû ω(l, dl) ãðóïïû � ýòî ãëàâíûå ëèíåé-
íûå ÷àñòè ïàðàìåòðîâ ýëåìåíòà

Sl
−1 ◦ Sl+dl = 1 + Sω(l,dl) .

Çäåñü

Sl
−1 = Sl̃ äëÿ l̃ ◦ l = 1 .

Äëÿ

Sl
−1 ◦ Sl+dl(x)

èìååì

Sl
−1 ◦ Sl+dl(x) = Sl

−1(φ(l + dl, x)) = φ(l̃, φ(l + dl, x)) .

Âñëåäñòâèå àññîöèàòèâíîñòè ãðóïïîâîãî çàêîíà

Sl
−1 ◦ Sl+dl(x) = φ(ψ(l̃, l + dl), x) .

Îòñþäà ëåâûå ôîðìû

ω(l, dl) = l̃ ◦ dl .

Ïðàâûå ôîðìû Ω(l, dl) ãðóïïû � ýòî ãëàâíûå ëèíåé-
íûå ÷àñòè ïàðàìåòðîâ ýëåìåíòà

Sl+dl ◦ Sl−1 = 1 + SΩ(l,dl) .

Äëÿ

Sl+dl ◦ Sl−1(x)

èìååì

Sl+dl ◦ Sl−1(x) = Sl+dl(φ(l̃, x)) = φ(l + dl, φ(l̃, x)) .

Âñëåäñòâèå àññîöèàòèâíîñòè ãðóïïîâîãî çàêîíà

Sl
−1 ◦ Sl+dl(x) = φ(ψ(l + dl, l̃), x) .

Îòñþäà ïðàâûå ôîðìû

Ω(l, dl) = dl ◦ l̃ .

4.1. Ñâÿçü ìåæäó ïðåîáðàçîâàíèÿìè ëåâîé è ïðàâîé
ãðóïï ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

Ëåâûå ôîðìû � ôîðìû ëåâîé ãðóïïû � â ðàçâåðíó-
òîì âèäå çàïèñûâàþòñÿ òàê:

ωKK1
(l, dl) = l̃KI1 · dlI1K1

.

Çäåñü l ≡ ll � ìàòðèöû ëåâîé ãðóïïû ëèíåéíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé.
Ôîðìû ïðàâîé ãðóïïû çàïèøåì àíàëîãè÷íî

ΩII1(L, dL) = L̃IK1
· dLK1

I1 .

Çäåñü L ≡ rl � ýòî ìàòðèöû ïðàâîé ãðóïïû ëèíåé-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé.
Ýòè ôîðìû äîëæíû ñîâïàäàòü ñ ïðàâûìè ôîðìà-

ìè, ðàññìîòðåííûìè âûøå, òî åñòü

ΩII1(L, dL) = ΩII1(l, dl) .

Îòñþäà âûòåêàåò ñâÿçü ìåæäó ìàòðèöàìè LK1
I1

ïðàâîé ãðóïïû è ìàòðèöàìè lI1K1 ëåâîé ãðóïïû

L̃IK1
· dLK1

I1 = dlIK1
· l̃K1

I1 . (14)

Èëè èíà÷å, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøåíèåì

lIK1 · l̃
K1

I1 = δII1 ,

ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü åãî

dlIK1
· l̃K1

I1 + lIK1
· dl̃K1

I1 = 0

è ó÷åñòü, ÷òî îòñþäà

dlIK1
· l̃K1

I1 = −lIK1
· dl̃K1

I1 ,

òîãäà èç (14) èìååì äðóãîå ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå
ìàòðèöû ïðàâîé è ëåâîé ãðóïï:

L̃IK1 · dLK1
I1 = −lIK1 · dl̃

K1
I1 .
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5. Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå àëãåáðû
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè X

Òàê êàê X ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî âåêòîðíûì ïðîñòðàí-
ñòâîì, íî è àëãåáðîé, òî âîçíèêàåò âîïðîñ: ÷òî ïðîèñ-
õîäèò ñ ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ ïðè ëèíåéíîì ïðåîá-
ðàçîâàíèè âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà X. Â îáùåì ñëó-
÷àå àëãåáðà X îòîáðàæàåòñÿ â äðóãóþ àëãåáðó X′ ñ
äðóãèì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ. Äàëåå, äëÿ ïðèìåðà,
ðàññìîòðèì ñâÿçü ìåæäó ïðîèçâåäåíèÿìè â ëåâûõ àë-
ãåáðàõ lX è lX′.
Ïóñòü âåêòîðû x, x1, x2 ∈ lX ïîä÷èíÿþòñÿ ïðàâèëó

ëåâîãî ïàðàëëåëîãðàììà, òî åñòü

x = x2 ◦ x1 ,

è ïóñòü âåêòîðû x′, x′
1, x

′
2 ∈ lX′ ïîëó÷åíû èç x, x1,

x2 ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ l, òî åñòü

x′ = l(x), x′
1 = l(x1), x′

2 = l(x2) .

Ðàññìîòðèì äàëåå äâà âåêòîðà: âåêòîð, â êîòîðûé
îòîáðàæàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ

x′ = l(x) = l(x2 ◦ x1) ,

è âåêòîð, ðàâíûé ïðîèçâåäåíèþ ïðåîáðàçîâàííûõ âåê-
òîðîâ

x′′ = l(x2) ◦ l(x1) .

Â îáùåì ñëó÷àå ýòè âåêòîðû íå ðàâíû äðóã äðó-
ãó. Äåéñòâèòåëüíî, çàïèøåì âåêòîð x′ ÷åðåç áàçèñíûå
âåêòîðû:

x′ = l(eL · xL) = l(eL) · xL = eN · lNL · xL

èëè

x′ = l((eI · x2I) ◦ (eK · x1K)) = l(eI ◦ eK) · x2I · x1K

= l(eL) · lCLKI · x2I · x1K

= eN · lNL · lCLKI · x2I · x1K .

Äëÿ âåêòîðà x′′ èìååì:

x′′ = l(eI · x2I) ◦ l(eK · x1K) = l(eI) ◦ l(eK) · x2I · x1K .

Ðàññìàòðèâàÿ âåêòîðû l(eI) êàê áàçèñíûå â àëãåáðå

lX′, çàêîí óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ â ýòîé àë-
ãåáðå çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

l(eI) ◦ l(eK) = l(eL) · lC ′L
KI , (15)

ãäå lC
′L
KI � ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå àëãåáðû lX′. Ñ

ó÷åòîì ýòîãî äëÿ âåêòîðà x′′ èìååì:

x′′ = l(eI · x2I) ◦ l(eK · x1K) = l(eL) · lC ′L
KI · x2I · x1K

= eN · lNL · lC ′L
KI · x2I · x1K .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âåêòîðû x′ è x′′ ðàçëè÷àþòñÿ
âñëåäñòâèå ðàçëè÷èÿ ñòðóêòóðíûõ ïîñòîÿííûõ â àë-
ãåáðàõ lX è lX′. Èç ñîîòíîøåíèÿ (15) ñëåäóåò óðàâ-
íåíèå, ñâÿçûâàþùåå ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå àëãåáð

lX è lX′:

lC
N
MP · lPI · lMK = lNL · lC ′L

KI . (16)

Îòñþäà ñëåäóåò óñëîâèå, ïðè êîòîðîì ëèíåéíîå ïðå-
îáðàçîâàíèå ñîõðàíÿåò àëãåáðó lX. Ïîòðåáóåì, ÷òîáû
âåêòîðû x′, x′

1, x
′
2 òàêæå ïîä÷èíÿëèñü ïðàâèëó ëåâîãî

ïàðàëëåëîãðàììà

l(x) = l(x2) ◦ l(x1) .

Ýòî ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ

lC
′L
KI = lC

L
KI

èëè

lC
N
MP · lPI · lMK = lNL · lCLKI

èëè

lNL · lCLKI · (l̃)IP = lC
N
MP · lMK ,

òî åñòü ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñîõðàíÿþùèå ïðî-
èçâåäåíèå â lX, ñîõðàíÿþò ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû lX.
Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ïðà-

âûõ àëãåáð.

6. Ðåãóëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå ïðåîáðàçîâàííîãî
âåêòîðà

Â ðåãóëÿðíîì (ïðèñîåäèíåííîì) ïðåäñòàâëåíèè àë-
ãåáðû lX áàçèñíûì âåêòîðàì eI ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåò-
ñòâèå ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû

lC
L
KI ∼ eI ,

âåêòîðó x ∈ lX

x = eI · xI

ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ìàòðèöà

XL
K = lC

L
KI · xI .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â ðåãóëÿðíîì ïðåäñòàâëåíèè
ïðåîáðàçîâàííîìó âåêòîðó x′ = l(x)

x′ = eI · lIP · xP

ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà

X ′L
K = lC

L
KI · lIP · xP .

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (16), äëÿ ìàòðèöû ïðåäñòàâëå-
íèÿ ïîëó÷èì

X ′L
K = lLN · lCNIP · (l̃)IK · xP = lLN ·XN

I · (l̃)IK
� ïðàâèëî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöû ïðåäñòàâëåíèÿ
ïðè ëåâûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ. Àíàëîãè÷íûå
ñîîòíîøåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ðåãóëÿðíîãî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ïðàâûõ âåêòîðîâ.
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IV. ÏÎÂÎÐÎÒÛ È ÐÀÑÒßÆÅÍÈß
ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ-ÂÐÅÌÅÍÈ

Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå çàïèøåì â âèäå ïðîèçâå-
äåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé

l = u ◦ h .

Ïóñòü ïðåîáðàçîâàíèå u ïîâîðà÷èâàåò âåêòîð, íå
ìåíÿÿ åãî äëèíû, à ïðåîáðàçîâàíèå h, íàïðîòèâ, ñî-
õðàíÿåò íàïðàâëåíèå âåêòîðà, íî èçìåíÿåò åãî äëèíó.
Ïðåîáðàçîâàíèå u íàçûâàåòñÿ ïîâîðîòîì, ïðåîáðàçî-
âàíèå h íàçûâàåòñÿ ðàñòÿæåíèåì. Äàëåå ðàññìîòðèì
óêàçàííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ.

1. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Äëèíà âåêòîðà.
Íîðìà âåêòîðà

Íà ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè X îïðåäåëåíî ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ. Äëÿ x1,x2 ∈ X ñêàëÿðíîå ïðî-
èçâåäåíèå ðàâíî

x1 · x2 = (eI · eK) (x1)
I (x2)

K = gIK · (x1)I (x2)K .

Âåëè÷èíà gIK = C0
IK åñòü ìåòðè÷åñêèé òåíçîð.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà íà ñåáÿ åñòü êâàä-
ðàò äëèíû âåêòîðà:

x · x = gIK · xI · xK ≡ x2 .

Ïóñòü x∗ åñòü ñîïðÿæåííûé âåêòîð ïî îòíîøåíèþ
ê âåêòîðó x. Òîãäà ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

x · x∗ = δIK · xI · xK

íàçûâàþò êâàäðàòîì íîðìû âåêòîðà è îáîçíà÷àþò |x|2
â îòëè÷èå îò îáîçíà÷åíèÿ x2 äëÿ êâàäðàòà äëèíû âåê-
òîðà.
Ïóñòü x = x2◦x1, âû÷èñëèì êâàäðàò íîðìû âåêòîðà

x ÷åðåç êâàäðàòû íîðì âåêòîðîâ x1 è x2.

|x|2 = (x2 ◦ x1) · (x∗
1 ◦ x∗

2) =

= x2
I · x1K · x1L · x2M ·

(
(eI ◦ eK) · (EL ◦EM )

)
=

= lC
P
IK · x1I · x2K(eP ·EQ) · rCML

Q · x1L · x2M =

= x1
I · x2K · lCPIK · rCML

P · x1L · x2M .

Äàëåå ó÷òåì, ÷òî

lC
P
IK · rCML

P = δLI · δMK .

Ïîëó÷èì

|x|2 = x2
I · x1K · x1K · x2I .

Òàêèì îáðàçîì, â ðåçóëüòàòå èìååì

|x|2 = |x2|2 · |x1|2

� ñîîòíîøåíèå, êîòîðîå ìîæíî íàçâàòü òåîðåìîé Ïè-
ôàãîðà äëÿ àëãåáðû X.
Ñäåëàåì ïîëåçíîå çàìå÷àíèå. Îñîáåííî ïðîñòî òåî-

ðåìà Ïèôàãîðà äîêàçûâàåòñÿ äëÿ âåêòîðîâ ñïåöèàëü-
íîãî âèäà. Ïóñòü äëÿ âåêòîðîâ x1 è x2 âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ4

x1 ◦ x∗
1 = x1 · x∗

1 ≡ |x1|2

x2 ◦ x∗
2 = x2 · x∗

2 ≡ |x2|2 .

Òîãäà äëÿ âåêòîðà

x = x2 ◦ x1

òàêæå âûïîëíÿåòñÿ

x ◦ x∗ = x · x∗ ≡ |x|2 ,

ïðè÷åì

|x|2 = |x2|2 · |x1|2 .

Äåéñòâèòåëüíî,

x ◦ x∗ = x2 ◦ x1 ◦ x∗
1 ◦ x∗

2 = x2 ◦ x∗
2 · (x1 · x∗

1) =

(x2 · x∗
2) · (x1 · x∗

1) = |x2|2 · |x1|2 .

2. Ãðóïïà ïîâîðîòîâ

Â îáùåì ñëó÷àå àëãåáðà X ïðè ëèíåéíîì ïðåîáðà-
çîâàíèè ïåðåõîäèò â äðóãóþ àëãåáðó X′ ñ äðóãèì ïðî-
èçâåäåíèåì âåêòîðîâ. Â òîì ÷èñëå ëèíåéíîå ïðåîáðà-
çîâàíèå ìåíÿåò è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ.
Äàëåå ðàññìîòðèì ñâÿçü ìåæäó ñêàëÿðíûìè ïðîèçâå-
äåíèÿìè â àëãåáðàõ5 X è X′.
Ïóñòü âåêòîðû x1, x2 ∈ X ó÷àñòâóþò â ñêàëÿðíîì

ïðîèçâåäåíèè

x1 · x2

è ïóñòü âåêòîðû x′
1, x

′
2 ∈ X′ ïîëó÷åíû èç x1, x2 ñ

ïîìîùüþ ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ l, òî åñòü

x′ = l(x), x′
1 = l(x1), x′

2 = l(x2) .

Ðàññìîòðèì äâà ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèÿ: âûøå-
óêàçàííîå à òàêæå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïðåîáðà-
çîâàííûõ âåêòîðîâ

l(x1) · l(x2) .

Â îáùåì ñëó÷àå ýòè ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ íå
ðàâíû äðóã äðóãó. Äåéñòâèòåëüíî, â ïåðâîì ñëó÷àå
èìååì

(eI · x1I) · (eK · x2K) = (eI · eK) · x1I · x2K .

4 Óêàçàííûå óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ, íàïðèìåð, äëÿ êâàòåðíèî-
íîâ.

5 Çàìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà âûïîëíÿþòñÿ êàê äëÿ
ëåâîé, òàê è äëÿ ïðàâîé àëãåáð.
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Çäåñü

(eI · eK) = C0
IK = gIK .

Äëÿ âòîðîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ èìååì

l(eI · x1I) · l(eK · x2K) = (l(eI) · l(eK)) · x1I · x2K .

Ðàññìàòðèâàÿ âåêòîðû l(eI) êàê áàçèñíûå â àëãåá-
ðå X′ ñ çàêîíîì óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ â ýòîé
àëãåáðå (15), äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ
âåêòîðîâ ïîëó÷èì

l(eI) · l(eK) = C ′0
IK = g′IK , (17)

ãäå C ′0
IK ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå àëãåáðû X′. Îòñþ-

äà ñëåäóåò, ÷òî ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ îòëè÷àþòñÿ
âñëåäñòâèå ðàçëè÷èÿ ìåòðè÷åñêèõ òåíçîðîâ â àëãåá-
ðàõ X è X′. Èç (17) ñëåäóåò óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå
ìåòðè÷åñêèå òåíçîðû àëãåáð X è X′:

gPM · lPI · lMK = g′IK . (18)

Îòñþäà ñëåäóåò óñëîâèå, ïðè êîòîðîì ëèíåéíîå ïðå-
îáðàçîâàíèå ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Ïî-
òðåáóåì, ÷òîáû ðàññìîòðåííûå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäå-
íèÿ áûëè ðàâíû äðóã äðóãó:

l(x1) · l(x2) = x1 · x2 .

Ýòî ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ

g′IK = gIK . (19)

Ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñîõðàíÿþùèå ñêàëÿð-
íîå ïðîèçâåäåíèå, íàçûâàþòñÿ ïîâîðîòàìè. Ìû áó-
äåì îáîçíà÷àòü èõ ñèìâîëîì u. Èç âûðàæåíèé (18) è
(19) ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
äëÿ ïîâîðîòîâ äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ

gLM · uLI · uMK · gKN = δI
N . (20)

Åñëè ââåñòè ñîïðÿæåííóþ ìàòðèöó u∗NL â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì:

u∗NL = gLM · uMK · gKN ,

òî óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé ê ïîâîðîòàì ïðèîáðåòàåò âèä:

u∗NL = ũNL .

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì óñëîâèå (19) êîãäà
ïîâîðîò ïðîèñõîäèò â ïëîñêîñòè ñ ñèãíàòóðîé (+,−).
Â ýòîì ñëó÷àå èìååì g11 = 1, g22 = −1 è

u =
u11 u21
u11 u21

, g =
1 0

0 −1
.

Â ðåçóëüòàòå èìååì:

u11 · u11 − u21 · u21 = 1 ,

u11 · u12 − u21 · u22 = 0 ,

u12 · u11 − u22 · u21 = 0 ,

u12 · u12 − u22 · u22 = −1 .

(21)

Åñëè ïîâîðîò ïðîèñõîäèò â ïëîñêîñòè ñ ñèãíàòóðîé
(+,+), òî èìååì g11 = 1, g22 = 1,

u11 · u11 + u21 · u21 = 1 ,

u11 · u12 + u21 · u22 = 0 ,

u12 · u11 + u22 · u21 = 0 ,

u12 · u12 + u22 · u22 = 1 .

(22)

Óñëîâèå (22) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïðåîáðàçî-
âàíèÿ ñòðóêòóðíûõ ïîñòîÿííûõ (16). Äåéñòâèòåëüíî,
èç óðàâíåíèÿ (16) èìååì:

C0
MP · lPI · lMK = l00 · C ′0

KI + l0L1
· C ′L1

KI .

Îòñþäà ïîëó÷àåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ëèíåéíîå
ïðåîáðàçîâàíèå ñòàíîâèòñÿ ïîâîðîòîì:

l00 · C ′0
KI = C0

KI ,

l0L1 · C ′L1
KI = 0 .

Ïîâîðîòû ñîñòàâëÿþò ãðóïïó. Ïðîèçâåäåíèå ïîâî-
ðîòîâ åñòü ïîâîðîò. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè

ũ1 = u∗
1 , ũ2 = u∗

2 ,

òî, íàïðèìåð, äëÿ

u = u1 ◦ u2

èìååò ìåñòî

ũ = ũ2 ◦ ũ1 = u∗
2 ◦ u∗

1 = (u1 ◦ u2)
∗ = u∗ .

Ïîñëåäíåå ñëåäóåò èç

(u∗2)
N
L · (u∗1)LM =

= gLI · (u2)IK · gKN · gSM · (u1)SP · gPL =

= (u2)
I
K · gKN · gSM · (u1)SI =

= gSM · (u1)SI · (u2)IK · gKN =

= gSM · uSK · gKN = u∗NM .

3. Ãðóïïà ðàñòÿæåíèé

Ðàñòÿæåíèÿ ñîõðàíÿþò íàïðàâëåíèå âåêòîðà, íî
èçìåíÿþò åãî äëèíó. Ìàòðèöà òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé
èìååò âèä

hLI = h · δLI , (23)

ãäå h � äåéñòâèòåëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, íàçûâà-
åìîå êîýôôèöèåíòîì ðàñòÿæåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî,

x′ = h(x) = eL · hLI · xI = h · eL · δLI · xI = h · x .

Ðàñòÿæåíèÿ ñîñòàâëÿþò ãðóïïó. Ïðîèçâåäåíèå ðàñ-
òÿæåíèé åñòü ðàñòÿæåíèå:

hLI = (h1)
L
K · (h2)KI = h1 · h2 · δLI = h · δLI .
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Îòñþäà çàêîí êîìïîçèöèè êîýôôèöèåíòîâ ðàñòÿ-
æåíèé

h = h1 · h2 .

Îáðàòíîå ðàñòÿæåíèå (ñæàòèå) ê ðàñòÿæåíèþ (23)
åñòü

h̃LI =
1

h
· δLI .

Ïðîèçâîëüíîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ìåíÿåò ìåò-
ðè÷åñêèé òåíçîð â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèåì:

g′IK = gLM · lLI · lMK .

Ïðåäñòàâèì ìàòðèöó lLI â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

lLI = uLP · hPI ,

ãäå uLP � ìàòðèöà ïîâîðîòà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëî-
âèþ

gLM · uLP · uMQ = gPQ .

Òîãäà èìååì

g′IK = (gLM · uLP · uMQ) · hPI · hQK .

Îòñþäà ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ

g′IK = gPQ · hPI · hQK

è

g′IK = h2 · gIK .

V. ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÎÅ ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ
ËÈÍÅÉÍÛÕ ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÉ

1. Ëåâàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ ãðóïïà lG

Èçëîæåíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðåäñòâëåíèÿ íà÷íåì
ñ ëåâîé àëãåáðû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ïóñòü âåê-
òîð ll ∈ lL ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïàðàìåòðîâ φα:

ll(φ
α) = lI

I
K · llKI(φα) ,

ïðè÷åì íà ïàðàìåòðàõ φα äåéñòâóåò ëåâûé çàêîí êîì-
ïîçèöèè

φα = lΦ(φ2
α, φ1

α)

ñî ñâîéñòâàìè ãðóïïû è èìååò ìåñòî ñîîòâåòñòâèå çà-
êîíà êîìïîçèöèè íà {φα} è ëåâîãî çàêîíà êîìïîçèöèè
íà lL (9)

ll(φ
α) = ll(φ2

α) ◦ ll(φ1
α) ,

è ñîîòâåòñòâèå åäèíèö ãðóïï

l(0) = δ() .

èëè

ll
K
I(φ

α)
∣∣
φα=0

= δKI .

Äëÿ ãðóïïû ïîâîðîòîâ òàêèå ïàðàìåòðû ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñîáîé ëåâûå óãëû ïîâîðîòà. Äëÿ ãðóïïû ðàñòÿ-
æåíèé òàêèå ïàðàìåòðû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîýôôè-
öèåíòû ðàñòÿæåíèÿ. Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàë d ll
âáëèçè åäèíèöû ãðóïïû

d ll(φ
α) = lI

I
K
∂ ll

K
I(φ

α)

∂φα
dφα = lI

I
K · lKK

Iα · dφα ,

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

lK
K
Iα =

∂ ll
K
I(φ

α)

∂φα

∣∣∣∣
φα=0

.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöû ëåâîé àëãåáðû ëèíåé-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî çàïèñàòü òàê:

ll
K
I = lK

K
Iα · φα .

Âåêòîðû

lIα = lI
I
K · lKK

Iα (24)

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé áàçèñíûå âåêòîðû â ïðîñòðàíñòâå
âåêòîðîâ âèäà

d ll = lIα d lφ
α . (25)

Íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå äåéñòâóåò çàêîí óìíîæåíèÿ,
îïðåäåëÿåìûé ëåâûì óìíîæåíèåì áàçèñíûõ âåêòîðîâ

lIβ ◦ lIα = lIγ · lCγαβ . (26)

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âûðàæåíèå (24) è ó÷èòûâàÿ ñîîò-
íîøåíèå (9), ïîëó÷èì

lK
K
Lα · lKL

Iβ = lK
K
Iγ · lCγαβ . (27)

Ñðàâíèâàÿ ýòî ñîîòíîøåíèå ñ âûðàæåíèåì (26),
çàêëþ÷àåì, ÷òî áàçèñíûì âåêòîðàì lIα ìîæíî ïî-
ñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ìàòðèöû lK

K
Lα. Ýòî ñîîòâåò-

ñòâèå áóäåì íàçûâàòü ïàðàìåòðè÷åñêèì ïðåäñòàâëå-
íèåì ëåâîé àëãåáðû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé lL è
çàïèñûâàòü òàê:

lIα ∼ lK
L
Iα .

Ëåâàÿ àëãåáðà lL ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, çàâè-
ñÿùèõ îò ïàðàìåòðîâ, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ÷àñòüþ ëå-
âîé íåïðåðûâíîé ãðóïïû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé,
çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðîâ. Îáîçíà÷èì åå lG è íàçî-
âåì ëåâîé êèíåìàòè÷åñêîé ãðóïïîé.
Äàëåå ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

äëÿ çàâèñèìîñòè êîîðäèíàò ëåâîé êèíåìàòè÷åñêîé
ãðóïïû lG îò ïàðàìåòðîâ φ. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì óðàâ-
íåíèå (7) â ñëåäóþùåì âèäå:

ll
M
L(φ) = ll

M
K(φ2) · llKL(φ1) ,
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ãäå φ = lΦ(φ2, φ1), è ðàññìîòðèì åãî ïðè çàìåíå

φ→ φ+ dφ , φ2 → φ , φ1 → 0 + dφ .

Ïîëó÷èì

ll
M
L(φ) + d ll

M
L(φ) =

= ll
M
K(φ) ·

[
ll
K
L(0) +

(
∂ ll

K
L(φ)

dφα

)
φ=0
· dφα

]
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ll
K
L(0) = δKL, ïîëó÷èì

d ll
M
L(φ) = ll

M
K(φ) · lKK

Lα · dφα . (28)

Îòñþäà ñëåäóåò

l l̃
K
M (φ) · d llML(φ) = lK

K
Lα · dφα . (29)

Ýòè óðàâíåíèÿ ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû

lL
K
L(φ) ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ëåâîé êèíåìàòè-

÷åñêîé ãðóïïû lG â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ φα.
Âûðàæåíèå

lω
K
L(φ) ≡ l l̃

K
M (φ) · d llML(φ) = lK

K
Lα · dφα

íàçîâåì ëåâîé äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìîé àëãåáðû ëè-
íåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé lL.
Ðåøåíèå lL

K
L(φ) óðàâíåíèÿ (29) ïðè íà÷àëüíûõ

óñëîâèÿõ

lL
K
L(0) = δKL

èìååò âèä

lL
K
L = exp( lK

K
Lα · φα) .

2. Ïðàâàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ ãðóïïà rG

Ïðèâåäåì àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïàðàìåò-
ðè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïðàâîé àëãåáðû ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé rL. Ïóñòü âåêòîðû rl ∈ rL ÿâëÿþòñÿ
ôóíêöèÿìè ïàðàìåòðîâ φα:

rl(φ
α) = rI

I
K · rlKI(φα) ,

ïðè÷åì íà ïàðàìåòðàõ φα äåéñòâóåò ïðàâûé çàêîí
êîìïîçèöèè

φα = rΦ(φ1
α, φ2

α)

ñî ñâîéñòâàìè ãðóïïû, è èìåþò ìåñòî ñîîòâåòñòâèå
çàêîíà êîìïîçèöèè íà {φα} è ïðàâîãî çàêîíà êîìïî-
çèöèè íà rL:

rl(φ
α) = rl(φ1

α) ◦ rl(φ2
α)

è ñîîòâåòñòâèå åäèíèö ãðóïï

rl(0) = δ()

èëè

rl
K
I(φ

α)
∣∣
φα=0

= δKI .

Äëÿ ãðóïïû ïîâîðîòîâ òàêèå ïàðàìåòðû ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñîáîé ïðàâûå óãëû ïîâîðîòà. Äëÿ ãðóïïû ðàñ-
òÿæåíèé òàêèå ïàðàìåòðû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîýô-
ôèöèåíòû ðàñòÿæåíèÿ. Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàë
d rl âáëèçè åäèíèöû ãðóïïû

d rl(φ
α) = rI

I
K
∂ rl

K
I(φ

α)

∂φα
dφα = rI

I
K · rKK

Iα · dφα .

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

rK
K
Iα =

∂ rl
K
I(φ

α)

∂φα

∣∣∣∣
φα=0

.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöû ïðàâîé àëãåáðû ëè-
íåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî çàïèñàòü òàê

rl
K
I = rK

K
Iα · φα .

Âåêòîðû

rIα = rI
I
K · rKK

Iα (30)

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé áàçèñíûå âåêòîðû â ïðîñòðàíñòâå
âåêòîðîâ âèäà

d rl = rIα dφ
α . (31)

Íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå äåéñòâóåò çàêîí óìíîæåíèÿ,
îïðåäåëÿåìûé ïðàâûì óìíîæåíèåì áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ

rIα ◦ rIβ = rIγ · rCγαβ . (32)

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âûðàæåíèå (30) è ó÷èòûâàÿ ôîðìó-
ëó (13), ïîëó÷èì

rK
K
Lβ · rKL

Iα = rK
K
Iγ · rCγαβ . (33)

Ñðàâíèâàÿ ýòî ñîîòíîøåíèå ñ âûðàæåíèåì (32), çà-
êëþ÷àåì, ÷òî áàçèñíûì âåêòîðàì rIα ìîæíî ïîñòà-
âèòü â ñîîòâåòñòâèå ìàòðèöû rK

K
Lα. Ýòî ñîîòâåò-

ñòâèå áóäåì íàçûâàòü ïàðàìåòðè÷åñêèì ïðåäñòàâëå-
íèåì ïðàâîé àëãåáðû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è çà-
ïèñûâàòü òàê:

rIα ∼ rK
L
Iα .

Ïðàâàÿ àëãåáðà rL ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, çàâè-
ñÿùèõ îò ïàðàìåòðîâ, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ÷àñòüþ ïðà-
âîé íåïðåðûâíîé ãðóïïû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé,
çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðîâ. Îáîçíà÷èì åå rG è íàçî-
âåì ïðàâîé êèíåìàòè÷åñêîé ãðóïïîé.
Äàëåå ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

äëÿ çàâèñèìîñòè êîîðäèíàò ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ êèíåìàòè÷åñêîé ãðóïïû rG îò ïàðàìåòðîâ φ. Äëÿ
ýòîãî çàïèøåì ñîîòíîøåíèå (11) â ñëåäóþùåì âèäå:

rl
M
L(φ) = rl

M
K(φ2) · rlKL(φ1) ,
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ãäå φ = rΦ(φ1, φ2), è ðàññìîòðèì åãî ïðè çàìåíå

φ→ φ+ dφ , φ2 → φ , φ1 → 0 + dφ .

Ïîëó÷èì

rl
M
L(φ) + d rl

M
L(φ) =

= rl
M
K(φ) ·

[
rl
K
L(0) +

(
∂ rl

K
L(φ)

dφα

)
φ=0
· dφα

]
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî rl
K
L(0) = δKL, ïîëó÷èì

d rl
M
L(φ) = rl

M
K(φ) · rKK

Lα · dφα . (34)

Îòñþäà ñëåäóåò

r l̃
K
M (φ) · d rlML(φ) = rK

K
Lα · dφα . (35)

Ýòè óðàâíåíèÿ ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû

rL
K
L ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðàâîé êèíåìàòè÷å-

ñêîé ãðóïïû rG â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ φα.
Âûðàæåíèå

rω
M
K(φ) ≡ r l̃

K
M (φ) · d rlML(φ) = rK

M
Kα · dφα

íàçîâåì ïðàâîé äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìîé àëãåáðû
ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé rL.
Ðåøåíèå rL

M
L(φ) óðàâíåíèÿ (35) ïðè íà÷àëüíûõ

óñëîâèÿõ

rL
M
L(0) = δML

èìååò âèä

rL
K
L = exp( rK

K
Lα · φα) .

3. Ñèñòåìîîáðàçóþùèå îïðåäåëåíèÿ

1. Íàçîâåì ëåâóþ êèíåìàòè÷åñêóþ ãðóïïó lG êè-
íåìàòè÷åñêîé ãðóïïîé âíåøíåé ñèììåòðèè. Òåðìèí
âíåøíÿÿ ñèììåòðèÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïðîäèêòîâàí
ïðåäñòàâëåíèåì î âíóòðåííåé ñèììåòðèè, èñïîëüçó-
åìîé â ñîâðåìåííîé ôèçèêå, à, ñ äðóãîé, ââåäåí äëÿ
ïîä÷åðêèâàíèÿ îòëè÷èÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèììåòðèè
îò âíóòðåííåé ñèììåòðèè. Â ÷àñòíîñòè, ãðóïïà ãðàâè-
òàöèè ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé êèíåìàòè÷åñêîé ãðóïïû
âíåøíåé ñèììåòðèè.
2. Ëåâàÿ àëãåáðà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé lL ÿâ-

ëÿåòñÿ ëèíåéíîé ÷àñòüþ ëåâîé êèíåìàòè÷åñêîé ãðóï-
ïû lG. Ïîýòîìó íàçîâåì ëåâóþ àëãåáðó ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé lL êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðîé âíåø-
íåé ñèììåòðèè.
3. Íàçîâåì ïðàâóþ êèíåìàòè÷åñêóþ ãðóïïó rG êè-

íåìàòè÷åñêîé ãðóïïîé âíóòðåííåé ñèììåòðèè. Òåð-
ìèí âíóòðåííÿÿ ñèììåòðèÿ èñïîëüçóåòñÿ çäåñü â
òîì ñìûñëå, â êîòîðîì îí èñïîëüçóåòñÿ â ñîâðåìåííîé
ôèçèêå. Â ÷àñòíîñòè, ýëåêòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ
ãðóïïîé âíóòðåííåé ñèììåòðèè è ïîäîáíà ïîäãðóïïå
êèíåìàòè÷åñêîé ãðóïïû âíóòðåííåé ñèììåòðèè rG.
4. Ïðàâàÿ àëãåáðà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé rL

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ÷àñòüþ ïðàâîé êèíåìàòè÷åñêîé
ãðóïïû rG. Ïîýòîìó íàçîâåì ïðàâóþ àëãåáðó ëè-
íåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé rL êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðîé
âíóòðåííåé ñèììåòðèè.

4. Ãðóïïà ïîâîðîòîâ

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèÿìè6

(28) äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû ïîâîðîòà â ïëîñêîñòè
ñ ñèãíàòóðîé (+,−). Èç ñîîòíîøåíèÿ (28) èìååì

du11 = dφ · (K1
1 · u11 +K2

1 · u12) ,
du12 = dφ · (K1

2 · u11 +K2
2 · u12) ,

du21 = dφ · (K1
1 · u21 +K2

1 · u22) ,
du22 = dφ · (K1

2 · u21 +K2
2 · u22) .

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:

u11(0) = 1, u12(0) = 0, u21(0) = 0, u22(0) = 1 .

Äëÿ êîìïîíåíò ìàòðèöû ïîâîðîòà â ðàññìàòðèâàå-
ìîì ñëó÷àå âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (21):

u11 · u11 − u21 · u21 = 1 ,

u11 · u12 − u21 · u22 = 0 ,

u12 · u11 − u22 · u21 = 0 ,

u12 · u12 − u22 · u22 = −1 .

Äèôôåðåíöèðóÿ ýòè óðàâíåíèÿ ïî φ è ðàññìàòðè-
âàÿ ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ ïðè φ = 0, ïîëó÷èì

du11 · u11 − du21 · u21 = du11 = 0 ,

du11 · u12 + u11 · du12 − du21 · u22 − u21 · du22 =

= du12 − du21 = 0 ,

du12 · u11 + u12 · du11 − du22 · u21 − u22 · du21 =

= du12 − du21 = 0 ,

du12 · u12 − du22 · u22 = −du22 = 0 .

Îòñþäà èìååì

K1
1 = K2

2 = 0, K2
1 = K1

2 = K .

Â ðåçóëüòàòå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (28)
ïðèîáðåòàþò âèä

du11 = dφ ·K · u12 , du12 = dφ ·K · u11 ,
du21 = dφ ·K · u22 , du22 = dφ ·K · u21 .

Ïåðâàÿ ïàðà óðàâíåíèé äàåò

u1
1 = cosh(K · φ), u2

1 = sinh(K · φ) ,

âòîðàÿ ïàðà óðàâíåíèé äàåò

u2
2 = cosh(K · φ), u1

2 = sinh(K · φ) .

6 Äëÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äèôôåðåíöèàëü-
íûå óðàâíåíèÿ äëÿ ïðàâûõ è ëåâûõ êîîðäèíàò ñîâïàäàþò.
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Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì ìàòðèöû ïîâîðîòà â ïëîñêî-
ñòè ñ ñèãíàòóðîé (+,+). Äëÿ êîìïîíåíò ìàòðèöû ïî-
âîðîòà â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (22):

u11 · u11 + u21 · u21 = 1 ,

u11 · u12 + u21 · u22 = 0 ,

u12 · u11 + u22 · u21 = 0 ,

u12 · u12 + u22 · u22 = 1 .

Äèôôåðåíöèðóÿ ýòè óðàâíåíèÿ ïî φ è ðàññìàòðè-
âàÿ ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ ïðè φ = 0, ïîëó÷èì

du11 · u11 + du21 · u21 = du11 = 0 ,

du11 · u12 + u11 · du12 + du21 · u22 + u21 · du22 =

= du12 + du21 = 0 ,

du12 · u11 + u12 · du11 + du22 · u21 + u22 · du21 =

= du12 + u21 = 0 ,

du12 · u12 + du22 · u22 = du22 = 0 .

Îòñþäà èìååì

K1
1 = K2

2 = 0, K1
2 = −K2

1 = K .

Â ðåçóëüòàòå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (28)
ïðèîáðåòàþò âèä

du11 = −dφ ·K · u12 , du12 = dφ ·K · u11 ,
du21 = −dφ ·K · u22 , du22 = dφ ·K · u21 .

Ïåðâàÿ ïàðà óðàâíåíèé äàåò

u11 = cos(K · φ), u12 = sin(K · φ) ,

âòîðàÿ ïàðà óðàâíåíèé äàåò

u22 = cos(K · φ), u21 = − sin(K · φ) .

5. Àëãåáðà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè êàê
ïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâëåíèÿ

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè îñòàíîâèìñÿ íà ëåâîé àëãåá-
ðå ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé lL è ëåâîé àëãåáðå ïðî-
ñòðàíñòâà-âðåìåíè lX.
Ñíà÷àëà îáðàòèìñÿ ê àëãåáðå lX. Íà áàçèñíûõ âåê-

òîðàõ eK ýòîé àëãåáðû äåéñòâóåò çàêîí óìíîæåíèÿ7

leK2 ◦ leK1 = leK · lCKK1K2 .

Ïóñòü â lX èìååò ìåñòî ïîäàëãåáðà, ïîñòðîåííàÿ íà
÷àñòè âåêòîðîâ leK , êîòîðûå îáîçíà÷èì ãðå÷åñêèìè
èíäåêñàìè, íàïðèìåð leα. Òîãäà íà áàçèñíûõ âåêòî-
ðàõ ïîäëãåáðû äåéñòâóåò çàêîí óìíîæåíèÿ

leβ ◦ leα = leγ · lC ′γ
αβ .

7 Ôîðìóëà (15) Ãëàâû 1.2. Ðàçäåë IV.

Çäåñü lC
′γ
αβ � ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå ââåäåííîé

ïîäàëãåáðû. Äàëåå îáðàòèìñÿ ê ôîðìóëå (10) Ãëàâû
1.2. Ðàçäåë III.

lx
K =

(
lC

K
K1K2

· xK2
2 ·

1

L0

)
· xK1

1 .

Îòñþäà âèäíî, ÷òî óìíîæåíèå âåêòîðà x1 ñëåâà íà
âåêòîð x2 ñâîäèòñÿ ê ëèíåéíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ýòî-
ãî âåêòîðà ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû

ll
K
K1

= lC
K
K1K2

· xK2
2 ·

1

L0
. (36)

Ïóñòü âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè xα2 ïðèíàäëåæèò âû-
øåóêàçàííîé ïîäàëãåáðå. Òîãäà ëèíåéíîå ïðåîáðàçî-
âàíèå (36) ïðèîáðåòàåò âèä

ll
K
K1 = lC

K
K1α · xα2 ·

1

L0
.

Çàïèøåì äèôôåðåíöèàë ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

d ll
K
K1

= lC
K
K1α · dxα2 ·

1

L0
. (37)

Ïîñëå ýòèõ çàìå÷àíèé îáðàòèìñÿ ê ïàðàìåòðè÷åñêî-
ìó ïðåäñòàâëåíèþ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è îòîæ-
äåñòâèì áàçèñíûå âåêòîðû â lL ñ áàçèñíûìè âåêòîðà-
ìè â ïîäàëãåáðå lX, òî åñòü

lIα ≡ leα .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

lC
γ
αβ ≡ lC

′γ
αβ .

Äàëåå îòîæäåñòâèì äèôôåðåíöèàë (37) ñ äèôôå-
ðåíöèàëîì (28) âáëèçè åäèíèöû, òî åñòü

d ll
M
L(0) ≡ d llML .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

lK
K
Lα · dφα ≡ lC

K
Lα · dxα2 ·

1

L0
,

à îòñþäà, â ñâîþ î÷åðåäü, ñëåäóåò

lK
K
Lα ≡ lC

K
Lα

è

dφα ≡ dxα2 ·
1

L0
.

Ïðè ýòîì ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ëåâîé êèíåìà-
òè÷åñêîé ãðóïïû lG

lL
K
K1

= exp( lK
K
Lα · dφα)
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îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì àññî-
öèèðîâàííîé ãðóïïû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè lX8

lL
K
K1

=
1

exp(1)
· exp

(
1

L0
· lCKK1K2

· xK2
2

)
ïðè x02 = L0. Ïðèâåäåííûå îòîæäåñòâëåíèÿ ïîçâîëÿ-
þò ðàññìàòðèâàòü ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ëå-
âîé àëãåáðû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé â ëåâîé àëãåá-
ðå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè è ðàññìàòðèâàòü ëåâóþ àë-
ãåáðó ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè lX êàê ëèíåéíóþ ÷àñòü
ëåâîé êèíåìàòè÷åñêîé ãðóïïû lG.
Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ïðà-

âîé àëãåáðû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè êàê ïðîñòðàíñòâà
ïðåäñòàâëåíèÿ ïðàâîé àëãåáðû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîçâîëÿåò
ðàññìàòðèâàòü ïðàâóþ àëãåáðó ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè

rX êàê ëèíåéíóþ ÷àñòü ïðàâîé êèíåìàòè÷åñêîé ãðóï-
ïû rG.

5.1. Îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ïîâîðîòû

Äàëåå ðàññìîòðèì ïîâîðîòû â ïðîñòðàíñòâå-âðåìå-
íè X. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè îñòàíîâèìñÿ íà ëåâûõ ïî-
âîðîòàõ. Ïðîèçâîëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ñîõðàíÿþùåå
êâàäðàò äëèíû âåêòîðà x, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîâîðîò
â ïðîèçâîëüíîé ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè X
íà óãîë, êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì θ. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

u(θ1 + θ2) = u(θ2) ◦ u(θ1) , (38)

u(0) = δ � åäèíè÷íîìó ïðåîáðàçîâàíèþ. (39)

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì óðàâíåíèå (38) ïî θ1, ïîñëå ÷å-
ãî ïîëîæèì

θ1 = 0

è ââåäåì ïåðåîáîçíà÷åíèå

θ2 = θ , θ1 = dθ .

Ïîëó÷èì

du(θ) = dθ · Iθ ◦ u(θ) , (40)

ãäå

Iθ =
du

dθ

∣∣∣
θ=0

.

Ýòîò âåêòîð íàçîâåì áàçèñíûì âåêòîðîì îñè ïîâî-
ðîòà.

8 Ôîðìóëà (20) Ãëàâà 1.2. Ðàçäåë IV.1.

Óðàâíåíèå (40) ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè (39) ïîçâî-
ëÿåò çàïèñàòü ïîâîðîò â ñëåäóþùåì âèäå:

u(θ) = exp(Iθ ·θ) ≡ δ+
1

1!
(Iθ ·θ)+

1

2!
(Iθ ·θ)2+ ... . (41)

Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿåò êâàä-
ðàò áàçèñíîãî âåêòîðà îñè ïîâîðîòà:
1)

(Iθ)
2 = −I0 ,

2)

(Iθ)
2 = I0 .

Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîâîðîò (41) ïðèíèìàåò âèä

u(θ) = I0 · cos θ + Iθ sin θ . (42)

Âî âòîðîì ñëó÷àå ïîâîðîò (41) ïðèíèìàåò âèä9

u(θ) = I0 · cosh θ + Iθ sinh θ . (43)

Ïîâîðîò âîêðóã îñè Iθ ìîæåò áûòü ðàçëîæåí ïî áà-
çèñíûì ïîâîðîòàì lIα. Áàçèñíûå ïîâîðîòû lIα îòîæ-
äåñòâèì ñ áàçèñíûìè âåêòîðàìè leα ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè lX. Òîãäà ñîîòíîøåíèå (26) ïðåîáðàçóåòñÿ
â

leα ◦ leβ = leγ · lCγβα . (44)

Îíî îïðåäåëÿåò àëãåáðó ïîâîðîòîâ lU êàê ïîäàëãåá-
ðó ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè lX10. Äëÿ ýòîé ïîäàëãåáðû
èç óñëîâèÿ àññîöèàòèâíîñòè èìååì

lC
κ
λα · lCλµβ = lC

κ
µγ · lCγβα . (45)

Îòñþäà ñëåäóåò ðåãóëÿðíîå ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåä-
ñòàâëåíèå àëãåáðû ïîâîðîòîâ

eα ≡ lIα ∼ lC
γ
βα .

Ìàòðèöû lC
γ
βα â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàþòñÿ ãåíåðà-

òîðàìè ïîâîðîòîâ â ïîäàëãåáðå ïðîñòðàíñòâà-âðåìå-
íè.
Åñëè ïðîñòðàíñòâîì ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû ïîâî-

ðîòîâ ÿâëÿåòñÿ âñå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ, òî ñîîòíîøå-
íèå (27) ïðèíèìàåò âèä

lC
K
Lα · lCLIβ = lC

K
Iγ · lCγβα (46)

è â ýòîì ñëó÷àå ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå àë-
ãåáðû ïîâîðîòîâ çàïèñûâàåòñÿ:

leα ≡ lIα ∼ lC
L
Iα .

9 Ôîðìóëû (42) è (43) ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì ôîðìóëû Ýéëåðà

exp(i · θ) = cos θ + i · sin θ ,

ãäå i � ìíèìàÿ åäèíèöà.
10 Çàìåòèì, ÷òî àëãåáðà ïîâîðîòîâ rU êàê ïîäàëãåáðà ïðîñò-

ðàíñòâà-âðåìåíè rX ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.



136 ÃËÀÂÀ 1.5 Ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè

Ãåíåðàòîðàìè ïîâîðîòîâ â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè

lX ñëóæàò ìàòðèöû lC
L
Iα.

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàë ïîâîðîòà d lu âáëèçè
åäèíèöû ãðóïïû

d lu(φ
α) = IIK

∂ lu
K
I(φ

α)

∂φα
dφα = IIK · lCKIα · dφα .

ãäå ïðèíÿòî

lC
K
Iα =

∂ lu
K
I(φ

α)

∂φα

∣∣∣∣
φα=0

.

Âåêòîðû

leα = IIK · lCKIα (47)

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé áàçèñíûå âåêòîðû îñåé ïîâîðîòîâ
â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè. Òàêèì îáðàçîì,

d lu = leα · dφα .
Ñðàâíåíèå ýòîé ôîðìóëû ñ

d lu = Iθ · dθ .
ïîêàçûâàåò, ÷òî âåêòîðû Iθ ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷å-
ðåç âåêòîðû áàçèñíûõ ïîâîðîòîâ leα

Iθ = leα · lCα . (48)

Çäåñü lC
α � "íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû" âåêòîðà îñè

ïîâîðîòà Iθ

lC
α =

∂ lφ
α

∂θ

∣∣∣∣
θ=0

.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (48) âûòåêàåò óñëîâèå, êîòîðîìó
óäîâëåòâîðÿþò "íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû"

(Iθ)
2 = ( leα)

2 · ( lCα)2 .
Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà

Iθ = eα

èìååì áàçèñíûå ïîâîðîòû, à ñîîòíîøåíèÿ (42) è (43)
ïðåîáðàçóþòñÿ â ñëåäóþùèå:

u(φα) =

{
e0 cosφα + eα sinφα , äëÿ (eα)

2 = −1 ;
e0 coshφα + eα sinhφα , äëÿ (eα)

2 = 1

(49)
(ïî α íåò ñóììèðîâàíèÿ).
Ìàòðèöû ïîâîðîòà â ïîäàëãåáðå ïîâîðîòîâ èìåþò

âèä

uγβ(φ
α) =


δγβ · cosφα + lC

γ
βα · sinφα

äëÿ (eα)
2 = −1 ;

δγβ · coshφα + lC
γ
βα · sinhφα

äëÿ (eα)
2 = 1 .

(50)

Ìàòðèöû ïîâîðîòà â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè òàêîâû:

uKI(φ
α) =


δKI · cosφα + lC

K
Iα · sinφα

äëÿ (eα)
2 = −1 ;

δKI · coshφα + lC
K
Iα · sinhφα

äëÿ (eα)
2 = 1 .

(51)

5.2. Îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ðàñòÿæåíèÿ

Ïðîèçâîëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ñîõðàíÿþùåå íà-
ïðàâëåíèå âåêòîðà, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàñòÿæåíèå,
îïðåäåëÿåìîå ïàðàìåòðîì, êîòîðûé îáîçíà÷èì k. Ýòî
ïðåîáðàçîâàíèå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

h(k1 + k2) = h(k2) ◦ h(k1) , (52)

h(0) = δ � åäèíè÷íîìó ïðåîáðàçîâàíèþ . (53)

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì óðàâíåíèå (52) ïî k1, ïîñëå
÷åãî ïîëîæèì

k1 = 0

è ââåäåì ïåðåîáîçíà÷åíèå

k2 = k , δk1 = δk .

Ïîëó÷èì

δh(k) = δk · e0 ◦ h(k) , (54)

ãäå

e0 =
dh

dk

∣∣∣
k=0

.

Ýòîò âåêòîð íàçîâåì áàçèñíûì âåêòîðîì îñè ïîâî-
ðîòà.
Óðàâíåíèå (54) ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè (53) ïîçâî-

ëÿåò çàïèñàòü ïîâîðîò â ñëåäóþùåì âèäå:

h(k) = exp(e0 ·k) ≡ ∆+
1

1!
(e0 ·k)+

1

2!
(e0 ·k)2+... . (55)

VI. ÝËÅÊÒÐÈ×ÅÑÊÀß ÃÐÓÏÏÀ È ÃÐÓÏÏÀ
ÃÐÀÂÈÒÀÖÈÈ

Ïðåäâàðèòåëüíî ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.
Ïóñòü âåêòîð ïîäâåðãàåòñÿ ïðîèçâîëüíîìó ëèíåéíîìó
ïðåîáðàçîâàíèþ. Êàêîâû íåïðåðûâíûå ãðóïïû, ñîîò-
âåòñòâóþùèå òàêîìó ïðåîáðàçîâàíèþ? Êà÷åñòâåííûé
îòâåò òàêîâ: âåêòîð ìîæíî ïîâåðíóòü, íå ìåíÿÿ åãî
äëèíû, è, íàïðîòèâ, ðàñòÿíóòü (ñæàòü), òî åñòü èçìå-
íèòü åãî äëèíó.
Îñòàíîâèìñÿ íà ïðîñòåéøåì ñëó÷àå, êîãäà èñõîä-

íûé âåêòîð (x, y) è âåêòîð (x′, y′), ïîëó÷åííûé â ðå-
çóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ, íàõîäÿòñÿ â îäíîé ïëîñêî-
ñòè, íàïðèìåð 12. Ïðîèçâîëüíîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçî-
âàíèå âåêòîðà äàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì∣∣∣∣∣ x′y′

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ P Q

R S

∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣ xy
∣∣∣∣∣ .

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèìè ìàòðèöàìè 2×2:

1 = 1

1
, a = 1

1
, b = -1

1
, i = 1

-1
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è ðàçëîæèì ïî ýòèì ìàòðèöàì ìàòðèöó ëèíåéíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ

l =

∣∣∣∣∣ P Q

R S

∣∣∣∣∣ = p · 1 + q · b+ r · i+ s · a .

Êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ îäíîçíà÷íî ñâÿçàíû ñ
ýëåìåíòàìè ìàòðèöû ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

p− q = P , s+ r = Q ,

p+ q = S , s− r = R .

Îòñþäà

p =
P + S

2
, s =

Q+R

2
,

q =
S − P

2
, p =

Q−R
2

.

Ìàòðèöû {1 , a, b, i} ïîä÷èíÿþòñÿ çàêîíàìè óìíîæå-
íèÿ:

a2 = b2 = 1 , i2 = −1 , a b = −b a = i ,

a i = i a = −b , b i = i b = −a .

Ïîýòîìó ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåí-
òîì àëãåáðû, ïîñòðîåííîé íà óêàçàííûõ ìàòðèöàõ êàê
íà áàçèñíûõ. Îáîçíà÷èì ýòó àëãåáðó: L. Ïî àëãåáðå L
ïîñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùóþ åé íåïðåðûâíóþ ãðóïïó.
Îáîçíà÷èì ýòó ãðóïïó L. Áàçèñíîé ìàòðèöå b ñîîò-
âåòñòâóåò ïîäãðóïïà ãðóïïû L, îïðåäåëÿåìàÿ ñëåäó-
þùèì ïðåîáðàçîâàíèåì:

exp(bε) = ch(ε) · 1 + sh(ε) · b =

=

∣∣∣∣∣ ch(ε)− sh(ε) 0

0 ch(ε) + sh(ε)

∣∣∣∣∣ .
Ïîëó÷åííîå ïðåîáðàçîâàíèå îáëàäàåò ñâîéñòâîì

ãðóïïû. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî∣∣∣∣∣ ch(ε1)− sh(ε1) 0

0 ch(ε1) + sh(ε1)

∣∣∣∣∣×
×

∣∣∣∣∣ ch(ε2)− sh(ε2) 0

0 ch(ε2) + sh(ε2)

∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣ ch(ε1 + ε2)− sh(ε1 + ε2) 0

0 ch(ε1 + ε2) + sh(ε1 + ε2)

∣∣∣∣∣ .
Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííóþ ïîäãðóïïó H1. Ýòà ïîä-

ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïîâîðîòîâ,
ïðè÷åì ãèïåðáîëû ðàñïîëàãàþòñÿ ìåæäó îñÿìè êîîð-
äèíàò. Âàæíî, ÷òî ýòà ïîäãðóïïà íå ÿâëÿåòñÿ îðòîãî-
íàëüíîé è ïîýòîìó íå ñîõðàíÿåò äëèíó âåêòîðà. Ïðè
ïðåîáðàçîâàíèè êîîðäèíàòû âåêòîðà öåëåñîîáðàçíî
çàäàâàòü â "ïîëÿðíîé" ôîðìå:

x = r(ch(α)− sh(α)) ,

y = r(ch(α) + sh(α)) .

Â ýòîì ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèå âåêòîðà ñâîäèòñÿ ê
èçìåíåíèþ "óãëà" α∣∣∣∣∣ x′y′

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ ch(ε)− sh(ε) 0

0 ch(ε) + sh(ε)

∣∣∣∣∣ ×
× r

∣∣∣∣∣ ch(α)− sh(α)

ch(α) + sh(α)

∣∣∣∣∣ = r

∣∣∣∣∣ ch(α+ ε)− sh(α+ ε)

ch(α+ ε) + sh(α+ ε)

∣∣∣∣∣ .
Áàçèñíîé ìàòðèöå i ñîîòâåòñòâóåò ïîäãðóïïà ãðóï-

ïû L, îïðåäåëÿåìàÿ ñëåäóþùèì ïðåîáðàçîâàíèåì:

exp(iφ) = cos(φ) · 1 + sin(φ) · i =

=

∣∣∣∣∣ cos(φ) sin(φ)

− sin(φ) cos(φ)

∣∣∣∣∣ .
Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå îïðåäåëÿåò îðòîãîíàëüíóþ ãðóï-

ïó � ãðóïïó ïîâîðîòîâ â ïëîñêîñòè, ñîõðàíÿþùóþ
äëèíó âåêòîðà. Îáîçíà÷èì åå U.
Áàçèñíîé ìàòðèöå a ñîîòâåòñòâóåò ïîäãðóïïà ãðóï-

ïû L, îïðåäåëÿåìàÿ ñëåäóþùèì ïðåîáðàçîâàíèåì:

exp(aψ) = ch(ψ) · 1 + sh(ψ) · a =

=

∣∣∣∣∣ ch(ψ) sh(ψ)

sh(ψ) ch(ψ)

∣∣∣∣∣ .
Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå îïðåäåëÿåò íåîðòîãîíàëüíóþ

ãðóïïó � ãðóïïó ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïîâîðîòîâ â ïëîñêî-
ñòè, ïðè÷åì ãèïåðáîëû ðàñïîëàãàþòñÿ ìåæäó áèññåê-
òðèñàìè êâàäðàíòîâ ñèñòåìû êîîðäèíàò. Îáîçíà÷èì
ýòó ãðóïïó H2.
Åäèíè÷íîé áàçèñíîé ìàòðèöå 1 ñîîòâåòñòâóåò ïîä-

ãðóïïà ãðóïïû L, îïðåäåëÿåìàÿ ñëåäóþùèì ïðåîáðà-
çîâàíèåì

exp(1 ζ) =

∣∣∣∣∣ exp(ζ) 0

0 exp(ζ)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ k 0

0 k

∣∣∣∣∣ ,
ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

k = exp(ζ) .

Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå îïðåäåëÿåò ãðóïïó ðàñòÿæåíèé
(ñæàòèé) âåêòîðà. Îáîçíà÷èì ýòó ãðóïïó H3. Äëÿ
−∞ < ζ ≤ 0, 0 < k ≤ 1 èìååì ïîäãðóïïó ñæàòèé (k
� êîýôôèöèåíò ñæàòèÿ). Äëÿ 0 ≤ ζ < ∞, 1 ≤ k < ∞
èìååì ïîäãðóïïó ðàñòÿæåíèé (k � êîýôôèöèåíò ðàñ-
òÿæåíèÿ).
Ïîëíàÿ ãðóïïà ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ïðåîáðàçî-

âàíèé âåêòîðà íà ïëîñêîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöåé

l = exp(1 ζ + bε+ iφ+ aψ) .

Çäåñü íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ðàññìîòðåííûé õà-
ðàêòåð ïîäãðóïï îòíåñåí ê ïðåîáðàçîâàíèþ âåêòîðîâ,
íàõîäÿùèõñÿ â åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè, äëÿ êîòîðîé
êâàäðàò âåêòîðà îïðåäåëÿåòñÿ ñóììîé êâàäðàòîâ êî-
îðäèíàò

x2 + y2 .
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Åñëè ïëîñêîñòü ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîåâêëèäîâîé, äëÿ êîòî-
ðîé êâàäðàò âåêòîðà îïðåäåëÿåòñÿ ðàçíîñòüþ êâàäðà-
òîâ êîîðäèíàò, íàïðèìåð

x2 − y2 ,

õàðàêòåð ïîäãðóïï ìåíÿåòñÿ. Òàê îðòîãîíàëüíîé ïîä-
ãðóïïîé U , íå ìåíÿþùåé äëèíû âåêòîðà, ñòàíîâèòñÿ
ãðóïïà ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïîâîðîòîâ

exp(aψ) = ch(ψ) · 1 + sh(ψ) · a =

=

∣∣∣∣∣ ch(ψ) sh(ψ)

sh(ψ) ch(ψ)

∣∣∣∣∣ ,
à ãðóïïà ïîâîðîòîâ

exp(iφ) = cos(φ) · 1 + sin(φ) · i =

=

∣∣∣∣∣ cos(φ) sin(φ)

− sin(φ) cos(φ)

∣∣∣∣∣ .
ñòàíîâèòñÿ íåîðòîãîíàëüíîé ãðóïïîé, êîòîðóþ â ýòîì
ñëó÷àå îáîçíà÷èì H2.
Êðîìå òîãî, ñäåëàåì ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå îòíî-

ñèòåëüíî èíôèíèòåçèìàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé11 ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ ãðóïï. Äëÿ ýòîãî ïðåäâàðèòåëüíî äà-
äèì ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ. Èç ãðóïïû ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé âûäåëèì ãðóïïó îðòîãîíàëüíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé U. Îáîçíà÷èì ìàòðèöó îðòîãîíàëüíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé

ua1a .

Çäåñü è äàëåå â ýòîì ðàçäåëå èíäåêñû (a, b, c, d) è
(a1, b1, c1, d1) ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 1, 2.
Íåîðòîãîíàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îáúåäèíèì è ðàñ-

ñìîòðèì ãðóïïó íåîðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

H = H1 +H2 +H3 .

Îáîçíà÷èì ìàòðèöó íåîðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé

ha1a .

Êâàäðàò äëèíû âåêòîðà çàïèøåì â ñëåäóþùåì âè-
äå:

x2 = δab x
a xb ,

Çäåñü êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà δab îïðå-
äåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

δ11 = δ22 = 1 , δ12 = δ21 = 0 .

Êâàäðàò äëèíû ïðåîáðàçîâàííîãî âåêòîðà çàïèñû-
âàåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî

(x′)2 = δa1b1 x
a1 xb1 ,

11 ïðåîáðàçîâàíèé äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé ãðóïïîâûõ ïàðàìåòðîâ.

Èíôèíèòåçèìàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå îðòîãîíàëü-
íîé ãðóïïû çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ua1a = δa1a + δua1a .

Çäåñü ïåðâûé ñèìâîë δ îçíà÷àåò ñèìâîë Êðîíåêåðà,
à âòîðîé ñèìâîë δ îçíà÷àåò ìàëîå ïðèðàùåíèå. Àíà-
ëîãè÷íî èíôèíèòåçèìàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå íåîðòî-
ãîíàëüíîé ãðóïïû çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ha1a = δa1a + δha1a .

Îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå

xa1 = ua1a · xa

ñîõðàíÿåò êâàäðàò äëèíû âåêòîðà

(x′)2 = δa1b1 u
a1
a u

b1
b · xa · xb = δab x

a xb .

Îòñþäà ñëåäóåò óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè ïðåîáðà-
çîâàíèÿ12

δa1b1 u
a1
a u

b1
b = δab .

Äëÿ èíôèíèòåçèìàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èìååì

δa1b1 δ
a1
a δub1b + δa1b1 δu

a1
a δ

b1
b = 0

èëè â äðóãîì âèäå

δuab + δuba = 0 . (56)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå òåîðåìû
Êèëëèíãà.
Íåîðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå èçìåíÿåò êâàäðàò

äëèíû ïðåîáðàçóåìîãî âåêòîðà

(x′)2 = δa1b1 x
a1 xb1 = δa1b1 h

a1
a h

b1
b x

a xb = gab x
a xb .

Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð

gab = δa1b1 h
a1
a h

b1
b

ïîä äåéñòâèåì èíôèíèòåçèìàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
èçìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

δab + δgab = δa1b1 (δ
a1
a + δha1a) (δ

b1
b + δhb1b) .

Îòñþäà

δgab = δa1b1 δ
a1
a δh

b1
b + δa1b1 δh

a1
a δ

b1
b

èëè

δgab = δhab + δhba = 2 δhab . (57)

Âàæíî ñëåäóþùåå. Ïðèðàùåíèå ìåòðè÷åñêîãî òåíçî-
ðà îïðåäåëÿåòñÿ ïðèðàùåíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ íåîð-
òîãîíàëüíîé ãðóïïû. Ïðè ýòîì

δhab = δhba . (58)

Îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå íå ìåíÿåò ìåòðè÷å-
ñêîãî òåíçîðà, è åãî ïðèðàùåíèå àíòèñèììåòðè÷íî
ïðè ïåðåñòàíîâêå èíäåêñîâ.
Ïåðåéäåì òåïåðü ê ãðóïïàì ãðàâèòàöèè è ýëåêòðî-

ìàãíåòèçìà.

12 Âèä óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê
ïñåâäîåâêëèäîâîé ïëîñêîñòè.
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1. Ãðóïïà ãðàâèòàöèè

Ñîãëàñíî ñóùåñòâóþùèì ïðåäñòàâëåíèÿì, êàæäî-
ìó òèïó âçàèìîäåéñòâèé ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåííàÿ
ãðóïïà � ãðóïïà âçàèìîäåéñòâèÿ. Çäåñü ìû áóäåì ãî-
âîðèòü î äâóõ òèïàõ âçàèìîäåéñòâèé � ãðàâèòàöèîí-
íîì è ýëåêòðîìàãíèòíîì � è, ñîîòâåòñòâåííî, î äâóõ
ãðóïïàõ � ãðàâèòàöèîííîé è ýëåêòðè÷åñêîé.
Ñ íàøåé òî÷êè çðåíèÿ, ãðóïïû âçàèìîäåéñòâèé ïî-

äîáíû ïîäãðóïïàì êèíåìàòè÷åñêîé ãðóïïû (îáùåé
íåïðåðûâíîé ãðóïïû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé) G,
âîçäåéñòâóþùèì íà îáîáùåííîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ
è íà îáîáùåííîå ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèÿ. Íåîáõîäèìî
îòìåòèòü, ÷òî íàøå ïðåäñòàâëåíèå î ãðóïïàõ âíåøíåé
è âíóòðåííåé ñèììåòðèé ñîñòîèò â òîì, ÷òî íåîáõî-
äèìî ðàçëè÷àòü ëåâóþ êèíåìàòè÷åñêóþ ãðóïïó lG,
êîãäà ïîñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå (2) óìíîæåíî íà
èñõîäíîå (1) ñëåâà

ll = l2 ◦ l1 ,

è ïðàâóþ êèíåìàòè÷åñêóþ ãðóïïó rG, êîãäà ïîñëå-
äóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå (2) óìíîæåíî íà èñõîäíîå (1)
ñïðàâà

rl = l1 ◦ l2 .

Ïðè ýòîì ãðóïïû âíåøíåé ñèììåòðèè ïîäîáíû ïîä-
ãðóïïàì ëåâîé êèíåìàòè÷åñêîé ãðóïïû lG è, íàïðî-
òèâ, ãðóïïû âíóòðåííåé ñèììåòðèè ïîäîáíû ïîäãðóï-
ïàì ïðàâîé êèíåìàòè÷åñêîé ãðóïïû rG.
Ñîãëàñíî Ýéíøòåéíó, ãðàâèòàöèÿ èçìåíÿåò äëèíó

ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî âåêòîðà. Îòñþäà ãðóïïà,
èçìåíÿþùàÿ äëèíó âåêòîðà, òî åñòü ãðóïïà ãðàâèòà-
öèè, íå ìîæåò áûòü îðòîãîíàëüíîé. Òàêèì îáðàçîì,
ãðóïïà ãðàâèòàöèè � ýòî ëåâàÿ ãðóïïà íåîðòîãîíàëü-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé H. Îáîçíà÷èì ìàòðèöó íåîðòî-
ãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

hik ,

ãäå èíäåêñû i, k ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 1, 2, 3, 4.

2. Ýëåêòðè÷åñêàÿ ãðóïïà

Ýëåêòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîäîáíà ãðóïïå ïðàâûõ ïî-
âîðîòîâ â ïëîñêîñòè 12. 13 Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà ïðå-

13 Â Ãëàâå 4.3 Ðàçäåë II.1. ïîêàçàíî, ÷òî ïðèâëåêàÿ ïðàâîå óìíî-
æåíèå, ìîæíî âûâåñòè ìàòðèöó

i · δKL ,

îòâåòñòâåííóþ çà ýëåêòðîìàãíèòíîå âçàèìîäåéñòâèå â òåîðèè
Äèðàêà. Çäåñü i � ìíèìàÿ åäèíèöà, èíäåêñû K, L íóìåðóþò
êîìïîíåíòû âåêòîðà â àëãåáðå Êëèôôîðäà. Èìåííî ýòà ìàò-
ðèöà ïðåäñòàâëÿåò áàçèñíûé âåêòîð

e12 .

îáðàçîâàíèÿ èìååò âèä

u12 .

Â Ãëàâå 4.3. Ðàçäåë III. ïîêàçàíî ÷òî äëÿ âêëþ÷å-
íèÿ â åäèíóþ òåîðèþ âçàèìîäåéñòâèé òðåõ ïîêîëåíèé
ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö íåîáõîäèìî äâàæäû âûïîë-
íèòü öèêëè÷åñêóþ ïåðåñòàíîâêó çíà÷åíèé èíäåêñîâ
1, 2, 3. Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàÿ ýëåêòðè÷åñêóþ
ãðóïïó, ïîìèìî ïîâîðîòîâ â ïëîñêîñòè 12 íåîáõîäè-
ìî ïðèâëå÷ü ïîâîðîòû â ïëîñêîñòÿõ 23 è 31. Ìàòðèöà
îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ýëåêòðè÷åñêîé ãðóï-
ïû ïðèîáðåòàåò âèä

uab ,

ãäå èíäåêñû a, b ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 1, 2, 3.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýëåêòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ïðèîáðå-

ëà ðåëÿòèâèñòñêèé õàðàêòåð, ê ãåîìåòðè÷åñêèì ïî-
âîðîòàì íåîáõîäèìî äîáàâèòü ëîðåíöåâû ïîâîðîòû
(áóñòû) â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîýòîìó ýëåê-
òðè÷åñêîé ãðóïïîé ñëåäóåò ñ÷èòàòü ãðóïïó, ïîäîáíóþ
ãðóïïå ïðàâûõ ïîâîðîòîâ â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå-âðåìåíè. Ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèé ýëåêòðè÷å-
ñêîé ãðóïïû ïðèîáðåòàåò âèä

uik ,

ãäå èíäåêñû i, k ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 1, 2, 3, 4.
Ó÷àñòèå ýëåêòðè÷åñêîé ãðóïïû uik è ãðàâèòàöèîí-

íîé ãðóïïû hik "íà ðàâíûõ" â ãðóïïå ëèíåéíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé, ñ íàøåé òî÷êè çðåíèÿ, åñòü ôîðìà, â êî-
òîðóþ âîïëîùàåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î åäèíñòâå ýëåê-
òðîìàãíåòèçìà è ãðàâèòàöèèè.

VII. ÏÎÂÎÐÎÒÛ Â ÀËÃÅÁÐÅ ÊËÈÔÔÎÐÄÀ

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (48), ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå
ïîâîðîòîâ â àëãåáðå Êëèôôîðäà lXL âåêòîðàìè ýòîé
àëãåáðû:

u(φα) =

{
ε0 cosφα + εα sinφα , äëÿ (εα)

2 = −1 ;
ε0 coshφα + εα sinhφα , äëÿ (εα)

2 = 1 .

Îòñþäà ïîëó÷èì

lIα = IIK · lCKIα = lεα .

Ìàòðèöû ïîâîðîòà ïðîñòðàíñòâà àëãåáðû Êëèô-
ôîðäà âîêðóã îñè, çàäàâàåìîé âåêòîðîì lεα, ìîæíî
çàïèñàòü òàê:

lu
K
I(φ

α) =


δKI · cosφα + lC

K
Iα · sinφα

äëÿ (εα)
2 = −1 ;

δKI · coshφα + lC
K
Iα · sinhφα

äëÿ (εα)
2 = 1 ,

ãäå lC
K
Iα åñòü ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû ðåãóëÿðíîãî

ïðåäñòàâëåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ lεα, ïî èíäåêñó α
íåò ñóììèðîâàíèÿ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

lK
K
Iα =

∂ lu
K
I(φ

α)

∂φα

∣∣∣∣
φα=0

= lC
K
Iα . (59)
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1. Ïîëóâåêòîðû

Ðàññìîòðèì ïîâîðîò â àëãåáðå Êëèôôîðäà îòíîñè-
òåëüíî îñè ε21. Òàêîé ïîâîðîò ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåêòî-
ðîì àëãåáðû Êëèôôîðäà

u = ε0 cosφ+ ε21 sinφ . (60)

Ñîïðÿæåííûé ïîâîðîò ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåêòîðîì

u∗ = ε0 cosφ− ε21 sinφ .

Âåêòîð u∗ ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ïî îòíîøåíèþ ê u,
òî åñòü

u∗ ◦ u = (u)−1 ◦ u = u ◦ u∗ = u ◦ (u)−1 = ε0 .

Âåêòîð u ÿâëÿåòñÿ ïîâîðîòîì íà óãîë (+φ), à âåê-
òîð u∗ = (u)−1 � ïîâîðîòîì íà óãîë (−φ). Ðàññìîòðèì
äàëåå ïðîèçâåäåíèå u ◦ u

u ◦ u = u2 = ε0 (cos
2 φ− sin2 φ) + ε21 2 sinφ cosφ

= ε0 cos 2φ+ ε21 sin 2φ .

Òàêèì îáðàçîì, u2 � ýòî ïîâîðîò íà óãîë (+2φ).
Àíàëîãè÷íî (u∗)2 � ýòî ïîâîðîò íà óãîë (−2φ).
Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðåîáðàçîâàíèå âåêòîðîâ àëãåá-

ðû Êëèôôîðäà ïîä äåéñòâèåì ïîâîðîòîâ. Ðàññìîòðèì
ñíà÷àëà àëãåáðó Êëèôôîðäà lXL2, ïîñòðîåííóþ íà
áàçèñíûõ âåêòîðàõ ε0, ε1, ε2, ε21. Ñèãíàòóðà ýòèõ âåê-
òîðîâ òàêîâà: (+,++,−). Ðàññìîòðèì âåêòîð

ψ = ε1 x
1 + ε2 x

2 ,

ïðèíàäëåæàùèé ýòîé àëãåáðå. Âû÷èñëèì âåêòîð

ψ′ = ψ ◦ u :

ψ′ = ψ ◦ u = (ε1 x
1 + ε2 x

2) ◦ (ε0 cosφ+ ε21 sinφ) =

= ε1 (x
1 cosφ+ x2 sinφ) + ε2 (x

2 cosφ− x1 sinφ) ,

òî åñòü, ψ′ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîð, ïîâåðíóòûé îò-
íîñèòåëüíî ψ íà óãîë (−φ). Àíàëîãè÷íî ýòîìó

ψ′ = u ◦ ψ = (ε0 cosφ+ ε21 sinφ) ◦ (ε1 x1 + ε2 x
2)

= ε1 (x
1 cosφ− x2 sinφ) + ε2 (x

2 cosφ+ x1 sinφ)

� âåêòîð, ïîâåðíóòûé îòíîñèòåëüíî ψ íà óãîë (+φ). 14

Âåêòîðû ψ′ = ψ ◦ u∗ è ψ′ = u∗ ◦ ψ ïîâåðíóòû îòíîñè-
òåëüíî ψ íà óãëû (+φ) è (−φ) ñîîòâåòñòâåííî. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî

ψ ◦ u = u∗ ◦ ψ , u ◦ ψ = ψ ◦ u∗ ,

u ◦ ψ ◦ u = ψ , u∗ ◦ ψ ◦ u∗ = ψ .

14 Çàìåòèì, ÷òî äëÿ àëãåáðû Êëèôôîðäà lXL2, ïîñòðîåííîé
íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ ε0, ε1, ε2, ε21 ñ ñèãíàòóðîé (+,−−,−),
óìíîæåíèå ψ íà u ñïðàâà (ψ◦u) ïîâîðà÷èâàåò ψ íà óãîë (+φ),
à ñëåâà (u ◦ ψ) � íà óãîë (−φ).

Êðîìå òîãî, âåêòîð âèäà

u ◦ ψ ◦ u∗ = u2 ◦ ψ = ψ ◦ (u∗)2

ñîîòâåòñòâóåò ïîâîðîòó ψ íà óãîë (+2φ), à âåêòîð

u∗ ◦ ψ ◦ u = (u∗)2 ◦ ψ = ψ ◦ u2

� ïîâîðîòó ψ íà óãîë (−2φ).
Ðàññìîòðèì òåïåðü äðóãîé âåêòîð, ïðèíàäëåæàùèé

óêàçàííîé àëãåáðå,

λ = ε0 x
0 + ε21 x

21 ,

Óìíîæåíèå λ íà u ñïðàâà äàåò

λ′ = λ ◦ u = (ε0 x
0 + ε21 x

21) ◦ (ε0 cosφ+ ε21 sinφ) =

= ε0 (x
0 cosφ− x21 sinφ) + ε21 (x

21 cosφ+ x0 sinφ) ,

òî åñòü, λ′ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîð, ïîâåðíóòûé îò-
íîñèòåëüíî λ íà óãîë (−φ). Óìíîæèì λ íà u ñëåâà

λ′ = u ◦ λ = (ε0 cosφ+ ε21 sinφ) ◦ (ε0 x0 + ε21 x
21) =

= ε0 (x
0 cosφ− x21 sinφ) + ε21 (x

21 cosφ+ x0 sinφ) .

Ñëåäîâàòåëüíî, óìíîæåíèå λ íà u ñëåâà ïîâîðà÷èâàåò
λ òàêæå íà óãîë (−φ). Àíàëîãè÷íî ýòîìó ëåãêî ïîëó-
÷èòü, ÷òî âåêòîðû u∗ ◦ λ è λ ◦u∗ ñîîòâåòñòâóþò ïîâî-
ðîòó íà óãîë (+φ). Èç

u ◦ λ = λ ◦ u , λ ◦ u∗ = u∗ ◦ λ

ñëåäóåò

u ◦ λ ◦ u∗ = λ , u∗ ◦ λ ◦ u = λ ,

à òàêæå, ÷òî âåêòîð

u ◦ λ ◦ u = u2 ◦ λ = λ ◦ u2

ñîîòâåòñòâóåò ïîâîðîòó λ íà óãîë (−2φ), à âåêòîð

u∗ ◦ λ ◦ u∗ = (u∗)2 ◦ λ = λ ◦ (u∗)2

� ïîâîðîòó λ íà óãîë (+2φ).
Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðåîáðàçîâàíèå ïîëíîãî âåêòî-

ðà àëãåáðû lXL2

x = (ε0 x
0 + ε21 x

21) + (ε1 x
1 + ε2 x

2) = λ+ ψ

ïîä äåéñòâèåì ïîâîðîòà (60). Èç ïðåäûäóùåãî ñëåäó-
åò, ÷òî óìíîæåíèå x íà u ñïðàâà (x ◦u) ïîâîðà÷èâàåò
êàæäóþ èç ÷àñòåé λ è ψ íà óãîë (−φ), à óìíîæåíèå
ñëåâà ïîâîðà÷èâàåò ÷àñòü ψ íà óãîë (+φ), à ÷àñòü λ íà
óãîë (−φ). Óìíîæåíèå x íà u∗ ñëåâà (u∗ ◦x) ïðèâîäèò
ê ïîâîðîòó êàæäîé èç ÷àñòåé λ è ψ íà óãîë (+φ), à
óìíîæåíèå x íà u∗ ñïðàâà (x ◦ u∗) ïðèâîäèò ê ïîâî-
ðîòó ÷àñòè λ íà óãîë (+φ), à ÷àñòè ψ íà óãîë (−φ).
Ïðåîáðàçîâàíèÿ âèäà

u ◦ x ◦ u∗ , u∗ ◦ x ◦ u (61)
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ñîõðàíÿþò ÷àñòü λ, íî ïîâîðà÷èâàþò ÷àñòü ψ íà óãîë
(−2φ) è (+2φ) ñîîòâåòñòâåííî. È, íàïðîòèâ, ïðåîáðà-
çîâàíèÿ âèäà

u ◦ x ◦ u , u∗ ◦ x ◦ u∗ (62)

ñîõðàíÿþò ÷àñòü ψ, íî ïîâîðà÷èâàþò ÷àñòü λ íà óãîë
(−2φ) è (+2φ) ñîîòâåòñòâåííî, òî åñòü

u ◦ x ◦ u∗ = λ+ u ◦ ψ ◦ u∗ ,

u∗ ◦ x ◦ u = λ+ u∗ ◦ ψ ◦ u ,
u ◦ x ◦ u = u ◦ λ ◦ u+ ψ ,

u∗ ◦ x ◦ u∗ = u∗ ◦ λ ◦ u∗ + ψ .

Âñå ñêàçàííîå ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ïîëíûé
âåêòîð àëãåáðû Êëèôôîðäà lXL2 ñîäåðæèò äâà ñëà-
ãàåìûõ, ïðåîáðàçóþùèõñÿ ïî-ðàçíîìó ïîä äåéñòâèåì
ïîâîðîòîâ. Â ñâÿçè ñ ýòèì äàäèì ñëåäóþùåå îïðåäå-
ëåíèå. Íàçîâåì ÷àñòü âåêòîðà àëãåáðû Êëèôôîðäà,
ïðåîáðàçóþùóþñÿ ïðè ïîâîðîòàõ (61) è ñîõðàíÿþùó-
þñÿ ïðè ïîâîðîòàõ (62), ïîëóâåêòîðîì ïåðâîãî ðîäà,
à ÷àñòü âåêòîðà àëãåáðû Êëèôôîðäà, ïðåîáðàçóþùó-
þñÿ ïðè ïîâîðîòàõ (62) è ñîõðàíÿþùóþñÿ ïðè ïîâî-
ðîòàõ (61), ïîëóâåêòîðîì âòîðîãî ðîäà.
Ðàññìîòðèì äàëåå âåêòîð àëãåáðû Êëèôôîðäà lXL3

ñ ñèãíàòóðîé (+,+++,−−−,−):

x = ε0 x
0 + ε1 x

1 + ε2 x
2 + ε3 x

3

+ε21 x
21 + ε13 x

13 + ε23 x
23 + ε123 x

123

Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå äâóõ ñëàãàåìûõ

χ = ε3 x
3 + ε123 x

123 , µ = ε13 x
13 + ε23 x

23

ïîä äåéñòâèåì ïîâîðîòà (60). Èìååì

χ′ = χ ◦ u = (ε3 x
3 + ε123 x

123) ◦ (ε0 cosφ+ ε21 sinφ)

= ε3 (x
3 cosφ− x123 sinφ) + ε123 (x

123 cosφ+ x0 sinφ) .

χ′ = u ◦ χ = (ε0 cosφ+ ε21 sinφ) ◦ (ε3 x3 + ε123 x
123) =

ε3 (x
3 cosφ− x123 sinφ) + ε123 (x

123 cosφ+ x3 sinφ) .

µ′ = µ ◦ u = (ε13 x
13 + ε23 x

23) ◦ (ε0 cosφ+ ε21 sinφ) =

ε13 (x
13 cosφ− x23 sinφ) + ε23 (x

23 cosφ+ x13 sinφ) .

µ′ = u ◦ µ = (ε0 cosφ+ ε21 sinφ) ◦ (ε13 x13 + ε23 x
23) =

ε13 (x
13 cosφ− x23 sinφ) + ε23 (x

23 cosφ+ x13 sinφ) .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñëàãàåìûå

ψ + µ = ε1 x
1 + ε2 x

2 + ε13 x
13 + ε23 x

23

ñîñòàâëÿþò ïîëóâåêòîð ïåðâîãî ðîäà, à ñëàãàåìûå

λ+ χ = ε0 x
0 + ε21 x

21 + ε3 x
3 + ε123 x

123

ñîñòàâëÿþò ïîëóâåêòîð âòîðîãî ðîäà.
Ðàññìîòðèì äàëåå âåêòîð àëãåáðû Êëèôôîðäà lXL4

ñ ñèãíàòóðîé (+,+++−,−−−+++,−+++,−):

x = ε0 x
0 + ε1 x

1 + ε2 x
2 + ε3 x

3 + ε4 x
4+

+ε21 x
21+ε13 x

13 + ε23 x
23 + ε14 x

14 + ε24 x
24 + ε34 x

34+

+ε123 x
123+ε124 x

124 + ε134 x
134 + ε234 x

234 + ε1234 x
1234 .

Îí ðàñïàäàåòñÿ íà ïîëóâåêòîð ïåðâîãî ðîäà

x′ = (ε1 x
1 + ε2 x

2) + (ε13 x
13 + ε23 x

23)+

+(ε14 x
14 + ε24 x

24) + (ε134 x
134 + ε234 x

234)

è ïîëóâåêòîð âòîðîãî ðîäà

x′′ = (ε0 x
0 + ε21 x

21) + (ε3 x
3 + ε123 x

123)+

+(ε4 x
4 + ε124 x

124) + (ε34 x
34 + ε1234 x

1234) .

Çàìåòèì, ÷òî ïîâåäåíèå êîìïîíåíò âåêòîðà ïðè ïî-
âîðîòå çàñòàâëÿåò ãðóïïèðîâàòü êîìïîíåíòû âåêòîðà
îïðåäåëåííûì îáðàçîì. Ýòî çàìå÷àíèå èãðàåò êëþ÷å-
âóþ ðîëü ïðè âûáîðå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìïîíåíò
ïðè çàïèñè âåêòîðà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Â êîíå÷-
íîì èòîãå êîìïîíåíòû âåêòîðà äîëæíû áûòü ðàñïî-
ëîæåíû â óêàçàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

(32, 13, 21, 0, 42, 14, 1324, 34, 1, 2, 3, 123, 134, 234, 4, 124) .

2. Ëåâûå ãåîìåòðè÷åñêèå ïîâîðîòû

Áàçèñíûìè âåêòîðàìè îñåé ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîâîðî-
òîâ ñëóæàò áàçèñíûå âåêòîðû

lε21 , lε13 , lε32 .

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ïîâîðîòîâ:
1) ïðîñòðàíñòâîì ïðåäñòàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîäàë-

ãåáðà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè � àëãåáðà Êëèôôîðäà

lXL2;
2) ïðîñòðàíñòâîì ïðåäñòàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âñå ïðî-

ñòðàíñòâî-âðåìÿ lXL.
Â ïåðâîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâëåíèÿ ñòðî-

èòñÿ íà èñõîäíûõ áàçèñíûõ âåêòîðàõ lε21, lε13, lε32,
êîòîðûå âìåñòå ñ áàçèñíûì âåêòîðîì ε0 îáðàçóþò àë-
ãåáðó Êëèôôîðäà lXL2 � àëãåáðó êâàòåðíèîíîâ. Ãå-
íåðàòîðàìè ëåâûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîâîðîòîâ â ïðî-
ñòðàíñòâå àëãåáðû lXL2 ÿâëÿþòñÿ ñòðóêòóðíûå ìàò-
ðèöû

lC
γ
βα ∼ leα .

Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòèìè ìàòðèöàìè ÿâ-
ëÿþòñÿ ìàòðèöû Ïàóëè, óìíîæåííûå íà ìíèìóþ åäè-
íèöó (ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ ñòðóêòóðíûõ ìàòðèö óêà-
çàíû â Ãëàâå 4.1. Ðàçäåëû II, III).
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lε21 ∼

13 0
32 21

32 -1

13 1

21 1

0 -1

= i -1

1
= i σ3 ,

lε13 ∼

13 0
32 21

32 1

13 1

21 -1

0 -1

= i -i

i
= i σ2 ,

lε32 ∼

13 0
32 21

32 1

13 -1

21 1

0 -1

= i 1

1
= i σ1 .

Âî âòîðîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâîì ïðåäñòàâëåíèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ âñå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ lXL. Ãåíåðàòîðàìè ëå-
âûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîâîðîòîâ â ïðîñòðàíñòâå àëãåá-
ðû lXL ÿâëÿþòñÿ ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû

lC
L
Iα ∼ leα .

Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòè ìàòðèöû èìåþò âèä
(ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ ñòðóêòóðíûõ ìàòðèö óêàçàíû â
Ãëàâå 4.1. Ðàçäåë II.).

lε21 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 1
21 1
0 -1
42 -1
14 1

1324 1
34 -1
1 -1
2 1
3 1

123 -1
134 -1
234 1
4 1

124 -1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

-1 2

1 123

-1 234

1 124

= i

34 124

0 123

σ3 0

σ3 34

σ3 123

σ3 124

,

lε13 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 -1
0 -1
42 1
14 1

1324 -1
34 -1
1 1
2 1
3 -1

123 -1
134 1
234 1
4 -1

124 -1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

-i 13

i 0

-i 14

i 34

-i 2

i 123

-i 234

i 124

= i

34 124

0 123

σ2 0

σ2 34

σ2 123

σ2 124

,

lε32 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 1
0 -1
42 1
14 -1

1324 1
34 -1
1 1
2 -1
3 1

123 -1
134 1
234 -1
4 1

124 -1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= i

34 124

0 123

σ1 0

σ1 34

σ1 123

σ1 124

,
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lε0 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

=

34 124

0 123

1 0

1 34

1 123

1 124

.

3. Ëåâûå ðåëÿòèâèñòñêèå ïîâîðîòû

Ëåâûå ðåëÿòèâèñòñêèå ïîâîðîòû ñîñòîÿò èç ãåîìåò-
ðè÷åñêèõ ïîâîðîòîâ îòíîñèòåëüíî îñåé

lε21 , lε13 , lε32 .

è òàê íàçûâàåìûõ áóñòîâ, òî åñòü ïîâîðîòîâ îòíîñè-
òåëüíî îñåé

lε14 , lε42 , lε34 .

Ýòè ïîâîðîòû ÿâëÿþòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèìè.
Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ïîâîðîòîâ:
1) ïðîñòðàíñòâîì ïðåäñòàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîäàë-

ãåáðà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè � àëãåáðà Êëèôôîðäà

lXL3;
2) ïðîñòðàíñòâîì ïðåäñòàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âñå ïðî-

ñòðàíñòâî-âðåìÿ lXL.
Â ïåðâîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâëåíèÿ ñòðî-

èòñÿ íà èñõîäíûõ áàçèñíûõ âåêòîðàõ lε21, lε13, lε32,

lε14, lε42, lε34, êîòîðûå âìåñòå ñ áàçèñíûìè âåêòî-
ðàìè ε0 è lε1324 îáðàçóþò àëãåáðó Êëèôôîðäà lXL3.
Ãåíåðàòîðàìè ëåâûõ ðåëÿòèâèñòñêèõ ïîâîðîòîâ â ïðî-
ñòðàíñòâå àëãåáðû lXL3 ÿâëÿþòñÿ ñòðóêòóðíûå ìàò-
ðèöû

lC
γ
βα ∼ leα .

Âû÷èñëåíèÿ ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùèì ìàòðèöàì (ïðà-
âèëà âû÷èñëåíèÿ ñòðóêòóðíûõ ìàòðèö óêàçàíû â Ãëà-
âå 4.1. Ðàçäåëû II.):

lε21 ∼

13 0 14 34
32 21 42 1324

32 -1

13 1

21 1

0 -1

42 -1

14 1

1324 1

34 -1

= i

0 34
13 14

-1 13

1 0

-1 14

1 34

= i

0 34

σ3 0

σ3 34

,

lε13 ∼

13 0 14 34
32 21 42 1324

32 1

13 1

21 -1

0 -1

42 1

14 1

1324 -1

34 -1

= i

0 34
13 14

-i 13

i 0

-i 14

i 34

= i

0 34

σ2 0

σ2 34

,

lε32 ∼

13 0 14 34
32 21 42 1324

32 1

13 -1

21 1

0 -1

42 1

14 -1

1324 1

34 -1

= i

0 34
13 14

1 13

1 0

1 14

1 34

= i

0 34

σ1 0

σ1 34

,

lε14 ∼

13 0 14 34
32 21 42 1324

32 1

13 1

21 1

0 1

42 1

14 1

1324 1

34 1

=

0 34
13 14

1 13

1 0

1 14

1 34

=

0 34

σ1 0

σ1 34

,
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lε24 ∼

13 0 14 34
32 21 42 1324

32 -1

13 1

21 1

0 -1

42 -1

14 1

1324 1

34 -1

=

0 34
13 14

-i 13

i 0

-i 14

i 34

=

0 34

σ2 0

σ2 34

,

lε34 ∼

13 0 14 34
32 21 42 1324

32 -1

13 -1

21 1

0 1

42 -1

14 -1

1324 1

34 1

=

0 34
13 14

-1 13

1 0

-1 14

1 34

=

0 34

σ3 0

σ3 34

,

lε1324 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 1

13 -1

21 1

0 -1

1 1

2 -1

3 1

123 -1

= i

0 123
13 2

1 13

1 0

1 2

1 123

= i

0 123

11 2

11 123

.

Âî âòîðîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâîì ïðåäñòàâëåíèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ âñå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ lXL. Ãåíåðàòîðàìè ëå-
âûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîâîðîòîâ â ïðîñòðàíñòâå àëãåá-
ðû lXL ÿâëÿþòñÿ ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû

lC
L
Iα ∼ leα .

Ãåíåðàòîðàìè ðåëÿòèâèñòñêèõ ïîâîðîòîâ â ïðî-
ñòðàíñòâå ïðåäñòàâëåíèÿ lXL, ïîìèìî ìàòðèö, óêà-
çàííûõ â ïðåäûäóùåì Ðàçäåëå, ÿâëÿþòñÿ:

lε14 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 -1
2 -1
3 -1

123 -1
134 -1
234 -1
4 -1

124 -1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

-1 2

-1 123

-1 234

-1 124

= 1

34 124

0 123

σ1 0

σ1 34

-σ1 123

-σ1 124

,

lε42 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 1
14 -1

1324 -1
34 1
1 -1
2 1
3 1

123 -1
134 -1
234 1
4 1

124 -1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

i 13

-i 0

i 14

-i 34

-i 2

i 123

-i 234

i 124

= 1

34 124

0 123

-σ2 0

-σ2 34

σ2 123

σ2 124

,
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lε34 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 1
0 1
42 -1
14 -1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 -1

123 -1
134 1
234 1
4 -1

124 -1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

1 2

-1 123

1 234

-1 124

= 1

34 124

0 123

σ3 0

σ3 34

-σ3 123

-σ3 124

,

lε1324 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 1
0 -1
42 1
14 -1

1324 1
34 -1
1 -1
2 1
3 -1

123 1
134 -1
234 1
4 -1

124 1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

-1 2

-1 123

-1 234

-1 124

= i

34 124

0 123

11 0

11 34

-11 123

-11 124

.

4. Ïðàâûå ïîâîðîòû â àëãåáðå Êëèôôîðäà

Ïðàâûå áàçèñíûå âåêòîðû â àëãåáðå Êëèôôîðäà
îáîçíà÷àþòñÿ rεI â îòëè÷èå îò ëåâûõ áàçèñíûõ âåê-
òîðîâ lεI .

4.1. Ïðàâûå ãåîìåòðè÷åñêèå ïîâîðîòû

Áàçèñíûìè âåêòîðàìè îñåé ïðàâûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ
ïîâîðîòîâ ñëóæàò áàçèñíûå âåêòîðû

rε21 , rε13 , rε32 .

Âìåñòå ñ áàçèñíûì âåêòîðîì rε0 óêàçàííûå âåê-
òîðû îáðàçóþò àëãåáðó Êëèôôîðäà rXL2 � àëãåáðó
êâàòåðíèîíîâ. Ãåíåðàòîðàìè ïðàâûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ
ïîâîðîòîâ â ïðîñòðàíñòâå àëãåáðû rXL2 ÿâëÿþòñÿ
ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû

rC
γ
βα ∼ reα .

Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòè ìàòðèöû èìåþò
âèä (ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ ñòðóêòóðíûõ ìàòðèö óêà-
çàíû â Ãëàâå 4.1. Ðàçäåëû II, III.)

rε21 ∼

13 0
32 21

32 1

13 -1

21 1

0 -1

= i 1

1
= i · 1 ,

rε13 ∼

13 0
32 21

32 -1

13 1

21 1

0 -1

= b -i

i
= −b · i ,

rε32 ∼

13 0
32 21

32 1

13 1

21 -1

0 -1

= a 1

-1
= a · i .

4.2. Ýëåêòðè÷åñêàÿ ãðóïïà

Îáðàòèì âíèìàíèå íà ãåíåðàòîð ïðàâîãî ïîâîðîòà
îòíîñèòåëüíî îñè 21. Â ïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâëåíèÿ

rXL2 ýòîò ãåíåðàòîð èìååò âèä

rε21 ∼ i · 1 .

Â ïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâëåíèÿ rX ýòîò ãåíåðàòîð
èìååò àíàëîãè÷íûé âèä

rε21 ∼ rC
I
K21 = i · δIK .

Äåéñòâèòåëüíî, âû÷èñëåíèå ñòðóêòóðíîé ìàòðèöû
äàåò
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rε21 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1

13 -1

21 1

0 -1

42 1

14 -1

1324 1

34 -1

1 1

2 -1

3 1

123 -1

134 1

234 -1

4 1

124 -1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= i

34 124

0 123

11 0

11 34

11 123

11 124

.

Â òåîðèè Äèðàêà ãåíåðàòîð âèäà i · δIK ÿâëÿåòñÿ
ãåíåðàòîðîì ýëåêòðè÷åñêîé ãðóïïû. Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî ýëåêòðè÷åñêàÿ ãðóïïà åñòü ãðóïïà ïðàâûõ ïîâî-
ðîòîâ âîêðóã îñè 21 (â ïëîñêîñòè 21).

4.3. Ñëàáàÿ ãðóïïà

Â äàëüíåéøåì (Ãëàâà 5.2. Ðàçäåë V.3) ïîêàæåì, ÷òî
ñëàáîé ãðóïïîé ñëåäóåò ñ÷èòàòü ãðóïïó ïðàâûõ ïîâî-
ðîòîâ îòíîñèòåëüíî îñåé, çàäàâàåìûõ áàçèñíûìè âåê-
òîðàìè

rε4 , rε123 , rε1324 .

Âìåñòå ñ áàçèñíûì âåêòîðîì rε0 óêàçàííûå âåêòî-
ðû îáðàçóþò àëãåáðó Êëèôôîðäà rXL2 � àëãåáðó êâà-
òåðíèîíîâ. Îñòàíîâèìñÿ íà ñëó÷àå, êîãäà ïðîñòðàí-
ñòâîì ïðåäñòàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âñå ïðîñòðàíñòâî-âðå-
ìÿ rXL. Ãåíåðàòîðàìè ðàññìàòðèâàåìûõ ïðàâûõ ïî-
âîðîòîâ â ïðîñòðàíñòâå àëãåáðû rXL ÿâëÿþòñÿ ñòðóê-
òóðíûå ìàòðèöû

rC
L
Iα ∼ reα .

Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòè ìàòðèöû èìåþò
âèä (ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ ñòðóêòóðíûõ ìàòðèö óêà-
çàíû â Ãëàâå 4.1. Ðàçäåëû II, III.)

rε4 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 1
0 -1
42 -1
14 1

1324 -1
34 1
1 -1
2 1
3 -1

123 1
134 1
234 -1
4 1

124 -1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

-1 14

-1 34

-1 2

-1 123

1 234

1 124

= i

34 124

0 123

11 0

-11 34

-11 123

11 124

,

rε123 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 -1
0 -1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 -1
234 -1
4 -1

124 -1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

-1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

-1 234

-1 124

= 1

34 124

0 123

-11 0

11 34

11 123

-11 124

,
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rε1324 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 1
0 -1
42 1
14 -1

1324 1
34 -1
1 1
2 -1
3 1

123 -1
134 1
234 -1
4 1

124 -1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= i

34 124

0 123

11 0

11 34

11 123

11 124

,

rε0 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

11 0

11 34

11 123

11 124

.

VIII. ËÈÍÅÉÍÛÅ ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß
ÑÎÏÐßÆÅÍÍÎÃÎ

ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ-ÂÐÅÌÅÍÈ

Íàïîìíèì, ÷òî ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ
ïîñòàâëåíî â ñîîòâåñòâèå ôóíäàìåíòàëüíûì àíòèîáú-
åêòàì, ïðèìåðîì êîòîðûõ ÿâëÿþòÿ ôóíäàìåíòàëüíûå
àíòè÷àñòèöû. Äâèæåíèå ôóíäàìåíòàëüíûõ àíòèîáú-
åêòîâ îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿ-
ìè ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè X∗.
Ââåäåì ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ( )l∗ : X∗→X′∗,

êîòîðîå íàçîâåì ñîïðÿæåííûì. Îíî ñòàâèò â ñîîò-
âåñòâèå âåêòîðó x∗ ∈ X∗ âåêòîð x′∗ ∈ X′∗. Óêàçàííîå
ñîîòâåòñòâèå çàïèøåì òàê:

x′∗ = (x∗)l∗ .

Ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ ñîïðÿæåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé
îáîçíà÷èì L∗. Íà íåì îïðåäåëèì îïåðàöèè ñëîæåíèÿ
ïðåîáðàçîâàíèé è óìíîæåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé íà ÷èñ-
ëî. Â ðåçóëüòàòå ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ ñîïðÿæåííûõ
ïðåîáðàçîâàíèé L∗ ñòàíîâèòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàí-
ñòâîì. Íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå L∗ ââåäåì áàçèñ-
íûå ñîïðÿæåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ KI

K , ÷òîáû

( )l∗ = l∗KI · ( )KI
K ,

ãäå l∗KI êîîðäèíàòû ïðåîáðàçîâàíèÿ ( )l∗. Ëèíåéíîå
ñîïðÿæåííîå ïðåîáðàçîâàíèå âåêòîðà x∗ = xL · EL
äîëæíî äàâàòü âåêòîð

x′∗ = xL · l∗LI ·EI .

Èç ýòîãî óñëîâèÿ íàéäåì ïðàâèëî ïðåîáðàçîâàíèÿ
áàçèñíûõ âåêòîðîâ EL ïðîñòðàíñòâà X∗ ñ ïîìîùüþ áà-
çèñíûõ ñîïðÿæåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé KI

K . Äåéñòâè-
òåëüíî, âîçäåéñòâóåì ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ( )l∗

íà ñîïðÿæåííûé âåêòîð x∗:

(x∗)l∗ = (xL ·EL)l∗ = xL · (EL)l∗ = xL · l∗KI · (EL)KI
K .

Ïîëàãàÿ

(EL)KI
M = δLM ·EI , (63)

ïîëó÷èì íåîáõîäèìûé ðåçóëüòàò

(x∗)l∗ = xL · δLM · l∗MI ·EI = xL · l∗LI ·EI .

Íà ìíîæåñòâå ñîïðÿæåííûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé L∗ äåéñòâóåò çàêîí êîìïîçèöèè. Â ÷àñòíîñòè,
äâóì ïðåîáðàçîâàíèÿì ( )l∗1 è ( )l∗2 ñòàâèòñÿ â ñîîòâåò-
ñòâèå ñîïðÿæåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ( )l∗, íàçûâàåìîå
êîìïîçèöèåé, èëè ïðîèçâåäåíèåì ñîïðÿæåííûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé ( )l∗1 è ( )l∗2. Âîçìîæíû äâà âèäà êîìïîçè-
öèè:
ëåâàÿ, êîãäà

( ) ll
∗ = (( )l∗2)l

∗
1 (64)

è ïðàâàÿ, êîãäà

( ) rl
∗ = (( )l∗1)l

∗
2 . (65)

Çäåñü ( ) ll
∗ , ( ) rl

∗ , ( )l∗1 , ( )l
∗
2 ∈ L∗.
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1. Ëåâàÿ àëãåáðà ëèíåéíûõ ñîïðÿæåííûõ
ïðåîáðàçîâàíèé lL∗

Íàéäåì ñâÿçü ìåæäó áàçèñíûìè âåêòîðàìè è êîîð-
äèíàòàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ-êîìïîçèöèè è áàçèñíûìè
âåêòîðàìè è êîîðäèíàòàìè ïðåîáðàçîâàíèé, ó÷àñò-
âóþùèõ â êîìïîçèöèè. Äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì çàêîí
êîìïîçèöèè (64), ïîä÷åðêíóâ, ÷òî âñå ëèíåéíûå ñîïðÿ-
æåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ó÷àñòâóþùèå â êîìïîçèöèè,
îòíîñÿòñÿ ê ëåâîé àëãåáðå ëèíåéíûõ ñîïðÿæåííûõ
ïðåîáðàçîâàíèé lL∗

( ) ll
∗ = (( ) ll

∗
2) ll

∗
1 , (66)

ãäå ( ) ll
∗ , ( ) ll

∗
1 , ( ) ll

∗
2 ∈ lL∗.

Çàïèøåì ïðåîáðàçîâàíèÿ, ó÷àñòâóþùèå â êîìïî-
çèöèè, ÷åðåç áàçèñíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è êîîðäèíàòû
(ìàòðèöû) ïðåîáðàçîâàíèé:

( ) ll
∗ = ll

∗K
I · ( ) lKI

K ,

( ) ll
∗
2 = l(l

∗
2)
K
L · ( ) lKL

K , ( ) ll
∗
1 = l(l

∗
1)
M
I · ( ) lKI

M .

Èñõîäèì èç òîãî, ÷òî ìàòðèöû-êîîðäèíàòû ïðå -îá-
ðàçîâàíèÿ-êîìïîçèöèè ðàâíû ïðîèçâåäåíèþ ìàòðèö-
êîîðäèíàò ïðåîáðàçîâàíèé, ó÷àñòâóþùèõ â êîìïîçè-
öèè

ll
∗K
I = l∗K2 N · l∗N1 I . (67)

Ñ ó÷åòîì ýòîãî

( ) ll
∗ = l(l

∗
2)
K
N · l(l∗1)NI · ( ) lKI

K . (68)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç âûðàæåíèÿ (66) èìååì

(( )l∗2)l
∗
1 = (( )KL

K)KI
M · l∗K2 L · l∗M1 I .

Èç ñðàâíåíèÿ ýòîãî âûðàæåíèÿ ñ (68) ïîëó÷èì

(( )KL
K)KI

M · l∗K2 L · l∗M1 I =

= l(l
∗
2)
K
L · δLM · l(l∗1)MI · ( ) lKI

K .

Îòñþäà ñëåäóåò çàêîí êîìïîçèöèè áàçèñíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé â ëåâîé àëãåáðå lL∗

(( ) lK
L
K) lK

I
M = δLM · ( ) lKI

K .

Ëåâûé çàêîí êîìïîçèöèè, äåéñòâóþùèé íà âåêòî-
ðàõ ïðîñòðàíñòâà lL∗, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âèä
óìíîæåíèÿ è çàïèñûâàòü åãî â â àëãåáðàè÷åñêîé, à íå
â îïåðàòîðíîé ôîðìå

ll
∗ = ll

∗
2 ◦ ll∗1 .

Çàêîí êîìïîçèöèè äëÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ïðèîáðå-
òàåò âèä ◦-óìíîæåíèÿ:

lK
L
K ◦ lKI

M = δLM · lKI
K . (69)

Äåéñòâèå ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ íà âåêòîð

x′∗ = (x∗)l∗

ìîæíî òàêæå ðàññìàòðèâàòü êàê âèä óìíîæåíèÿ. Ïðè
ýòîì íóæíî ðàçëè÷àòü äâà âèäà ëèíåéíîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ è ñîîòâåòñòâåííî äâà âèäà óìíîæåíèÿ � ëåâîå
è ïðàâîå. Äëÿ ëåâîãî óìíîæåíèÿ èìååì

lx
∗′ = lx

∗ ◦ ll∗ .

Ëåâûé çàêîí êîìïîçèöèè äëÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ
(63) ïðèîáðåòàåò âèä

lE
L ◦ lKI

M = δLM · lEI . (70)

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

ll
∗ = l(l

∗)MI · lKI
M è lx

∗ = lxL · lEL .

Òîãäà

lx
′∗ = lx

∗ ◦ ll∗ = l(l
∗)MI · lxL · lEL ◦ lKI

M =

= lxM · l(l∗)MI · lEI .

2. Ïðàâàÿ àëãåáðà ëèíåéíûõ ñîïðÿæåííûõ
ïðåîáðàçîâàíèé rL∗

Íàéäåì ñâÿçü ìåæäó áàçèñíûìè âåêòîðàìè è êî-
îðäèíàòàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ-êîìïîçèöèè è áàçèñíûìè
âåêòîðàìè è êîîðäèíàòàìè ïðåîáðàçîâàíèé, ó÷àñòâó-
þùèõ â êîìïîçèöèè, äëÿ ïðàâîé ãðóïïû rL∗. Äëÿ ýòî-
ãî ïåðåïèøåì çàêîí êîìïîçèöèè (65), ïîä÷åðêíóâ, ÷òî
âñå ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ó÷àñòâóþùèå â êîìïî-
çèöèè, îòíîñÿòñÿ ê ïðàâîé àëãåáðå ëèíåéíûõ ñîïðÿ-
æåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé rL∗

( ) rl
∗ = (( ) rl

∗
1) rl

∗
2 . (71)

Çäåñü ( ) rl
∗ , ( ) rl

∗
1 , ( ) rl

∗
2 ∈ rL∗.

Çàïèøåì ïðåîáðàçîâàíèÿ, ó÷àñòâóþùèå â êîìïîçè-
öèè, ÷åðåç áàçèñíûå ïðåîáðàçîâàíèÿè è êîîðäèíàòû
(ìàòðèöû) ïðåîáðàçîâàíèé:

( ) ll
∗ = ll

∗M
L · ( ) lKL

M ,

( ) ll
∗
1 = l(l

∗
1)
K
L · ( ) lKL

K , ( ) ll
∗
2 = l(l

∗
2)
M
I · ( ) lKI

M .

Èñõîäèì èç òîãî, ÷òî ìàòðèöû-êîîðäèíàòû ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ-êîìïîçèöèè ðàâíû ïðîèçâåäåíèþ ìàòðèö-
êîîðäèíàò ïðåîáðàçîâàíèé, ó÷àñòâóþùèõ â êîìïîçè-
öèè

rl
∗M

L = r(l
∗
2)
M
N · r(l∗1)NL , (72)

òî åñòü

( ) rl
∗ = r(l

∗
2)
M
N · r(l∗1)NL · ( ) rKL

M . (73)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû èç âûðàæåíèÿ (71) èìååì

( ) rl
∗ = (( ) rl

∗
1) rl

∗
2 = r(l

∗
2)
M
I · r(l∗1)KL·(( ) rKL

K) rK
I
M .
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Èç ñðàâíåíèÿ ýòîãî âûðàæåíèÿ ñ ñîîòíîøåíèåì (73)
ïîëó÷èì

r(l
∗
2)
M
I · r(l∗1)KL · (( ) rKL

K) rK
I
M =

= r(l
∗
2)
M
I · δIK · r(l∗1)KL · ( ) rKL

M .

Îòñþäà ñëåäóåò çàêîí êîìïîçèöèè áàçèñíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé â ïðàâîé àëãåáðå rL

(( ) rK
L
K) rK

I
M = δIK · ( ) rKL

M .

Ïðàâûé çàêîí êîìïîçèöèè, äåéñòâóþùèé íà âåêòî-
ðàõ ïðîñòðàíñòâà rL, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âèä
óìíîæåíèÿ è çàïèñûâàòü åãî â â àëãåáðàè÷åñêîé, à íå
â îïåðàòîðíîé ôîðìå

rl
∗ = rl

∗
1 ◦ rl∗2 .

Çàêîí êîìïîçèöèè äëÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ïðèîáðå-
òàåò âèä ◦-óìíîæåíèÿ:

rK
L
K ◦ rKI

M = δIK · rKL
M . (74)

Äåéñòâèå ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ íà âåêòîð

x′∗ = (x∗)l∗

ìîæíî òàêæå ðàññìàòðèâàòü êàê âèä óìíîæåíèÿ. Ïðè
ýòîì íóæíî ðàçëè÷àòü äâà âèäà ëèíåéíîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ è ñîîòâåòñòâåííî äâà âèäà óìíîæåíèÿ � ëåâîå
è ïðàâîå. Äëÿ ïðàâîãî óìíîæåíèÿ èìååì

rx
′∗ = rl

∗ ◦ rx∗ .

Ïðàâûé çàêîí êîìïîçèöèè äëÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ
(63) ïðèîáðåòàåò âèä:

rK
I
M ◦ rEL = δLM · rEI . (75)

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

rl
∗ = r(l

∗)MI · rKI
M è rx

∗ = rxL · rEL .

Òîãäà

rx
′∗ = rl

∗ ◦ rx∗ = r(l
∗)MI · rxL · rKI

M ◦ rEL =

= rxM · r(l∗)MI · rEI .

2.1. Îïåðàöèÿ ñîïðÿæåíèÿ

Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå l∗ : X∗→X′∗ ÿâëÿåòñÿ ñî-
ïðÿæåííûì15 ëèíåéíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ l : X→X′.

15 òî åñòü ïîëó÷åííûì â ðåçóëüòàòå ñîïðÿæåíèÿ.

Ñâÿçü ìåæäó ïðåîáðàçîâàíèÿìè äàåòñÿ ôîðìóëàìè:

(x′)∗ = (eK · lKI · xI)∗ =

(xI)∗ · (lKI)∗ · (eK)∗ = xI · (l∗)IK ·EK = (x∗)′ ,

(lKI)
∗ = (l∗)IK ,

(IIK( ))∗ = ( )KK
I ,

(IIK( ) · lKI)∗ = (lKI)
∗ · (IIK( ))∗ = (l∗)IK · ( )KK

I ,

(l( ))∗ = ( )l∗ ,

(l∗)ML = gIM · lKI · gKL ,

è

((x∗)′)∗ = (xI · (l∗)IK ·EK)∗ =

(EK)∗ · ((l∗)IK)∗ · (xI)∗ = eK · lKI · xI = x′ ,

(l∗KI)
∗ = lIK ,

(( )KI
K)∗ = IKI( ) ,

(( )KI
K · (l∗)KI)∗ = ((l∗)KI)

∗ · (( )KI
K)∗ = lIK · IKI( ) ,

(( )l∗)∗ = l( ) ,

lML = gIM · (l∗)KI · gKL .

Çäåñü gKL è gIM � êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî è îá-
ðàòíîãî ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðîâ.

3. Ñèñòåìîîáðàçóþùèé ïîñòóëàò

Ïîñòóëèðóåì ñóùåñòâîâàíèå ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ,
êîòîðûå íàçîâåì ïðîìåæóòî÷íûå ôèçè÷åñêèå àíòè-
îáúåêòû. Ïðîìåæóòî÷íûå ôèçè÷åñêèå àíòèîáúåêòû â
òîì âèäå, â êîòîðîì îíè ó÷àñòâóþò â ïðîñòðàíñòâåí-
íî-âðåìåííûõ ÿâëåíèÿõ, òîæäåñòâåííû àëãåáðå ëè-
íåéíûõ ñîïðÿæåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé L∗. Ïðèìåðîì
ïðîìåæóòî÷íûõ ôèçè÷åñêèõ àíòèîáúåêòîâ ñëóæàò
ïðîìåæóòî÷íûå àíòè÷àñòèöû.

4. Ïîâîðîòû â ñîïðÿæåííîì
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè

Ââåäåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñîïðÿæåííûõ âåê-
òîðîâ x∗

1,x
∗
2 ∈ X∗:

x∗
1 · x∗

2 = (x1)I (x2)K (EI ·EK) = (x1)I (x2)K · gIK .

Âåëè÷èíà gIK = CIK0 åñòü îáðàòíûé ìåòðè÷åñêèé
òåíçîð. Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ñîïðÿæåííîé àëãåáðû
Êëèôôîðäà XL

∗, gIK ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèàãîíàëü-
íóþ ìàòðèöó, äèàãîíàëüþ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ñèãíàòó-
ðà áàçèñíûõ âåêòîðîâ EI . Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñî-
ïðÿæåííîãî âåêòîðà íà ñåáÿ åñòü êâàäðàò äëèíû âåê-
òîðà:

x∗ · x∗ = xI · xK · gIK = (x∗)2 .
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Â îáùåì ñëó÷àå àëãåáðà X∗ ïðè ëèíåéíîì ïðåîá-
ðàçîâàíèè ïåðåõîäèò â äðóãóþ àëãåáðó X′∗ ñ äðóãèì
ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ. Â òîì ÷èñëå ëèíåéíîå ïðåîá-
ðàçîâàíèå ìåíÿåò è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ.
Äàëåå ðàññìîòðèì ñâÿçü ìåæäó ñêàëÿðíûìè ïðîèçâå-
äåíèÿìè â àëãåáðàõ X∗ è X′∗.
Ïóñòü âåêòîðû x∗

1, x
∗
2 ∈ X∗ ó÷àñòâóþò â ñêàëÿðíîì

ïðîèçâåäåíèè

x∗
1 · x∗

2 ,

è ïóñòü âåêòîðû x∗′
1, x

∗′
2 ∈ X∗ ïîëó÷åíû èç x∗

1, x
∗
2 ñ

ïîìîùüþ ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ l∗, òî åñòü

x∗′ = (x∗)l∗, x∗′
1 = (x∗

1)l
∗, x∗′

2 = (x∗
2)l

∗ .

Ðàññìîòðèì äâà ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèÿ: âûøå-
óêàçàííîå à òàêæå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïðåîáðà-
çîâàííûõ âåêòîðîâ

(x∗
1)l

∗ · (x∗
2)l

∗ .

Â îáùåì ñëó÷àå ýòè ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ íå
ðàâíû äðóã äðóãó. Äåéñòâèòåëüíî, â ïåðâîì ñëó÷àå
èìååì:

((x1)I ·EI) · ((x2)K ·EK) = (x1)I · (x2)K · (EI ·EK) .

Çäåñü

EI ·EK = CIK0 = gIK .

Äëÿ âòîðîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ èìååì:

((x1)I ·EI)l∗·((x2)K ·EK)l∗ = (x1)I ·(x2)K ·((EI)l∗·(EK)l∗) .

Ðàññìàòðèâàÿ âåêòîðû (EI)l∗ êàê áàçèñíûå â àëãåáðå
X′∗, äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ
ïîëó÷èì

(EI)l∗ · (EK)l∗ = C ′IK
0 = g′IK , (76)

ãäå C ′IK
0 ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå àëãåáðû X′∗. Îò-

ñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ðàçëè÷à-
þòñÿ âñëåäñòâèå ðàçëè÷èÿ ìåòðè÷åñêèõ òåíçîðîâ â àë-
ãåáðàõ X∗ è X′∗. Èç âûðàæåíèÿ (76) ñëåäóåò óðàâíå-
íèå, ñâÿçûâàþùåå ìåòðè÷åñêèå òåíçîðû àëãåáð X∗ è
X′∗:

(l∗)IP · (l∗)KM · gPM = g′IK . (77)

Îòñþäà ñëåäóåò óñëîâèå, ïðè êîòîðîì ëèíåéíîå ïðå-
îáðàçîâàíèå ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Ïî-
òðåáóåì, ÷òîáû ðàññìîòðåííûå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäå-
íèÿ áûëè ðàâíû äðóã äðóãó:

(x∗
1)l

∗ · (x∗
2)l

∗ = x∗
1 · x∗

2 .

Ýòî ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ

g′IK = gIK .

Ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñîõðàíÿþùèå ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå â ñîïðÿæåííîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè,
íàçîâåì ñîïðÿæåííûìè ïîâîðîòàìè è áóäåì îáîçíà-
÷àòü èõ ñèìâîëîì u∗. Ìàòðèöà ëèíåéíîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ äëÿ ñîïðÿæåííûõ ïîâîðîòîâ äîëæíà óäîâëåòâî-
ðÿòü óñëîâèþ

gLM · (u∗)IL · (u∗)KM · gKN = δI
N .

Åñëè ââåñòè ìàòðèöó uNL â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäå-
ëåíèåì:

uLN = gKN · (u∗)KM · gLM ,

òî óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè ñîïðÿæåííûõ ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé ê ïîâîðîòàì ïðèîáðåòàåò âèä:

uLN = ((u∗)−1)LN .

IX. ÂÛÂÎÄÛ ÏÎ ÃËÀÂÅ

� Äâèæåíèå ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà îòîæ-
äåñòâëÿåòñÿ ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè. Èç ïðåîáðàçîâàíèé îáùåãî âèäà âûäå-
ëÿþòñÿ ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ.

� Ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé L ÿâëÿåò-
ñÿ àëãåáðîé, òàê êàê íà íåì îïðåäåëåíî íå òîëü-
êî ñëîæåíèå ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, íî è èõ
êîìïîçèöèÿ (óìíîæåíèå).

� Êîìïîçèöèÿ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé â îáùåì
âèäå ÿâëÿåòñÿ íåêîììóòàòèâíîé. Ïîýòîìó àëãåá-
ðà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé L èìååò äâå ìîäè-
ôèêàöèè � ëåâóþ àëãåáðó ëèíåéíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé lL è ïðàâóþ àëãåáðó ëèíåéíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé rL â çàâèñèìîñòè îò ïîðÿäêà êîìïîçèöèè
ïðåîáðàçîâàíèé.

� Àëãåáðà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ÿâëÿåòñÿ ëè-
íåéíîé ÷àñòüþ êèíåìàòè÷åñêîé ãðóïïû. Ïðè
ýòîì ëåâîé àëãåáðå lL ñîîòâåòñòâóåò ëåâàÿ êè-
íåìàòè÷åñêàÿ ãðóïïà lG, à ïðàâîé àëãåáðå rL
ñîîòâåòñòâóåò ïðàâàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ ãðóïïà

rG.

� Ëåâàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ ãðóïïà lG íàçâàíà êè-
íåìàòè÷åñêîé ãðóïïîé âíåøíåé ñèììåòðèè. Â
÷àñòíîñòè, ãðóïïà ãðàâèòàöèè ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóï-
ïîé êèíåìàòè÷åñêîé ãðóïïû âíåøíåé ñèììåò-
ðèè.

� Ïðàâàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ ãðóïïà rG íàçâàíà êè-
íåìàòè÷åñêîé ãðóïïîé âíóòðåííåé ñèììåòðèè.
Â ÷àñòíîñòè, ýëåêòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ
ãðóïïîé âíóòðåííåé ñèììåòðèè è ïîäîáíà ïîä-
ãðóïïå êèíåìàòè÷åñêîé ãðóïïû âíóòðåííåé ñèì-
ìåòðèè.
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� Ïîñòóëèðóåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ïðîìåæóòî÷íûõ
ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Òàêèìè îáúåêòàìè, ïðåæ-
äå âñåãî, ÿâëÿþòñÿ ïðîìåæóòî÷íûå ÷àñòèöû.
Ïðîìåæóòî÷íûå ôèçè÷åñêèå îáúåêòû â òîì âè-
äå, â êîòîðîì îíè ó÷àñòâóþò â ïðîñòðàíñòâåí-
íî-âðåìåííûõ ÿâëåíèÿõ, îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ àë-
ãåáðîé ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé L. Òàêèì îá-
ðàçîì, àëãåáðà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé L �
ýòî ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ õàðàêòåðèñòèêà
ïðîìåæóòî÷íûõ ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ.

� Äâèæåíèå ôóíäàìåíòàëüíîãî àíòèîáúåêòà îòîæ-
äåñòâëÿåòñÿ ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ñîïðÿæåííîãî
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Èç ïðåîáðàçîâàíèé îá-
ùåãî âèäà âûäåëÿþòñÿ ñîïðÿæåííûå ëèíåéíûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ.

� Ìíîæåñòâî ñîïðÿæåííûõ ëèíéíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé L∗ ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé, òàê êàê íà íåì îïðå-
äåëåíî íå òîëüêî ñëîæåíèå ñîïðÿæåííûõ ëèíåé-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé, íî è èõ êîìïîçèöèÿ (óìíî-
æåíèå).

� Êîìïîçèöèÿ ñîïðÿæåííûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé â îáùåì âèäå ÿâëÿåòñÿ íåêîììóòàòèâíîé.
Ïîýòîìó àëãåáðà ñîïðÿæåííûõ ëèíåéíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé L∗ èìååò äâå ìîäèôèêàöèè � ëåâóþ
àëãåáðó ñîïðÿæåííûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

lL∗ è ïðàâóþ àëãåáðó ëèíåéíûõ ñîïðÿæåííûõ
ïðåîáðàçîâàíèé rL∗ â çàâèñèìîñòè îò ïîðÿäêà
êîìïîçèöèè ïðåîáðàçîâàíèé.

� Ïîñòóëèðóåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ïðîìåæóòî÷íûõ
ôèçè÷åñêèõ àíòèîáúåêòîâ. Òàêèìè îáúåêòàìè,
ïðåæäå âñåãî, ÿâëÿþòñÿ ïðîìåæóòî÷íûå àíòè-
÷àñòèöû. Ïðîìåæóòî÷íûå ôèçè÷åñêèå àíòèîáú-
åêòû â òîì âèäå, â êîòîðîì îíè ó÷àñòâóþò â
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ÿâëåíèÿõ, îòîæ-
äåñòâëÿþòñÿ ñ àëãåáðîé ëèíåéíûõ ñîïðÿæåí-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé L∗. Òàêèì îáðàçîì, àëãåá-
ðà ëèíåéíûõ ñîïðÿæåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé L∗ �
ýòî ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ õàðàêòåðèñòèêà
ïðîìåæóòî÷íûõ ôèçè÷åñêèõ àíòèîáúåêòîâ.
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Â êëàññè÷åñêîé ôèçèêå ãðóïïà ñäâèãîâ è ãðóïïà ïî-
âîðîòîâ îáúåäèíåíû â îäíó ãðóïïó � ãðóïïó Ïóàí-
êàðå. Â ýòîé Ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîäîáíîå îáú-
åäèíåíèå. Ïîñòðîèì îáùóþ êèíåìàòè÷åñêóþ àëãåá-
ðó , îáúåäèíÿþùóþ ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ, ñîïðÿæåííîå
ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ è ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ýòèõ
ïðîñòðàíñòâ. Îáùàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà äàëåå
áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïðîñòðàíñòâî ôóíäàìåí-
òàëüíûõ è ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ è àíòèîáúåêòîâ.
Òàêîå ïîñòðîåíèå âûïîëíèì â íåñêîëüêî ýòàïîâ, ðàñ-
ñìàòðèâàÿ ïîäàëãåáðû îáùåé êèíåìàòè÷åñêîé àëãåá-
ðû ïî ìåðå èõ óñëîæíåíèÿ.

I. ÊÈÍÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÀËÃÅÁÐÀ

1. Àëãåáðà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé L

Îáðàòèìñÿ ê ðàññìîòðåííîé ðàíåå àëãåáðå ëèíåé-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé L. Òàê êàê êîìïîçèöèÿ (óìíî-
æåíèå) ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ÿâëÿåòñÿ íåêîììó-
òàòèâíîé îïåðàöèåé, òî àëãåáðà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé L ñóùåñòâóåò â äâóõ ìîäèôèêàöèÿõ: ëåâàÿ àë-
ãåáðà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé lL è ïðàâàÿ àëãåáðà
ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé rL.

1.1. Ëåâàÿ àëãåáðà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé lL

Óìíîæåíèå âåêòîðîâ â ëåâîé àëãåáðå çàïèñûâàåòñÿ
òàê:

ll = ll2 ◦ ll1 . (1)

Çäåñü ll, ll1, ll2 ∈ lL, à óìíîæåíèå áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ èìååò âèä

lI
L
K ◦ lIIM = δLM · lIIK .

Äîïîëíèì ëåâóþ àëãåáðó ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

lL ñêàëÿðíûì óìíîæåíèåì âåêòîðîâ. Äëÿ áàçèñíûõ
âåêòîðîâ ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå îïðåäåëèì ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

lI
L
K · lIIM = δIK · δLM .

Â ðåçóëüòàòå ◦-óìíîæåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ â àëãåá-
ðå ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé lL îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

lI
L
K ◦ lIIM = δIK · δLM + δLM · lIIK . (2)

Âåêòîðû ll1 , ll2 çàïèñûâàþòñÿ ÷åðåç áàçèñíûå âåê-
òîðû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ll1 = lI
L
K · l(l1)KL, ll2 = lI

I
M · l(l2)MI .

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïðèâåäåííûõ âûðàæåíèé â (1) è
ó÷åòà çàêîíà óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (2) ïîëó-
÷èì ñîîòíîøåíèå

ll = ll
0 + lI

L
M · llML

è âûðàæåíèÿ äëÿ êîîðäèíàò âåêòîðà�ïðîèçâåäåíèÿ ll

ll
0 = l(l2)

M
K · l(l1)KM , ll

M
L = l(l2)

M
K · l(l1)KL .

Çäåñü ll
0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çíà÷åíèå ñêàëÿðíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ ll1 , ll2.

1.2. Ïðàâàÿ àëãåáðà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé rL

Óìíîæåíèå âåêòîðîâ â ïðàâîé àëãåáðå çàïèñûâàåò-
ñÿ òàê:

rl = rl1 ◦ rl2 . (3)

Çäåñü rl, rl1, rl2 ∈ lL, à óìíîæåíèå áàçèñíûõ âåê-
òîðîâ èìååò âèä

rI
L
K ◦ rIIM = δIK · rILM .

Äîïîëíèì ïðàâóþ àëãåáðó ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé rL ñêàëÿðíûì óìíîæåíèåì âåêòîðîâ. Äëÿ áàçèñ-
íûõ âåêòîðîâ ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå îïðåäåëèì ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

rI
L
K · rIIM = δIK · δLM .

Â ðåçóëüòàòå ◦-óìíîæåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ â àëãåá-
ðå ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé rL îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

rI
L
K ◦ rIIM = δIK · δLM + δIK · rILM . (4)

Âåêòîðû rl1 , rl2 çàïèøåì ÷åðåç áàçèñíûå âåêòîðû
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

rl1 = rI
L
K · r(l1)KL, rl2 = rI

I
M · r(l2)MI .

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïðèâåäåííûõ âûðàæåíèé â (3) è
ó÷åòà çàêîíà óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (4), ïîëó-
÷èì ñîîòíîøåíèå

rl = rl
0 + rI

L
M · rlML

è âûðàæåíèÿ äëÿ êîîðäèíàò âåêòîðà�ïðîèçâåäåíèÿ rl

rl
0 = r(l2)

M
K · r(l1)KM , rl

M
L = r(l2)

M
K · r(l1)KL .

Çäåñü rl
0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çíà÷åíèå ñêàëÿðíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ rl1 , rl2.
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2. Ñèñòåìîîáðàçóþùèé ïîñòóëàò

Íàïîìíèì, ÷òî ìû ïîñòóëèðîâàëè ñóùåñòâîâàíèå
ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ, îòëè÷íûõ îò ôóíäàìåíòàëü-
íûõ, êîòîðûå íàçâàëè ïðîìåæóòî÷íûå ôèçè÷åñêèå
îáúåêòû. Èõ îñîáåííîñòü è îòëè÷èå îò ôóíäàìåíòàëü-
íûõ ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ïðî-
ñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ÿâëåíèÿõ îíè òîæäåñòâåííû
ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì L. Ïðèìåðîì ïðîìåæó-
òî÷íûõ ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ ñëóæàò ïðîìåæóòî÷íûå
÷àñòèöû.

3. Êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà T = X+ L

Ââåäåì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî T = X+L, êîòîðîå
íàçîâåì êèíåìàòè÷åñêèì. Ðàññìàòðèâàÿ ïðîñòðàí-
ñòâî T êàê àëãåáðó, íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî óìíî-
æåíèå âåêòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè X è êîìïîçè-
öèÿ (óìíîæåíèå) ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé â àëãåáðå
ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé L ÿâëÿþòñÿ íåêîììóòà-
òèâíûìè îïåðàöèÿìè, ïîýòîìó àëãåáðà T, êîòîðóþ
íàçîâåì êèíåìàòè÷åñêîé, ñóùåñòâóåò â äâóõ ìîäèôè-
êàöèÿõ: ëåâàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà lT è ïðàâàÿ
êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà rT.

3.1. Ëåâàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà lT = lX+ lL

Íàðÿäó ñ óìíîæåíèÿìè

lx2 ◦ lx1 → lX , ll2 ◦ ll1 → lL

ââåäåì óìíîæåíèÿ1

lx ◦ ll→ ∅ , ll ◦ lx→ lX .

Â ðåçóëüòàòå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ lT ñòàíîâèòñÿ àë-
ãåáðîé, êîòîðóþ íàçîâåì ëåâîé êèíåìàòè÷åñêîé.
Óìíîæåíèå âåêòîðîâ â ëåâîé êèíåìàòè÷åñêîé àë-

ãåáðå lT çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

lt = lt2 ◦ lt1 . (5)

Çäåñü lt , lt1 , lt2 ∈ lT.
Ëåâàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà lT îïðåäåëÿåòñÿ

ñëåäóþùåé òàáëèöåé óìíîæåíèé áàçèñíûõ âåêòîðîâ:

leI ◦ leK = leL · lCLKI ,
leK ◦ lIIM = 0 ,

lI
L
K ◦ leM = δLM · leK ,

lI
L
K ◦ lIIM = δLM · lIIK .

(6)

1 Ñèìâîë ∅ îçíà÷àåò ïóñòîå ìíîæåñòâî.

Çàìåòèì, ÷òî àëãåáðà lT íåàññîöèàòèâíà. Íàïðè-
ìåð, íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå àññîöèàòèâíîñòè ïðîèç-
âåäåíèÿ

lI
M
L ◦ ( leI ◦ leK) = ( lI

M
L ◦ leI) ◦ leK .

Äåéñòâèòåëüíî, ñïðàâà èìååì lC
M
KI · leL, à ñëåâà

δMI · lCPKL · leP .
Ïîñòðîåííóþ ëåâóþ êèíåìàòè÷åñêóþ àëãåáðó lT

äîïîëíèì ñêàëÿðíûì óìíîæåíèåì

ll2 · ll1 → IR ,

à òàêæå óìíîæåíèåì

lx2 ◦ lx1 → lL .

Òîãäà ◦-óìíîæåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ â êèíåìàòè-
÷åñêîé àëãåáðå lT îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

leI ◦ leK = leL · lCLKI + lI
M
L · lCLMKI ,

leK ◦ lIIM = 0 ,

lI
L
K ◦ leM = δLM · leK ,

lI
L
K ◦ lIIM = δIK · δLM + δLM · lIIK .

(7)

Ýòè ôîðìóëû ñîñòàâëÿþò òàáëèöó óìíîæåíèÿ áà-
çèñíûõ âåêòîðîâ àëãåáðû lT.
Êâàäðàò äëèíû âåêòîðà â ýòîé àëãåáðå ðàâåí

t2 = gIK · lxI · lxK + ll
I
K · llKI

Ïîíÿòíî, ÷òî ëåâàÿ àëãåáðà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè

lX è ëåâàÿ àëãåáðà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé lL ÿâ-
ëÿþòñÿ ïîäàëãåáðàìè ëåâîé êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðû

lT.

3.2. Ïðàâàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà rT = rX+ rL

Íàðÿäó ñ óìíîæåíèÿìè

rx1 ◦ rx2 → rX , rl1 ◦ rl2 → rL

ââåäåì óìíîæåíèÿ

rx ◦ rl→ rX , rl ◦ rx→ ∅ .

Â ðåçóëüòàòå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ rT ñòàíîâèòñÿ àë-
ãåáðîé, êîòîðóþ íàçîâåì ïðàâîé êèíåìàòè÷åñêîé.
Óìíîæåíèå âåêòîðîâ â ïðàâîé êèíåìàòè÷åñêîé àë-

ãåáðå rT çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

rt = rt1 ◦ rt2 . (8)

Çäåñü rt , rt1 , rt2 ∈ rT.
Ïðàâàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà rT îïðåäåëÿåòñÿ

ñëåäóþùåé òàáëèöåé óìíîæåíèé áàçèñíûõ âåêòîðîâ:

reI ◦ reK = reL · rCLIK ,
reK ◦ rIIM = δIK · reM ,

rI
L
K ◦ reM = 0 ,

rI
L
K ◦ rIIM = δIK · rILM .

(9)



154 ÃËÀÂÀ 1.6 Îáùàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà

Çàìåòèì, ÷òî àëãåáðà rT íåàññîöèàòèâíà. Íàïðè-
ìåð, íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå àññîöèàòèâíîñòè ïðîèç-
âåäåíèÿ

( reI ◦ reK) ◦ rIML = reI ◦ ( reK ◦ rIML) .

Äåéñòâèòåëüíî, ñïðàâà èìååì rC
M
IK · reL, à ñëåâà

δMK · rCPIL · reP .
Ïðàâóþ êèíåìàòè÷åñêóþ àëãåáðó rT äîïîëíèì ñêà-

ëÿðíûì óìíîæåíèåì

rl1 · rl2 → IR ,

à òàêæå óìíîæåíèåì

rx1 ◦ rx2 → rL .

Òîãäà ◦-óìíîæåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ â êèíåìàòè-
÷åñêîé àëãåáðå rT îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé òàáëèöåé:

reI ◦ reK = reL · rCLIK + rI
M
L · rCLMIK ,

reK ◦ rIIM = δIK · reM ,

rI
L
K ◦ reM = 0 ,

rI
L
K ◦ rIIM = δIK · δLM + δIK · rILM .

(10)

Ýòè ôîðìóëû ñîñòàâëÿþò ïðàâèëà óìíîæåíèÿ áà-
çèñíûõ âåêòîðîâ àëãåáðû rT.
Êâàäðàò äëèíû âåêòîðà â ýòîé àëãåáðå ðàâåí

t2 = gIK · rxI · rxK + rl
I
K · rlKI .

Îòìåòèì, ÷òî ïðàâàÿ àëãåáðà ïðîñòðàíñòâà-âðåìå-
íè rX è ïðàâàÿ àëãåáðà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé rL
ÿâëÿþòñÿ ïîäàëãåáðàìè ïðàâîé êèíåìàòè÷åñêîé àë-
ãåáðû rT.

4. Ñèñòåìîîáðàçóþùèå ïîñòóëàòû

1. Ôóíäàìåíòàëüíûå ôèçè÷åñêèå îáúåêòû âìåñòå ñ
ïðîìåæóòî÷íûìè ôèçè÷åñêèìè îáúåêòàìè â òîì âè-
äå, â êîòîðîì îíè ó÷àñòâóþò â ïðîñòðàíñòâåííî-âðå-
ìåííûõ ÿâëåíèÿõ, òîæäåñòâåííû êèíåìàòè÷åñêîé àë-
ãåáðå T. Òàêèì îáðàçîì, êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà T �
ýòî ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ õàðàêòåðèñòèêà ñîâî-
êóïíîñòè ôóíäàìåíòàëüíûõ è ïðîìåæóòî÷íûõ ôèçè-
÷åñêèõ îáúåêòîâ.
2. ◦-óìíîæåíèå îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ âçàèìîäåéñòâè-

åì ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ, ñîïðîâîæäàþùèì èõ ó÷à-
ñòèå â ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ÿâëåíèÿõ. Â ýòîì
ñìûñëå, íàïðèìåð, çàêîí óìíîæåíèÿ

reI1 ◦ reI2 = reI · rCII1I2
íóæíî èíòåðïðåòèðîâàòü òàê: ó÷àñòâóÿ â ïðîñòðàí-
ñòâåííî-âðåìåííûõ ÿâëåíèÿõ, ôóíäàìåíòàëüíûé ôè-
çè÷åñêèé îáúåêò (e1) âçàèìîäåéñòâóåò ñ ôóíäàìåí-
òàëüíûì îáúåêòîì (e2). Ðåçóëüòàòîì ýòîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûé îáúåêò (e). Àíàëî-
ãè÷íûì îáðàçîì çàêîí óìíîæåíèÿ

reM ◦ rILK = δLM · reK

ñëåäóåò èíòåðïðåòèðîâàòü òàê: ó÷àñòâóÿ â ïðîñòðàí-
ñòâåííî-âðåìåííûõ ÿâëåíèÿõ, ïðîìåæóòî÷íûé ôèçè-
÷åñêèé îáúåêò (I) âçàèìîäåéñòâóåò ñ ôóíäàìåíòàëü-
íûì îáúåêòîì (e). Ðåçóëüòàòîì ýòîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
ÿâëÿåòñÿ äðóãîé ôóíäàìåíòàëüíûé îáúåêò (e). Àíà-
ëîãè÷íûì îáðàçîì çàêîí óìíîæåíèÿ

rI
L
K ◦ rIIM = δIK · rILM

íóæíî èíòåðïðåòèðîâàòü òàê: ó÷àñòâóÿ â ïðîñòðàí-
ñòâåííî-âðåìåííûõ ÿâëåíèÿõ, îäèí ïðîìåæóòî÷íûé
ôèçè÷åñêèé îáúåêò (I1) âçàèìîäåéñòâóåò ñ äðóãèì
ïðîìåæóòî÷íûì îáúåêòîì (I2). Ðåçóëüòàòîì ýòîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ òðåòèé ïðîìåæóòî÷íûé îáú-
åêò (I). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñëåäóåò èíòåðïðåòèðî-
âàòü äðóãèå çàêîíû óìíîæåíèÿ èç âûøåóêàçàííûõ
òàáëèö óìíîæåíèÿ.

II. ÑÎÏÐßÆÅÍÍÀß ÊÈÍÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß
ÀËÃÅÁÐÀ

1. Ñîïðÿæåííàÿ àëãåáðà ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé L∗

Îáðàòèìñÿ ê ðàññìîòðåííîé ðàíåå ñîïðÿæåííîé àë-
ãåáðå ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé L∗. Òàê êàê êîìïî-
çèöèÿ (óìíîæåíèå) ñîïðÿæåííûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðà-
çîâàíèé ÿâëÿåòñÿ íåêîììóòàòèâíîé îïåðàöèåé, òî ñî-
ïðÿæåííàÿ àëãåáðà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé L∗ ñó-
ùåñòâóåò â äâóõ ìîäèôèêàöèÿõ: ëåâàÿ ñîïðÿæåííàÿ
àëãåáðà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé lL∗ è ïðàâàÿ ñî-
ïðÿæåííàÿ àëãåáðà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé rL∗.

1.1. Ïðàâàÿ ñîïðÿæåííàÿ àëãåáðà ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé rL∗

Óìíîæåíèå âåêòîðîâ â ïðàâîé ñîïðÿæåííîÿ àëãåáðå
ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé çàïèñûâàåòñÿ òàê:

rl
∗ = rl

∗
1 ◦ rl∗2 . (11)

Çäåñü rl
∗ , rl

∗
1 , rl

∗
2 ∈ rL∗, à óìíîæåíèå áàçèñíûõ

âåêòîðîâ èìååò âèä

rK
L
K ◦ rKI

M = δIK · rKL
M .

Äîïîëíèì ïðàâóþ ñîïðÿæåííóþ àëãåáðó ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé rL∗ ñêàëÿðíûì óìíîæåíèåì âåêòî-
ðîâ. Äëÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå
îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

rK
L
K · rKI

M = δIK · δLM .

Â ðåçóëüòàòå ◦-óìíîæåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ â ñî-
ïðÿæåííîé àëãåáðå ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé rL∗

îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

rK
L
K ◦ rKI

M = δIK · δLM + δIK · rKL
M . (12)
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Ïóñòü âåêòîðû rl
∗
1 , rl

∗
2 çàïèñûâàþòñÿ ÷åðåç áàçèñ-

íûå âåêòîðû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

rl
∗
1 = r(l

∗
1)
K
L · rKL

K , rl
∗
2 = r(l

∗
2)
M
I · rKI

M .

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïðèâåäåííûõ âûðàæåíèé â (11)
è ó÷åòà çàêîíà óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (12) ïî-
ëó÷èì

rl
∗ = rl

∗0 + rl
∗M

L · rKL
M

è âûðàæåíèÿ äëÿ êîîðäèíàò âåêòîðà�ïðîèçâåäåíèÿ

rl
∗

rl
∗0 = r(l

∗
2)
M
K · r(l∗1)KM , rl

∗M
L = r(l

∗
2)
M
K · r(l∗1)KL .

Çäåñü rl
∗0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çíà÷åíèå ñêàëÿðíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ rl
∗
1 , rl

∗
2.

1.2. Ëåâàÿ ñîïðÿæåííàÿ àëãåáðà ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé lL∗

Óìíîæåíèå âåêòîðîâ â ëåâîé ñîïðÿæåííîé àëãåáðå
ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé çàïèñûâàåòñÿ òàê:

ll
∗ = ll

∗
2 ◦ ll∗1 . (13)

Çäåñü ll
∗ , ll

∗
1 , ll

∗
2 ∈ lL∗, à óìíîæåíèå áàçèñíûõ

âåêòîðîâ èìååò âèä

lK
L
K ◦ lKI

M = δLM · lKI
K .

Äîïîëíèì ëåâóþ ñîïðÿæåííóþ àëãåáðó ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé lL∗ ñêàëÿðíûì óìíîæåíèåì âåêòî-
ðîâ. Äëÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå
îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì

lK
L
K · lKI

M = δLM · δIK .

Â ðåçóëüòàòå ◦-óìíîæåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ â
ñîïðÿæåííîé àëãåáðå ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé lL∗

îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

lK
L
K ◦ lKI

M = δLM · δIK + δLM · lKI
K . (14)

Âåêòîðû ll
∗
1 , ll

∗
2 çàïèøåì ÷åðåç áàçèñíûå âåêòîðû

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ll
∗
1 = l(l

∗
1)
K
L · lKL

K , ll
∗
2 = l(l

∗
2)
M
I · lKI

M .

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïðèâåäåííûõ âûðàæåíèé â (13)
è ó÷åòà çàêîíà óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (14), ïî-
ëó÷èì

ll
∗ = ll

∗0 + ll
∗M

L · lKL
M

è âûðàæåíèÿ äëÿ êîîðäèíàò âåêòîðà�ïðîèçâåäåíèÿ

rl
∗

ll
∗0 = l(l

∗
2)
M
K · (l∗1)KM , ll

∗M
L = l(l

∗
2)
M
K · l(l∗1)KL .

Çäåñü ll
∗0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çíà÷åíèå ñêàëÿðíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ ll
∗
1 , ll

∗
2.

2. Ñèñòåìîîáðàçóþùèé ïîñòóëàò

Íàïîìíèì, ÷òî ìû ïîñòóëèðîâàëè ñóùåñòâîâàíèå
ôèçè÷åñêèõ àíòèîáúåêòîâ, îòëè÷íûõ îò ôóíäàìåí-
òàëüíûõ àíòèîáúåêòîâ, è íàçâàëè èõ ïðîìåæóòî÷íûå
ôèçè÷åñêèå àíòèîáúåêòû. Èõ îñîáåííîñòü è îòëè÷èå
îò ôóíäàìåíòàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ àíòèîáúåêòîâ ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òî â ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ÿâ-
ëåíèÿõ îíè òîæäåñòâåííû ñîïðÿæåííûì ëèíåéíûì
ïðåîáðàçîâàíèÿì L∗. Ïðèìåðîì ïðîìåæóòî÷íûõ ôè-
çè÷åñêèõ àíòèîáúåêòîâ ñëóæàò ïðîìåæóòî÷íûå àíòè-
÷àñòèöû.

3. Ñîïðÿæåííàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà
T∗ = X∗ + L∗

Ââåäåì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî T∗ = X∗ + L∗, êî-
òîðîå íàçîâåì ñîïðÿæåííûì êèíåìàòè÷åñêèì. Ðàñ-
ñìàòðèâàÿ ïðîñòðàíñòâî T∗ êàê àëãåáðó, íåîáõîäèìî
îòìåòèòü, ÷òî óìíîæåíèå âåêòîðîâ â ñîïðÿæåííîì
ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè X∗ è êîìïîçèöèÿ (óìíîæåíèå)
ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé â ñîïðÿæåííîé àëãåáðå ëè-
íåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé L∗ ÿâëÿþòñÿ íåêîììóòàòèâ-
íûìè îïåðàöèÿìè, ïîýòîìó àëãåáðà T∗, êîòîðóþ íàçî-
âåì ñîïðÿæåííîé êèíåìàòè÷åñêîé, ñóùåñòâóåò â äâóõ
ìîäèôèêàöèÿõ � ëåâàÿ ñîïðÿæåííàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ
àëãåáðà lT∗ è ïðàâàÿ ñîïðÿæåííàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ
àëãåáðà rT∗.

3.1. Ëåâàÿ ñîïðÿæåííàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà

lT∗ = lX∗ + lL∗

Íàðÿäó ñ óìíîæåíèÿìè

lx
∗
2 ◦ lx∗

1 → lX∗ , ll
∗
2 ◦ ll∗1 → lL∗

ââåäåì óìíîæåíèÿ2

lx
∗ ◦ ll∗ → lX∗ , ll

∗ ◦ lx∗ → ∅ .

Â ðåçóëüòàòå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ lT∗ ñòàíîâèòñÿ
àëãåáðîé, êîòîðóþ íàçîâåì ëåâîé ñîïðÿæåííîé êèíå-
ìàòè÷åñêîé.
Óìíîæåíèå âåêòîðîâ â ëåâîé ñîïðÿæåííîé êèíåìà-

òè÷åñêîé àëãåáðå lT∗ çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

lt
∗ = lt

∗
2 ◦ lt∗1 . (15)

Çäåñü lt
∗ , lt

∗
1 , lt

∗
2 ∈ lT∗.

Ëåâàÿ ñîïðÿæåííàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà lT∗

îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé òàáëèöåé óìíîæåíèé áàçèñ-
íûõ âåêòîðîâ:

2 Ñèìâîë ∅ îçíà÷àåò ïóñòîå ìíîæåñòâî.
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lK
L
K ◦ lKI

M = δLM · lKI
K ,

lK
L
K ◦ lEI = 0 ,

lE
L ◦ lKI

M = δLM · lEI ,
lE

I ◦ lEK = lC
IK
L · lEL .

(16)

Ïîñòðîåííóþ ëåâóþ ñîïðÿæåííóþ êèíåìàòè÷åñêóþ
àëãåáðó lT∗ äîïîëíèì ñêàëÿðíûì óìíîæåíèåì

ll
∗
2 · ll∗1 → IR ,

à òàêæå óìíîæåíèåì

lx
∗
2 ◦ lx∗

1 → lL∗ .

Òîãäà ◦-óìíîæåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ â ñîïðÿæåí-
íîé êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðå lT∗ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäó-
þùåé òàáëèöåé:

lK
L
K ◦ lKI

M = δLM · δIK + δLM · lKI
K ,

lK
L
K ◦ lEI = 0 ,

lE
L ◦ lKI

M = δLM · lEI ,
lE

I ◦ lEK = lC
IK
L · lEL + lC

IKM
L · lKL

M .

(17)

3.2. Ïðàâàÿ ñîïðÿæåííàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà

rT∗ = rX∗ + rL∗

Íàðÿäó ñ óìíîæåíèÿìè

rx
∗
1 ◦ rx∗

2 → rX∗ , rl
∗
1 ◦ rl∗2 → rL∗

ââåäåì óìíîæåíèÿ

rx
∗ ◦ rl∗ → ∅ , rl

∗ ◦ rx∗ → rX∗ .

Â ðåçóëüòàòå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ rT∗ ñòàíîâèòñÿ
àëãåáðîé, êîòîðóþ íàçîâåì ïðàâîé ñîïðÿæåííîé êè-
íåìàòè÷åñêîé.
Óìíîæåíèå âåêòîðîâ â ïðàâîé ñîïðÿæåííîé êèíå-

ìàòè÷åñêîé àëãåáðå rT∗ çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

rt
∗ = rt

∗
1 ◦ rt∗2 . (18)

Çäåñü rt
∗ , rt

∗
1 , rt

∗
2 ∈ rT∗.

Ïðàâàÿ ñîïðÿæåííàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà rT∗

îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé òàáëèöåé óìíîæåíèé áàçèñ-
íûõ âåêòîðîâ:

rK
L
K ◦ rKI

M = δIK · rKL
M ,

rK
L
K ◦ rEI = δIK · rEL ,

rE
L ◦ rKI

M = 0 ,

rE
I ◦ rEK = rC

KI
L · rEL .

(19)

Ïîñòðîåííóþ ïðàâóþ ñîïðÿæåííóþ êèíåìàòè÷å-
ñêóþ àëãåáðó rT∗ äîïîëíèì ñêàëÿðíûì óìíîæåíèåì

rl
∗
1 · rl∗2 → IR ,

à òàêæå óìíîæåíèåì

rx
∗
1 ◦ rx∗

2 → rL∗ .

Òîãäà ◦-óìíîæåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ â ñîïðÿæåí-
íîé êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðå rT∗ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

rK
L
K ◦ rKI

M = δLM · δIK + δIK · rKL
M ,

rK
L
K ◦ rEI = δIK · rEL ,

rE
L ◦ rKI

M = 0 ,

rE
I ◦ rEK = rC

KI
L · rEL + rC

KIM
L · rKL

M .

(20)

4. Ñèñòåìîîáðàçóþùèé ïîñòóëàò

Ôóíäàìåíòàëüíûå ôèçè÷åñêèå àíòèîáúåêòû âìå-
ñòå ñ ïðîìåæóòî÷íûìè ôèçè÷åñêèìè àíòèîáúåêòàìè
â òîì âèäå, â êîòîðîì îíè ó÷àñòâóþò â ïðîñòðàí-
ñòâåííî-âðåìåííûõ ÿâëåíèÿõ, òîæäåñòâåííû ñîïðÿ-
æåííîé êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðå T∗. Òàêèì îáðàçîì,
ñîïðÿæåííàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà T∗ � ýòî ïðî-
ñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ õàðàêòåðèñòèêà ñîâîêóïíî-
ñòè ôóíäàìåíòàëüíûõ è ïðîìåæóòî÷íûõ ôèçè÷åñêèõ
àíòèîáúåêòîâ.

III. ÎÁÙÀß ÊÈÍÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÀËÃÅÁÐÀ

1. Îáùàÿ àëãåáðà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
(L+ L∗)

Ââåäåì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî (L+ L∗), êîòîðîå
íàçîâåì îáùèì ïðîñòðàíñòâîì ëèíåéíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé. Ðàññìàòðèâàÿ ïðîñòðàíñòâî (L+ L∗) êàê àë-
ãåáðó, íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî óìíîæåíèå âåêòîðîâ
â L è L∗ ÿâëÿþòñÿ íåêîììóòàòèâíûìè îïåðàöèÿìè,
ïîýòîìó àëãåáðà (L+ L∗), êîòîðóþ íàçîâåì îáùåé àë-
ãåáðîé ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ñóùåñòâóåò â äâóõ
ìîäèôèêàöèÿõ: ëåâî-ïðàâàÿ îáùàÿ àëãåáðà ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé ( lL+ rL∗) è ïðàâî-ëåâàÿ îáùàÿ àë-
ãåáðà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ( rL+ lL∗).

1.1. Ëåâî-ïðàâàÿ îáùàÿ àëãåáðà ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé ( lL+ rL∗)

Ýòà àëãåáðà îïðåäåëÿåòñÿ óæå ïðèâåäåííûìè ïðà-
âèëàìè óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ: (2) � äëÿ àë-
ãåáðû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé lL è (12) � äëÿ àë-
ãåáðû ñîïðÿæåííûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé rL∗, à
òàêæå ñìåøàííûìè ïðîèçâåäåíèÿìè áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ, â êà÷åñòâå êîòîðûõ ïîñòóëèðóåì ñëåäóþùèå:

lI
L
K ◦ rKI

M = gLI · gKM ,

rK
L
K ◦ lIIM = gKM · gLI .
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Â ðåçóëüòàòå ëåâî-ïðàâàÿ îáùàÿ àëãåáðà ëèíåé-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé áåç ó÷åòà ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé òàáëèöåé óìíîæåíèÿ áàçèñ-
íûõ âåêòîðîâ:

lI
L
K ◦ lIIM = δLM · lIIK ,

rK
L
K ◦ rKI

M = δIK · rKL
M ,

lI
L
K ◦ rKI

M = gKM · gLI ,
rK

L
K ◦ lIIM = gLI · gKM .

(21)

Åñëè íà àëãåáðàõ lL è rL∗ îïðåäåëèòü ñêàëÿðíîå
óìíîæåíèå, òî ëåâî-ïðàâàÿ îáùàÿ àëãåáðà ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé çàäàåòñÿ ñëåäóþùåé òàáëèöåé óìíî-
æåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ:

lI
L
K ◦ lIIM = δIK · δLM + δLM · lIIK ,

rK
L
K ◦ lIIM = gKM · gLI ,

lI
L
K ◦ rKI

M = gLI · gKM ,

rK
L
K ◦ rKI

M = δLM · δIK + δIK · rKL
M .

(22)

1.2. Ïðàâî-ëåâàÿ îáùàÿ àëãåáðà ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé ( rL+ lL∗)

Ýòà àëãåáðà îïðåäåëÿåòñÿ óæå ïðèâåäåííûìè ïðà-
âèëàìè óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ: (4) � äëÿ àë-
ãåáðû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé rL è (14) � äëÿ àë-
ãåáðû ñîïðÿæåííûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé lL∗, à
òàêæå ñìåøàííûìè ïðîèçâåäåíèÿìè áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ, â êà÷åñòâå êîòîðûõ ïîñòóëèðóåì ñëåäóþùèå:

rI
L
K ◦ lKI

M = gLI · gKM ,

lK
L
K ◦ rIIM = gKM · gLI .

Â ðåçóëüòàòå ïðàâî-ëåâàÿ îáùàÿ àëãåáðà ëèíåé-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé áåç ó÷åòà ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé òàáëèöåé óìíîæåíèÿ áàçèñ-
íûõ âåêòîðîâ:

rI
L
K ◦ rIIM = δIK · rILM ,

lK
L
K ◦ lKI

M = δLM · lKI
K ,

rI
L
K ◦ lKI

M = gLI · gKM ,

lK
L
K ◦ rIIM = gKM · gLI .

(23)

Åñëè íà àëãåáðàõ rL è lL∗ îïðåäåëèòü ñêàëÿðíîå
óìíîæåíèå, òî ïðàâî-ëåâàÿ îáùàÿ àëãåáðà ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé çàäàåòñÿ ñëåäóþùåé òàáëèöåé óìíî-
æåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ:

rI
L
K ◦ rIIM = δIK · δLM + δIK · rILM ,

lK
L
K ◦ rIIM = gKM · gLI ,

rI
L
K ◦ lKI

M = gLI · gKM ,

lK
L
K ◦ lKI

M = δLM · δIK + δLM · lKI
K .

(24)

2. Ñèñòåìîîáðàçóþùèé ïîñòóëàò

Ïðîìåæóòî÷íûå ôèçè÷åñêèå îáúåêòû è àíòèîáúåê-
òû â òîì âèäå, â êîòîðîì îíè ó÷àñòâóþò â ïðîñòðàí-
ñòâåííî-âðåìåííûõ ÿâëåíèÿõ, òîæäåñòâåííû îáùåé
àëãåáðå ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (L+ L∗). Òàêèì
îáðàçîì, îáùàÿ àëãåáðà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
(L+ L∗) ýòî ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ õàðàêòåðè-
ñòèêà ñîâîêóïíîñòè ïðîìåæóòî÷íûõ ôèçè÷åñêèõ îáú-
åêòîâ è àíòèîáúåêòîâ.

3. Îáùàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà
(T+ T∗) = (X+ L+ X∗ + L∗)

Îáðàòèìñÿ ê îáùåìó ñëó÷àþ, êîãäà àëãåáðû X, L,
X∗ è L∗ îáúåäèíåíû â îäíó. Ïîñòðîåííóþ òàêèì îáðà-
çîì àëãåáðó áóäåì íàçûâàòü îáùåé êèíåìàòè÷åñêîé,
èìåÿ â âèäó, ÷òî â íåé îáúåäèíåíû êèíåìàòè÷åñêàÿ
àëãåáðà T è ñîïðÿæåííàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà T∗.
Ðàññìàòðèâàÿ îáùóþ êèíåìàòè÷åñêóþ àëãåáðó, íåîá-

õîäèìî îòìåòèòü, ÷òî óìíîæåíèå âåêòîðîâ â T è T∗

ÿâëÿþòñÿ íåêîììóòàòèâíûìè îïåðàöèÿìè, ïîýòîìó
îáùàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà (T+ T∗) ñóùåñòâóåò
â äâóõ ìîäèôèêàöèÿõ: ëåâî-ïðàâàÿ îáùàÿ êèíåìà-
òè÷åñêàÿ àëãåáðà ( lT+ rT∗) è ïðàâî-ëåâàÿ îáùàÿ
êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà ( rT+ lT∗).

3.1. Ïðàâî-ëåâàÿ îáùàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà
( rT+ lT∗)

Ðàññìàòðèâàåìàÿ ìîäèôèêàöèÿ îáùåé êèíåìàòè÷å-
ñêîé àëãåáðû íàçûâàåòñÿ ïðàâî-ëåâîé ïîòîìó, ÷òî êîí-
òðàâàðèàíòíàÿ ÷àñòü àëãåáðû ïîä÷èíÿåòñÿ ïðàâîìó
óìíîæåíèþ, à êîâàðèàíòíàÿ ÷àñòü àëãåáðû ïîä÷èíÿ-
åòñÿ ëåâîìó óìíîæåíèþ.
Âûâåäåì ïðàâèëà óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ â

ïðàâî-ëåâîé îáùåé êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðå ( rT+ lT∗).
Ïðè ýòîì áóäåì èñõîäèòü èç ñëåäóþùèõ ïîëîæåíèé:
1) ïðèíèìàåìûõ íàìè êîíñòðóêöèé áàçèñíûõ âåê-

òîðîâ

rI
L
K = lE

L ⊗ reK , lK
L
K = reK ⊗ lE

L ;

2) ðàçëîæåíèÿ óíèâåðñàëüíîãî óìíîæåíèÿ íà òåí-
çîðíóþ è ñêàëÿðíóþ ÷àñòè;
3) èç êîíå÷íûõ âûðàæåíèé èñêëþ÷àþòñÿ áàçèñíûå

âåêòîðû, âûõîäÿùèå çà ðàìêè ðàññìàòðèâàåìîé àë-
ãåáðû;
4) ñîõðàíåíèÿ íåèçìåííûìè ñëåäóþùèõ óìíîæåíèé

reI ◦ reK = reL · rCLIK + rI
M
L · rCLMIK

è

lE
I ◦ lEK = lC

IK
L · lEL + lC

IKM
L · lKL

M ;

Èòàê.
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1.

reK ◦ lEI = reK ⊗ lE
I + ( reK · lEI) = lK

I
K + δIK .

2.

reK ◦ lKI
M = reK ◦ reM ⊗ lE

I =

= reK ⊗ reM ⊗ lE
I + ( reK · reM )⊗ lE

I = gKM · lEI .

3.

lK
L
K ◦ reM = reK ⊗ lE

L ◦ reM =

= reK ⊗ lE
L ⊗ reM + reK ⊗ ( lE

L · reM ) = reK · δLM .

4.

lK
L
K ◦ lKI

M = reK ⊗ lE
L ◦ reM ⊗ lE

I =

= reK ⊗ lE
L ⊗ reM ⊗ lE

I+

+( lE
L · reM ) · ( reK · lEI) + ( lE

L · reM ) · reK ⊗ lE
I =

= δLM · δIK + δLM · lKI
K .

5.

reK ◦ rIIM = reK ◦ lEI ⊗ reM =

= reK ⊗ lE
I ⊗ reM + ( reK · lEI)⊗ reM = δIK · reM .

6.

rI
L
K ◦ reM = lE

L ⊗ reK ◦ reM =

= lE
L ⊗ reK ⊗ reM + lE

L ⊗ ( reK · reM ) = lE
L · gKM .

7.

rI
L
K ◦ lKI

M = lE
L ⊗ reK ◦ reM ⊗ lE

I =

lE
L ⊗ reK ⊗ reM ⊗ lE

I + lE
L ⊗ ( reK · reM )⊗ lE

I+

( reK · reM ) · ( lEL · lEI) = gKM · gLI .

8.

lK
L
K ◦ rIIM = reK ⊗ lE

L ◦ lEI ⊗ reM =

reK ⊗ lE
L ⊗ lE

I ⊗ reM + reK ⊗ ( lE
L · lEI)⊗ reM+

( lE
L · lEI) · ( reK · reM ) = gLI · gKM .

9.

lK
L
K ◦ lEI = reK ⊗ lE

L ◦ lEI

= reK ⊗ lE
L ⊗ lE

I + reK ⊗ ( lE
L · lEI) = reK · gLI .

10.

lE
L ◦ lKI

M = lE
L ◦ reM ⊗ lE

I =

= lE
L ⊗ reM ⊗ lE

I + ( lE
L · reM )⊗ lE

I = δLM · lEI .

11.

rI
L
K ◦ rIIM = lE

L ⊗ reK ◦ lEI ⊗ reM =

lE
L ⊗ reK ⊗ lE

I ⊗ reM+

( reK · lEI) · ( lEL · reM ) + δIK · lEL ⊗ reM =

= δIK · δLM + δIK · rILM .

12.

lE
L ◦ rIIM = lE

L ◦ lEI ⊗ reM =

= lE
L ⊗ lE

I ⊗ reM + ( lE
L · lEI)⊗ reM = gLI · reM .

13.

rI
L
K ◦ lEI = lE

L ⊗ reK ◦ lEI =
= lE

L ⊗ reK ⊗ lE
I + lE

L ⊗ ( reK · lEI) = δIK · lEL .

14.

lE
L ◦ reM = lE

L ⊗ reM + ( lE
L · reM ) = rI

L
M + δLM .

Òàêèì îáðàçîì, îáùàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé òàáëèöåé óìíîæåíèé áàçèñ-
íûõ âåêòîðîâ:

reK ◦ lEI = lK
I
K + δIK ,

reI ◦ reK = reL · rCLIK + rI
M
L · rCLMIK ,

reK ◦ lKI
M = gKM · lEL ,

lK
L
K ◦ reM = δLM · reK ,

lK
L
K ◦ lKI

M = δLM · δIK + δLM · lKI
K ,

reK ◦ rIIM = δIK · reM ,

rI
L
K ◦ reM = lE

L · gKM ,

rI
L
K ◦ lKI

M = gKM · gLI ,
lK

L
K ◦ rIIM = gLI · gKM ,

lK
L
K ◦ lEI = gLI · reK ,

lE
L ◦ lKI

M = δLM · lEI ,
rI
L
K ◦ rIIM = δIK · δLM + δIK · rILM ,

lE
L ◦ rIIM = gLI · reM ,

rI
L
K ◦ lEI = lE

L · δIK ,
lE

I ◦ lEK = lC
IK
L · lEL + lC

IKM
L · lKL

M ,

lE
L ◦ reM = δLM + rI

L
M .

(25)

3.2. Îïåðàòîð íàáëà â àëãåáðå ( rT+ lT∗)

Íà÷íåì ñ êîâàðèàíòíîãî îïåðàòîðà íàáëà. Ñîãëàñíî
îïðåäåëåíèþ3 êîâàðèàíòíûé îïåðàòîð íàáëà â íàøåì
ñëó÷àå çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

l∇ =
∂

∂ rx
= lE

K ∂

∂ rxK
. (26)

Áóäåì íàçûâàòü åãî ëåâûé êîâàðèàíòíûé îïåðàòîð
íàáëà. Ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå îïåðàòîðû, ñâÿçàííûå
ñ l∇. Óìíîæèì îïåðàòîð (26) íà áàçèñíûå âåêòîðû

lE
I ñïðàâà. Ïîëó÷èì

l∇I = lE
K ◦ lEI

∂

∂ rxK
= lC

KI
I1 ·

∂

∂ rxK
lE

I1 .

3 Ñì. Ãëàâà 1.2. Ðàçäåë IX.3.
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Ïðîåêöèÿ ýòèõ îïåðàòîðîâ íà áàçèñíûé âåêòîð lE
I1

� ýòî äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû

l∇II1 = lC
KI
I1 ·

∂

∂ rxK
.

Â ÷àñòíîì âèäå ýòè îïåðàòîðû èñïîëüçóþòñÿ â óðàâ-
íåíèè Äèðàêà äëÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö, à ìàòðè-
öû lC

KI
I1 â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìàò-

ðèöû Äèðàêà.4 Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü âîëíîâàÿ ôóíê-
öèÿ ψ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðàâûé âåêòîð

rψ = reL · rψL .

Âû÷èñëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

l∇I · rψ = lC
KI
L ·

∂ rψ
L

∂ rxK
.

Ýòî âûðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìîîáðàçó-
þùåå ñëàãàåìîå â óðàâíåíèè Äèðàêà.
Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê êîíòðàâàðèàíòíîìó îïåðàòî-

ðó íàáëà. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ5 êîíòðàâàðèàíòíûé
îïåðàòîð íàáëà â íàøåì ñëó÷àå çàïèñûâàåòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì

r∇∗ =
∂

∂ lx∗ = reK
∂

∂ lxK
. (27)

Áóäåì íàçûâàòü åãî ïðàâûé êîíòðàâàðèàíòíûé îïåðà-
òîð íàáëà. Ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå îïåðàòîðû, ñâÿ-
çàííûå ñ r∇∗. Óìíîæèì îïåðàòîð (27) íà áàçèñíûå
âåêòîðû reI ñëåâà. Ïîëó÷èì

r∇∗
I = reI ◦ reK

∂

∂ lxK
= rC

I1
IK ·

∂

∂ lxK
reI1 .

Ïðîåêöèÿ ýòèõ îïåðàòîðîâ íà áàçèñíûé âåêòîð eI1 ýòî
äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû

r∇∗I1
I = rC

I1
IK ·

∂

∂ lxK
.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ýòè îïåðàòîðû â ôèçèêå íå èñïîëü-
çóþòñÿ.

3.3. Ëåâî-ïðàâàÿ îáùàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà
( lT+ rT∗)

Ðàññìîòðèâàåìàÿ ìîäèôèêàöèÿ îáùåé êèíåìàòè-
÷åñêîé àëãåáðû íàçûâàåòñÿ ëåâî-ïðàâîé ïîòîìó, ÷òî
êîíòðàâàðèàíòíàÿ ÷àñòü àëãåáðû ïîä÷èíÿåòñÿ ëåâîìó
óìíîæåíèþ, à êîâàðèàíòíàÿ ÷àñòü àëãåáðû ïîä÷èíÿ-
åòñÿ ïðàâîìó óìíîæåíèþ.

4 Ñì. Ãëàâà 3.3. Ðàçäåë VIII.3. è Ãëàâà 4.3. Ðàçäåë V.1.
5 Ñì. Ãëàâà 1.2. Ðàçäåë IX.3.

Âûâåäåì ïðàâèëà óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ â
ëåâî-ïðàâîé îáùåé êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðå ( lT+ rT∗).
Ïðè ýòîì áóäåì èñõîäèòü èç ñëåäóþùèõ ïîëîæåíèé:
1) ïðèíèìàåìûõ íàìè êîíñòðóêöèé áàçèñíûõ âåê-

òîðîâ

lI
L
K = leK ⊗ rE

L , rK
L
K = rE

L ⊗ leK ;

2) ðàçëîæåíèÿ óíèâåðñàëüíîãî óìíîæåíèÿ íà òåí-
çîðíóþ è ñêàëÿðíóþ ÷àñòè;
3) èç êîíå÷íûõ âûðàæåíèé èñêëþ÷àþòñÿ áàçèñíûå

âåêòîðû, âûõîäÿùèå çà ðàìêè ðàññìàòðèâàåìîé àë-
ãåáðû;
4) ñîõðàíåíèÿ íåèçìåííûìè ñëåäóþùèõ óìíîæåíèé

leI ◦ leK = leL · lCLKI + lI
M
L · rCLMKI

è

rE
I ◦ rEK = rC

KI
L · rEL + rC

KIM
L · rKL

M .

Èòàê.
1.

leK ◦ rEI = leK ⊗ rE
I + ( leK · rEI) = lI

I
K + δIK .

2.

leK ◦ rKI
M = reK ◦ rEI ⊗ leM =

= leK ⊗ rE
I ⊗ leM + ( leK · rEI)⊗ leM = δIK · leM .

3.

rK
L
K ◦ leM = rE

L ⊗ leK ◦ leM =

= rE
L ⊗ leK ⊗ leM + rE

L ⊗ ( leK · leM ) = rE
L · gKM .

4.

rK
L
K ◦ rKI

M = rE
L ⊗ leK ◦ rEI ⊗ leM =

= rE
L ⊗ leK ⊗ rE

I ⊗ leM+

+( leK · rEI) · ( rEL · leM ) + ( leK · rEI) · rEL ⊗ leM =

= δIK · δLM + δIK · rKL
M .

5.

leK ◦ lIIM = leK ◦ leM ⊗ rE
I =

= leK ⊗ leM ⊗ rE
I + ( leK · leM )⊗ rE

I = gKM · rEI .

6.

lI
L
K ◦ leM = leK ⊗ rE

L ◦ leM =

= leK ⊗ rE
L ⊗ leM + leK ⊗ ( rE

L · leM ) = leK · δLM .

7.

lI
L
K ◦ rKI

M = leK ⊗ rE
L ◦ rEI ⊗ leM =

leK ⊗ rE
L ⊗ rE

I ⊗ leM + leK ⊗ ( rE
L · rEI)⊗ leM =

leK ⊗ ( rE
L · rEI)⊗ leM =

leK ⊗ leM · gLI + ( leK · leM ) · gLI = gKM · gLI .
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8.

rK
L
K ◦ lIIM = rE

L ⊗ leK ◦ leM ⊗ rE
I =

rE
L ⊗ leK ⊗ leM ⊗ rE

I + rE
L ⊗ ( leK · leM )⊗ rE

I =

rE
L ⊗ ( leK · leM )⊗ rE

I =

rE
L ⊗ rE

I · gKM + ( rE
L · rEI) · gKM = gLI · gKM .

9.

rK
L
K ◦ rEI = rE

L ⊗ leK ◦ rEI

= rE
L ⊗ leK ⊗ rE

I + rE
L ⊗ ( leK · rEI) = rE

L · δIK .

10.

rE
L ◦ rKI

M = rE
L ◦ rEI ⊗ leM =

= rE
L ⊗ rE

I ⊗ leM + ( rE
L · rEI)⊗ leM = gLI · leM .

11.

lI
L
K ◦ lIIM = leK ⊗ rE

L ◦ leM ⊗ rE
I =

leK ⊗ rE
L ⊗ leM ⊗ rE

I+

+( rE
L · leM ) · ( leK · rEI) + ( rE

L · leM ) · leK ⊗ rE
I =

= δLM · δIK + δLM · lIIK .

12.

rE
L ◦ lIIM = rE

L ◦ leM ⊗ rE
I =

= rE
L ⊗ leM ⊗ rE

I + ( rE
L · leM )⊗ rE

I = δLM · rEI .

13.

lI
L
K ◦ rEI = leK ⊗ rE

L ◦ rEI =
= leK ⊗ rE

L ⊗ rE
I + leK ⊗ ( rE

L · rEI) = leK · gLI .

14.

rE
L ◦ leM = rE

L ⊗ leM + ( rE
L · leM ) = rK

L
M + δLM .

Òàêèì îáðàçîì, ëåâî-ïðàâàÿ îáùàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ
àëãåáðà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé òàáëèöåé óìíîæå-
íèé áàçèñíûõ âåêòîðîâ:

leK ◦ rEI = lI
I
K + δIK ,

leI ◦ leK = leL · lCLKI + lI
M
L · lCLMKI ,

leK ◦ rKI
M = δIK · leM ,

rK
L
K ◦ leM = rE

L · gKM ,

rK
L
K ◦ rKI

M = δIK · δLM + δIK · rKL
M ,

leK ◦ lIIM = gKM · rEI ,
lI
L
K ◦ leM = leK · δLM ,

lI
L
K ◦ rKI

M = gKM · gLI ,
rK

L
K ◦ lIIM = gLI · gKM ,

rK
L
K ◦ rEI = rE

L · δIK ,
rE

L ◦ rKI
M = gLI · leM ,

lI
L
K ◦ lIIM = δLM · δIK + δLM · lIIK ,

rE
L ◦ lIIM = δLM · rEI ,

lI
L
K ◦ rEI = leK · gLI ,

rE
I ◦ rEK = rC

KI
L · rEL + rC

KIM
L · rKL

M ,

rE
L ◦ leM = δLM + rK

L
M .

(28)

3.4. Îïåðàòîð íàáëà â àëãåáðå ( lT+ rT∗)

Íà÷íåì ñ êîâàðèàíòíîãî îïåðàòîðà íàáëà. Ñîãëàñíî
îïðåäåëåíèþ6 êîâàðèàíòíûé îïåðàòîð íàáëà â íàøåì
ñëó÷àå çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

r∇ =
∂

∂ lx
= rE

K ∂

∂ lxK
. (29)

Áóäåì íàçûâàòü åãî ïðàâûé êîâàðèàíòíûé îïåðàòîð
íàáëà. Ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå îïåðàòîðû, ñâÿçàííûå
ñ r∇. Óìíîæèì îïåðàòîð (29) íà áàçèñíûå âåêòîðû

rE
I ñëåâà. Ïîëó÷èì

r∇I = rE
I ◦ rEK

∂

∂ lxK
= rC

KI
I1 ·

∂

∂ lxK
rE

I1 .

Ïðîåêöèÿ ýòèõ îïåðàòîðîâ íà áàçèñíûé âåêòîð rE
I1

� ýòî äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû

r∇II1 = rC
KI
I1 ·

∂

∂ lxK
.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ýòè îïåðàòîðû â ôèçèêå íå èñ-
ïîëüçóþòñÿ.
Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê êîíòðàâàðèàíòíîìó îïåðàòîðó

íàáëà. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ êîíòðàâàðèàíòíûé îïå-
ðàòîð íàáëà â íàøåì ñëó÷àå çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

l∇∗ =
∂

∂ rx∗ = leK
∂

∂ rxK
. (30)

Áóäåì íàçûâàòü åãî ëåâûé êîíòðàâàðèàíòíûé îïå-
ðàòîð íàáëà. Ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå îïåðàòîðû, ñâÿ-
çàííûå ñ l∇∗. Óìíîæèì îïåðàòîð (30) íà áàçèñíûå
âåêòîðû leI ñïðàâà:

l∇∗
I = leK ◦ leI

∂

∂ rxK
= lC

I1
IK ·

∂

∂ rxK
leI1 .

Â ÷àñòíîì âèäå ýòè îïåðàòîðû èñïîëüçóþòñÿ â ñî-
ïðÿæåííîì óðàâíåíèè Äèðàêà äëÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ
àíòè÷àñòèö, à ìàòðèöû lC

I1
IK â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïðåä-

ñòàâëÿþò ñîáîé ñîïðÿæåííûå ìàòðèöû Äèðàêà.7 Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïóñòü âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ψ ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ïðàâûé ñîïðÿæåííûé âåêòîð

rψ
∗ = rψL · rEL .

Âû÷èñëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

l∇∗
I · rψ∗ = lC

L
IK ·

∂ rψL
∂ rxK

.

Ýòî âûðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìîîáðàçó-
þùåå ñëàãàåìîå â ñîïðÿæåííîì óðàâíåíèè Äèðàêà.

6 Ñì. Ãëàâà 1.2. Ðàçäåë IX.3.
7 Ñì. Ãëàâà 3.3. Ðàçäåë VIII. è Ãëàâà 4.3. Ðàçäåë V.
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4. Ñèñòåìîîáðàçóþùèå ïîñòóëàòû

1. Ôóíäàìåíòàëüíûå è ïðîìåæóòî÷íûå ôèçè÷åñêèå
îáúåêòû è ôóíäàìåíòàëüíûå è ïðîìåæóòî÷íûå ôèçè-
÷åñêèå àíòèîáúåêòû â òîì âèäå, â êîòîðîì îíè ó÷àñò-
âóþò â ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ÿâëåíèÿõ, òîæäå-
ñòâåííû îáùåé êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðå (T+ T∗). Òà-
êèì îáðàçîì, îáùàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà (T+ T∗)
� ýòî ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ õàðàêòåðèñòèêà ñî-
âîêóïíîñòè ôóíäàìåíòàëüíûõ è ïðîìåæóòî÷íûõ ôè-
çè÷åñêèõ îáúåêòîâ è ôóíäàìåíòàëüíûõ è ïðîìåæó-
òî÷íûõ ôèçè÷åñêèõ àíòèîáúåêòîâ.
2. Íàðÿäó ñ ôóíäàìåíòàëüíûìè è ïðîìåæóòî÷íûìè

ôèçè÷åñêèìè îáúåêòàìè ïîñòóëèðóåì ñóùåñòâîâàíèå
ñêàëÿðíûõ ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Â êà÷åñòâå ïîÿñíÿ-
þùåãî ïðèìåðà ïðèâåäåì ñëåäóþùåå ïðàâèëî óìíî-
æåíèÿ:

leK ◦ rEI = lI
I
K + δIK .

◦�óìíîæåíèå â ýòîì ñëó÷àå îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ âçàè-
ìîäåéñòâèåì ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà (e) è ôóíäà-
ìåíòàëüíîãî àíòèîáúåêòà (E). Èç óêàçàííîãî óìíîæå-
íèÿ ñëåäóåò, ÷òî ýòî âçàèìîäåéñòâèå ïðèâîäèò ê âîç-
íèêíîâåíèþ ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà (I) è ñêàëÿðíîãî
îáúåêòà (δ).

IV. ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ.
ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß Â

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÀÕ

1. Ñèñòåìîîáðàçóþùèé ïîñòóëàò

Ñðàçó âûäâèíåì ïîñòóëàò, êîòîðûé áóäåì ðàçâè-
âàòü äàëüøå. Êâàíòîâûå ÿâëåíèÿ, òî åñòü äèñêðåò-
íîñòü êèíåìàòè÷åñêèõ âåëè÷èí, îáóñëîâëåíû òåì, ÷òî
ìíîæåñòâî âåêòîðîâ êèíåìàòè÷åñêèõ âåëè÷èí ñîñòàâ-
ëÿåò àëãåáðó, òî åñòü íà ìíîæåñòâå ýòèõ âåêòîðîâ
ïîìèìî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî
èìååò ìåñòî îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ. Óðàâíåíèÿ ñòðóê-
òóðû îáùåé êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðû è åå ïîäàëãåáð
ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êàê êâàíòîâûå óðàâíåíèÿ
(óðàâíåíèÿ äèñêðåòíîñòè) êèíåìàòè÷åñêèõ âåëè÷èí.

2. Óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû àëãåáðû ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé L

2.1. Ïðàâàÿ àëãåáðà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé rL

Ðàññìîòðèì ïðàâóþ àëãåáðó ëèíåéíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé rL. Çàêîí êîìïîçèöèè íà rL îïðåäåëåí óìíî-
æåíèåì âåêòîðîâ

rl = rl1 ◦ rl2 . (31)

Ââåäåì âòîðîé äèôôåðåíöèàë d2d1 rl. Ðàññìàòðè-
âàÿ âòîðîé äèôôåðåíöèàë îò çàêîíà óìíîæåíèÿ, äî-

ãîâîðèìñÿ, ÷òî ñíà÷àëà äèôôåðåíöèðîâàíèå âûïîë-
íÿåòñÿ ïî âåêòîðó rl1, à çàòåì ïî âåêòîðó rl2. Òîãäà
èìååì äëÿ ïðàâîãî óìíîæåíèÿ (31)

d2d1 rl = d rl1 ◦ d rl2 . (32)

Âáëèçè åäèíèöû àëãåáðû, â ÷àñòíîñòè äëÿ rl2 → δ
èç ñîîòíîøåíèÿ (31) èìååì

d rl1 = d1 rl , (33)

à äëÿ rl1 → δ èç ñîîòíîøåíèÿ (31) èìååì

d rl2 = d2 rl . (34)

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (33) è (34) â ñîîòíîøåíèè
(32), ïîëó÷èì

d2d1 rl = d1 rl ◦ d2 rl . (35)

Ýòî ñîîòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ñòðóêòó-
ðû ïðàâîé àëãåáðû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé rL.
Çàìåòèì, ÷òî ê óðàâíåíèþ ñòðóêòóðû ìîæíî ïðè-

ìåíèòü ïðîöåäóðó àíòèñèììåòðèçàöèè. Èç ñîîòíîøå-
íèÿ (35) èìååì

d2d1 rl− d1d2 rl = d1 rl ◦ d2 rl− d2 rl ◦ d1 rl

èëè â äðóãîì âèäå ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèìâîëà Λ

d2 Λ d1 rl = d1 rl Λ d2 rl .

Ïîäñòàâëÿÿ â ñîîòíîøåíèå (35) âûðàæåíèÿ äèôôå-
ðåíöèàëîâ ÷åðåç áàçèñíûå âåêòîðû

d rl = rI
K
I · d rlIK

è ïîëüçóÿñü çàêîíîì óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ 8

rI
L
K ◦ rIIM = δIK · rILM ,

ïîëó÷èì óðàâíåíèå ñòðóêòóðû äëÿ àëãåáðû ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé rL â êîîðäèíàòíîé ôîðìå

d2d1 rl
M
L = d2 rl

M
K · d1 rlKL . (36)

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà â àëãåáðå rL îïðåäåëåíî ñêà-
ëÿðíîå óìíîæåíèå, çàêîí óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ èìååò âèä

rI
L
K ◦ rIIM = δIK · rILM + δIK · δLM

è ðàíåå ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ñòðóêòóðû äîïîëíÿåòñÿ
ñêàëÿðíûì óðàâíåíèåì

d2d1 rl
0 = d2 rl

L
K · d1 rlKL ,

êîòîðîå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îïðåäåëåíèå êâàä-
ðàòà äèôôåðåíöèàëà íåêîòîðîé óñëîâíîé êîîðäèíàòû
σ. Äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ d2 = d1 = d, ïîýòîìó
èìååì9

d2l0 = d rl
L
K · d rlKL = (dσ)2 .

8 Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå â àëãåáðå

rL íå îïðåäåëåíî.
9 Êîîðäèíàòó σ ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ïÿòîé êîîðäèíàòîé â
òåîðèè Êàëóöû-Êëåéíà (ñì. Ãëàâó 5.5.).
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2.2. Ëåâàÿ àëãåáðà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé lL

Äëÿ ëåâîé àëãåáðû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé lL çà-
êîí êîìïîçèöèè îïðåäåëåí ëåâûì óìíîæåíèåì âåêòî-
ðîâ

ll = ll2 ◦ ll1 . (37)

Îòñþäà ñëåäóåò âòîðîé äèôôåðåíöèàë îò ëåâîãî
ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ

d2d1 ll = d ll2 ◦ d ll1 . (38)

Âáëèçè åäèíèöû àëãåáðû, â ÷àñòíîñòè äëÿ ll2 → δ,
èç âûðàæåíèÿ (37) èìååì

d ll2 = d2 ll , (39)

à äëÿ ll1 → δ èç âûðàæåíèÿ (37) èìååì

d ll1 = d1 ll . (40)

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (39) è (40) â ñîîòíîøåíèè
(38), ïîëó÷èì

d2d1 ll = d2 ll ◦ d1 ll . (41)

Ýòî ñîîòíîøåíèå íàçîâåì óðàâíåíèåì ñòðóêòóðû
ëåâîé àëãåáðû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé lL. Â êîîð-
äèíàòíîé ôîðìå óðàâíåíèå ñòðóêòóðû èìååò âèä

d2d1 ll
M
L = d2 ll

M
K · d1 llKL . (42)

3. Êâàíòîâûå óðàâíåíèÿ àëãåáðû ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé â äèôôåðåíöèàëàõ

3.1. Ïðàâàÿ àëãåáðà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé rL

Íà÷íåì ñ óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû ïðàâîé àëãåáðû rL.
Â óðàâíåíèè (35) ââåäåì îáîçíà÷åíèå

d1 rl = rλ

è, ñîîòâåòñòâåííî, â óðàâíåíèè (36) ââåäåì îáîçíà÷å-
íèå

d1 rl
I
K = rλ

I
K

è íàçîâåì ôóíêöèþ rλ ñ êîîðäèíàòàìè rλ
I
K âîëíîâîé

ôóíêöèåé àëãåáðû rL, äèôôåðåíöèàë d2 îáîçíà÷èì d.
Óðàâíåíèå ñòðóêòóðû (35), çàïèñàííîå ïî îòíîøåíèþ
ê âîëíîâîé ôóíêöèè

d rλ = rλ ◦ d rl , (43)

è óðàâíåíèå ñòðóêòóðû (36), çàïèñàííîå ïî îòíîøå-
íèþ ê êîîðäèíàòàì âîëíîâîé ôóíêöèè

d rλ
M
L = d rl

M
K · rλKL , (44)

íàçîâåì êâàíòîâûì óðàâíåíèåì ïðàâîé àëãåáðû ëè-
íåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé â äèôôåðåíöèàëàõ .

3.2. Ëåâàÿ àëãåáðà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé lL

Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïî îòíîøåíèþ ê
óðàâíåíèÿì ñòðóêòóðû ëåâîé àëãåáðû ëèíåéíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé rL (41) è (42), ïîëó÷èì êâàíòîâîå óðàâ-
íåíèå ëåâîé àëãåáðû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé â äèô-
ôåðåíöèàëàõ
â âåêòîðíîé ôîðìå

d lλ = d ll ◦ lλ (45)

è â êîîðäèíàòíîé ôîðìå

d lλ
M
L = d ll

M
K · lλKL . (46)

4. Óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû îáùåé àëãåáðû
ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (L+ L∗)

Îáùàÿ àëãåáðà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (L+ L∗)
èìååò äâå ìîäèôèêàöèè: ëåâî-ïðàâàÿ îáùàÿ àëãåáðà
ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ( lL+ rL∗) è ïðàâî-ëåâàÿ
îáùàÿ àëãåáðà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ( rL+ lL∗).
Íà÷íåì ñ ðàññìîòðåíèÿ óðàâíåíèé ñòðóêòóðû ïðàâî-
ëåâîé îáùåé àëãåáðû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ( rL+ lL∗).

4.1. Ïðàâî-ëåâàÿ îáùàÿ àëãåáðà ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé ( rL+ lL∗)

Âåêòîðû ýòîé àëãåáðû îáîçíà÷èì

t = l+ l∗ ∈ ( rL+ lL∗) .

Óìíîæåíèå âåêòîðîâ â ðàññìàòðèâàåìîé àëãåáðå çà-
äàíî óðàâíåíèÿìè

t = t1 ◦ t2 .

Ââåäåì âòîðîé äèôôåðåíöèàë d2d1t. Âûïîëíÿÿ äëÿ
íåãî âûêëàäêè, àíàëîãè÷íûå òåì, êîòîðûå áûëè ïðî-
äåëàíû â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ïîëó÷èì óðàâíåíèå
ñòðóêòóðû

d2d1t = d1t ◦ d2t (47)

èëè

d2(d1l
∗ + d1l) = (d1l

∗ + d1l) ◦ (d2l∗ + d2l)

èëè

d2d1l
∗+d2d1l = d1l

∗◦d2l∗+d1l∗◦d2l+d1l◦d2l∗+d1l◦d2l .

Âû÷èñëèì óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû äëÿ êîîðäèíàò
âåêòîðîâ. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì â ïðåäûäóùåå ñîîò-
íîøåíèå âûðàæåíèÿ äèôôåðåíöèàëîâ ÷åðåç áàçèñíûå
âåêòîðû

d rl = d rl
I
K · rIKI , d ll

∗ = d ll
∗I
K · lKK

I .
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Ïîëó÷èì

d2d1 ll
∗M

L · lKL
M + d2d1 rl

M
L · rILM =

= d1 ll
∗K

L · d2 ll∗MI · ( lKL
K ◦ lKI

M )+

+d1 rl
K
L · d2 ll∗MI · ( rILK ◦ lKI

M )+

+d1 ll
∗K

L · d2 rlMI · ( lKL
K ◦ rIIM )+

+d1 rl
K
L · d2 rlMI · ( rILK ◦ rIIM ) .

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ çàêîíîì óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ
âåêòîðîâ (24):

rI
L
K ◦ rIIM = δIK · δLM + δIK · rILM ,

lK
L
K ◦ rIIM = gKM · gLI ,

rI
L
K ◦ lKI

M = gLI · gKM ,

lK
L
K ◦ lKI

M = δLM · δIK + δLM · lKI
K .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

d2d1 ll
∗K

I · lKI
K + d2d1 rl

M
L · rILM =

= d1 ll
∗K

L · d2 ll∗LK + d1 ll
∗K

L · d2 ll∗LI · lKI
K+

+d1 rl
K
L · d2 ll∗MI · gKM · gLI+

+d1 ll
∗K

L · d2 rlMI · gLI · gKM+

+d1 rl
K
L · d2 rlLK + d1 rl

K
L · d2 rlMK · rILM .

Îòñþäà â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè áàçèñíûõ
âåêòîðîâ ñëåäóþò óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû äëÿ êîîðäè-
íàò âåêòîðîâ ïðàâî-ëåâîé îáùåé àëãåáðû ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé

d2d1 rl
M
L = d2 rl

M
K · d1 rlKL ,

d2d1 ll
∗K

I = d1 ll
∗K

L · d2 ll∗LI ,
d1 ll

∗K
L · d2 ll∗LK + d1 rl

K
L · d2 ll∗MI · gKM · gLI+

+d1 ll
∗K

L · d2 rlMI · gLI · gKM + d2 rl
K
L · d1 rlLK = 0 .

(48)

4.2. Ëåâî-ïðàâàÿ îáùàÿ àëãåáðà ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé ( lL+ rL∗)

Âåêòîðû ýòîé àëãåáðû îáîçíà÷èì

t = l+ l∗ ∈ ( lL+ rL∗) .

Óìíîæåíèå âåêòîðîâ â ðàññìàòðèâàåìîé àëãåáðå çà-
äàíî óðàâíåíèÿìè

t = t2 ◦ t1 .

Âûïîëíÿÿ âûêëàäêè, àíàëîãè÷íûå ïðåäûäóùèì,
äëÿ ëåâî-ïðàâîé îáùåé àëãåáðû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé ( rL+ lL∗), ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû äëÿ
êîîðäèíàò âåêòîðîâ ýòîé àëãåáðû

d2d1 ll
M
L = d2 ll

M
K · d1 llKL ,

d2d1 rl
∗K

I = d1 rl
∗K

L · d2 rl∗LI ,
d1 rl

∗M
L · d2 rl∗LM + d2 ll

K
L · d1 rl∗MI · gKM · gLI+

+d2 rl
∗K

L · d1 llMI · gLI · gKM + d1 ll
M
L · d2 llLM = 0 .

(49)

5. Êâàíòîâûå óðàâíåíèÿ îáùåé àëãåáðû
ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé â äèôôåðåíöèàëàõ

5.1. Ïðàâî-ëåâàÿ îáùàÿ àëãåáðà ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé ( rL+ lL∗)

Íà÷íåì ñ óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû ïðàâî-ëåâîé îá-
ùåé àëãåáðû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ( rL+ lL∗). Â
óðàâíåíèÿõ (48) ââåäåì îáîçíà÷åíèå

d1 rl
I
K = rλ

I
K

è íàçîâåì ôóíêöèþ rλ
I
K âîëíîâîé ôóíêöèåé ïðî-

ñòðàíñòâà rL. Êðîìå òîãî, ââåäåì îáîçíà÷åíèå

d1 ll
∗I
K = lλ

∗I
K

è íàçîâåì ôóíêöèþ lλ
∗I
K âîëíîâîé ôóíêöèåé ïðî-

ñòðàíñòâà lL∗. Äèôôåðåíöèàë d2 îáîçíà÷èì d. Óðàâ-
íåíèÿ ñòðóêòóðû, çàïèñàííûå ïî îòíîøåíèþ ê âîëíî-
âûì ôóíêöèÿì

d rλ
M
L = d rl

M
K · rλKL ,

d lλ
∗M

L = lλ
∗M

K · d ll∗KL ,
d ll

∗M
L · lλ∗LM + rλ

K
L · d ll∗MI · gKM · gLI+

+ lλ
∗K

L · d rlMI · gLI · gKM + d rl
M
L · rλLM = 0 ,

(50)
íàçîâåì êâàíòîâûìè óðàâíåíèÿìè ïðàâî-ëåâîé îáùåé
àëãåáðû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ( rL+ lL∗) â äèô-
ôåðåíöèàëàõ.

5.2. Ëåâî-ïðàâàÿ îáùàÿ àëãåáðà ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé ( lL+ rL∗)

Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê óðàâíåíèÿì ñòðóêòóðû ëåâî-
ïðàâîé îáùåé àëãåáðû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ( lL+ rL∗).
Â óðàâíåíèÿõ (49) ââåäåì îáîçíà÷åíèå

d1 ll
I
K = lλ

I
K

è íàçîâåì ôóíêöèþ lλ
I
K âîëíîâîé ôóíêöèåé ïðî-

ñòðàíñòâà lL. Êðîìå òîãî, ââåäåì îáîçíà÷åíèå

d1 rl
∗I
K = rλ

∗I
K

è íàçîâåì ôóíêöèþ rλ
∗I
K âîëíîâîé ôóíêöèåé ïðî-

ñòðàíñòâà rL∗. Äèôôåðåíöèàë d2 îáîçíà÷èì d. Óðàâ-
íåíèÿ ñòðóêòóðû, çàïèñàííûå ïî îòíîøåíèþ ê âîëíî-
âûì ôóíêöèÿì

d lλ
M
L = d ll

M
K · lλKL ,

d rλ
∗K

I = rλ
∗K

L · d rlLI ,
rλ

∗M
L · d rl∗LM + d ll

K
L · rλ∗MI · gKM · gLI+

+d rl
∗K

L · lλMI · gLI · gKM + lλ
M
L · d llLM = 0 ,

(51)

íàçîâåì êâàíòîâûìè óðàâíåíèÿìè ëåâî-ïðàâîé îáùåé
àëãåáðû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ( lL+ rL∗) â äèô-
ôåðåíöèàëàõ.
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6. Óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû êèíåìàòè÷åñêîé
àëãåáðû T = X+ L

Êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà ñóùåñòâóåò â äâóõ ìîäè-
ôèêàöèÿõ: ëåâàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà lT è ïðàâàÿ
êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà rT.

6.1. Ïðàâàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà rT = rX+ rL

Âåêòîðû â ýòîé àëãåáðå èìåþò âèä

rt =
1

L0
rx+ rl .

Óìíîæåíèå âåêòîðîâ â ïðàâîé êèíåìàòè÷åñêîé àë-
ãåáðå çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì10:

rt = rt1 ◦ rt2 . (52)

Çäåñü rt , rt1 , rt2 ∈ rT. Äàëåå ðàññìîòðèì óðàâ-
íåíèÿ ñòðóêòóðû êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðû rT, îïðå-
äåëÿåìûå äèôôåðåíöèðîâàíèåì âûøåóêàçàííîãî çà-
êîíà óìíîæåíèÿ âåêòîðîâ. Âîçüìåì ïåðâûå äèôôå-
ðåíöèàëû îò ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ

d1 rt = d rt1 ◦ rt2 , d2 rt = rt1 ◦ d rt2 .

Îòñþäà âáëèçè åäèíèöû àëãåáðû (äëÿ rt1=rt2=1)

d1 rt = d rt1 , d2 rt = d rt2 . (53)

Âîçüìåì âòîðîé äèôôåðåíöèàë îò ñîîòíîøåíèÿ
(52)

d2d1 rt = d rt1 ◦ d rt2 . (54)

Èñïîëüçóåì âûðàæåíèå (53) äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ
ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ïîëó÷èì

d2d1 rt = d1 rt ◦ d2 rt .

Ýòî óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå ñòðóê-
òóðû ïðàâîé êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðû rT. Çàïèøåì
åãî ÷åðåç âåêòîðû ñëàãàåìûõ ïðîñòðàíñòâ rX è rL.
Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì â ýòî óðàâíåíèå

d rt =
1

L0
· d rx+ d rl.

Ïîëó÷èì

d2

(
1
L0
· d1 rx+ d1 rl

)
=

=
(

1
L0
· d1 rx+ d1 rl

)
◦
(

1
L0
· d2 rx+ d2 rl

)

10 Çäåñü âåêòîðû t ÿâëÿþòñÿ áåçðàçìåðíûìè.

èëè11

d2d1 rx = 1
L0
· d1 rx ◦ d2 rx+ d1 rl ◦ d2 rx ,

d2d1 rl = d1 rl ◦ d2 rl .
(55)

Çàïèøåì ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ ÷åðåç êîîðäèíàòû
âåêòîðîâ rx è rl. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì â ñîîòíîøåíèå
(55) âûðàæåíèÿ âåêòîðîâ ÷åðåç áàçèñíûå âåêòîðû

rx = reI · rxI è rl = rl
K
I · rIIK

è âîñïîëüçóåìñÿ çàêîíîì óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ â rT (9)

reI ◦ reK = reL · rCLIK ,
reK ◦ rIIM = δIK · reM ,

rI
L
K ◦ reM = 0 ,

rI
L
K ◦ rIIM = δIK · rILM .

Ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû äëÿ êîîðäèíàò âåê-
òîðîâ â ïðàâîé êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðå

d2d1 rx
I = 1

L0
· rCIML · d1 rxM · d2 rxL+

+d2 rl
I
M · d1 rxM ,

d2d1 rl
I
K = d2 rl

I
L · d1 rlLK .

(56)

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ëåâîé êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðå

lT = lX+ lL.

6.2. Ëåâàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà lT = lX+ lL

Óìíîæåíèå âåêòîðîâ â ëåâîé êèíåìàòè÷åñêîé àë-
ãåáðå çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì12:

lt = lt2 ◦ lt1 . (57)

Çäåñü lt , lt1 , lt2 ∈ lT. Äàëåå ðàññìîòðèì óðàâíå-
íèÿ ñòðóêòóðû êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðû lT, îïðåäå-
ëÿåìûå äèôôåðåíöèðîâàíèåì âûøåóêàçàííîãî çàêî-
íà óìíîæåíèÿ âåêòîðîâ. Âîçüìåì ïåðâûå äèôôåðåí-
öèàëû îò ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ

d1 lt = lt2 ◦ d lt1 , d2 lt = d lt2 ◦ lt1 .

Îòñþäà âáëèçè åäèíèöû àëãåáðû (äëÿ lt1= lt2=1)

d1 lt = d lt1 , d2 lt = d lt2 . (58)

Âîçüìåì âòîðîé äèôôåðåíöèàë îò ñîîòíîøåíèÿ
(57)

d2d1 lt = dt2 ◦ dt1 . (59)

11 Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî d1 rx ◦ d2 rl = 0 .
12 Çäåñü âåêòîðû t ÿâëÿþòñÿ áåçðàçìåðíûìè.
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Èñïîëüçóåì ñîîòíîøåíèÿ (58) äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ
ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ïîëó÷èì

d2d1 lt = d2 lt ◦ d1 lt .

Ýòî óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå ñòðóê-
òóðû ëåâîé êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðû lT. Çàïèøåì åãî
÷åðåç âåêòîðû ñëàãàåìûõ ïðîñòðàíñòâ lX è lL. Äëÿ
ýòîãî ïîäñòàâèì â ýòî óðàâíåíèå

d lt =
1

L0
· d lx+ d ll.

Ïîëó÷èì

d2

(
1
L0
· d1 lx+ d1 ll

)
=

=
(

1
L0
· d2 lx+ d2 ll

)
◦
(

1
L0
· d1 lx+ d1 ll

)
èëè13

d2d1 lx = 1
L0
· d2 lx ◦ d1 lx+ d2 ll ◦ d1 lx ,

d2d1 ll = d2 ll ◦ d1 ll .
(60)

Çàïèøåì ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ ÷åðåç êîîðäèíàòû
âåêòîðîâ lx è ll. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì â ñîîòíîøåíèå
(60) âûðàæåíèÿ âåêòîðîâ ÷åðåç áàçèñíûå âåêòîðû

lx = leI · lxI è ll = ll
K
I · lIIK

è âîñïîëüçóåìñÿ çàêîíîì óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ â lT (6)

leI ◦ leK = leL · lCLKI ,
leK ◦ lIIM = 0 ,

lI
L
K ◦ leM = δLM · leK ,

lI
L
K ◦ lIIM = δLM · lIIK .

Ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû äëÿ êîîðäèíàò âåê-
òîðîâ â ïðàâîé êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðå

d2d1 lx
I = 1

L0
· lCIML · d1 lxM · d2 lxL+

+d2 ll
L
M · d1 lxM ,

d2d1 ll
I
K = d2 ll

I
L · d1 llLK .

(61)

7. Êâàíòîâûå óðàâíåíèÿ êèíåìàòè÷åñêîé
àëãåáðû â äèôôåðåíöèàëàõ

7.1. Ïðàâàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà rT = rX+ rL

Â óðàâíåíèè (55) ââåäåì îáîçíà÷åíèå d1 rx = rχ
è ñîîòâåòñòâåííî â óðàâíåíèè (56) ââåäåì îáîçíà÷å-
íèå d1 rx

I = rχ
I è íàçîâåì ôóíêöèþ rχ ñ êîîðäèíà-

òàìè rχ
I âîëíîâîé ôóíêöèåé ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè

13 Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî d2 lx ◦ d1 ll = 0 .

rX. Êðîìå òîãî, â óðàâíåíèè (55) ââåäåì îáîçíà÷åíèå
d1 rl = rλ è ñîîòâåòñòâåííî â óðàâíåíèè (56) ââåäåì
îáîçíà÷åíèå d1 rl

I
K = rλ

I
K è íàçîâåì ôóíêöèþ rλ ñ

êîîðäèíàòàìè rλ
I
K âîëíîâîé ôóíêöèåé ïðîñòðàíñòâà

rL. Äèôôåðåíöèàë d2 ïåðåîáîçíà÷èì d. Óðàâíåíèÿ
ñòðóêòóðû (55), çàïèñàííûå ïî îòíîøåíèþ ê âîëíî-
âûì ôóíêöèÿì

d rχ = 1
L0
· rχ ◦ d rx+ rλ ◦ d rx ,

d rλ = rλ ◦ d rl ,
(62)

è óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû (56), çàïèñàííûå ïî îòíîøå-
íèþ ê êîîðäèíàòàì âîëíîâûõ ôóíêöèé

d rχ
I = 1

L0
· rCIML · rχM · d rxL + d rl

I
M · rχM ,

d rλ
I
K = d rl

I
L · rλLK ,

(63)

íàçîâåì êâàíòîâûìè óðàâíåíèÿìè ïðàâîé êèíåìàòè-
÷åñêîé àëãåáðû â äèôôåðåíöèàëàõ . Êîýôôèöèåíò L0

èìååò ðàçìåðíîñòü äëèíû è àíàëîãè÷åí ïîñòîÿííîé
Ïëàíêà ℏ â óðàâíåíèÿõ êâàíòîâîé ìåõàíèêè.

7.2. Ëåâàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà lT = lX+ lL

Â óðàâíåíèè (60) ââåäåì îáîçíà÷åíèå d1 lx = lχ
è ñîîòâåòñòâåííî â óðàâíåíèè (61) ââåäåì îáîçíà÷å-
íèå d1 lx

I = lχ
I è íàçîâåì ôóíêöèþ lχ ñ êîîðäèíà-

òàìè lχ
I âîëíîâîé ôóíêöèåé ïðîñòðàíñòâà âðåìåíè

lX. Êðîìå òîãî, â óðàâíåíèè (60) ââåäåì îáîçíà÷åíèå
d1 ll = lλ è ñîîòâåòñòâåííî â óðàâíåíèè (61) ââåäåì
îáîçíà÷åíèå d1 ll

I
K = lλ

I
K è íàçîâåì ôóíêöèþ lλ ñ

êîîðäèíàòàìè lλ
I
K âîëíîâîé ôóíêöèåé ïðîñòðàíñòâà

lL. Äèôôåðåíöèàë d2 ïåðåîáîçíà÷èì d. Óðàâíåíèÿ
ñòðóêòóðû (60), çàïèñàííûå ïî îòíîøåíèþ ê âîëíî-
âûì ôóíêöèÿì

d lχ = 1
L0
· d lx ◦ lχ+ d ll ◦ lχ ,

d lλ = d ll ◦ lλ ,
(64)

è óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû (61), çàïèñàííûå ïî îòíîøå-
íèþ ê êîîðäèíàòàì âîëíîâûõ ôóíêöèé

d lχ
I = 1

L0
· lCIML · lχM · d lxL + d ll

I
M · lχM ,

d lλ
I
K = d ll

I
L · lλLK ,

(65)

íàçîâåì êâàíòîâûìè óðàâíåíèÿìè ëåâîé êèíåìàòè-
÷åñêîé àëãåáðû â äèôôåðåíöèàëàõ .

8. Óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû ñîïðÿæåííîé
êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðû T∗ = X∗ + L∗

Ñîïðÿæåííàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà ñóùåñòâóåò
â äâóõ ìîäèôèêàöèÿõ: ëåâàÿ ñîïðÿæåííàÿ êèíåìàòè-
÷åñêàÿ àëãåáðà lT∗ è ïðàâàÿ ñîïðÿæåííàÿ êèíåìàòè-
÷åñêàÿ àëãåáðà rT∗.
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8.1. Ïðàâàÿ ñîïðÿæåííàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà

rT∗ = rX∗ + rL∗

Âåêòîðû â ýòîé àëãåáðå èìåþò âèä

rt
∗ =

1

L0
· rx∗ + rl

∗ ∈ rT∗ = rX∗ + rL∗ .

Óìíîæåíèå âåêòîðîâ â ïðàâîé ñîïðÿæåííîé êèíå-
ìàòè÷åñêîé àëãåáðå çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

rt
∗ = rt

∗
1 ◦ rt∗2 .

Ââåäåì âòîðîé äèôôåðåíöèàë d2d1 rt
∗. Âûïîëíÿÿ

äëÿ íåãî âûêëàäêè, àíàëîãè÷íûå òåì, êîòîðûå áûëè
ïðîäåëàíû â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ïîëó÷èì óðàâíå-
íèå ñòðóêòóðû ïðàâîé ñîïðÿæåííîé êèíåìàòè÷åñêîé
àëãåáðû rT∗

d2d1 rt
∗ = d1 rt

∗ ◦ d2 rt∗ . (66)

Çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå ÷åðåç âåêòîðû ñëàãàåìûõ
ïðîñòðàíñòâ rX∗ è rL∗. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì â ýòè
óðàâíåíèÿ

d rt
∗ =

1

L0
· d rx∗ + d rl

∗.

Ïîëó÷èì

d2

(
1
L0
· d1 rx∗ + d1 rl

∗
)
=

=
(

1
L0
· d1 rx∗ + d1 rl

∗
)
◦
(

1
L0
· d2 rx∗ + d2 rl

∗
)

èëè14

d2d1 rx
∗ = 1

L0
· d1 rx∗ ◦ d2 rx∗ + d1 rl

∗ ◦ d2 rx∗ ,

d2d1 rl
∗ = d1 rl

∗ ◦ d2 rl∗ .
(67)

Çàïèøåì ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ ÷åðåç êîîðäèíàòû
âåêòîðîâ rx

∗ è rl
∗. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì â ñîîòíîøå-

íèå (67) âûðàæåíèÿ äèôôåðåíöèàëîâ âåêòîðîâ ÷åðåç
áàçèñíûå âåêòîðû

d rx
∗ = d rxI · rEI è d rl

∗ = d rl
∗K
I · rKI

K .

Ïîëó÷èì

d2d1 rxI · rEI = 1
L0
d1 rxI · d2 rxK · ( rEI ◦ rEK)+

+d1 rl
∗K

L · d2 rxI · ( rKL
K ◦ rEI) ,

d2d1 rl
∗K

I · rKI
K = d1 rl

∗K
L · d2 rl∗MI · ( rKL

K ◦ rKI
M ) .

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ çàêîíîì óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ
âåêòîðîâ â rT∗ (19)

rK
L
K ◦ rKI

M = δIK · rKL
M ,

rK
L
K ◦ rEI = δIK · rEL ,

rE
L ◦ rKI

M = 0 ,

rE
I ◦ rEK = rC

KI
L · rEL .

14 Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî d1 rx∗ ◦ d2 rl∗ = 0 .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû äëÿ êî-
îðäèíàò âåêòîðîâ ïðàâîé ñîïðÿæåííîé êèíåìàòè÷å-
ñêîé àëãåáðû

d2d1 rxI = d2 rxL · d1 rl∗LI + 1
L0
d2 rxK · d1 rxL · rCKLI ,

d2d1 rl
∗K

I = d2 rl
∗K

L · d1 rl∗LI .
(68)

8.2. Ëåâàÿ ñîïðÿæåííàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà

lT∗ = lX∗ + lL∗

Âåêòîðû â ýòîé àëãåáðå èìåþò âèä

lt
∗ =

1

L0
· lx∗ + ll

∗ ∈ lT∗ = lX∗ + lL∗,

Óìíîæåíèå âåêòîðîâ â ëåâîé ñîïðÿæåííîé êèíåìà-
òè÷åñêîé àëãåáðå çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

lt
∗ = lt

∗
2 ◦ lt∗1 .

Ââåäåì âòîðîé äèôôåðåíöèàë d2d1 lt
∗. Âûïîëíÿÿ

äëÿ íåãî âûêëàäêè, àíàëîãè÷íûå òåì, êîòîðûå áû-
ëè ïðîäåëàíû â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ïîëó÷èì óðàâ-
íåíèå ñòðóêòóðû ëåâîé ñîïðÿæåííîé êèíåìàòè÷åñêîé
àëãåáðû lT∗

d2d1 lt
∗ = d2 lt

∗ ◦ d1 lt∗ . (69)

Çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå ÷åðåç âåêòîðû ñëàãàåìûõ
ïðîñòðàíñòâ lX∗ è lL∗. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì â ýòè
óðàâíåíèÿ

d lt
∗ =

1

L0
· d lx∗ + d ll

∗.

Ïîëó÷èì

d2

(
1
L0
· d1 lx∗ + d1 ll

∗
)
=

=
(

1
L0
· d2 lx∗ + d2 ll

∗
)
◦
(

1
L0
· d1 lx∗ + d1 ll

∗
)

èëè15

d2d1 lx
∗ = 1

L0
· d2 lx∗ ◦ d1 lx∗ + d2 rx

∗ ◦ d1 rl∗ ,
d2d1 ll

∗ = d2 ll
∗ ◦ d1 ll∗ .

(70)

Çàïèøåì ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ ÷åðåç êîîðäèíàòû
âåêòîðîâ lx

∗ è ll
∗. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì â (70) âûðà-

æåíèÿ äèôôåðåíöèàëîâ âåêòîðîâ ÷åðåç áàçèñíûå âåê-
òîðû

d lx
∗ = d lxI · lEI è d ll

∗ = d ll
∗K
I · lKI

K .

15 Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî d2 ll
∗ ◦ d1 lx

∗ = 0 .
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Ïîëó÷èì

d2d1 lxI · lEI = 1
L0
d2 lxI · d1 lxK · ( lEI ◦ lEK)+

+d2 lxL · d1 ll∗MI · ( lEL ◦ lKI
M ) ,

d2d1 ll
∗K

I · lKI
K = d2 ll

∗K
L · d1 ll∗MI · ( lKL

K ◦ lKI
M ) .

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ çàêîíîì óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ
âåêòîðîâ â lT∗ (16)

lK
L
K ◦ lKI

M = δLM · lKI
K ,

lK
L
K ◦ lEI = 0 ,

lE
L ◦ lKI

M = δLM · lEI ,
lE

I ◦ lEK = lC
IK
L · lEL .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû äëÿ êî-
îðäèíàò âåêòîðîâ ëåâîé ñîïðÿæåííîé êèíåìàòè÷åñêîé
àëãåáðû

d2d1 lxI = d2 lxL · d1 ll∗LI + 1
L0
d2 lxI · d1 lxK · lCIKI ,

d2d1 ll
∗K

I = d2 ll
∗K

L · d1 ll∗LI .
(71)

9. Êâàíòîâûå óðàâíåíèÿ ñîïðÿæåííîé
êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðû â äèôôåðåíöèàëàõ

9.1. Ïðàâàÿ ñîïðÿæåííàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà

rT∗ = rX∗ + rL∗

Â óðàâíåíèÿõ (67) ââåäåì îáîçíà÷åíèå d1 rx
∗ = rχ

∗

è ñîîòâåòñòâåííî â óðàâíåíèÿõ (68) ââåäåì îáîçíà÷å-
íèå d1 rxI = rχI è íàçîâåì ôóíêöèþ rχ

∗ ñ êîîðäèíà-
òàìè rχ

∗
I âîëíîâîé ôóíêöèåé ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàí-

ñòâà âðåìåíè rX∗. Êðîìå òîãî, â óðàâíåíèÿõ (67) ââå-
äåì îáîçíà÷åíèå d1 rl

∗ = rλ
∗ è ñîîòâåòñòâåííî â óðàâ-

íåíèÿõ (68) ââåäåì îáîçíà÷åíèå d1 rl
∗I
K = rλ

∗I
K è

íàçîâåì ôóíêöèþ rλ
∗ ñ êîîðäèíàòàìè rλ

∗I
K âîëíî-

âîé ôóíêöèåé ïðîñòðàíñòâà rL∗. Äèôôåðåíöèàë d2
îáîçíà÷èì d. Óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû (67), çàïèñàííûå
ïî îòíîøåíèþ ê âîëíîâûì ôóíêöèÿì

d rχ
∗ = 1

L0
· rχ∗ ◦ d rx∗ + rλ

∗ ◦ d rx∗ ,

d rλ
∗ = rλ

∗ ◦ d rl∗ ,
(72)

è óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû (68), çàïèñàííûå ïî îòíîøå-
íèþ ê êîîðäèíàòàì âîëíîâûõ ôóíêöèé

d rχ
∗
I =

1
L0
· d rxK · rχL · rCKLI + d rxL · rλ∗LI ,

dλ∗KI = d rl
∗K

L · rλ∗LI ,
(73)

íàçîâåì êâàíòîâûìè óðàâíåíèÿìè ïðàâîé ñîïðÿæåí-
íîé êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðû â äèôôåðåíöèàëàõ . Êî-
ýôôèöèåíò L0 èìååò ðàçìåðíîñòü äëèíû è àíàëîãè÷åí
ïîñòîÿííîé Ïëàíêà ℏ â óðàâíåíèÿõ êâàíòîâîé ìåõàíè-
êè.

9.2. Ëåâàÿ ñîïðÿæåííàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà

lT∗ = lX∗ + lL∗

Â óðàâíåíèÿõ (70) ââåäåì îáîçíà÷åíèå d1 lx
∗ = lχ

∗

è ñîîòâåòñòâåííî â óðàâíåíèÿõ (71) ââåäåì îáîçíà÷å-
íèå d1 lxI = lχI è íàçîâåì ôóíêöèþ lχ

∗ ñ êîîðäèíà-
òàìè lχ

∗
I âîëíîâîé ôóíêöèåé ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàí-

ñòâà âðåìåíè lX∗. Êðîìå òîãî, â óðàâíåíèÿõ (70) ââå-
äåì îáîçíà÷åíèå d1 ll

∗ = lλ
∗ è ñîîòâåòñòâåííî â óðàâ-

íåíèÿõ (71) ââåäåì îáîçíà÷åíèå d1 ll
∗I
K = lλ

∗I
K è íà-

çîâåì ôóíêöèþ lλ
∗ ñ êîîðäèíàòàìè lλ

∗I
K âîëíîâîé

ôóíêöèåé ïðîñòðàíñòâà lL∗. Äèôôåðåíöèàë d2 îáî-
çíà÷èì d. Óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû (70), çàïèñàííûå ïî
îòíîøåíèþ ê âîëíîâûì ôóíêöèÿì

d lχ
∗ = 1

L0
· d lx∗ ◦ lχ∗ + d lx

∗ ◦ lλ∗ ,
d lλ

∗ = d ll
∗ ◦ lλ∗ , (74)

è óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû (71), çàïèñàííûå ïî îòíîøå-
íèþ ê êîîðäèíàòàì âîëíîâûõ ôóíêöèé

d lχ
∗
I =

1
L0
· d lxI · lχK · lCIKI + d lxL · lλ∗LI ,

dλ∗KI = d ll
∗K

L · lλ∗LI ,
(75)

íàçîâåì êâàíòîâûìè óðàâíåíèÿìè ëåâîé ñîïðÿæåí-
íîé êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðû â äèôôåðåíöèàëàõ .

10. Óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû îáùåé
êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðû (T+ T∗) = (X+ L+ X∗ + L∗)

Îáùàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà (T+ T∗) ñóùåñòâó-
åò â äâóõ ìîäèôèêàöèÿõ: ëåâî-ïðàâàÿ îáùàÿ êèíå-
ìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà ( lT+ rT∗) è ïðàâî-ëåâàÿ îáùàÿ
êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà ( rT+ lT∗). Çäåñü ìû îãðà-
íè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì óðàâíåíèé ñòðóêòóðû ïðàâî-
ëåâîé îáùåé êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðû ( rT+ lT∗).

10.1. Ïðàâî-ëåâàÿ îáùàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà
( rT+ lT∗)

Âåêòîðû â ýòîé àëãåáðå èìåþò âèä16

rt = rx+ rl+ lx
∗ + ll

∗ ∈ T = rX+ rL+ lX∗ + lL∗ .

Óìíîæåíèå âåêòîðîâ â ðàññìàòðèâàåìîé àëãåáðå çà-
ïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

rt = t1 ◦ t2 .

Ââåäåì âòîðîé äèôôåðåíöèàë d2d1 rt. Âûïîëíÿÿ
äëÿ íåãî âûêëàäêè, àíàëîãè÷íûå òåì, êîòîðûå áûëè

16 Çäåñü äëÿ óäîáñòâà âåêòîðû rx è lx
∗ ïðèíÿòû áåçðàçìåðíû-

ìè.
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ïðîäåëàíû â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ, ïîëó÷èì óðàâíå-
íèå ñòðóêòóðû äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé àëãåáðû

d2d1 rt = d1 rt ◦ d2 rt . (76)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè d rt ïîëó÷èì

d2(d1 rx+ d1 rl+ d1 lx
∗ + d1 ll

∗) =

= (d1 rx+ d1 rl+ d1 lx
∗ + d1 ll

∗)◦
◦(d2 rx+ d2 rl+ d2 lx

∗ + d2 ll
∗) ,

èëè

d2d1 rx+ d2d1 rl+ d2d1 lx
∗ + d2d1 ll

∗ =

= d1 rx ◦ d2 rx+ d1 rx ◦ d2 rl+
+d1 rx ◦ d2 lx∗ + d1 rx ◦ d2 ll∗+
+d1 rl ◦ d2 rx+ d1 rl ◦ d2 rl+
+d1 rl ◦ d2 ll∗ + d1 rl ◦ d2 ll∗+
+d1 lx

∗ ◦ d2 rx+ d1 lx
∗ ◦ d2 rl+

+d1 lx
∗ ◦ d2 lx∗ + d1 lx

∗ ◦ d2 ll∗+
+d1 ll

∗ ◦ d2 rx+ d1 ll
∗ ◦ d2 rl+

+d1 ll
∗ ◦ d2 lx∗ + d1 ll

∗ ◦ d2 ll∗ .

Âû÷èñëèì óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû äëÿ êîîðäèíàò
âåêòîðîâ. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì â ïðåäûäóùåå ñîîò-
íîøåíèå âûðàæåíèÿ äèôôåðåíöèàëîâ ÷åðåç áàçèñíûå
âåêòîðû

d rx = reI · d rxI , d rl = rI
K
I · d rlIK ,

d lx
∗ = d lxI · lEI , d ll

∗ = d ll
∗I
K · lKK

I .

Ïîëó÷èì

d2d1 rx
I · reI + d2d1 rl

M
L · rILM+

+d2d1 ll
∗K

I · lKI
K + d2d1 lxL · lEL =

= d1 rx
K · d2 rxM · ( reK ◦ reM )+

+d1 rx
K · d2 rlMI · ( reK ◦ rIIM )+

+d1 rx
K · d2 ll∗MI · ( reK ◦ lKI

M )+

+d1 rx
K · d2 lxI · ( reK ◦ lEI)+

+d1 rl
K
L · d2 rxM · ( rILK ◦ reM )+

+d1 rl
K
L · d2 rlMI · ( rILK ◦ rIIM )+

+d1 rl
K
L · d2 ll∗MI · ( rILK ◦ lKI

M )+

+d1 rl
K
L · d2 lxI · ( rILK ◦ lEI)+

+d1 ll
∗K

L · d2 rxM · ( lKL
K ◦ reM )+

+d1 ll
∗K

L · d2 rlMI · ( lKL
K ◦ rIIM )+

+d1 ll
∗K

L · d2 ll∗MI · ( lKL
K ◦ lKI

M )+

+dl ll
∗K

L · d2 lxI · ( lKL
K ◦ lEI)+

+d1 lxL · d2 rxM · ( lEL ◦ reM )+

+d1 lxL · d2 rlMI · ( lEL ◦ rIIM )+

+d1 lxL · d2 ll∗MI · ( lEL ◦ lKI
M )+

+d1 lxL · d2 lxI · ( lEL ◦ lEI) .

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ïðàâèëàìè óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ
âåêòîðîâ â ðàññìàòðèâàåìîé àëãåáðå (25):

reK ◦ lEI = lK
I
K + δIK ,

reI ◦ reK = reL · rCLIK + rI
M
L · rCLMIK ,

reK ◦ lKI
M = gKM · lEL ,

lK
L
K ◦ reM = δLM · reK ,

lK
L
K ◦ lKI

M = δLM · δIK + δLM · lKI
K ,

reK ◦ rIIM = δIK · reM ,

rI
L
K ◦ reM = lE

L · gKM ,

rI
L
K ◦ lKI

M = gKM · gLI ,
lK

L
K ◦ rIIM = gLI · gKM ,

lK
L
K ◦ lEI = gLI · reK ,

lE
L ◦ lKI

M = δLM · lEI ,
rI
L
K ◦ rIIM = δIK · δLM + δIK · rILM ,

lE
L ◦ rIIM = gLI · reM ,

rI
L
K ◦ lEI = lE

L · δIK ,
lE

I ◦ lEK = lC
IK
L · lEL + lC

IKM
L · lKL

M ,

lE
L ◦ reM = δLM + rI

L
M .

Ïîëó÷èì

d2d1 rx
I · reI+

+d2d1 rl
M
L · rILM+

+d2d1 ll
∗K

I · lKI
K+

+d2d1 lxL · lEL =

d1 rx
K · d2 rxM · reI · rCIKM+

+d1 rx
K · d2 rxM · rIPL · rCLPKM ·+

+d1 rx
K · d2 rlMK · reM+

+d1 rx
K · d2 rl∗MI · gKM · lEI+

+d1 rx
K · d2 lxI · ( lKI

K + δIK)+

+d1 rl
K
L · d2 rxM · gKM · lEL+

+d1 rl
K
L · d2 rlMK · (δLM + rI

L
M )+

+d1 rl
K
L · d2 ll∗MI · gKM · gLI+

+d1 rl
K
L · d2 rxK · lEL+

+d1 ll
∗K

L · d2 rxL · reK+

+d1 ll
∗K

L · d2 rlMI · gLI · gKM+

+d1 ll
∗K

L · d2 ll∗LI · (δIK + lK
I
K)+

+d1 ll
∗K

L · d2 lxI · gLI · reK+

+d1 lxL · d2 rxM · (δLM + rI
L
M )+

+d1 lxL · d2 llMI · gLI · reM+

+d1 lxL · d2 rl∗LI · lEI+
+d1 lxL · d2 lxI · lCLIK · lEK+

+d1 lxL · d2 lxI · lCLIMK · lKK
M .

Ïîñëå ðàçäåëåíèÿ ñëàãàåìûõ ïî áàçèñíûì âåêòî-
ðàì, ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû ïî îòíîøåíèþ ê
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äèôôåðåíöèàëàì êîîðäèíàò âåêòîðîâ

d2d1 rx
I = d2 rl

I
K · d1 rxK+

+d1 ll
∗I
L · d2 rxL + rC

I
KL · d1 rxK · d2 rxL+

+d2 rl
I
M · d1 lxL · gLM + d2 lxK · d1 ll∗IL · gLK ,

d2d1 rl
M
L = d2 rl

M
K · d1 rlKL + d2 rx

M · d1 lxL+
+ rC

M
LIK · d1 rxI · d2 rxK ,

d2d1 ll
∗K

I = d1 ll
∗K

L · d2 ll∗LI + d1 rx
K · d2 lxI+

+d1 lxL · d2 lxM · lCLMK
I ,

d2d1 lxL = d2 lxK · d1 rlKL+
+d1 lxK · d2 ll∗KL + d1 lxK · d2 lxI · lCKIL+
+gKM · d1 rxM · d2 ll∗KL + gKM · d1 rlML · d2 rxK ,

d2 rx
K · d1 lxK + d2 lxK · d1 rxK + d2 rl

K
L · d1 rlLK+

+d2 ll
∗K

L · d1 ll∗LK + gLI · gKM · d2 rlKL · d1 ll∗MI+
+gLI · gKM · d2 ll∗KL · d1 rlMI = 0 .

(77)
Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àëãåá-

ðàè÷åñêîå óðàâíåíèå. Îíî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îòîá-
ðàæåíèÿ ïðîèçâåäåíèé áàçèñíûõ âåêòîðîâ íà ìíîæå-
ñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë IR.

11. Êâàíòîâûå óðàâíåíèÿ ïðàâî-ëåâîé îáùåé
êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðû â äèôôåðåíöèàëàõ

Â óðàâíåíèÿõ (77) âåäåì îáîçíà÷åíèå d1 rx
I = rχ

I è
íàçîâåì ôóíêöèþ rχ

I âîëíîâîé ôóíêöèåé ïðîñòðàí-
ñòâà-âðåìåíè rX. Êðîìå òîãî, ââåäåì îáîçíà÷åíèå
d1 rl

I
K = rλ

I
K è íàçîâåì ôóíêöèþ rλ

I
K âîëíîâîé

ôóíêöèåé ïðîñòðàíñòâà rL. Êðîìå òîãî, ââåäåì îáî-
çíà÷åíèå d1xI = lχI è íàçîâåì ôóíêöèþ lχI âîëíîâîé
ôóíêöèåé ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè lX∗.
Êðîìå òîãî, ââåäåì îáîçíà÷åíèå d1 ll

∗I
K = lλ

∗I
K è íà-

çîâåì ôóíêöèþ lλ
∗I
K âîëíîâîé ôóíêöèåé ñîïðÿæåí-

íîãî ïðîñòðàíñòâà lL∗. Äèôôåðåíöèàë d2 îáîçíà÷èì
d. Óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû, çàïèñàííûå ïî îòíîøåíèþ
ê âîëíîâûì ôóíêöèÿì

d rχ
I=d rl

I
K · rχK+ lλ

∗I
L · d rxL+ rC

I
KL · rχK ·d rxL+

+d rl
I
M · lχ∗

L · gLM + d lxK · lλ∗IL · gLK ,

d rλ
M
L = d rl

M
K · rλKL + d rx

M · lχ∗
L +

+ rC
M
LIK · rχI · d rxK ,

dλ∗KI = lλ
∗K

L · d ll∗LI + rχ
K · d lxI +

+ lχL · d lxM · lCLMK
I ,

d lχL=d lxK ·rλKL+ lχK ·d ll∗KL+ lχK ·d lxI · lCKIL+
+gKM · rχM · d ll∗KL + gKM · rλML · d rxK ,

d rx
K·lχK+d lxK · rχK+d rl

K
L · rλLK+d ll

∗K
L · lλ∗LK+

gLI ·gKM ·d rlKL · lλ∗MI+gLI ·gKM ·d ll∗KL · rλMI=0,

ÿâëÿþòñÿ êâàíòîâûìè óðàâíåíèÿìè ïðàâî-ëåâîé îá-
ùåé êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðû â äèôôåðåíöèàëàõ .

V. ÎÁÎÁÙÅÍÈÅ ÒÀÁËÈÖÛ ÓÌÍÎÆÅÍÈß
ÁÀÇÈÑÍÛÕ ÂÅÊÒÎÐÎÂ

Óìíîæåíèå âåêòîðîâ äîïóñêàåò îáîáùåíèå, îñíî-
âàííîå íà îáùåì ïîäõîäå ê óíèâåðñàëüíîìó ïðîèç-
âåäåíèþ, êîòîðîå äîëæíî ñîäåðæàòü â êà÷åñòâå ñëà-
ãàåìûõ òåíçîðíóþ, âåêòîðíóþ è ñêàëÿðíóþ ÷àñòè.
Íàïðèìåð, äëÿ

lE
L ◦ rIIM

èç ñîîòíîøåíèÿ (25) èìååì

lE
L ◦ rIIM = lE

L ◦ lEI ⊗ reM =

= lE
L ⊗ lE

I ⊗ reM + ( lE
L · lEI)⊗ reM =

= rJ
LI
M + gLI · reM .

Óêàçàííîå ïðîèçâåäåíèå èìååò òîò íåäîñòàòîê, ÷òî
íå ñîäåðæèò ñêàëÿðíîé ÷àñòè. Ïîñëå íåîáõîäèìîãî
îáîùåíèÿ óêàçàííîå ïðîèçâåäåíèå ïðèîáðåòàåò âèä

lE
L ◦ rIIM = rJ

LI
M + gLI · reM + lC

LI
M .

Çäåñü

lC
LI
M = lE

L · rIIM

� ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàññìàòðèâàåìûõ áàçèñíûõ
âåêòîðîâ. Îáîáùåíèå òàáëèöû óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ
âåêòîðîâ, ñâÿçàííîå ñ ó÷åòîì ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäå-
íèé, ïîíàäîáèòñÿ â Ãëàâå 6.1 ïðè êîíñòðóèðîâàíèè
ñêàëÿðíîãî äåéñòâèÿ. Äàëåå ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå
ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ äëÿ äâóõ
ñëó÷àåâ:
1) ïðàâî-ëåâîé îáùåé àëãåáðû;
2) ëåâî-ïðàâîé îáùåé àëãåáðû.

1. Ïðàâî-ëåâàÿ îáùàÿ àëãåáðà

Ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ïðàâî-
ëåâîé îáùåé àëãåáðû íåîáõîäèìû ïðè êîíñòðóèðîâà-
íèè ñêàëÿðíîãî äåéñòâèÿ îòíîñèòåëüíî ïðàâîãî âåê-
òîðà äåéñòâèÿ ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà. Â ýòîì ñëó÷àå
èìååì
1) äëÿ ñêàëÿðíîãî äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî îáú-

åêòà

lE
M · reI = δMI , (78)

lK
M
N · reI = rC

M
NI , (79)

lL
M
NP · reI = rC

M
NPI ; (80)
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2) äëÿ ñêàëÿðíîãî äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íîãî îáú-
åêòà

lE
M · rIKI = lC

MK
I , (81)

lK
M
N · rIKI = gMK · gNI , (82)

lL
M
NP · rIKI = δKP · rCMNI ; (83)

3) äëÿ ñêàëÿðíîãî äåéñòâèÿ âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íî-
ãî îáúåêòà

lE
M · rJLKI = lC

MLK
I , (84)

lK
M
N · rJLKI = δLN · lCMK

I , (85)

lL
M
NP · rJLKI = δLP · gMK · gNI ; (86)

4) äëÿ ñêàëÿðíîãî äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî àí-
òèîáúåêòà

leM · rEI = δIM , (87)

lI
N
M · rEI = rC

IN
M , (88)

lJ
PN

M · rEI = rC
IPN

M ; (89)

5) äëÿ ñêàëÿðíîãî äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íîãî àíòè-
îáúåêòà

leM · rKI
K = lC

I
KM , (90)

lI
N
M · rKI

K = gNI · gMK , (91)

lJ
PN

M · rKI
K = δPK · rCINM ; (92)

6) äëÿ ñêàëÿðíîãî äåéñòâèÿ âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íî-
ãî àíòèîáúåêòà

leM · rLIKL = lC
I
KLM , (93)

lI
N
M · rLIKL = δNL · lCIKM , (94)

lJ
PN

M · rLIKL = δPL · gNI · gMK . (95)

2. Ëåâî-ïðàâàÿ îáùàÿ àëãåáðà

Ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ëåâî-
ïðàâîé îáùåé àëãåáðû íåîáõîäèìû ïðè êîíñòðóèðîâà-
íèè ñêàëÿðíîãî äåéñòâèÿ îòíîñèòåëüíî ëåâîãî âåêòîðà
äåéñòâèÿ ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì
1) äëÿ ñêàëÿðíîãî äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî îáú-

åêòà

leI · rEM = δMI , (96)

leI · rKM
N = lC

M
NI , (97)

leI · rLMNP = lC
M
NPI ; (98)

2) äëÿ ñêàëÿðíîãî äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íîãî îáú-
åêòà

lI
K
I · rEM = rC

MK
I , (99)

lI
K
I · rKM

N = gKM · gIN , (100)

lI
K
I · rLMNP = δKP · lCMNI ; (101)

3) äëÿ ñêàëÿðíîãî äåéñòâèÿ âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íî-
ãî îáúåêòà

lJ
LK

I · rEM = rC
MLK

I , (102)

lJ
LK

I · rKM
N = δLN · rCMK

I , (103)

lJ
LK

I · rLMNP = δLP · gKM · gIN ; (104)

4) äëÿ ñêàëÿðíîãî äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî àí-
òèîáúåêòà

lE
I · reM = δIM , (105)

lE
I · rINM = lC

IN
M , (106)

lE
I · rJPNM = lC

IPN
M ; (107)

5) äëÿ ñêàëÿðíîãî äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íîãî àíòè-
îáúåêòà

lK
I
K · reM = rC

I
KM , (108)

lK
I
K · rINM = gIN · gKM , (109)

lK
I
K · rJPNM = δPK · lCINM ; (110)

6) äëÿ ñêàëÿðíîãî äåéñòâèÿ âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íî-
ãî àíòèîáúåêòà

lL
I
KL · reM = rC

I
KLM , (111)

lL
I
KL · rINM = rC

I
KM · δNL , (112)

lL
I
KL · rJPNM = δPL · gIN · gKM . (113)

VI. ÂÛÂÎÄÛ ÏÎ ÃËÀÂÅ

� Àëãåáðà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè X è àëãåáðà ëè-
íåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé L îáúåäèíÿþòñÿ â àë-
ãåáðó, íàçâàííóþ êèíåìàòè÷åñêîé. Êèíåìàòè÷å-
ñêàÿ àëãåáðà ñóùåñòâóåò â äâóõ ìîäèôèêàöèÿõ:
ïðàâîé è ëåâîé.

� Àëãåáðà ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè
X∗ è ñîïðÿæåííàÿ àëãåáðà ëèíåéíûõ ïðåîáðà-
çîâàíèé L∗ îáúåäèíÿþòñÿ â àëãåáðó, íàçâàííóþ
ñîïðÿæåííîé êèíåìàòè÷åñêîé. Ñîïðÿæåííàÿ
êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà ñóùåñòâóåò â äâóõ ìî-
äèôèêàöèÿõ: ïðàâîé è ëåâîé.

� ◦-óìíîæåíèå âåêòîðîâ âî ââåäåííûõ àëãåáðàõ
îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ âçàèìîäåéñòâèåì ôèçè÷åñêèõ
îáúåêòîâ, ïîñòàâëåííûõ â ñîîòâåòñòâèå óêàçàí-
íûì âåêòîðàì.

� Íàðÿäó ñ ôóíäàìåíòàëüíûìè ôèçè÷åñêèìè îáú-
åêòàìè, ïðîìåæóòî÷íûìè ôèçè÷åñêèìè îáúåê-
òàìè è èõ àíòèîáúåêòàìè íåîáõîäèìî ïîñòóëè-
ðîâàòü ñêàëÿðíûå ôèçè÷åñêèå îáúåêòû.

� Òàê êàê êàæäîìó ôóíäàìåíòàëüíîìó îáúåêòó
ñîîòâåòñòâóåò ñâîé òèï ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè X,
òî íàðÿäó ñ ïðåîáðàçîâàíèÿìè, íå âûâîäÿùèìè
çà ðàìêè òèïà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, íåîáõî-
äèìî ââåñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ, èçìåíÿþùèå òèï
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ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ
ñîïóòñòâóþò âçàèìîäåéñòâèþ ýëåìåíòàðíûõ ÷à-
ñòèö.

� Òàê êàê ôóíäàìåíòàëüíîìó îáúåêòó ñîîòâåò-
ñòâóåò ôóíäàìåíòàëüíûé àíòèîáúåêò, êîòîðîìó
ñîïóòñòâóåò ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ
X∗, òî â îáùóþ êèíåìàòè÷åñêóþ àëãåáðó íåîá-
õîäèìî âêëþ÷èòü ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî-
âðåìÿ X∗.

� Âûøåóêàçàííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îáúåäèíÿþòñÿ
â îáùóþ êèíåìàòè÷åñêóþ àëãåáðó, êîòîðàÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêîé ãðóïïû ïðåîá-
ðàçîâàíèé � ãðóïïû Ïóàíêàðå.



Ãëàâà 1.7 Âòîðàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà. Êèíåìàòè÷åñêîå ïîëå

I. ÂÒÎÐÀß ÊÈÍÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÀËÃÅÁÐÀ.

1. Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ôóíäàìåíòàëüíûå ôèçè÷åñêèå îáúåêòû â òîì âè-
äå, â êîòîðîì îíè ó÷àñòâóþò â ïðîñòðàíñòâåííî-
âðåìåííûõ ÿâëåíèÿõ, îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ ïðîñòðàí-
ñòâîì-âðåìåíåì X. Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ãëàâîé 1.1. Ðàç-
äåë 3 äâèæåíèå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè (òåë è ïðî-
öåññîâ) îïðåäåëåíî, åñëè îïðåäåëåíî ïðåîáðàçîâàíèå
f : X→X′ (X′ = f(X)). Òàêèì îáðàçîì, äâèæåíèå êàê
ôèçè÷åñêîå ÿâëåíèå îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïðåîáðàçîâà-
íèåì f : X→X′ (X′ = f(X)) êàê ýëåìåíòîì ìàòåìàòè-
êè. Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ X, ïî îòíîøåíèþ ê êîòîðî-
ìó îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòèðóþùåå ïðîñòðàíñòâî-âðå-
ìÿ X′, íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé îòñ÷åòà. Â Ãëàâå 1.5.
ïðåîáðàçîâàíèÿ îáùåãî âèäà X′ = f(X) áûëî ñâå-
äåíî ê ïðîñòåéøåìó ÷àñòíîìó ñëó÷àþ � ëèíåéíîìó
ïðåîáðàçîâàíèþ, êîòîðîå áûëî îáîçíà÷åíî X′ = l(X).
Çäåñü ñäåëàåì øàã ïî óñëîæíåíèþ ïðåîáðàçîâàíèÿ
X′ = l(X).
Îäíàêî ïðåæäå ïðèâåäåì ïîÿñíÿþùèé ïðèìåð.

Ïóñòü ôóíêöèÿ

x = f(t)

îïèñûâàåò äâèæåíèå îáùåãî âèäà òî÷êè âäîëü ïðÿ-
ìîé. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå äâèæåíèå îïèñûâàåòñÿ ëè-
íåéíîé ôóíêöèåé

x = v · t .

Ýòî ïðÿìîëèíåéíîå ðàâíîìåðíîå äâèæåíèå ñî ñêî-
ðîñòüþ v. Ê áîëåå ñëîæíîìó äâèæåíèþ ìîæíî ïåðåé-
òè, ïîëîæèâ, ÷òî ñêîðîñòü v ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíê-
öèåé âðåìåíè

v = a · t .

Ýòî ïðÿìîëèíåéíîå ðàâíîóñêîðåííîå äâèæåíèå ñ
óñêîðåíèåì a.
Òàê è â íàøåì ñëó÷àå. Ìû ðàññìîòðåëè ëèíåéíîå

ïðåîáðàçîâàíèå X′ = l(X). Òåïåðü óñëîæíèì ïðåîáðà-
çîâàíèå X′ = l(X), ïîëàãàÿ, ÷òî èìååò ìåñòî ëèíåéíîå
ïðåîáðàçîâàíèå a : X→L (L = a(X)). Ýòî ïðåîáðàçî-
âàíèå áóäåì íàçûâàòü âòîðûì ëèíåéíûì.

2. Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî âòîðûõ ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé

Ââåäåì îïåðàòîð, êîòîðûé ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå
âåêòîðó x ∈ X âåêòîð l ∈ L. Îáîçíà÷èì òàêîé îïåðà-
òîð a( ) è íàçîâåì åãî âòîðûì ëèíåéíûì ïðåîáðàçî-
âàíèåì. Òàêèì îáðàçîì,

a(x) = l . (1)

Îïåðàòîð a( ) îñóùåñòâëÿåò ïðåîáðàçîâàíèå X→ L.
Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ïðåîáðàçîâàíèé, îñóùåñòâëÿþ-
ùèõ ïðåîáðàçîâàíèå X → L, ñëåäóþùèì îáðàçîì: A.
Ââåäåì íà ìíîæåñòâå ïðåîáðàçîâàíèé A îïåðàöèè ñëî-
æåíèÿ ⊕

a1( )⊕ a2( ) = a( ) ∈ A

è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî ⊙

α⊙ a1( ) = a( ) ∈ A .

Ïóñòü ýòè îïåðàöèè òàêæå óäîâëåòâîðÿþò çàêîíó
äèñòðèáóòèâíîñòè

α⊙ [a1( )⊕ a2( )] = α⊙ a1( )⊕ α⊙ a2( ) .

Â ðåçóëüòàòå ìíîæåñòâî ïðåîáðàçîâàíèé A ñòàíî-
âèòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì.
Ïðåîáðàçîâàíèÿ a( ) ëèíåéíû îòíîñèòåëüíî ñëîæå-

íèÿ âåêòîðîâ x è óìíîæåíèÿ âåêòîðîâ íà ÷èñëî, òî
åñòü

a(α1 · x1 + α2 · x2) = α1 ⊙ a(x1)⊕ α2 ⊙ a(x2).

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿìè ñîãëàñîâà-
íèÿ ñëîæåíèé ⊕ è + è óìíîæåíèé ⊙ è · . Ýòè óñëîâèÿ
ñîñòîÿò â òîì, ÷òî ïîñëå äåéñòâèÿ îïåðàòîðà

α1 ⊙ a1( )⊕ α2 ⊙ a2( )

íà âåêòîð x ïîëó÷èì

α1 · l1 + α2 · l2 ,

òî åñòü ⊕-ñëîæåíèå â A ñòàíîâèòñÿ +-ñëîæåíèåì â L,
à ⊙-óìíîæåíèå â â A ñòàíîâèòñÿ · -óìíîæåíèåì â â L.
Íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå A ââåäåì áàçèñíûå ïðå-

îáðàçîâàíèÿ JK2K1
I( ), ÷òîáû

a( ) = JK2K1
I( ) · lIK1K2

,

ãäå lIK1K2 åñòü êîîðäèíàòû ïðåîáðàçîâàíèÿ a( ), ïðåä-
ñòàâëÿþùèå ñîáîé êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ âåêòî-
ðîâ a(eK2

) ïî áàçèñíûì âåêòîðàì IK1
I . Ëèíåéíîå ïðå-

îáðàçîâàíèå âåêòîðà x = eK · xK äîëæíî èìåòü âèä

l = a(x) = a(eK · xK) = IK1
I · lIK1K2

· xK2 .

Òàêèì îáðàçîì, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

JK2K1
I(eK) · lIK1K2 · xK = IK1

I · lIK1K2 · xK2 .

Èç ýòîãî óñëîâèÿ íàéäåì ïðàâèëî ïðåîáðàçîâàíèÿ
áàçèñíûõ âåêòîðîâ eK ïðîñòðàíñòâà X ñ ïîìîùüþ áà-
çèñíûõ ïðåîáðàçîâàíèé JK2K1

I( ):

JK2K1
I(eK) = IK1

I · δK2
K , (2)
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ãäå δIK åñòü ñèìâîë Êðîíåêåðà.
Âîçäåéñòâèå ïðåîáðàçîâàíèÿ a( ) íà âåêòîð x ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü êàê âèä óìíîæåíèÿ è çàïèñûâàòü åãî
â àëãåáðàè÷åñêîé, à íå â îïåðàòîðíîé ôîðìå. Òîãäà
âìåñòî (1) ìîæíî çàïèñàòü

l = a ◦ x ,

à çàêîí êîìïîçèöèè (2) ïðèìåò âèä ◦-óìíîæåíèÿ

JK2K1
I ◦ eK = IK1

I · δK2
K .

Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî A ñàìî ïî ñåáå íå ÿâëÿåòñÿ
àëãåáðîé, íî âìåñòå ñ âåêòîðàìè ïðîñòðàíñòâà-âðåìå-
íè X è ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè L îíî îáðàçóåò
àëãåáðó. Îáîçíà÷èì åå

T2 = X+ L+ A

è íàçîâåì âòîðîé êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðîé.

3. Ñèñòåìîîáðàçóþùèé ïîñòóëàò

Ïîñòóëèðóåì ñóùåñòâîâàíèå ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ,
êîòîðûå íàçîâåì âòîðûå ïðîìåæóòî÷íûå ôèçè÷å-
ñêèå îáúåêòû. Âòîðûå ïðîìåæóòî÷íûå ôèçè÷åñêèå
îáúåêòû â òîì âèäå, â êîòîðîì îíè ó÷àñòâóþò â
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ÿâëåíèÿõ, òîæäåñòâåí-
íû âòîðûì ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì A. Ïðèìåðîì
âòîðûõ ïðîìåæóòî÷íûõ ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ ñëóæàò
ãèïîòåòè÷åñêèå âòîðûå ïðîìåæóòî÷íûå ÷àñòèöû.

4. Âòîðàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà

Óìíîæåíèå âåêòîðîâ âî âòîðîé êèíåìàòè÷åñêîé àë-
ãåáðå T2 ÿâëÿåòñÿ íåêîììóòàòèâíîé îïåðàöèåé. Ïî-
ýòîìó óêàçàííàÿ àëãåáðà ñóùåñòâóåò â äâóõ ìîäèôè-
êàöèÿõ: ëåâàÿ âòîðàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà lT2 è
ïðàâàÿ âòîðàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà rT2.

4.1. Ëåâàÿ âòîðàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà

Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ëåâîé âòîðîé êèíåìàòè÷å-
ñêîé àëãåáðû îáîçíà÷èì

lT2 = lX+ lL+ lA .

Âåêòîðû â ýòîé àëãåáðå èìåþò âèä1

lr = lx+ ll+ la .

1 Çäåñü äëÿ óäîáñòâà ñëàãàåìûå âåêòîðà ïðèíÿòû áåçðàçìåð-
íûìè.

Óìíîæåíèå âåêòîðîâ â ëåâîé âòîðîé êèíåìàòè÷åñêîé
àëãåáðå çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

lr = lr2 ◦ lr1 .

Ïîëíóþ òàáëèöó óìíîæåíèé áàçèñíûõ âåêòîðîâ â
ëåâîé âòîðîé êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðå çàïèøåì, ó÷è-
òûâàÿ òàáëèöó óìíîæåíèé áàçèñíûõ âåêòîðîâ â êèíå-
ìàòè÷åñêîé àëãåáðå lT. Èìååì

leK ◦ leM = leL · lCLMK + lI
P
L · lCLPMK ,

leM ◦ lILK = 0 ,

lI
I
M ◦ leK = δIK · leM ,

lI
I
M ◦ lILK = δIK · δLM + δIK · lILM ,

lJ
PI
M ◦ leK = δPK · lIIM , (3)

leM ◦ lJNLK = 0 ,

lJ
PI
M ◦ lILK = δPK · lJLIM + leM · δPK · gLI ,

lI
I
M ◦ lJNLK = lJ

NL
M · δIK ,

lJ
PI
M ◦ lJNLK = lI

N
M · gLI · δPK + δNM · gLI · δPK .

Ïîìèìî òàáëèöû óìíîæåíèé (3) áóäåì ïîëüçîâàòü-
ñÿ åå ÷àñòíûì ñëó÷àåì, êîãäà ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäå-
íèÿ íå ðàññìàòðèâàþòñÿ. Òàêàÿ òàáëèöà óìíîæåíèé
áàçèñíûõ âåêòîðîâ èìååò âèä

leK ◦ leM = leL · lCLMK + lI
P
L · lCLPMK ,

leM ◦ lILK = 0 ,

lI
I
M ◦ leK = δIK · leM ,

lI
I
M ◦ lILK = δIK · δLM + δIK · lILM ,

lJ
PI
M ◦ leK = δPK · lIIM ,

leM ◦ lJNLK = 0 , (4)

lJ
PI
M ◦ lILK = δPK · lJLIM ,

lI
I
M ◦ lJNLK = lJ

NL
M · δIK ,

lJ
PI
M ◦ lJNLK = 0 .

Äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ íàì íåîáõîäèìî ââå-
ñòè íîâûé âåêòîð, êîòîðûé îáîçíà÷èì Γ è íàçîâåì
ñâÿçíîñòü. Îïðåäåëèì ñâÿçíîñòü ñëåäóþùèì ñîîòíî-
øåíèåì:

la = ll ◦ Γ .

Âîñïîëüçóåìñÿ êîîðäèíàòíîé çàïèñüþ âåêòîðîâ â
ýòîì âûðàæåíèè

la = lJ
K2K1

I · llIK1K2 , ll = lI
M
I · llIM ,

Γ = lJ
K2K1

K · ΓKK1K2 .

Êîîðäèíàòû ΓKK1K2
íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòû

ñâÿçíîñòè. Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ çàêîíîì óìíîæåíèÿ

lI
M
I ◦ lJK2K1

K = lJ
K2K1

I · δMK
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èç òàáëèöû óìíîæåíèÿ (4) è ïîëó÷èì âûðàæåíèå êî-
îðäèíàò ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ la ÷åðåç êîýôôè-
öèåíòû ñâÿçíîñòè

ll
I
K1K2

= ll
I
K · ΓKK1K2

.

Îòñþäà äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè èìååì

ΓKK1K2
= l l̃

K
I · llIK1K2

.

4.2. Ïðàâàÿ âòîðàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà

Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ïðàâîé âòîðîé êèíåìàòè-
÷åñêîé àëãåáðû îáîçíà÷èì

rT2 = rX+ rL+ rA .

Âåêòîðû â ýòîé àëãåáðå èìåþò âèä2

rr = rx+ rl+ ra .

Óìíîæåíèå âåêòîðîâ â ïðàâîé âòîðîé êèíåìàòè÷å-
ñêîé àëãåáðå çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

rr = rr1 ◦ rr2

Ïîëíóþ òàáëèöó óìíîæåíèé áàçèñíûõ âåêòîðîâ âî
âòîðîé êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðå çàïèøåì, ó÷èòûâàÿ
òàáëèöó óìíîæåíèé áàçèñíûõ âåêòîðîâ â êèíåìàòè-
÷åñêîé àëãåáðå rT. Èìååì

reK ◦ reM = reL · rCLKM + rI
P
L · rCLPKM ,

reM ◦ rILK = δLM · reK ,

rI
I
M ◦ reK = 0 ,

rI
I
M ◦ rILK = δIK · δLM + δLM · rIIK ,

rJ
PI
M ◦ reK = 0 , (5)

reM ◦ rJNLK = δNM · rILK ,

rJ
PI
M ◦ rILK = rJ

PI
K · δLM ,

rI
I
M ◦ rJNLK = δNM · rJILK + reK · δNM · gIL ,

rJ
PI
M ◦ rJNLK = rI

P
K · gIL · δNM + δNM · gLI · δPK .

Ïîìèìî òàáëèöû óìíîæåíèé (5) áóäåì ïîëüçîâàòü-
ñÿ åå ÷àñòíûì ñëó÷àåì, êîãäà ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäå-
íèÿ íå ðàññìàòðèâàþòñÿ. Òàêàÿ òàáëèöà óìíîæåíèé

2 Çäåñü äëÿ óäîáñòâà ñëàãàåìûå âåêòîðà ïðèíÿòû áåçðàçìåð-
íûìè.

áàçèñíûõ âåêòîðîâ èìååò âèä

reK ◦ reM = reL · rCLKM + rI
P
L · rCLPKM ,

reM ◦ rILK = δLM · reK ,
rI
I
M ◦ reK = 0 ,

rI
I
M ◦ rILK = δIK · δLM + δLM · rIIK ,

rJ
PI
M ◦ reK = 0 , (6)

reM ◦ rJNLK = δNM · rILK ,
rJ
PI
M ◦ rILK = rJ

PI
K · δLM ,

rI
I
M ◦ rJNLK = δNM · rJILK ,

rJ
PI
M ◦ rJNLK = 0 .

Äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ íàì íåîáõîäèìî ââå-
ñòè íîâûé âåêòîð, êîòîðûé îáîçíà÷èì A è íàçîâåì
ïîòåíöèàë. Îïðåäåëèì ïîòåíöèàë ñëåäóþùèì ñîîò-
íîøåíèåì:

ra = A ◦ rl .

Âîñïîëüçóåìñÿ êîîðäèíàòíîé çàïèñüþ âåêòîðîâ â
ýòîì âûðàæåíèè

ra = rJ
K2K1

I · rlIK1K2
, rl = rI

M
I · rlIM ,

A = rJ
K2K1

K ·AKK1K2
.

Êîîðäèíàòû AKK1K2
íàçûâàþòñÿ ïîòåíöèàëû. Äà-

ëåå âîñïîëüçóåìñÿ çàêîíîì óìíîæåíèÿ

rJ
K2K1

K ◦ rIMI = rJ
K2K1

I · δMK

èç òàáëèöû óìíîæåíèÿ (6) è ïîëó÷èì âûðàæåíèå êî-
îðäèíàò ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ la ÷åðåç ïîòåíöè-
àëû

ll
I
K1K2

= ll
I
K ·AKK1K2

.

Îòñþäà äëÿ ïîòåíöèàëîâ èìååì

AKK1K2
= r l̃

K
I · rlIK1K2

.

5. Ñèñòåìîîáðàçóþùèé ïîñòóëàò

◦-óìíîæåíèå îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ âçàèìîäåéñòâèåì
ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ, ñîïðîâîæäàþùèìñÿ èõ ó÷àñòè-
åì â ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ÿâëåíèÿõ. Â ýòîì
ñìûñëå, íàïðèìåð, çàêîí óìíîæåíèÿ

JK2K1
I ◦ eK = IK1

I · δK2
K

íóæíî èíòåðïðåòèðîâàòü òàê. Ó÷àñòâóÿ â ïðîñòðàí-
ñòâåííî-âðåìåííûõ ÿâëåíèÿõ, âòîðîé ïðîìåæóòî÷íûé
ôèçè÷åñêèé îáúåêò (J) âçàèìîäåéñòâóåò ñ ôóíäàìåí-
òàëüíûì îáúåêòîì (e). Ðåçóëüòàòîì ýòîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòî÷íûé îáúåêò (I). Àíàëîãè÷-
íûì îáðàçîì ñëåäóåò èíòåðïðåòèðîâàòü äðóãèå çàêî-
íû óìíîæåíèÿ èç âûøåóêàçàííûõ òàáëèö óìíîæåíèÿ.
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II. ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ ÂÒÎÐÎÉ
ÊÈÍÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÀËÃÅÁÐÛ

1. Ëåâàÿ âòîðàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà

Óðàâíåíèå ñòðóêòóðû ëåâîé âòîðîé êèíåìàòè÷å-
ñêîé àëãåáðû çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

d2d1 lr = d2 lr ◦ d1 lr (7)

èëè

d2(d1 lx+ d1 ll+ d1 la) =

= (d2 lx+ d2 ll+ d2 la) ◦ (d1 lx+ d1 ll+ d1 la)

èëè

d2d1 lx+ d2d1 ll+ d2d1 la =

= d2 lx ◦ d1 lx+ d2 lx ◦ d1 ll+ d2 lx ◦ d1 la+

+d2 ll ◦ d1 lx+ d2 ll ◦ d1 ll+ d2 ll ◦ d1 la+

+d2 la ◦ d1 lx+ d2 la ◦ d1 ll+ d2 la ◦ d1 la .

Çàïèøåì óðàâíåíèå ñòðóêòóðû îòíîñèòåëüíî êî-
îðäèíàò âåêòîðîâ. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå
ñòðóêòóðû âûðàæåíèÿ äèôôåðåíöèàëîâ âåêòîðîâ ÷å-
ðåç áàçèñíûå âåêòîðû

d lx = leI · d lxI , d ll = lI
K
I · d llIK ,

d la = lJ
LI
K · d llKIL .

Ïîëó÷èì

(d2d1 lx
K) · leI +

+ (d2d1 ll
K
L) · lILM +

+ (d2d1 ll
K
IL) · lJLIM =

= (d2 lx
K · d1 lxM ) · ( leK ◦ leM ) +

+ (d2 lx
K · d1 llMI) · ( leK ◦ lIIM ) +

+ (d2 lx
K · d1 llMIP ) · ( leK ◦ lJPIM ) +

+ (d2 ll
K
L · d1 lxM ) · ( lILK ◦ leM ) +

+ (d2 ll
K
L · d1 llMI) · ( lILK ◦ lIIM ) +

+ (d2 ll
K
L · d1 llMIP ) · ( lILK ◦ lJPIM ) +

+ (d2 ll
K
LN · d1 lxM ) · ( lJNLK ◦ leM ) +

+ (d2 ll
K
LN · d1 llMI) · ( lJNLK ◦ lIIM ) +

+ (d2 ll
K
LN · d1 llMIP ) · ( lJNLK ◦ lJPIM ) .

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ òàáëèöåé óìíîæåíèÿ áàçèñ-
íûõ âåêòîðîâ (3).

Â ðåçóëüòàòå èìååì

(d2d1 lx
K) · leI +

+(d2d1 ll
K
L) · lILM +

+(d2d1 ll
K
IL) · lJLIM =

= (d2 lx
K · d1 lxM ) · ( leI · lCIMK + lI

P
N · lCNPMK) +

+(d2 ll
M
K · d1 lxK) · leM +

+(d2 ll
K
M · d1 llMI) · (δIK + lI

I
K) +

+(d2 ll
K
M · d1 llMIP ) · lJPIK +

+(d2 ll
K
LM · d1 lxM ) · lILK +

+(d2 ll
K
LM · d1 llMI) · ( lJILK + leK · gIL) +

+(d2 ll
K
LM · d1 llMIP ) · ( lIPK · gLI + δPK · gLI) .

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ ñòðóêòó-
ðû ëåâîé âòîðîé êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðû

d2d1 lx
I = d2 ll

I
K · d1 lxK + d2 ll

I
MK · d1 llKL · gML +

+ lC
I
KM · d1 lxK · d2 lxM , (8)

d2d1 ll
M
L = d2 ll

M
K · d1 llKL + d2 ll

M
LK · d1 lxK +

+d2 ll
M
IK · d1 llKNL · gNI + lC

M
LIK · d1 lxI · d2 lxK ,

d2d1 ll
M
IL = d2 ll

M
IK · d1 llKL + d2 ll

M
K · d1 llKIL ,

d2d1r
0 = gKL · d1 lxK · d2 lxL + d2 ll

M
K · d1 llKM +

+d2 ll
M
IK · d1 llKLM · gLI .

Äëÿ áîëåå ïðîñòîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ óìíîæåíèÿ áà-
çèñíûõ âåêòîðîâ (4), êîãäà ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ
íå ðàññìàòðèâàþòñÿ, óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû (8) óïðî-
ùàþòñÿ

d2d1 lx
I = d2 ll

I
K · d1 lxK + lC

I
KL · d1 lxK · d2 lxL ,

d2d1 ll
M
L = d2 ll

M
K · d1 llKL + d2 ll

M
LK · d1 lxK +

+ lC
M
LIK · d1 lxI · d2 lxK , (9)

d2d1 ll
M
IL = d2 ll

M
IN · d1 llNL + d2 ll

M
N · d1 llNIL ,

d2d1r
0 = gKL · d1 lxK · d2 lxL + d1 ll

M
K · d2 llKM .

2. Ïðàâàÿ âòîðàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà

Óðàâíåíèå ñòðóêòóðû ïðàâîé âòîðîé êèíåìàòè÷å-
ñêîé àëãåáðû çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

d2d1 rr = d1 rr ◦ d2 rr (10)

èëè

d2(d1 rx+ d1 rl+ d1 ra) =

= (d1 rx+ d1 rl+ d1 ra) ◦ (d2 rx+ d2 rl+ d2 ra)

èëè

d2d1 rx+ d2d1 rl+ d2d1 ra =

= d1 rx ◦ d2 rx+ d1 rx ◦ d2 rl+ d1 rx ◦ d2 ra+

+d1 rl ◦ d2 rx+ d1 rl ◦ d2 rl+ d1 rl ◦ d2 ra+

+d1 ra ◦ d2 rx+ d1 ra ◦ d2 rl+ d1 ra ◦ d2 ra .
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Çàïèøåì óðàâíåíèå ñòðóêòóðû îòíîñèòåëüíî êî-
îðäèíàò âåêòîðîâ. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå
ñòðóêòóðû âûðàæåíèÿ äèôôåðåíöèàëîâ âåêòîðîâ ÷å-
ðåç áàçèñíûå âåêòîðû

d rx = reI · d rxI , d rl = rI
K
I · d rlIK ,

d ra = rJ
LI
K · d rlKIL .

Ïîëó÷èì

(d2d1 rx
K) · reI +

+ (d2d1 rl
K
L) · rILM +

+ (d2d1 rl
K
IL) · rJLIM =

= (d1 rx
K · d2 rxM ) · ( reK ◦ reM ) +

+ (d1 rx
K · d2 rlMI) · ( reK ◦ rIIM ) +

+ (d1 rx
K · d2 rlMIP ) · ( reK ◦ rJPIM ) +

+ (d1 rl
K
L · d2 rxM ) · ( rILK ◦ reM ) +

+ (d1 rl
K
L · d2 rlMI) · ( rILK ◦ rIIM ) +

+ (d1 rl
K
L · d2 rlMIP ) · ( rJLK ◦ rJPIM ) +

+ (d1 rl
K
LN · d2 rxM ) · ( rJNLK ◦ reM ) +

+ (d1 rl
K
LN · d2 rlMI) · ( rJNLK ◦ rIIM ) +

+ (d1 rl
K
LN · d2 rlMIP ) · ( rJNLK ◦ rJPIM ) .

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ òàáëèöåé óìíîæåíèÿ áàçèñ-
íûõ âåêòîðîâ (5).
Â ðåçóëüòàòå èìååì

(d2d1 rx
K) · reI +

+(d2d1 rl
K
L) · rILM +

+(d2d1 rl
K
IL) · rJLIM =

= (d1 rx
K ·d2 rxM )·( reI · rCIKM + rI

P
N · rCNPKM )+

+(d2 rl
M
K · d1 rxK) · reM +

+(d2 rl
M
IK · d1 rxK) · rIIM +

+(d2 rl
M
K · d1 rlKL) · (δLM + rI

L
M ) +

+(d2 rl
M
IK · d1 rlKL) · ( rJLIM + reM · gLI) +

+(d2 rl
M
K · d1 rlKLN ) · rJNLM +

+(d2 rl
M
IK · d1 rlKLN ) · ( rINM · gLI + δNM · gLI) .

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ ñòðóêòó-
ðû âòîðîé êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðû

d2d1 rx
I = d2 rl

I
K · d1 rxK + d2 rl

I
MK · d1 rlKL · gML +

+ rC
I
KM · d1 rxK · d2 rxM , (11)

d2d1 rl
M
L = d2 rl

M
K · d1 rlKL + d2 rl

M
LK · d1 rxK +

+d2 rl
M
IK · d1 rlKNL · gNI + rC

M
LIK · d1 rxI · d2 rxK ,

d2d1 rl
M
IL = d2 rl

M
IK · d1 rlKL + d2 rl

M
K · d1 rlKIL ,

d2d1r
0 = gKL · d1 rxK · d2 rxL + d2 rl

M
K · d1 rlKM +

+d2 rl
M
IK · d1 rlKLM · gLI .

Äëÿ áîëåå ïðîñòîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ óìíîæåíèÿ áà-
çèñíûõ âåêòîðîâ (6), êîãäà ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ

íå ðàññìàòðèâàþòñÿ, óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû (11) óïðî-
ùàþòñÿ

d2d1 rx
I = d2 rl

I
K · d1 rxK + rC

I
KL · d1 rxK · d2 rxL ,

d2d1 rl
M
L = d2 rl

M
K · d1 rlKL + d2 rl

M
LK · d1 rxK +

+ rC
M
LIK · d1 rxI · d2 rxK , (12)

d2d1 rl
M
IL = d2 rl

M
IN · d1 rlNL + d2 rl

M
N · d1 rlNIL ,

d2d1r
0 = gKL · d1 rxK · d2 rxL + d1 rl

M
K · d2 rlKM .

III. ÊÈÍÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÏÎËÅ

Ôóíäàìåíòàëüíûå ôèçè÷åñêèå îáúåêòû â òîì âè-
äå, â êîòîðîì îíè ó÷àñòâóþò â ïðîñòðàíñòâåííî-
âðåìåííûõ ÿâëåíèÿõ, îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ ïðîñòðàí-
ñòâîì-âðåìåíåì X. Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ãëàâîé 1.1. Ðàç-
äåë III. äâèæåíèå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè (òåë è ïðî-
öåññîâ) îïðåäåëåíî, åñëè îïðåäåëåíî ïðåîáðàçîâàíèå
f : X→X′ (X′ = f(X)). Òàêèì îáðàçîì, äâèæåíèå êàê
ôèçè÷åñêîå ÿâëåíèå îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïðåîáðàçîâà-
íèåì f : X→X′ (X′ = f(X)) êàê ýëåìåíòîì ìàòåìàòè-
êè. Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ X, ïî îòíîøåíèþ ê êîòîðî-
ìó îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòèðóþùåå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ
X′, íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé îòñ÷åòà. Â Ãëàâå 1.5. ïðå-
îáðàçîâàíèÿ îáùåãî âèäà X′ = f(X) áûëî ñâåäåíî ê
ïðîñòåéøåìó ÷àñòíîìó ñëó÷àþ: ëèíåéíîìó ïðåîáðà-
çîâàíèþ, êîòîðîå áûëî îáîçíà÷åíî

X′ = l(X) .

Äëÿ íåãî âûïîëíÿåòñÿ

y = l ◦ x .

Çäåñü y ∈ X′, l ∈ L, x ∈ X.
Â ïðåäûäóùåì Ðàçäåëå ñäåëàí øàã ïî óñëîæíåíèþ

ïðåîáðàçîâàíèÿ X′ = l(X) íà îñíîâàíèè ïðåäïîëîæå-
íèÿ, ÷òî èìååò ìåñòî ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå

L = a(X) .

Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå íàçûâàíî âòîðûì ëèíåéíûì.
Äëÿ íåãî âûïîëíÿåòñÿ

l = a ◦ x .

Çäåñü l ∈ L,a ∈ A, x ∈ X.
Óêàçàííàÿ ïðîöåäóðà óñëîæíåíèÿ ìîæåò áûòü ïðî-

äîëæåíà ïóòåì ââåäåíèÿ òðåòüåãî ëèíåéíîãî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ

A = b(X) .

Äëÿ íåãî âûïîëíÿåòñÿ3

a = b ◦ x .

3 b ýòî îïåðàòîð, êîòîðûé ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå âåêòîðó x âåê-
òîð a.
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Çäåñü a ∈ A,b ∈ B, x ∈ X.
Âñå óêàçàííûå óñëîæíåíèÿ íóæíû äëÿ òîãî, ÷òîáû

ðàññìîòðåòü ïðåîáðàçîâàíèå îáùåãî âèäà

X′ = f(X) , (13)

ê êîòîðîìó îáðàòèìñÿ. Ïóñòü x ïðîèçâîëüíûé âåêòîð
ñèñòåìû îòñ÷åòà X. Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèå îáùåãî âèäà
(13), çàïèñàííîå â ñëåäóþùåé ôîðìå

X′(x) ,

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëå4 ïðåîáðàçîâàííîãî ïðîñòðàí-
ñòâà X′ íà ñèñòåìå îòñ÷åòà. Óêàçàííîå ïîëå íàçîâåì
êèíåìàòè÷åñêèì.
Ïóñòü y ïðîèçâîëüíûé âåêòîð ïðåîáðàçîâàííîãî

ïðîñòðàíñòâà X′. Òîãäà êèíåìàòè÷åñêîå ïîëå ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòüþ îáùåãî
âèäà

y = y(x) .

Èñïîëüçóÿ ðàíåå ðàññìîòðåííûå ëèíåéíûå ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêîâ, çàïèøåì óêàçàííóþ
ôóíêöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü â âèäå ðÿäà Òåéëîðà â
âåêòîðíîé ôîðìå

y(x+ dx) = y(x) + l(x) ◦ dx+ (a(x) ◦ d2x) ◦ d1x+

+((b(x) ◦ d3x) ◦ d2x) ◦ d1x+ . . . . (14)

Òîãäà êèíåìàòè÷åñêîå ïîëå y(x+dx) ñâîäèòñÿ ê ïî-
ëÿì êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà Òåéëîðà5

l(x) , a(x) , b(x) , . . . .

Óêàæåì äèôôåðåíöèàëüíóþ ñâÿçü ìåæäó êîýôôè-
öèåíòàìè ðÿäà Òåéëîðà è îáûêíîâåííûìè äèôôåðåí-
öèàëàìè dy, dl, da

l ◦ dx = dy + l′ ◦ dx , (15)

a ◦ dx = dl+ a′ ◦ dx , (16)

b ◦ dx = da+ b′ ◦ dx . (17)

Ïðåæäå, ÷åì äâèãàòüñÿ äàëüøå, íàïîìíèì, ÷òî êè-
íåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà T = X + L è âòîðàÿ êèíåìàòè-
÷åñêàÿ àëãåáðà T2 = X + L + A ÿâëÿþòñÿ íåêîììóòà-
òèâíûìè, ïîýòîìó îíè ðàññìàòðèâàþòñÿ â äâóõ ìîäè-
ôèêàöèÿõ: ëåâûå è ïðàâûå àëãåáðû. Ñîîòâåòñòâåííî
àëãåáðàì íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü êèíåìàòè÷åñêîå
ïîëå â äâóõ ìîäèôèêàöèÿõ: ëåâîå êèíåìàòè÷åñêîå ïî-
ëå è ïðàâîå êèíåìàòè÷åñêîå ïîëå.

4 Ìû èñõîäèì èç îáùåãî îïðåäåëåíèÿ ïîëÿ, èñïîëüçóåìîãî â
ôèçèêå. Åñëè âåëè÷èíà α çàäàíà â êàæäîé òî÷êå x ïðîñòðàí-
ñòâà X, òî åñòü α = α(x), òî òàêàÿ çàâèñèìîñòü íàçûâàåòñÿ
ïîëåì âåëè÷èíû α íà ïðîñòðàíñòâå X.

5 Ìû îãðàíè÷èìñÿ òðåìÿ óêàçàííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

1. Ëåâîå êèíåìàòè÷åñêîå ïîëå

Çàïèøåì ðÿä Òåéëîðà (14) äëÿ ëåâûõ âåêòîðîâ

ly(x+ dx) = ly(x) + ll(x) ◦ d lx+

+( la(x) ◦ d2 lx) ◦ d1 lx+

+(( lb(x) ◦ d3 lx) ◦ d2 lx) ◦ d1 lx+ . . . . (18)

Ïåðåéäåì ê êîîðäèíàòíîé çàïèñè ðÿäà Òåéëîðà.
Äëÿ ýòîãî çàïèøåì âåêòîðû ÷åðåç áàçèñíûå âåêòîðû
è êîîðäèíàòû

ly = leI · d lyI , d lx = leL · d lxL ,

ll = lI
K
I · llIK , la = lJ

K2K1
I · llIK1K2

,

lb ◦ d1 lx = lJ
K2K1

I · llIK1K2K3
· dxK3

è ó÷òåì ñëåäóþùèå çàêîíû óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåê-
òîðîâ

lI
K
I ◦ leL = δKL · leI ,

lJ
K2K1

I ◦ leL = δK2
L · lIK1

I .

Ïîëó÷èì

ly
I(x+ dx) = ly

I(x) + ll
I
K · dxK +

+ ll
I
K1K2

· d1xK1 · d2xK2 +

+ ll
I
K1K2K3

· d1xK1 · d2xK2 · d3xK3 + . . . . (19)

Ëåâîå êèíåìàòè÷åñêîå ïîëå îïðåäåëÿåòñÿ òðåìÿ íà-
áîðàìè êèíåìàòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, ïðè÷åì êàæäàÿ
èç ïåðåìåííûõ çàâèñèò îò òî÷åê ïðîñòðàíñòâà-âðåìå-
íè.
Ïåðâûå ïåðåìåííûå îïðåäåëÿþòñÿ íà îñíîâàíèè

äèôôåðåíöèàëà âåêòîðà äâèæóùåãîñÿ ïðîñòðàíñòâà6

D ly = ll(x) ◦ d lx , è D ly
I = ll

I
K · dxK . (20)

Îòñþäà ê ïåðâûì ïåðåìåííûì ëåâîãî êèíåìàòè÷å-
ñêîãî ïîëÿ îòíåñåíû çàâèñèìîñòè

ll(x) , ll
I
K(x) ,

à äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ýòî çàâèñè-
ìîñòü

ll
I
K(φ(x)) .

Òàêèì îáðàçîì, ê ïåðâûì ïåðåìåííûì ëåâîãî êè-
íåìàòè÷åñêîãî ïîëÿ îòíåñåíû: ïîëå ëåâîãî ëèíåéíî-
ãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, åãî êîîðäèíàò è ïîëå ïàðàìåòðîâ
ïðåäñòàâëåíèÿ ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

ll(x) , ll
I
K(x) , lφ

α(x) .

6 Äèôôåðåíöèàë, îòíîñÿùèéñÿ ê äâèæóùåìóñÿ ïðîñòðàíñòâó,
îáîçíà÷åí ñèìâîëîì D.
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Âòîðûå ïåðåìåííûå ëåâîãî êèíåìàòè÷åñêîãî ïîëÿ
îïðåäåëÿþòñÿ íà îñíîâàíèè äèôôåðåíöèàëà ëèíåéíî-
ãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (16) è

D ll
I
K1

= d ll
I
K1

+ ll
′I
K1K2

· dxK2 . (21)

Ýòèìè ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû

la , ll
′I
K1K2 .

Èñïîëüçóåì ìàòðèöó îáðàòíîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ l l̃

K
I , äëÿ êîòîðîé

ll
I
K · l l̃KI1 = δII1 , l l̃

K
I · llIK1 = δKK1

è ïåðåéäåì îò êîýôôèöèåíòîâ ll
′I
K1K2 ê êîýôôèöè-

åíòàì

ΓKK1K2 = l l̃
K
I · ll′IK1K2 ,

êîòîðûå íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ñâÿçíîñòè êè-
íåìàòè÷åñêîãî ïîëÿ.
Òàêèì îáðàçîì, ê âòîðûì ïåðåìåííûì ëåâîãî êè-

íåìàòè÷åñêîãî ïîëÿ îòíåñåíû: ïîëå âòîðîãî ëåâîãî ëè-
íåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, åãî êîîðäèíàò è ïîëå êîýô-
ôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè

la(x) , ll
I
K1K2

(x) , ΓKK1K2
(x) .

Òðåòüè ïåðåìåííûå ëåâîãî êèíåìàòè÷åñêîãî ïîëÿ
îïðåäåëÿþòñÿ íà îñíîâàíèè äèôôåðåíöèàëà (17) è

D ll
I
K1K2

= d ll
I
K1K2

+ ll
′I
K1K2K3

· dxK3 . (22)

Ýòèìè ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû

lb , ll
′I
K1K2K3 .

Èñïîëüçóÿ ìàòðèöó îáðàòíîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ, ïåðåéäåì îò êîýôôèöèåíòîâ ll

′I
K1K2K3 ê êî-

ýôôèöèåíòàì

RKK1K2K3
= l l̃

K
I · ll′IK1K2K3

,

êîòîðûå íàçûâàþòñÿ îáúåêòîì êðèâèçíû êèíåìàòè÷å-
ñêîãî ïîëÿ7.
Òàêèì îáðàçîì, ê òðåòüèì ïåðåìåííûì ëåâîãî êè-

íåìàòè÷åñêîãî ïîëÿ îòíåñåíû: ïîëå òðåòüåãî ëåâîãî
ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, åãî êîîðäèíàò è ïîëå îáú-
åêòà êðèâèçíû

lb(x) , ll
I
K1K2K3

(x) , RKK1K2K3
(x) .

7 Àíòèñèììåòðèçàöèÿ îáúåêòà êðèâèçíû ïî êîýôôèöèåíòàì
K2 èK3 ïðèâîäèò ê âåëè÷èíå, íàçûâåìîé òåíçîðîì êðèâèçíû
êèíåìàòè÷åñêîãî ïîëÿ.

2. Ïðàâîå êèíåìàòè÷åñêîå ïîëå

Çàïèøåì ðÿä Òåéëîðà (14) äëÿ ïðàâûõ âåêòîðîâ

ry(x+ dx) = ry(x) + d rx ◦ rl(x) +
+d1 rx ◦ (d2 rx ◦ ra(x)) +
+d1 rx ◦ (d2 rx ◦ (dr 3x ◦ rb(x))) + . . . . (23)

Ïåðåéäåì ê êîîðäèíàòíîé çàïèñè ðÿäà Òåéëîðà.
Äëÿ ýòîãî çàïèøåì âåêòîðû ÷åðåç áàçèñíûå âåêòîðû
è êîîðäèíàòû

ry = reI · d ryI , d rx = reL · d rxL ,

rl = rI
K
I · rlIK , ra = rJ

K2K1
I · rlIK1K2 ,

rb ◦ d1 rx = rJ
K2K1

I · rlIK1K2K3
· dxK3

è ó÷òåì ñëåäóþùèå çàêîíû óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåê-
òîðîâ â ïðàâîé àëãåáðå

reL ◦ rIKI = δKL · reI ,

reL ◦ rJK2K1
I = δK2

L · rIK1
I .

Ïîëó÷èì

ry
I(x+ dx) = ry

I(x) + rl
I
K · dxK +

+ rl
I
K1K2

· d1xK1 · d2xK2 +

+ rl
I
K1K2K3

· d1xK1 · d2xK2 · d3xK3 + . . . . (24)

Ïðàâîå êèíåìàòè÷åñêîå ïîëå îïðåäåëÿåòñÿ òðåìÿ
íàáîðàìè êèíåìàòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ. Êàæäàÿ èç
ïåðåìåííûõ çàâèñèò îò òî÷åê ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.
Ïåðâûå ïåðåìåííûå îïðåäåëÿþòñÿ íà îñíîâàíèè

äèôôåðåíöèàëà âåêòîðà äâèæóùåãîñÿ ïðîñòðàíñòâà8

D ry(x) = d rx ◦ rl(x) ,è D ry
I = rl

I
K · dxK . (25)

Îòñþäà ê ïåðâûì ïåðåìåííûì ïðàâîãî êèíåìàòè-
÷åñêîãî ïîëÿ îòíåñåíû çàâèñèìîñòè

rl(x) , rl
I
K(x) ,

à äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ýòî çàâèñè-
ìîñòü

rl
I
K(φ(x)) .

Òàêèì îáðàçîì, ê ïåðâûì ïåðåìåííûì ïðàâîãî êè-
íåìàòè÷åñêîãî ïîëÿ îòíåñåíû: ïîëå ïðàâîãî ëèíåéíî-
ãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, åãî êîîðäèíàò è ïîëå ïàðàìåòðîâ
ïðåäñòàâëåíèÿ ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

rl(x) , rl
I
K(x) , rφ

α(x) .

8 Äèôôåðåíöèàë, îòíîñÿùèéñÿ ê äâèæóùåìóñÿ ïðîñòðàíñòâó,
îáîçíà÷åí ñèìâîëîì D.
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Âòîðûå ïåðåìåííûå ïðàâîãî êèíåìàòè÷åñêîãî ïîëÿ
îïðåäåëÿåòñÿ íà îñíîâàíèè äèôôåðåíöèàëà ëèíåéíî-
ãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (16) è

D rl
I
K1 = d rl

I
K1 + rl

′I
K1K2 · dxK2 . (26)

Ýòèìè ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû

ra , rl
′I
K1K2

.

Èñïîëüçóåì ìàòðèöó îáðàòíîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ r l̃

K
I , äëÿ êîòîðîé

rl
I
K · r l̃KI1 = δII1 , r l̃

K
I · rlIK1

= δKK1
,

è ïåðåéäåì îò êîýôôèöèåíòîâ rl
′I
K1K2

ê êîýôôèöè-
åíòàì

AII1K2 = r l̃
K1
I1 · rl′IK1K2 ,

êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ïîòåíöèàëàìè êèíåìàòè÷åñêîãî
ïîëÿ.
Òàêèì îáðàçîì, ê âòîðûì ïåðåìåííûì ïðàâîãî êè-

íåìàòè÷åñêîãî ïîëÿ îòíåñåíû: ïîëå âòîðîãî ïðàâîãî
ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, åãî êîîðäèíàò è ïîëå ïî-
òåíöèàëîâ

ra(x) , rl
I
K1K2

(x) , AKK1K2
(x) .

Òðåòüè ïåðåìåííûå ïðàâîãî êèíåìàòè÷åñêîãî ïîëÿ
îïðåäåëÿþòñÿ íà îñíîâàíèè äèôôåðåíöèàëà (17) è

D rl
I
K1K2

= d rl
I
K1K2

+ rl
′I
K1K2K3

· d rxK3 . (27)

Ýòèìè ôóíêöèÿìè ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû

rb , rl
′I
K1K2K3 .

Èñïîëüçóÿ ìàòðèöó îáðàòíîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ, ïåðåéäåì îò êîýôôèöèåíòîâ rl

′I
K1K2K3

ê êî-
ýôôèöèåíòàì

F II1K2K3
= r l̃

K1
I1 · rl′IK1K2K3

,

êîòîðûå íàçûâàþòñÿ îáúåêòîì êèíåìàòè÷åñêîãî ïî-
ëÿ9.
Òàêèì îáðàçîì, ê òðåòüèì ïåðåìåííûì ïðàâîãî

êèíåìàòè÷åñêîãî ïîëÿ îòíåñåíû ïîëå òðåòüåãî ïðàâî-
ãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, åãî êîîðäèíàò è ïîëå
îáúåêòà ïîëÿ

rb(x) , rl
I
K1K2K3

(x) , F II1K2K3
(x) .

9 Àíòèñèììåòðèçàöèÿ îáúåêòà ïîëÿ ïî êîýôôèöèåíòàì K2 è
K3 ïðèâîäèò ê âåëè÷èíå, íàçûâåìîé òåíçîðîì êèíåìàòè÷å-
ñêîãî ïîëÿ. Â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ýòîò òåíçîð ñâîäèòñÿ ê òåíçî-
ðó Ìàêñâåëëà è òåíçîðó ßíãà-Ìèëëñà.

3. Ñèñòåìîîáðàçóþùèå ïîñòóëàòû

1. Â Ðàçäåëå V.1. Ãëàâû 1.5. óñòàíîâëåíî, ÷òî ëåâàÿ
àëãåáðà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé lL ÿâëÿåòñÿ ëèíåé-
íîé ÷àñòüþ ëåâîé êèíåìàòè÷åñêîé ãðóïïû lG. Ýòà
ãðóïïà áûëà íàçâàíà êèíåìàòè÷åñêîé ãðóïïîé âíåø-
íåé ñèììåòðèè10. Íàïðèìåð, ãðóïïà ãðàâèòàöèè ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé êèíåìàòè÷åñêîé ãðóïïû âíåøíåé
ñèììåòðèè lG.
Â ïðîäîëæåíèå óêàçàííîãî îïðåäåëåíèÿ ãðóïïû lG

ëåâîå êèíåìàòè÷åñêîå ïîëå íàçîâåì êèíåìàòè÷åñêèì
ïîëåì âíåøíåé ñèììåòðèè. Íàïðèìåð, ãðàâèòàöèîí-
íîå ïîëå îòíåñåì ê êèíåìàòè÷åñêîìó ïîëþ âíåøíåé
ñèììåòðèè.
2. Â Ðàçäåëå V.2. Ãëàâû 1.5. óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðà-

âàÿ àëãåáðà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé rL ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíîé ÷àñòüþ ïðàâîé êèíåìàòè÷åñêîé ãðóïïû rG.
Ýòà ãðóïïà áûëà íàçâàíà êèíåìàòè÷åñêîé ãðóïïîé
âíóòðåííåé ñèììåòðèè11. Íàïðèìåð, ýëåêòðè÷åñêàÿ
ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé âíóòðåííåé ñèììåòðèè è ïî-
äîáíà ïîäãðóïïå êèíåìàòè÷åñêîé ãðóïïû âíóòðåííåé
ñèììåòðèè rG.
Â ïðîäîëæåíèå óêàçàííîãî îïðåäåëåíèÿ ãðóïïû

rG íàçîâåì ïðàâîå êèíåìàòè÷åñêîå ïîëå êèíåìàòè-
÷åñêèì ïîëåì âíóòðåííåé ñèììåòðèè. Íàïðèìåð,
ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå îòíåñåíî ê êèíåìàòè÷åñêîìó
ïîëþ âíóòðåííåé ñèììåòðèè.

IV. ËÅÂÀß ÊÈÍÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÀËÃÅÁÐÀ
Â ÏÎËÅ ÂÍÅØÍÅÉ ÑÈÌÌÅÒÐÈÈ.

ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ

Íàïîìíèì, ÷òî ëåâàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà ïî-
ñòðîåíà íà âåêòîðàõ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ñ ëåâûì
óìíîæåíèåì

lx =
1

L
· x2 ◦ x1

è âåêòîðàõ ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ
ëåâûì óìíîæåíèåì

ll = l2 ◦ l1 .

Íåïðåðûâíûå ëåâûå ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îá-
ðàçóþò ãðóïïó lG, êîòîðàÿ ïîäîáíà ãðóïïå âíåøíåé
ñèììåòðèè.
Ïî îòíîøåíèþ ê êîîðäèíàòàì âåêòîðîâ ïðîñòðàíñò-

âà-âðåìåíè ëåâîå óìíîæåíèå èìååò âèä

lx
K =

1

L0
· lCKK1K2 · x

K1
1 · x

K2
2 .

10 Òåðìèí âíåøíÿÿ ñèììåòðèÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïðîäèêòîâàí
ïðåäñòàâëåíèåì î âíóòðåííåé ñèììåòðèè, èñïîëüçóåìîé â
ñîâðåìåííîé ôèçèêå, à, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ââåäåí äëÿ ïîä÷åð-
êèâàíèÿ îòëè÷èÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèììåòðèè îò âíóòðåííåé
ñèììåòðèè.

11 Òåðìèí âíóòðåííÿÿ ñèììåòðèÿ èñïîëüçóåòñÿ çäåñü â òîì
ñìûñëå, â êîòîðîì îí èñïîëüçóåòñÿ â ñîâðåìåííîé ôèçèêå.
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Ïî îòíîøåíèþ ê êîîðäèíàòàì âåêòîðîâ ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé ëåâîå óìíîæåíèå èìååò âèä

ll
M
L = (l2)

M
K · (l1)KL .

Áàçèñíûå âåêòîðû â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè leI è áà-
çèñíûå âåêòîðû â ïðîñòðàíñòâå ëèíåéíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé lI

I
M ñîñòàâëÿþò òàáëèöó óìíîæåíèÿ, îïðåäå-

ëÿþùóþ ëåâóþ êèíåìàòè÷åñêóþ àëãåáðó lT,

leM ◦ leK = leI · lCIKM + lI
I
L · lCLIKM ,

leM ◦ lILK = 0 ,

lI
I
M ◦ leK = δIK · leM ,

lI
I
M ◦ lILK = δIK · lILM + δIK · δLM . (28)

Ïîäãðóïïû ãðóïïû âíåøíåé ñèììåòðèè óäîáíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü, èñïîëüçóÿ ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëå-
íèå, äëÿ êîòîðîãî

ll
I
K = lC

I
Kα · lφα ,

ãäå lφ
α � ïàðàìåòðû ïîäãðóïïû âíåøíåé ñèììåòðèè.

Áàçèñíûìè âåêòîðàìè ïîäãðóïïû âíåøíåé ñèììåòðèè
ÿâëÿþòñÿ

leα = lI
K
I · lCIKα .

Îíè ïîä÷èíÿþòñÿ ëåâîìó çàêîíó óìíîæåíèÿ

leα ◦ leβ = leγ · lCγβα .

Óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû ëåâîé êèíåìàòè÷åñêîé àëãåá-
ðû lT çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

d2d1 lt = d2 lt ◦ d1 lt , (29)

ãäå

d lt =
1

L0
· d lx+ d ll.

Çàïèøåì ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ ÷åðåç êîîðäèíàòû
âåêòîðîâ lx è ll. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì â (29) âûðàæå-
íèÿ âåêòîðîâ ÷åðåç áàçèñíûå âåêòîðû

lx = leI · lxI è ll = lI
I
K · llKI

è âîñïîëüçóåìñÿ òàáëèöåé óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåê-
òîðîâ (28). Ïîëó÷èì

d2d1 lx
I = 1

L0
lC

I
ML · d1 lxM · d2 lxL + d2 ll

L
M · d1 lxM ,

d2d1 ll
I
K = d2 ll

I
L · d1 llLK+

+ 1
L0

2 · lCMLPQ · d1 lxP · d2 lxQ .

Ê ýòèì óðàâíåíèÿì íåîáõîäèìî äîáàâèòü ïðîåêöèþ
óðàâíåíèÿ (29) íà ñêàëÿðíîå íàïðàâëåíèå

d2d1 lt
0 =

1

L0
2 · gKM · d1 lx

K · d2 lxM + d2 ll
M
K · d1 llKM .

1. Óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû ëåâîé êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðû â ïîëå âíåøíåé ñèììåòðèè

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðåéòè îò ëåâîé êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðû ê ëåâîé êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðå â ïîëå âíåøíåé
ñèììåòðèè, íåîáõîäèìî â êîîðäèíàòíîé çàïèñè âûðàæåíèé äèôôåðåíöèàëîâ âåêòîðîâ

d lx = leI · d lxI , d ll = lI
K1
I · d llIK1 ,

äèôôåðåíöèàëû êîîðäèíàò d ll
I
K1 îïðåäåëÿòü èç âûðàæåíèÿ

D ll
I
K1

= d ll
I
K1

+ ΓIK1K2
· d lxK2 .

Ñ ó÷åòîì ýòîãî12

d lt = leK · d lxK + lI
K1
I · (D ll

I
K1
− ΓIK1K2

· d lxK2) . (30)

Ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå (29) âûðàæåíèÿ (30) äèôôåðåíöèàëà âåêòîðà13

d2d1x
I · eI + d2(D1l

M
L − ΓMLN · d1xN ) · ILM = (d2x

M · d1xK) · (eM ◦ eK) +

+ d2x
K · (D1l

M
I − ΓMIN · d1xN ) · (eK ◦ IIM ) + (D2l

K
L − ΓKLN · d2xN ) · d1xM · (ILK ◦ eM ) +

+ (D2l
K
L − ΓKLP · d2xP ) · (D1l

M
I − ΓMIQ · d1xQ) · (ILK ◦ IIM ) .

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ òàáëèöåé óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (28). Â ðåçóëüòàòå èìååì

d2d1x
I · eI + (d2D1l

M
L − d2ΓMLP · d1xP − ΓMLN · d2d1xN ) · ILM = (d2x

M · d1xK) · (eI · CIKM − IIL · CLIKM ) +

+ d2x
K · (D1l

M
K − ΓMKP · d1xP ) · eM + (D2l

K
L − ΓKLP · d2xP ) · (D1l

M
K − ΓMKQ · d1xQ) · (ILM + δLM ) .

12 Ñëàãàåìûå âåêòîðû ïðèíÿòû áåçðàçìåðíûìè.
13 Äàëåå óêàçàíèå íà òî, ÷òî âåêòîðû è êîîðäèíàòû îòíîñÿòñÿ ê ëåâîé àëãåáðå, îïóùåíû.
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Ðàçäåëÿÿ ñëàãàåìûå ïî áàçèñíûì âåêòîðàì, ïîëó÷èì:

d2d1x
I = lC

I
KM · d1xK · d2xM +D2l

I
K · d1xK − ΓIMK · d1xM · d2xK ,

d2D1l
M
L − d2ΓMLP · d1xP − ΓMLK · d2d1xK =

= lC
M
LPQ · d1xP · d2xQ + (D2l

K
L − ΓKLP · d2xP ) · (D1l

M
K − ΓMKQ · d1xQ) ,

d2d1t
0 = gMK · d1xM · d2xK + (D2l

K
L − ΓKLP · d2xP ) · (D1l

L
K − ΓLKQ · d1xQ) .

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âî âòîðîå è íåîáõîäèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ ñòðóê-
òóðû ëåâîé êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðû â ïîëå âíåøíåé ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèàëîâ êîîðäèíàò âåê-
òîðîâ

d2d1 lx
I = D2 ll

I
K · d1 lxK + T IMK · d1 lxM · d2 lxK ,

d2D1 ll
M
L = D2 ll

M
K ·D1 ll

K
L + ΓMLK ·D2 ll

K
P · d1 lxP − ΓMKP ·D1 ll

K
L · d2 lxP −D2 ll

M
K · ΓKLP · d1 lxP +

+RMLPQ · d1 lxP · d2 lxQ ,

d2d1t
0 = gMK · d2 lxM · d1 lxK + (D2 ll

K
L − ΓKLP · d2 lxP ) · (D1 ll

L
K − ΓLKQ · d1 lxQ) , (31)

ãäå

T IMK = lC
I
MK − ΓIMK � îáúåêò êðó÷åíèÿ ïîëÿ âíåøíåé ñèììåòðèè,

RMLPQ = ΓMLPQ + ΓMKQ · ΓKLP + ΓMLK · TKPQ + lC
M
LPQ � îáúåêò êðèâèçíû ïîëÿ âíåøíåé ñèììåòðèè.

Çäåñü èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå ΓMLPQ · dxQ = dΓMLP .
Ââåäåì ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ s′ èç óñëîâèÿ14

ds′2 = d2t0 .

Â ðåçóëüòàòå êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà â ïîëå ñíàáæàåòñÿ êâàäðàòîì ëèíåéíîãî ýëåìåíòà

ds′2 = gMK · d lxM · d lxK + (D ll
K
L − ΓKLP · d lxP ) · (D ll

L
K − ΓLKQ · d lxQ) . (32)

Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ âèäíî, ÷òî ìåòðèêà êèíåìàòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà â ïîëå âêëþ÷àåò â ñåáÿ ìåòðèêó
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè è ìåòðèêó ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïîñòàâëåííûõ â ñîîòâåòñòâèå òî÷êàì ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè. Ïîýòîìó èìååò ìåñòî êîððåëÿöèÿ ìåæäó ïðîñòðàíñòâîì êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðû â ïîëå âíåøíåé
ñèììåòðèè è ïðîñòðàíñòâîì, ðàññìàòðèâàåìûì â ìíîãîìåðíûõ îáîáùåíèÿõ òåîðèè ãðàâèòàöèè.

V. ÏÐÀÂÀß ÊÈÍÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÀËÃÅÁÐÀ Â ÏÎËÅ ÂÍÓÒÐÅÍÍÅÉ ÑÈÌÌÅÒÐÈÈ.
ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ

Íàïîìíèì, ÷òî ïðàâàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà ïîñòðîåíà íà âåêòîðàõ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ñ ïðàâûì óìíî-
æåíèåì

rx =
1

L0
· x1 ◦ x2

è âåêòîðàõ ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ ïðàâûì óìíîæåíèåì

rl = l1 ◦ l2 .

Íåïðåðûâíûå ïðàâûå ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îáðàçóþò ãðóïïó rG, êîòîðàÿ îòîæäåñòâëåíà ñ ãðóïïîé
âíóòðåííåé ñèììåòðèè.
Ïî îòíîøåíèþ ê êîîðäèíàòàì âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ïðàâîå óìíîæåíèå èìååò âèä

rx
K =

1

L0
· rCKK1K2

· rxK1
1 · rx

K2
2 .

14 Äëÿ ñêàëÿðíîé âåëè÷èíû d1 = d2 = d.



182 ÃËÀÂÀ 1.7 Âòîðàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà. Êèíåìàòè÷åñêîå ïîëå

Ïî îòíîøåíèþ ê êîîðäèíàòàì âåêòîðîâ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðàâîå óìíîæåíèå èìååò âèä

rl
M
L = (l1)

M
K · (l2)KL .

Áàçèñíûå âåêòîðû â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè reI è áàçèñíûå âåêòîðû â ïðîñòðàíñòâå ïðàâûõ ëèíåéíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé rI

I
M ñîñòàâëÿþò òàáëèöó óìíîæåíèÿ, îïðåäåëÿþùóþ ïðàâóþ êèíåìàòè÷åñêóþ àëãåáðó rT

reK ◦ reM = reI · rCIKM + rI
I
L · rCLIKM ,

reM ◦ rILK = δLM · reK ,
rI
I
M ◦ reK = 0 ,

rI
I
M ◦ rILK = δLM · IIK + δLM · δIK . (33)

Ïîäãðóïïû ãðóïïû âíóòðåííåé ñèììåòðèè óäîáíî ðàññìàòðèâàòü, èñïîëüçóÿ ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå,
äëÿ êîòîðîãî

rl
I
K = rC

I
Kα · rφα ,

ãäå rφ
α � ïàðàìåòðû ïîäãðóïïû âíóòðåííåé ñèììåòðèè. Áàçèñíûìè âåêòîðàìè ïîäãðóïïû âíóòðåííåé ñèììåò-

ðèè ÿâëÿþòñÿ

reα = rI
K
I · rCIKα .

Îíè ïîä÷èíÿþòñÿ ïðàâîìó çàêîíó óìíîæåíèÿ

reβ ◦ reα = reγ · rCγβα .

Óðàâíåíèå ñòðóêòóðû ïðàâîé êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðû rT çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

d2d1 rt = d1 rt ◦ d2 rt , (34)

ãäå

d rt =
1

L0
· d rx+ d rl.

Çàïèøåì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ÷åðåç êîîðäèíàòû âåêòîðîâ rx è rl. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì â (34) âûðàæåíèÿ
âåêòîðîâ ÷åðåç áàçèñíûå âåêòîðû

rx = eI · rxI è rl = IIK · rlKI

è âîñïîëüçóåìñÿ òàáëèöåé óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (33). Ïîëó÷èì

d2d1 rx
I = 1

L0
· rCIML · d1 rxM · d2 rxL + d2 rl

L
M · d1 rxM ,

d2d1 rl
I
K = d2 rl

I
L · d1 rlLK + 1

L0
2 · rCMLPQ · d1 rxP · d2 rxQ .

Ê ýòèì óðàâíåíèÿì íåîáõîäèìî äîáàâèòü ïðîåêöèþ óðàâíåíèÿ (34) íà ñêàëÿðíîå íàïðàâëåíèå

d2d1t
0 =

1

L0
· gKM · d1 rxK · d2 rxM + d2 rl

M
K · d1 rlKM .

1. Óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû ïðàâîé êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðû â ïîëå âíóòðåííåé ñèììåòðèè

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðåéòè îò ïðàâîé êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðû ê ïðàâîé êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðå â ïîëå âíóò-
ðåííåé ñèììåòðèè, íåîáõîäèìî â äèôôåðåíöèàëàõ âåêòîðîâ

d rx = reI · d rxI , d rl = rI
K1
I · d rlIK1

äèôôåðåíöèàëû êîîðäèíàò d rl
I
K1

îïðåäåëÿòü èç âûðàæåíèÿ15

D rl
I
K1 = d rl

I
K1 +AIK1K2 · d rxK2 .

15 Çäåñü AI
K1K2 � ýòî ïîòåíöèàëû ïîëÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè.
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Ñ ó÷åòîì ýòîãî16

d rt = reK · d rxK + rI
K
I · (D rl

I
K −AIKN · d rxN ) . (35)

Ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå (34) âûðàæåíèå (35) äèôôåðåíöèàëîâ âåêòîðîâ17

d2d1x
K · eK + d2(D1l

M
L −AMLN · d1xN ) · ILM = (d1x

M · d2xK) · (eM ◦ eK) +

+ d1x
K · (D2l

M
I −AMIN · d2xN ) · (eK ◦ IIM ) + (D1l

K
L −AKLN · d1xN ) · d2xM · (ILK ◦ eM ) +

+ (D1l
K
L −AKLP · d1xP ) · (D2l

M
I −AMIQ · d2xQ) · (ILK ◦ IIM ) .

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ òàáëèöåé óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (33). Â ðåçóëüòàòå èìååì

d2d1x
K · eK + (d2D1l

M
L − d2AMLP · d1xP −AMLN · d2d1xN ) · ILM = (d1x

M · d2xK) · (eI · rCIMK + IIL · rCLIMK) +

+ (D2l
M
K −AMKN · d2xN ) · d1xK · eM + (D2l

M
K −AMKQ · d2xQ) · (D1l

K
L −AKLP · d1xP ) · (ILM + δLM ) .

Ðàçäåëÿÿ ñëàãàåìûå ïî áàçèñíûì âåêòîðàì, ïîëó÷èì

d2d1x
I = rC

I
MK · d1xM · d2xK +D2l

I
K · d1xK −AIMK · d1xM · d2xK ,

d2D1l
M
L − d2AMLP · d1xP −AMLK · d2d1xK =

= rC
M
LPQ · d1xP · d2xQ + (D2l

M
K −AMKQ · d2xQ) · (D1l

K
L −AKLP · d1xP ) ,

d2d1t
0 = gMK · d1xM · d2xK + (D1l

K
L −AKLP · d1xP ) · (D2l

L
K −ALKQ · d2xQ) .

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âî âòîðîå è íåîáõîäèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ ñòðóê-
òóðû êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðû â êàëèáðîâî÷íîì ïîëå îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèàëîâ êîîðäèíàò âåêòîðîâ

d2d1 rx
I = D2 rl

I
K · d1 rxK + F IMK · d1 rxM · d2 rxK ,

d2D1 rl
M
L = D2 rl

M
K ·D1 rl

K
L +AMLK ·D2 rl

K
P · d1 rxP −AMKQ · d2 rxQ ·D1 rl

K
L −D2 rl

M
K ·AKLP · d1 rxP +

+ FMLPQ · d1 rxP · d2 rxQ ,

d2d1t
0 = gMK · d1 rxM · d2 rxK + (D1 rl

K
L −AKLP · d1 rxP ) · (D2 rl

L
K −ALKQ · d2 rxQ) , (36)

ãäå

F IMK = CIMK −AIKM
FMLPQ = AMLPQ +AMKQ ·AKLP +AMLK · FKPQ + rC

M
LPQ � îáúåêò ïîëÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè.

Çäåñü èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå AMLPQ · dxQ = dAMLP .
Ââåäåì ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ s′ èç óñëîâèÿ

ds′2 = d2t0 .

Â ðåçóëüòàòå êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà â ïîëå âíóòðåííåé ñèììåòðèè ñíàáæàåòñÿ êâàäðàòîì ëèíåéíîãî ýëå-
ìåíòà

ds′2 = gMK · d rxM · d rxK + (D rl
K
L −AKLP · d rxP ) · (D rl

L
K −ALKQ · d rxQ) . (37)

Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ âèäíî, ÷òî ìåòðèêà êèíåìàòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà â ïîëå âíóòðåííåé ñèììåòðèè âêëþ-
÷àåò â ñåáÿ ìåòðèêó ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè è ìåòðèêó ïðàâûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïîñòàâëåííûõ â ñî-
îòâåòñòâèå òî÷êàì ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Ïîýòîìó èìååò ìåñòî êîððåëÿöèÿ ìåæäó ïðîñòðàíñòâîì êèíåìàòè-
÷åñêîé àëãåáðû â ïîëå âíóòðåííåé ñèììåòðèè è ïðîñòðàíñòâîì, ðàññìàòðèâàåìûì â ìíîãîìåðíûõ îáîáùåíèÿõ
òåîðèè ïîëÿ.

16 Ñëàãàåìûå âåêòîðû ïðèíÿòû áåçðàçìåðíûìè.
17 Äàëåå óêàçàíèå íà òî, ÷òî âåêòîðû è êîîðäèíàòû îòíîñÿòñÿ ê ïðàâîé àëãåáðå, îïóùåíû.
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VI. ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ ËÅÂÎÉ ÂÒÎÐÎÉ ÊÈÍÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÀËÃÅÁÐÛ Â ÏÎËÅ
ÂÍÅØÍÅÉ ÑÈÌÌÅÒÐÈÈ

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðåéòè îò ëåâîé âòîðîé êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðû ê ëåâîé âòîðîé êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðå
â ïîëå âíåøíåé ñèììåòðèè, íåîáõîäèìî â äèôôåðåíöèàëàõ âåêòîðîâ

d lx = leI · d lxI , d ll = lI
K1
I · d llIK1

, d la = lJ
K2K1

I · d llIK1K2
,

äèôôåðåíöèàëû êîîðäèíàò d ll
I
K1

è d ll
I
K1K2

îïðåäåëÿòü èç âûðàæåíèé18

D ll
I
K1

= d ll
I
K1

+ ΓIK1K2
· d lxK2 , D ll

I
K1K2

= d ll
I
K1K2

+ ΓIK1K2K3
· d rxK2 .

Óðàâíåíèå ñòðóêòóðû äëÿ ëåâîé âòîðîé êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðû â ïîëå ïðèíèìàåò âèä

d2d1 lr = d2 lr ◦ d1 lr . (38)

Ïîäñòàâèì â ýòî óðàâíåíèå âûðàæåíèÿ äèôôåðåíöèàëîâ âåêòîðîâ ÷åðåç áàçèñíûå âåêòîðû. Âû÷èñëèì êàæ-
äîå ñëàãàåìîå ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû (38), èñïîëüçóÿ òàáëèöó óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (3).
Ïîëó÷èì19

d2x ◦ d1x = (d2x
I · d1xK) · (eI ◦ eK) = (d2x

I · d1xK) · (eL · CLKI + IPL · CLPKI ,

d2x ◦ d1l = (d2x
K · (D1l

M
I − ΓMIN · d2xN )) · (eK ◦ IIM ) = 0 , òàê êàê eK ◦ IIM = 0 ,

d2x ◦ d1a = (d2x
K · (D1l

M
IP − ΓMIPN · d1xN )) · (eK ◦ JPIM ) = 0 , òàê êàê eK ◦ JPIM = 0 ,

d2l ◦ d1x = ((D2l
K
L − ΓKLN · d2xN ) · d1xM ) · (ILK ◦ eM ) = ((D2l

K
M − ΓKMN · d2xN ) · d1xM ) · eK ,

d2l ◦ d1l = (D2l
K
L − ΓKLP · d2xP ) · (D1l

M
I − ΓMIQ · d1xQ) · (ILK ◦ IIM ) =

= (D2l
K
M − ΓKMP · d2xP ) · (D1l

M
I − ΓMIQ · d1xQ) · (δIK + IIK) ,

d2l ◦ d1a = (D2l
K
L − ΓKLQ · d2xQ) · (D1l

M
IP − ΓMIPN · d1xN ) · (ILK ◦ JPIM ) =

= (D2l
K
M − ΓKMQ · d2xQ) · (D1l

M
IP − ΓMIPN · d1xN ) · JPIK ,

d2a ◦ d1x = ((D2l
K
LN − ΓKLNQ · d2xQ) · d1xM ) · (JNLK ◦ eM ) = ((D2l

K
LM − ΓKLMQ · d2xQ) · d1xM ) · ILK ,

d2a ◦ d1l = (D2l
K
LN − ΓKLNP · d2xP ) · (D1l

M
I − ΓMIN · d1xN ) · (JNLK ◦ IIM ) =

= (D2l
K
LM − ΓKLMP · d2xP ) · (D1l

M
I − ΓMIN · d1xN ) · (JILK + eK · gIL) ,

d2a ◦ d1a = (D2l
K
LN − ΓKLNP · d2xP ) · (D1l

M
IP − ΓMIPS · d1xS) · (JNLK ◦ JPIM ) =

= (D2l
K
LM − ΓKLMP · d2xP ) · (D1l

M
IP − ΓMIPS · d1xS) · (IPK · gIL + δPK · gIL) .

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â (38) è ðàçäåëÿÿ óðàâíåíèå ïî áàçèñíûì âåêòîðàì, ïîëó÷èì ïåðâîå
óðàâíåíèå ñòðóêòóðû

d2d1x
I = D2l

I
K · d1xK + T IKL · d1xK · d2xL + (D2L

I
MK − ΓIMKN · d2xN ) · (D1l

K
L − ΓKLQ · d1xQ) · gLM ,

ãäå

T IKL = CIKL − ΓIKL � îáúåêò êðó÷åíèÿ,

âòîðîå óðàâíåíèå ñòðóêòóðû

d2D1l
M
L − d2ΓMLN · d1xN − ΓMLN · d2d1xN = CMLIK · d1xI · d2xK + (D2l

M
LK − ΓMLKN · d2xN ) · d1xK +

+ (D1l
K
L ·D2l

M
K − ΓKLP · d1xP ·D2l

M
K −D1l

K
L · ΓMKQ · d2xQ + ΓKLP · d1xP · ΓMKQ · d2xQ) +

+ (D1l
K
NL − ΓKNLP · d1xP ) · (D2l

M
IK − ΓMIKS · d2xS) · gNI

18 Çäåñü ΓI
K1K2K3

ýòî âòîðûå êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè ïîëÿ âíåøíåé ñèììåòðèè. Â ñîâðåìåííîé ôèçèêå íå èñïîëüçóþòñÿ.
19 Äëÿ ïðîñòîòû óêàçàíèÿ íà òî, ÷òî âåêòîðû è êîîðäèíàòû îòíîñÿòñÿ ê ëåâîé àëãåáðå, îïóùåíû.
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è òðåòüå óðàâíåíèå ñòðóêòóðû

d2D1l
M
IL − d2ΓMILN · d1xN − ΓMILN · d2d1xN =

+ (D2l
M
IK − ΓMIKN · d2xN ) · (D1l

K
L − ΓKLQ · d1xQ) + (D2l

M
K − ΓMKQ · d2xQ) · (D1l

K
IL − ΓKILP · d1xP ) .

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âî âòîðîå è òðåòüå äëÿ ýòèõ óðàâíåíèé ñîîòâåòñòâåííî ïîëó÷èì

d2D1l
M
L = D2l

M
K ·D1l

K
L +D2l

M
LK · d1xK + ΓMLN ·D2l

N
K · d1xK −D2l

M
K · ΓKLP · d1xP −

− ΓMKQ ·D1l
K
L · d2xQ + ΓMLPQ · d1xP · d2xQ +

+ ΓMLN · (D2l
N
TK − ΓNTKP · d2xP ) · (D1l

K
S − ΓKSQ · d1xQ) · gST +

+ (D2l
M
IK − ΓMIKQ · d2xQ) · (D1l

K
NL − ΓKNLP · d1xP ) · gNI ,

ãäå

RMLPQ = ΓMLP,Q + ΓMKQ · ΓKLP + ΓMLN · TNPQ + CMLPQ − ΓMLPQ

� îáúåêò êðèâèçíû ïîëÿ âíåøíåé ñèììåòðèè,

d2D1l
M
IL = D2l

M
IK ·D1l

K
L +D2l

M
K ·D1l

K
IL +

+ ΓMILN ·D2l
N
K · d1xK − ΓMIKN · d2xN ·D1l

K
L −D2l

M
K · ΓKILP · d1xP −

−D2l
M
IK · ΓKLP · d1xP + ΓMKQ · d2xQ ·D1l

K
IL +RMILPQ · d1xP · d2xQ +

+ ΓMILN · (D2l
N
MK − ΓNMKQ · d2xQ) · (D1l

K
L − ΓKLP · d1xP ) · gLM ,

ãäå

RMILPQ = ΓMILP,Q +BΓ
IKQ · ΓKLP + ΓMKQ · ΓKILP + ΓMILN · TNPQ

� âòîðîé îáúåêò êðèâèçíû ïîëÿ âíåøíåé ñèììåòðèè. Çäåñü èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå ΓMILP,Q · dxQ = dΓMILP .
Îêîí÷àòåëüíî óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû äëÿ ëåâîé âòîðîé êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðû â ïîëå âíåøíåé ñèììåòðèè

ïðèíèìàþò âèä:
ïåðâîå óðàâíåíèå ñòðóêòóðû

d2d1x
I = D2l

I
K · d1xK + T IKL · d1xK · d2xL +D2l

I
MK ·D1l

K
L · gLM −

− ΓIMKN · d2xN ·D1l
K
L · gLM −D2l

I
MK · ΓKLQ · d1xQ · gLM + ΓIMKN · d2xN · ΓKLQ · d1xQ · gLM , (39)

ãäå

T IKL = CIKL − ΓIKL � îáúåêò êðó÷åíèÿ,

âòîðîå óðàâíåíèå ñòðóêòóðû

d2D1l
M
L = D2l

M
K ·D1l

K
L +D2l

M
LK · d1xK + ΓMLN ·D2l

N
K · d1xK −D2l

M
K · ΓKLP · d1xP −

− ΓMKQ ·D1l
K
L · d2xQ +RMLPQ · d1xP · d2xQ + ΓMLN ·D2l

N
TK ·D1l

K
S · gST −

− ΓMLN ·D2l
N
TK · ΓKSQ · d1xQ · gST − ΓMLN · ΓNTKP · d2xP ·D1l

K
S · gST +

+ ΓMLN · ΓNTKP · d2xP · ΓKSQ · d1xQ · gST +D2l
M
IK ·D1l

K
NL · gNI −D2l

M
IK · ΓKNLP · d1xP · gNI −

− ΓMIKQ · d2xQ ·D1l
K
NL · gNI + ΓMIKQ · d2xQ · ΓKNLP · d1xP · gNI , (40)

ãäå

RMLPQ = ΓMLPQ+ΓMKQ ·ΓKLP+ΓMLN ·TNPQ+CMLPQ−ΓMLPQ � îáúåêò êðèâèçíû ïîëÿ âíåøíåé ñèììåòðèè,

òðåòüå óðàâíåíèå ñòðóêòóðû

d2D1l
M
IL = D2l

M
IK ·D1l

K
L +D2l

M
K ·D1l

K
IL + ΓMILN ·D2l

N
K · d1xK − ΓMIKN · d2xN ·D1l

K
L −

−D2l
M
K · ΓKILP · d1xP −D2l

M
IK · ΓKLP · d1xP − ΓMKQ · d2xQ ·D1l

K
IL +RMILPQ · d1xP · d2xQ +

+ ΓMILN ·D2l
N
MK ·D1l

K
L · gLM − ΓMILN ·D2l

N
MK · ΓKLP · d1xP · gLM −

− ΓMILN · ΓNMKQ · d2xQ ·D1l
K
L · gLM + ΓMILN · ΓNMKQ · d2xQ · ΓKLP · d1xP · gLM , (41)
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ãäå

RMILPQ = ΓMILP,Q + ΓMIKQ · ΓKLP + ΓMKQ · ΓKILP + ΓMILN · TNPQ

� âòîðîé îáúåêò êðèâèçíû ïîëÿ âíåøíåé ñèììåòðèè. Çäåñü ââåäåíî îáîçíà÷åíèå ΓMILP,Q · dxQ = dΓMILP .
Ê ýòèì óðàâíåíèÿì íåîáõîäèìî äîáàâèòü ïðîåêöèþ óðàâíåíèÿ (38) íà ñêàëÿðíîå íàïðàâëåíèå

d2d1r
0 = gKL · d1xK · d2xL + (D1l

K
L − ΓKLP · d1xP ) · (D2l

L
K − ΓLKQ · d2xQ) +

+ (D1l
K
LM − ΓKLMP · d1xP ) · (D2l

M
IK − ΓMIKS · d2xS) · gLI . (42)

1. ×àñòíûé ñëó÷àé

Ïðèâåäåì óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû ëåâîé âòîðîé êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðû â ïîëå â ïîëå âíåøíåé ñèììåòðèè äëÿ
÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà, âî-ïåðâûõ, âòîðûå êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè ïîëÿ âíåøíåé ñèììåòðèè ðàâíû íóëþ

ΓKLMP = 0

è, âî-âòîðûõ, äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ òàáëèöû óìíîæåíèé áàçèñíûõ âåêòîðîâ (4). Ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû
ëåâîé âòîðîé êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðû â ïîëå âíåøíåé ñèììåòðèè ïðèíèìàþò âèä:
ïåðâîå óðàâíåíèå

d2d1x
I = D2l

I
K · d1xK + T IKL · d1xK · d2xL ,

ãäå

T IKL = CIKL − ΓIKL � îáúåêò êðó÷åíèÿ,

âòîðîå óðàâíåíèå

d2D1l
M
L = D2l

M
K ·D1l

K
L +D2l

M
LK · d1xK +

+ΓMLN ·D2l
N
K · d1xK −D2l

M
K · ΓKLP · d1xP −

−ΓMKQ ·D1l
K
L · d2xQ +RMLPQ · d1xP · d2xQ ,

ãäå

RMLPQ = ΓMLP,Q + ΓMKQ · ΓKLP + ΓMLN · TNPQ + CMLPQ � îáúåêò êðèâèçíû ïîëÿ âíåøíåé ñèììåòðèè,

òðåòüå óðàâíåíèå

d2D1l
M
IL = D2l

M
IK ·D1l

K
L +D2l

M
K ·D1l

K
IL −D2l

M
IK · ΓKLP · d1xP − ΓMKQ · d2xQ ·D1l

K
IL .

Ê ýòèì óðàâíåíèÿì íåîáõîäèìî äîáàâèòü ïðîåêöèþ óðàâíåíèÿ (43) íà ñêàëÿðíîå íàïðàâëåíèå

d2d1r
0 = gKL · d1xK · d2xL + (D1l

K
L − ΓKLP · d1xP ) · (D2l

L
K − ΓLKQ · d2xQ) .

VII. ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ ÏÐÀÂÎÉ ÂÒÎÐÎÉ ÊÈÍÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÀËÃÅÁÐÛ Â ÏÎËÅ
ÂÍÓÒÐÅÍÍÅÉ ÑÈÌÌÅÒÐÈÈ

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðåéòè îò ïðàâîé âòîðîé êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðû ê ïðàâîé âòîðîé êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðå
â ïîëå âíóòðåííåé ñèììåòðèè, íåîáõîäèìî â äèôôåðåíöèàëàõ âåêòîðîâ

d rx = reI · d rxI , d rl = rI
K1
I · d rlIK1

, d ra = rJ
K2K1

I · d rlIK1K2
,

äèôôåðåíöèàëû êîîðäèíàò d rl
I
K1

è d rl
I
K1K2

îïðåäåëÿòü èç âûðàæåíèé20

D rl
I
K1 = d rl

I
K1 +AIK1K2 · d rxK2 , D rl

I
K1K2 = d rl

I
K1K2 +BIK1K2K3 · d rxK2 .

20 Çäåñü BI
K1K2K3 ýòî âòîðûå ïîòåíöèàëû ïîëÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè. Â ñîâðåìåííîé ôèçèêå íå èñïîëüçóþòñÿ.



VII. Óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû ïðàâîé âòîðîé êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðû â ïîëå âíóòðåííåé ñèììåòðèè 187

Óðàâíåíèå ñòðóêòóðû äëÿ ïðàâîé âòîðîé êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðû â ïîëå ïðèíèìàåò âèä

d2d1 rr = d1 rr ◦ d2 rr . (43)

Ïîäñòàâèì â ýòî óðàâíåíèå âûðàæåíèÿ äèôôåðåíöèàëîâ âåêòîðîâ ÷åðåç áàçèñíûå âåêòîðû. Âû÷èñëèì êàæ-
äîå ñëàãàåìîå ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû (43), èñïîëüçóÿ òàáëèöó óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (5).
Ïîëó÷èì21

d1x ◦ d2x = (d1x
I · d2xK) · (eI ◦ eK) = (d1x

I · d2xK) · (eL · CLIK + IML · CLMIK ,

d1x ◦ d2l = (d1x
K · (D2l

M
I −AMIN · d2xN )) · (eK ◦ IIM ) = ((D2l

M
K −AMKN · d2xN ) · d1xK) · eM ,

d1x ◦ d2a = (d1x
K · (D2l

M
IK −BMIKN · d2xN )) · IIM ,

d1l ◦ d2x = 0 , òàê êàê ILK ◦ eM = 0 ,

d1l ◦ d2l = (D1l
K
L −AKLP · d1xP ) · (D2l

M
I −AMIQ · d2xQ) · (ILK ◦ IIM ) =

(D1l
K
L ·D2l

M
K −AKLP · d1xP ·D2l

M
K −D1l

K
L ·AMKQ · d2xQ +AKLP · d1xP ·AMKQ · d2xQ) · (δLM + ILM ) ,

d1l ◦ d2a = (D1l
K
L −AKLQ · d1xQ) · (D2l

M
IK − FMIKN · d2xN ) · (JLIM + eM · gLI) ,

d1a ◦ d2x = 0 , òàê êàê JNLK ◦ eM = 0 ,

d1a ◦ d2l = (D1l
K
LN −BKLNP · d1xP ) · (D2l

M
K −AMKN · d2xN ) · JNLM ,

d1a ◦ d2a = (D1l
K
LN −BKLNP · d1xP ) · (D2l

M
IK −BMIKS · d2xS) · (INM · gLI + δNM · gLI) .

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â (43) è ðàçäåëÿÿ óðàâíåíèå ïî áàçèñíûì âåêòîðàì, ïîëó÷èì ïåðâîå
óðàâíåíèå ñòðóêòóðû

d2d1x
I = D2l

I
K · d1xK + F IKL · d1xK · d2xL + (D2L

I
MK −BIMKN · d2xN ) · (D1l

K
L −AKLQ · d1xQ) · gLM ,

ãäå

F IKL = CIKL −AIKL ,

âòîðîå óðàâíåíèå ñòðóêòóðû

d2D1l
M
L − d2AMLN · d1xN −AMLN · d2d1xN = CMLIK · d1xI · d2xK + (D2l

M
LK −BMLKN · d2xN ) · d1xK +

+ (D1l
K
L ·D2l

M
K −AKLP · d1xP ·D2l

M
K −D1l

K
L ·AMKQ · d2xQ +AKLP · d1xP ·AMKQ · d2xQ) +

+ (D1l
K
NL −BKNLP · d1xP ) · (D2l

M
IK −BMIKS · d2xS) · gNI

è òðåòüå óðàâíåíèå ñòðóêòóðû

d2D1l
M
IL − d2BMILN · d1xN −BMILN · d2d1xN =

+ (D2l
M
IK −BMIKN · d2xN ) · (D1l

K
L −AKLQ · d1xQ) + (D2l

M
K −AMKQ · d2xQ) · (D1l

K
IL −BKILP · d1xP ) .

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âî âòîðîå è òðåòüå äëÿ ýòèõ óðàâíåíèé ñîîòâåòñòâåííî ïîëó÷èì

d2D1l
M
L = D2l

M
K ·D1l

K
L +D2l

M
LK · d1xK +AMLN ·D2l

N
K · d1xK −D2l

M
K ·AKLP · d1xP −

−AMKQ ·D1l
K
L · d2xQ +BMLPQ · d1xP · d2xQ +

+AMLN · (D2l
N
TK −BNTKP · d2xP ) · (D1l

K
S −AKSQ · d1xQ) · gST +

+ (D2l
M
IK −BMIKQ · d2xQ) · (D1l

K
NL −BKNLP · d1xP ) · gNI ,

ãäå

FMLPQ = AMLPQ +AMKQ ·AKLP +AMLN · TNPQ + CMLPQ −BMLPQ � îáúåêò ïîëÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè ,

21 Äëÿ ïðîñòîòû óêàçàíèÿ íà òî, ÷òî âåêòîðû è êîîðäèíàòû îòíîñÿòñÿ ê ïðàâîé àëãåáðå, îïóùåíû.
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d2D1l
M
IL = D2l

M
IK ·D1l

K
L +D2l

M
K ·D1l

K
IL +

+BMILN ·D2l
N
K · d1xK −BMIKN · d2xN ·D1l

K
L −D2l

M
K ·BKILP · d1xP −

−D2l
M
IK ·AKLP · d1xP +AMKQ · d2xQ ·D1l

K
IL + FMILPQ · d1xP · d2xQ +

+BMILN · (D2l
N
MK −BNMKQ · d2xQ) · (D1l

K
L −AKLP · d1xP ) · gLM ,

ãäå

FMILPQ = BMILPQ +BMIKQ ·AKLP +AMKQ ·BKILP +BMILN · FNPQ

� âòîðîé îáúåêò ïîëÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè. Çäåñü èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå BMILP,Q · dxQ = dBMILP .
Îêîí÷àòåëüíî óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû äëÿ ïðàâîé âòîðîé êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðû â ïîëå âíóòðåííåé ñèììåò-

ðèè ïðèíèìàþò âèä:
ïåðâîå óðàâíåíèå ñòðóêòóðû

d2d1x
I = D2l

I
K · d1xK + F IKL · d1xK · d2xL +D2l

I
MK ·D1l

K
L · gLM −

−BIMKN · d2xN ·D1l
K
L · gLM −D2l

I
MK ·AKLQ · d1xQ · gLM +BIMKN · d2xN ·AKLQ · d1xQ · gLM , (44)

ãäå

F IKL = CIKL −AIKL ,

âòîðîå óðàâíåíèå ñòðóêòóðû

d2D1l
M
L = D2l

M
K ·D1l

K
L +D2l

M
LK · d1xK +AMLN ·D2l

N
K · d1xK −D2l

M
K ·AKLP · d1xP −

−AMKQ ·D1l
K
L · d2xQ + FMLPQ · d1xP · d2xQ +AMLN ·D2l

N
TK ·D1l

K
S · gST −

−AMLN ·D2l
N
TK ·AKSQ · d1xQ · gST −AMLN ·BNTKP · d2xP ·D1l

K
S · gST +

+AMLN ·BNTKP · d2xP ·AKSQ · d1xQ · gST +D2l
M
IK ·D1l

K
NL · gNI −D2l

M
IK ·BKNLP · d1xP · gNI −

−BMIKQ · d2xQ ·D1l
K
NL · gNI +BMIKQ · d2xQ ·BKNLP · d1xP · gNI , (45)

ãäå

FMLPQ = AMLPQ +AMKQ ·AKLP +AMLN · FNPQ + CMLPQ −BMLPQ � îáúåêò ïîëÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè,

òðåòüå óðàâíåíèå ñòðóêòóðû

d2D1l
M
IL = D2l

M
IK ·D1l

K
L +D2l

M
K ·D1l

K
IL +BMILN ·D2l

N
K · d1xK −BMIKN · d2xN ·D1l

K
L −

−D2l
M
K ·BKILP · d1xP −D2l

M
IK ·AKLP · d1xP −AMKQ · d2xQ ·D1l

K
IL + FMILPQ · d1xP · d2xQ +

+BMILN ·D2l
N
MK ·D1l

K
L · gLM −BMILN ·D2l

N
MK ·AKLP · d1xP · gLM −

−BMILN ·BNMKQ · d2xQ ·D1l
K
L · gLM +BMILN ·BNMKQ · d2xQ ·AKLP · d1xP · gLM , (46)

ãäå

FMILPQ = BMILPQ +BMIKQ ·AKLP +AMKQ ·BKILP +BMILN · FNPQ

� âòîðîé îáúåêò ïîëÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè. Çäåñü ââåäåíî îáîçíà÷åíèå BMILP,Q · dxQ = dBMILP .
Ê ýòèì óðàâíåíèÿì íåîáõîäèìî äîáàâèòü ïðîåêöèþ óðàâíåíèÿ (43) íà ñêàëÿðíîå íàïðàâëåíèå

d2d1r
0 = gKL · d1xK · d2xL + (D1l

K
L −AKLP · d1xP ) · (D2l

L
K −ALKQ · d2xQ) +

+ (D1l
K
LM −BKLMP · d1xP ) · (D2l

M
IK −BMIKS · d2xS) · gLI . (47)
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1. ×àñòíûé ñëó÷àé

Äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ òàáëèöû óìíîæåíèé áàçèñíûõ
âåêòîðîâ (4) óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû ïðàâîé âòîðîé êè-
íåìàòè÷åñêîé àëãåáðû â ïîëå âíóòðåííåé ñèììåòðèè
ïðèíèìàþò âèä:
ïåðâîå óðàâíåíèå

d2d1x
I = D2l

I
K · d1xK + F IKL · d1xK · d2xL ,

ãäå

F IKL = CIKL −AIKL ,

âòîðîå óðàâíåíèå

d2D1l
M
L = D2l

M
K ·D1l

K
L +D2l

M
LK · d1xK +

+AMLN ·D2l
N
K · d1xK −D2l

M
K ·AKLP · d1xP −

−AMKQ ·D1l
K
L · d2xQ + FMLPQ · d1xP · d2xQ ,

ãäå

FMLPQ = AMLPQ +AMKQ ·AKLP +AMLN · FNPQ+
+CMLPQ � îáúåêò ïîëÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè,

òðåòüå óðàâíåíèå

d2D1l
M
IL = D2l

M
IK ·D1l

K
L +D2l

M
K ·D1l

K
IL−

−D2l
M
IK ·AKLP · d1xP −AMKQ · d2xQ ·D1l

K
IL .

Ê ýòèì óðàâíåíèÿì íåîáõîäèìî äîáàâèòü ïðîåêöèþ
óðàâíåíèÿ (43) íà ñêàëÿðíîå íàïðàâëåíèå

d2d1r
0 = gKL · d1xK · d2xL+

+(D1l
K
L −AKLP · d1xP ) · (D2l

L
K −ALKQ · d2xQ) .

VIII. ÏÐÈÍÖÈÏ ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÈ

Ïðåäñòàâëåíèå î êèíåìàòè÷åñêîì ïîëå ïîçâîëÿåò
äàòü îáùóþ è ïðîçðà÷íóþ ôîðìóëèðîâêó ïðèíöèïà
ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïóñòü äàíî äâèæåíèå f : X→X′ èëè
X′ = f(X). Îíî îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíîé çàâè-
ñèìîñòüþ âåêòîðîâ y ∈ X′ äâèæóùåãîñÿ ïðîñòðàíñòâà
îò âåêòîðîâ x ∈ X ñèñòåìû îòñ÷åòà

y = y(x) .

Â ìàëîì ýòà çàâèñèìîñòü äàåòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà
(18). Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèåì â ðÿä Òåé-
ëîðà çàâèñèìîñòè êîîðäèíàò âåêòîðîâ äâèæóùåãîñÿ
ïðîñòðàíñòâà îò êîîðäèíàò âåêòîðîâ ñèñòåìû îòñ÷åòà
(19)

yI(x+ dx) = yI(x) + lIK · dxK +

+lIK1K2 · d1xK1 · d2xK2 +

+lIK1K2K3
· d1xK1 · d2xK2 · d3xK3 + . . . .

Ïóñòü â íà÷àëå äâèæåíèÿ äâèæóùååñÿ ïðîñòðàí-
ñòâî ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé îòñ÷åòà, òî åñòü

yI(x) = δIK · xK .

Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå äâèæåíèå çàäàåòñÿ
ðÿäîì Òåéëîðà ñëåäóþùåãî âèäà:

yI(x+ dx) = δIK · xK + lIK · dxK +

+lIK1K2
· d1xK1 · d2xK2 +

+lIK1K2K3
· d1xK1 · d2xK2 · d3xK3 + . . . .

Çàïèøåì åãî èíà÷å

yI(x+ dx) = δIK · xK +DyI +

+DlIK · dxK +

+DlIK1K2 · d1xK1 · d2xK2 + . . . .

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëàìè (20), (21) è (22),
âûðàæàþùèìè êîýôôèöèåíòû ðÿäà Òåéëîðà ÷åðåç
ïàðàìåòðû êèíåìàòè÷åñêîãî ïîëÿ

yI(x+ dx) = δIK · xK + lIK · dxK +

+(d ll
I
K1

+ ll
I
K · ΓKK1K2

· dxK2) · dxK1 +

+(d ll
I
K1K2+ ll

I
K ·RKK1K2K3 ·dxK3)·d1xK1·d2xK2+. . . .

Ýòà ôîðìà çàïèñè ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î äâèæåíèè
ïðîñòðàíñòâà X′ â êèíåìàòè÷åñêîì ïîëå.
Íàçîâåì äâèæåíèå ïðîñòðàíñòâà X′ â êèíåìàòè÷å-

ñêîì ïîëå ñâîáîäíûì, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
ñîîòíîøåíèÿ:

lIK = δIK

d ll
I
K1

+ ll
I
K · ΓKK1K2

· dxK2 = 0 , (48)

d ll
I
K1K2

+ ll
I
K ·RKK1K2K3

· dxK3 = 0 .

Â ýòîì ñëó÷àå îïèñàíèå äâèæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà X′

ñâîäèòñÿ ê ôîðìóëå

yI(x+ dx) = δIK · (xK + dxK) , (49)

òî åñòü, äâèæåíèå ïðîñòðàíñòâà X′ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ñäâèã ñèñòåìû îòñ÷åòà.
Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî, äâèæóùååñÿ ñâîáîä-

íî â êèíåìàòè÷åñêîì ïîëå, ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå îò-
ñ÷åòà. Ýòîò òåçèñ è åñòü òàê íàçûâàåìûé ïðèíöèï ýê-
âèâàëåíòíîñòè.
Äàäèì ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ:

� óñëîâèå lIK = δIK � íàçîâåì ïåðâûì ñîîòíîøå-
íèåì ïðèíöèïà ýêâèâàëåíòíîñòè;

� óñëîâèå d llIK1
+ ll

I
K ·ΓKK1K2

·dxK2 = 0 � íàçîâåì
âòîðûì ñîîòíîøåíèåì ïðèíöèïà ýêâèâàëåíòíî-
ñòè22;

� óñëîâèå d llIK1K2
+ ll

I
K · RKK1K2K3

· dxK3 = 0 �
íàçîâåì òðåòüèì ñîîòíîøåíèåì ïðèíöèïà ýêâè-
âàëåíòíîñòè.

22 Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ýòî ñîîòíîøåíèå ñâîäèòñÿ ê îáùåèçâåñò-
íîìó ïðèíöèïó ýêâèâàëåíòíîñòè, êîòîðûé ââîäèòñÿ â òåîðèè
ãðàâèòàöèè.
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IX. ÂÛÂÎÄÛ ÏÎ ÃËÀÂÅ

� Âòîðàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà âêëþ÷àåò â ñåáÿ
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî A ëèíåéíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé a : X→L. Îíà ìîæåò áûòü îáîáùåíà äî
òðåòüåé êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðû, âêëþ÷àþùåé
â ñåáÿ âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî B ëèíåéíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé b : X→A. Êèíåìàòè÷åñêèå àëãåáðû
ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêîâ íåîáõîäèìû äëÿ îïèñàíèÿ
äâèæåíèÿ f : X→X′ îáùåãî âèäà.

� Ïîñòóëèðóåì ñóùåñòâîâàíèå âòîðûõ ïðîìåæó-
òî÷íûõ ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Âòîðûå ïðîìå-
æóòî÷íûå ôèçè÷åñêèå îáúåêòû â òîì âèäå, â êî-
òîðîì îíè ó÷àñòâóþò â ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåí-
íûõ ÿâëåíèÿõ, òîæäåñòâåííû âåêòîðíîìó ïðî-
ñòðàíñòâó A ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé a : X→L.
Ñëåäóåò ïðåäïîëîæèòü ñóùåñòâîâàíèå ïðîìå-
æóòî÷íûõ ÷àñòèö âòîðîãî ðîäà, ðåàëèçóþùèõ
ïðåäñòàâëåíèå î âòîðûõ ïðîìåæóòî÷íûõ ôèçè-
÷åñêèõ îáúåêòàõ.

� Âòîðûå ïðîìåæóòî÷íûå ôèçè÷åñêèå îáúåêòû
âçàèìîäåéñòâóþò ñ ôóíäàìåíòàëüíûìè ôèçè-
÷åñêèìè îáúåêòàìè. Ðåçóëüòàòîì ýòîãî âçàèìî-
äåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòî÷íûé ôèçè÷åñêèé
îáúåêò.

� Êèíåìàòè÷åñêîå ïîëå â îáùåì ïîíèìàíèè � ýòî
ïîëå âåêòîðîâ äâèæóùåãîñÿ ïðîñòðàíñòâà, ïî-
ñòàâëåííûõ â ñîîòâåòñòâèå òî÷êàì ñèñòåìû îò-
ñ÷åòà, òî åñòü ýòî ïîëå y(x). Â äåòàëüíîì îïðå-
äåëåíèè êèíåìàòè÷åñêîå ïîëå � ýòî ïîëå êîýô-
ôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè y(x) â ðÿä Òåé-
ëîðà. Ýòî ïîëÿ

1) ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé l(x), lIK(x),

2) âòîðûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé a(x),
lIK1K2(x),

3) òðåòüèõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé b(x),
lIK1K2K3(x).

� Äâèæåíèå ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâëÿåòñÿ êèíå-
ìàòè÷åñêèìè àëãåáðàìè ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêîâ.
Â îáùåì ñëó÷àå ýòè êèíåìàòè÷åñêèå àëãåáðû
ÿâëÿþòñÿ íåêîììóòàòèâíûìè. Ïîýòîìó ïðåä-
ñòàâëåíèå äâèæåíèÿ ñ ïîìîùüþ ðÿäà Òåéëîðà
ñóùåñòâóåò â äâóõ ìîäèôèêàöèÿõ: ëåâûå è ïðà-
âûå ïðåäñòàâëåíèÿ. Îòñþäà âîçíèêàåò íåîáõî-
äèìîñòü ðàçëè÷àòü ëåâûå è ïðàâûå êèíåìàòè÷å-
ñêèå ïîëÿ. Ëåâîå êèíåìàòè÷åñêîå ïîëå îïðåäåëå-
íî êàê êèíåìàòè÷åñêîå ïîëå âíåøíåé ñèììåò-
ðèè. Ïðàâîå êèíåìàòè÷åñêîå ïîëå îïðåäåëåíî
êàê êèíåìàòè÷åñêîå ïîëå âíóòðåííåé ñèììåò-
ðèè.

� Êèíåìàòè÷åñêîå ïîëå âíåøíåé ñèììåòðèè (ëåâîå
êèíåìàòè÷åñêîå ïîëå) ïðåäñòàâëÿåòñÿ:

1) ïîëåì ëåâûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ll
I
K(x);

ëåâûå ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îïðåäåëåíû êàê

àëãåáðà âíåøíåé ñèììåòðèè lL; â ñâîþ î÷åðåäü
àëãåáðà âíåøíåé ñèììåòðèè lL ÿâëÿåòñÿ ëèíåé-
íîé ÷àñòüþ êèíåìàòè÷åñêîé ãðóïïû âíåøíåé
ñèììåòðèè lG;
2) ïîëåì ëåâûõ âòîðûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé ll

I
K1K2(x) èëè ïîëåì êîýôôèöèåíòîâ ñâÿç-

íîñòè ΓKK1K2(x);

3) ïîëåì ëåâûõ òðåòüèõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé ll

I
K1K2K3(x) èëè ïîëåì îáúåêòà êðèâèçíû

RKK1K2K3(x).

� Êèíåìàòè÷åñêîå ïîëå âíóòðåííåé ñèììåòðèè
(ïðàâîå êèíåìàòè÷åñêîå ïîëå) ïðåäñòàâëÿåòñÿ:

1) ïîëåì ïðàâûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé rl
I
K(x);

ïðàâûå ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îïðåäåëåíû
êàê àëãåáðà âíóòðåííåé ñèììåòðèè rL; â ñâîþ
î÷åðåäü àëãåáðà âíóòðåííåé ñèììåòðèè rL ÿâëÿ-
åòñÿ ëèíåéíîé ÷àñòüþ êèíåìàòè÷åñêîé ãðóïïû
âíóòðåííåé ñèììåòðèè rG;
2) ïîëåì ïðàâûõ âòîðûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé rl

I
K1K2

(x) ïîòåíöèàëîì ïîëÿ âíóòðåííåé
ñèììåòðèè AII1K2

(x);

3) ïîëåì ïðàâûõ òðåòüèõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé rl

I
K1K2K3

(x) èëè îáúåêòîì ïîëÿ âíóòðåííåé
ñèììåòðèè F II1K2K3(x).

� Ïðåäñòàâëåíèå î êèíåìàòè÷åñêîì ïîëå ïîçâî-
ëÿåò äàòü îáùóþ è ïðîçðà÷íóþ ôîðìóëèðîâêó
ïðèíöèïà ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïðîñòðàíñòâî, äâè-
æóùååñÿ ñâîáîäíî â êèíåìàòè÷åñêîì ïîëå, ýêâè-
âàëåíòíî ñèñòåìå îòñ÷åòà. Óñëîâèåì óêàçàííîãî
ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå ñî-
îòíîøåíèé (48).
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I. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Â Ãëàâå 1.1. ââåäåíî ïðåäñòàâëåíèå î ñèñòåìå îò-
ñ÷åòà ÑÒÎ êàê î âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ðåàëèçàöè-
åé ãåîìåòðè÷åñêîé ÷àñòè âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñè-
ñòåìû îòñ÷åòà X ìîãóò ñëóæèòü àáñîëþòíî òâåðäûå
òåëà è èõ ñäâèãè. Íàõîäÿñü â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå,
àáñîëþòíî òâåðäûå òåëà èñïûòûâàþò ñèëîâîå âîçäåé-
ñòâèå.

Äðóãèì - èñêðèâëåííûì - ãåîìåòðè÷åñêèì âåêòîð-
íûì ïðîñòðàíñòâîì Y ìîãóò ñëóæèòü ïûëåâûå îáðà-
çîâàíèÿ, íàõîäÿùèåñÿ â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå. Ñäâèã
ïûëåâûõ îáðàçîâàíèé ñîïðîâîæäàåòñÿ èõ äåôîðìàöè-
åé. Îäíàêî ýòè äåôîðìàöèè îáíàðóæèâàþòñÿ òîëü-
êî ñ ïîìîùüþ àáñîëþòíî òâåðäûõ òåë. Îáíàðóæèòü
äåôîðìàöèþ èññëåäóåìîãî ïûëåâîãî îáðàçîâàíèÿ, èñ-
ïîëüçóÿ äðóãîå ïûëåâîå îáðàçîâàíèå, íåëüçÿ.

Ìåæäó ñèëàìè, äåéñòâóþùèìè íà àáñîëþòíî òâåð-
äûå òåëà, è äåôîðìàöèÿìè ïûëåâîãî îáðàçîâàíèÿ ñó-
ùåñòâóåò âçàèìîñâÿçü.

Îòñþäà âîçíèêàåò ñëåäóþùàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ êîí-
ñòðóêöèÿ, ïðåäíàçíà÷åííàÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîâåäå-
íèÿ òåë â ñèëîâîì ïîëå. Íà îäíîì è òîì æå òî÷å÷íî-
ñîáûòèéíîì ìíîãîîáðàçèè îïðåäåëåíû äâå ãðóïïû
ñäâèãîâ, êîòîðûå îáîçíà÷åíû Gx è Gy. Äâèæåíèå
òî÷êè-ñîáûòèÿ ïîä äåéñòâèåì îäíîãî ëèáî äðóãîãî òè-
ïà ñäâèãîâ ïðèâîäèò ê ðàçíûì òèïàì ëèíèé ñäâèãîâ,
ðàçíûì òèïàì âåêòîðîâ è ðàçíûì òèïàì âåêòîðíûõ
ïðîñòðàíñòâ, êîòîðûå îáîçíà÷èì X è Y . Òðåáîâàíèå
èçìåðÿåìîñòè ïðîñòðàíñòâ ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìî-
ñòè ââåäåíèÿ äâóõ òèïîâ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé,
ñîîòâåòñòâåííî â ïðîñòðàíñòâàõ X è Y .

Ïðè ýòîì ñòàâèòñÿ çàäà÷à ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû
ñäâèãîâ, âåêòîðîâ, çàêîíà ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ, çàêî-
íà óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî, ñêàëÿðíîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ îäíîãî ïðîñòðàíñòâà, íàïðèìåð Y , ñ ïîìîùüþ
ñðåäñòâ âòîðîãî ïðîñòðàíñòâà, íàïðèìåð X. Èññëå-
äóåìîå ïðîñòðàíñòâî Y íàçâàíî èñêðèâëåííûì ïðî-
ñòðàíñòâîì, à ïðîñòðàíñòâî-èíñòðóìåíò X, ñ ïîìî-
ùüþ êîòîðîãî îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå (èññëå-
äîâàíèå) ïðîñòðàíñòâà Y , íàçâàíî ñèñòåìîé îòñ÷å-
òà. Òàê êàê çàðàíåå íåÿñíî, äà è íåñóùåñòâåííî, êà-
êîå èç ïðîñòðàíñòâ âûáðàíî çà ñèñòåìó îòñ÷åòà, òî
ðåøåíèå óêàçàííîé çàäà÷è ñîñòàâëÿåò îáùóþ òåîðèþ
îòíîñèòåëüíîñòè.

II. ÑÈÑÒÅÌÀ ÎÒÑ×ÅÒÀ

Íàïîìíèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàññóæäåíèé, êîòî-
ðàÿ ïðèâîäèò ê ïðåäñòàâëåíèþ î ïðîñòðàíñòâå-âðåìå-
íè êàê î âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ñíà÷àëà ïðîñòðàí-
ñòâî-âðåìÿ âûñòóïàåò êàê íåîôîðìëåííîå ìíîæåñòâî
òî÷åê-ñîáûòèé. Çàòåì íà ýòîì ìíîæåñòâå ââîäèòñÿ îò-
íîøåíèå ïîðÿäêà, âûðàæàåìîå ñëîâàìè äàëüøå, áëè-
æå äëÿ òî÷åê è ðàíüøå, ïîçæå äëÿ ñîáûòèé.
Îáîçíà÷èì ýòî îòíîøåíèå ïîðÿäêà Rx.
Äàëåå. Èç âñåõ äâèæåíèé (ïðåîáðàçîâàíèé) ìíî-

æåñòâà òî÷åê-ñîáûòèé âûäåëÿþòñÿ òå, êîòîðûå ñî-
ñòàâëÿþò íåïðåðûâíóþ àáåëåâó ïðîñòî-òðàíçèòèâíóþ
ãðóïïó � ãðóïïó ñäâèãîâ. Îáîçíà÷èì ýòó ãðóïïó Gx.
Òî÷êà-ñîáûòèå, ñîâåðøàþùàÿ äâèæåíèå ïîä äåéñòâè-
åì íåïðåðûâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðóïïû ñäâèãîâ, ïå-
ðåñåêàåò ìíîæåñòâî òî÷åê-ñîáûòèé, íàçûâàåìîå ëè-
íèåé ñäâèãîâ. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå íàçîâåì ëè-
íèþ ñäâèãîâ ïðÿìîé. Íàïðàâëåííûé îòðåçîê ïðÿìîé
ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè-ñîáûòèÿìè îïðåäåëÿåòñÿ êàê
âåêòîð, îáîçíà÷àåìûé ñèìâîëîì ñèíåãî öâåòà

x .

Êîìïîçèöèè äâóõ ñäâèãîâ ñîîòâåòñòâóåò çàêîí ñëî-
æåíèÿ âåêòîðîâ

x = x1 + x2 .

Êîìïîçèöèè íåñêîëüêèõ (n) îäèíàêîâûõ ñäâèãîâ ñî-
îòâåòñòâóåò óìíîæåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî

x = x1 · n .

Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ âûñòóïàåò êàê
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Îáîçíà÷èì åãî X.
Ñ ââåäåíèåì âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà â ðàññìîòðå-

íèå âõîäÿò òàêèå ïîíÿòèÿ êàê áàçèñíûå âåêòîðû

e1 , e2 , e3 , e4 ,

ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà, êîîðäèíàòû òî÷åê-ñîáûòèé

x1 , x2 , x3 , x4

è ðàçëîæåíèå âåêòîðà ïî áàçèñíûì âåêòîðàì

x = ek · xk .
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×èñëà xk, ïîñòàâëåííûå â ñîîòâåòñòâèå òî÷êàì-
ñîáûòèÿì ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè X, íàçâàíû íîð-
ìàëüíîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò. Êàæäàÿ èç íîðìàëü-
íûõ ñèñòåì êîîðäèíàò â X îáëàäàåò ñëåäóþùèìè
èíâàðèàíòíûìè ñâîéñòâàìè:
1) êîîðäèíàòíûå ëèíèè � ëèíèè, âäîëü êîòîðûõ ìå-

íÿåòñÿ òîëüêî îäíà èç êîîðäèíàò,� ÿâëÿþòñÿ ïðÿìû-
ìè;
2) ñëîæåíèå ñäâèãîâ (âåêòîðîâ) çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç

ñëîæåíèå êîîðäèíàò ãðàíè÷íûõ òî÷åê è ñîáûòèé âåê-
òîðîâ, êîòîðûå ïðèâîäÿòñÿ â ñîïðèêîñíîâåíèå â ðå-
çóëüòàòå ñëàãàåìûõ äâèæåíèé:

x′k = xk + ak.

1. Ïðÿìàÿ â íîðìàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

Ïóñòü e � áàçèñíûé âåêòîð âäîëü íåêîòîðîé ïðÿìîé.
Òîãäà óðàâíåíèå ýòîé ïðÿìîé èìååò âèä

x(x) = x0 + e · x . (1)

Çäåñü x0 � íà÷àëüíûé âåêòîð, îò êîòîðîãî îòñ÷è-
òûâàåòñÿ ïðÿìàÿ, x � íîðìàëüíàÿ êîîðäèíàòà òî÷êè-
ñîáûòèÿ íà ïðÿìîé. Âåêòîðû x0 è e íå çàâèñÿò îò íîð-
ìàëüíîé êîîðäèíàòû x. Ïóñòü

e = ek · kk ,

ãäå ki ∈ IR � ïðîåêöèè áàçèñíîãî âåêòîðà e íà áàçèñ-
íûå âåêòîðû ek. Òîãäà

x(x) = ek · (xk0 + kk · x)

è óðàâíåíèå ïðÿìîé ïî îòíîøåíèþ ê íîðìàëüíûì êî-
îðäèíàòàì èìååò âèä

xk(x) = xk0 + kk · x .

2. Äèôôåðåíöèàë â ñèñòåìå îòñ÷åòà

Â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå X ââåäåì äèôôåðåíöè-
àë d êàê áåñêîíå÷íî ìàëîå ïðèðàùåíèå ïðè áåñêîíå÷-
íî ìàëîì ïðèðàùåíèè dx âåêòîðà x. Íàïðèìåð, dx �
ýòî áåñêîíå÷íî ìàëîå ïðèðàùåíèå íîðìàëüíîé êîîð-
äèíàòû, ñîîòâåòñòâóþùåå dx. Â óðàâíåíèè ïðÿìîé (1)
âåêòîðû x0 è e íå ìåíÿþòñÿ ïðè èçìåíåíèè âåêòîðà x
èëè íîðìàëüíîé êîîðäèíàòû x, äðóãèìè ñëîâàìè ýòè
âåêòîðû ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè. Ïîýòîìó

dx0 = 0 , de = 0 .

Çäåñü âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ïîíÿòèå ïîñòîÿííàÿ âå-
ëè÷èíà ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíûì, à èìåííî ýòî ïîíÿ-
òèå óñòàíàâëèâàåòñÿ ïî îòíîøåíèþ ê äèôôåðåíöèàëó
d â ñèñòåìå îòñ÷åòà.
Òàê êàê âåêòîð x ÿâëÿåòñÿ àðãóìåíòîì, òî åñòü íåçà-

âèñèìîé âåëè÷èíîé, òî

d2x = 0 .

Íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ôóíê-
öèÿìè âåêòîðà, ïîýòîìó

d2x = 0 , d2xk = 0 .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû â X â
ñâîþ î÷åðåäü ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê àðãóìåíòû.

3. Ñèñòåìà îòñ÷åòà êàê åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî

Äëÿ òîãî, ÷òîáû èç âñåõ äâèæåíèé ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè ÑÒÎ X âûäåëèòü ïîâîðîòû è áóñòû, íåîáõî-
äèìî ðàññìàòðèâàòü ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ÑÒÎ X êàê
åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî X
âûñòóïàåò êàê åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî áëàãîäàðÿ òî-
ìó, ÷òî îíî ñíàáæåííî ñêàëÿðíûì óìíîæåíèåì âåê-
òîðîâ, êîòîðîå êàæäîé ïàðå âåêòîðîâ x1 è x2 èç X
ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî1

x2 · x1 ∈ IR

� ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.
Ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîé-

ñòâàìè:
1) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà

èñïîëüçóåìûõ ñîìíîæèòåëåé;
2) ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå ñâÿçàíî ñ çàêîíàìè âåêòîð-

íîãî ïðîñòðàíñòâà2 ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

(a · x2) · x1 = x2 · (a · x1) = a · (x2 · x1) ,

x · (x1 + x2) = x · x1 + x · x2 .
(2)

Ïóñòü âåêòîðû, ó÷àñòâóþùèå â ñêàëÿðíîì ïðîèçâå-
äåíèè, çàïèñàíû ÷åðåç áàçèñíûå âåêòîðû

x2 = ek2 · x1k2 , x1 = ek1 · x2k1 .

Çäåñü k1 , k2 = 1, 2, 3, 4. Òîãäà â ñèëó (2) èìååì

x2 · x1 = (ek2 · x2k2) · (ek1 · x1k1) =
(ek2 · ek1) · x2k2 · x1k1 = gk2k1 · x2k2 · x1k1 .

Âåëè÷èíà

gk1k2 = ek2 · ek1 = ek1 · ek2

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ñèñòåìû îò-
ñ÷åòà. Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð gk1k2 åñòü âåëè÷èíà ïîñòî-
ÿííàÿ.3

1 Çäåñü âåêòîðû è êîîðäèíàòû ïîëàãàþòñÿ áåçðàìåðíûìè.
2 ñëîæåíèåì âåêòîðîâ è óìíîæåíèåì âåêòîðà íà ÷èñëî.
3 Çäåñü òàêæå íóæíî îòìåòèòü, ÷òî ïîñòîÿíñòâî ìåòðè÷åñêîãî
òåíçîðà gk1k2

îçíà÷àåò òîëüêî òî, ÷òî

dgk1k2
= 0 .
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Êâàäðàò äëèíû ÷åòûðåõìåðíîãî âåêòîðà ñèñòåìû
îòñ÷åòà çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x2 = x · x = xk2 · xk1 · gk1k2 .

Ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ñèñòå-
ìû îòñ÷åòà óäîáíî ïîä÷èíèòü óñëîâèþ îðòîíîðìèðî-
âàííîñòè

e1 · e1 = 1 , e2 · e2 = 1 , e3 · e3 = 1 ,

e4 · e4 = −1 , ek1 · ek2 = 0 äëÿ k1 ̸= k2 .
(3)

Â ýòîì ñëó÷àå ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ñèñòåìû îòñ÷åòà
ïðèíèìàåò âèä:

gk1k2 =

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 −1

. (4)

Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå êâàäðàò äëèíû âåêòî-
ðà â ñèñòåìå îòñ÷åòà ïðèîáðåòàåò âèä

x2 = (x1)2 + (x2)2 + (x3)2 − (c · t)2 .

III. ÈÑÊÐÈÂËÅÍÍÎÅ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÎ

Ïðèâåäåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàññóæäåíèé, êîòî-
ðàÿ ïðèâîäèò ê ïðåäñòàâëåíèþ î ïðîñòðàíñòâå-âðåìå-
íè êàê î äðóãîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïóñòü íà
òîì æå íåîôîðìëåííîì ìíîæåñòâå òî÷åê-ñîáûòèé,
÷òî è äëÿ ðàññìîòðåííîé âûøå ñèñòåìû îòñ÷åòà,
èìååò ìåñòî äðóãîå îòíîøåíèå ïîðÿäêà, âûðàæàåìîå
ïðåæíèìè, íî èìåþùèìè äðóãîé ñìûñë, ñëîâàìè
äàëüøå, áëèæå äëÿ òî÷åê è ðàíüøå, ïîçæå äëÿ
ñîáûòèé. Îáîçíà÷èì ýòî îòíîøåíèå ïîðÿäêà Ry.
Äàëåå. Èç âñåõ äâèæåíèé (ïðåîáðàçîâàíèé) ìíî-

æåñòâà òî÷åê-ñîáûòèé âûäåëÿþòñÿ òå, êîòîðûå ñî-
ñòàâëÿþò äðóãóþ íåïðåðûâíóþ àáåëåâó ïðîñòî-òðàí-
çèòèâíóþ ãðóïïó � ãðóïïó ñäâèãîâ. Îáîçíà÷èì ýòó
ãðóïïó Gy. Òî÷êà-ñîáûòèå, ñîâåðøàþùàÿ äâèæåíèå
ïîä äåéñòâèåì íåïðåðûâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ýòîé
ãðóïïû ñäâèãîâ, ïåðåñåêàåò ìíîæåñòâî òî÷åê-ñîáûòèé,
íàçûâàåìîå ëèíèåé ñäâèãîâ. Â ýòîì äðóãîì ñëó÷àå
íàçîâåì ëèíèþ ñäâèãîâ ãåîäåçè÷åñêîé. Íàïðàâëåí-
íûé îòðåçîê ãåîäåçè÷åñêîé ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè-
ñîáûòèÿìè îïðåäåëÿåòñÿ êàê äðóãîé âåêòîð, îáîçíà-
÷àåìûé ñèìâîëîì êðàñíîãî öâåòà

Y .

Êîìïîçèöèè äâóõ ñäâèãîâ ñîîòâåòñòâóåò çàêîí ñëî-
æåíèÿ âåêòîðîâ

Y = Y1 + Y2 .

Êîìïîçèöèè íåñêîëüêèõ (n) îäèíàêîâûõ ñäâèãîâ ñî-
îòâåòñòâóåò óìíîæåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî

Y = Y1 · n .

Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ âûñòóïàåò êàê
äðóãîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Îáîçíà÷èì åãî Y è
íàçîâåì èñêðèâëåííûì ïðîñòðàíñòâîì.
Ñ ââåäåíèåì âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Y â ðàññìîò-

ðåíèå âõîäÿò òàêèå ïîíÿòèÿ êàê áàçèñíûå âåêòîðû

e1 , e2 , e3 , e4 ,

ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà, êîîðäèíàòû òî÷åê-ñîáûòèé

y1 , y2 , y3 , y4

è ðàçëîæåíèå âåêòîðà Y ∈ Y ïî áàçèñíûì âåêòîðàì

Y = ei · yi .

×èñëà yi, ïîñòàâëåííûå â ñîîòâåòñòâèå òî÷êàì-
ñîáûòèÿì ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè Y , ÿâëÿåòñÿ íîð-
ìàëüíîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò. Êàæäàÿ èç íîðìàëü-
íûõ ñèñòåì êîîðäèíàò â Y îáëàäàåò ñëåäóþùèìè èí-
âàðèàíòíûìè ñâîéñòâàìè:
1) êîîðäèíàòíûå ëèíèè � ëèíèè, âäîëü êîòîðûõ ìå-

íÿåòñÿ òîëüêî îäíà èç êîîðäèíàò,� ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè-
÷åñêèìè;
2) ñëîæåíèå ñäâèãîâ (âåêòîðîâ) çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç

ñëîæåíèå êîîðäèíàò ãðàíè÷íûõ òî÷åê è ñîáûòèé âåê-
òîðîâ, êîòîðûå ïðèâîäÿòñÿ â ñîïðèêîñíîâåíèå â ðå-
çóëüòàòå ñëàãàåìûõ äâèæåíèé:

y′i = yi + bi.

1. Ãåîäåçè÷åñêàÿ â íîðìàëüíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò

Ïóñòü e � áàçèñíûé âåêòîð âäîëü íåêîòîðîé ãåîäå-
çè÷åñêîé. Òîãäà óðàâíåíèå ýòîé ãåîäåçè÷åñêîé èìååò
âèä

Y(y) = Y0 + e · y . (5)

Çäåñü Y0 � íà÷àëüíûé âåêòîð, îò êîòîðîãî îòñ÷è-
òûâàåòñÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ, y � íîðìàëüíàÿ êîîðäèíàòà
òî÷êè-ñîáûòèÿ íà ãåîäåçè÷åñêîé. Çäåñü âåêòîðû Y0 è
e íå çàâèñÿò îò íîðìàëüíîé êîîðäèíàòû y. Ïóñòü

e = ei · ni ,

ãäå ni ∈ IR � ïðîåêöèè áàçèñíîãî âåêòîðà e íà áàçèñ-
íûå âåêòîðû ei. Òîãäà

Y(y) = e · (yi0 + ni · y)

è óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêîé ïî îòíîøåíèþ ê íîðìàëü-
íûì êîîðäèíàòàì èìååò âèä

yi(y) = yi0 + ni · y .
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2. Äèôôåðåíöèàë â èñêðèâëåííîì ïðîñòðàíñòâå

Â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå Y ââåäåì äèôôåðåíöèàë
D êàê áåñêîíå÷íî ìàëîå ïðèðàùåíèå ïðè áåñêîíå÷íî
ìàëîì ïðèðàùåíèè DY âåêòîðà Y. Íàïðèìåð, Dy �
ýòî áåñêîíå÷íî ìàëîå ïðèðàùåíèå íîðìàëüíîé êîîð-
äèíàòû, ñîîòâåòñòâóþùåå DY. Â óðàâíåíèè ãåîäåçè-
÷åñêîé (5) âåêòîðû Y0 è e íå ìåíÿþòñÿ ïðè èçìåíå-
íèè âåêòîðà Y èëè íîðìàëüíîé êîîðäèíàòû y, äðóãè-
ìè ñëîâàìè ýòè âåêòîðû ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè. Ïî-
ýòîìó

DY0 = 0 , De = 0 . (6)

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî äèôôåðåíöèàë â
èñêðèâëåííîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè Y íå ìîæåò áûòü
òàêèì æå, êàê â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíèX, ïðèíÿòîì çà
ñèñòåìó îòñ÷åòà. Äåéñòâèòåëüíî, âåêòîðû Y0 è e ïî-
ñòîÿííû òîëüêî ïðè èçìåíåíèè âåêòîðà Y, òî åñòü ïðè
âûïîíåíèè óñëîâèé (6), íî íå ïðè èçìåíåíèè âåêòîðà
x.4

Òàê êàê âåêòîð Y ÿâëÿåòñÿ àðãóìåíòîì, òî åñòü
íåçàâèñèìîé âåëè÷èíîé, òî

D2Y = 0 .

Íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ôóíê-
öèÿìè âåêòîðà, ïîýòîìó

D2y = 0 , D2yi = 0 .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû â Y â
ñâîþ î÷åðåäü ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê àðãóìåíòû.

3. Èñêðèâëåííîå ïðîñòðàíñòâî êàê åâêëèäîâî
ïðîñòðàíñòâî

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü èñêðèâëåííîå ïðîñòðàíñòâî-
âðåìÿ Y êàê åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Äëÿ ýòîãî ñíàá-
äèì ïðîñòðàíñòâî Y ñêàëÿðíûì óìíîæåíèåì âåêòî-
ðîâ, êîòîðîå êàæäîé ïàðå âåêòîðîâ Y1 è Y2 èç Y ñòà-
âèò â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî

Y2 · Y1 ∈ IR

� ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.
Ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå â Y îáëàäàåò ñëåäóþùèìè

ñâîéñòâàìè:
1) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà

èñïîëüçóåìûõ ñîìíîæèòåëåé;
2) ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå ñâÿçàíî ñ çàêîíàìè âåêòîð-

íîãî ïðîñòðàíñòâà5 Y ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

(a · Y2) · Y1 = Y2 · (a · Y1) = a · (Y2 · Y1) ,
Y · (Y1 + Y2) = Y · Y1 + Y · Y2 .

(7)

4 Íàïîìíèì, ÷òî ïîíÿòèå ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà óñòàíàâëèâà-
åòñÿ îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèàëà âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà,
ê êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò ýòà âåëè÷èíà.

5 ñëîæåíèåì âåêòîðîâ è óìíîæåíèåì âåêòîðà íà ÷èñëî

Ïóñòü âåêòîðû, ó÷àñòâóþùèå â ñêàëÿðíîì ïðîèçâå-
äåíèè, çàïèñàíû ÷åðåç áàçèñíûå âåêòîðû

Y2 = ei1 · y1i1 , Y1 = ei2 · y2i2 .

Çäåñü i1 , i2 = 1, 2, 3, 4. Òîãäà â ñèëó ñîîòíîøåíèé (7)
èìååì

Y2 · Y1 = (ei2 · y2i2) · (ei1 · y1i1) =
(ei1 · ei2) · y2i2 · y1i1 = Gi1i2 · y2i2 · y1i1 .

Âåëè÷èíà

Gi1i2 = ei1 · ei2 = ei2 · ei1

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð â èñêðèâ-
ëåííîì ïðîñòðàíñòâå. Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð Gi1i2 åñòü
âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ â èñêðèâëåííîì ïðîñòðàíñòâå.6

Êâàäðàò äëèíû ÷åòûðåõìåðíîãî âåêòîðà Y â èñ-
êðèâëåííîì ïðîñòðàíñòâå çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

y2 = Y · Y = yi1 · yi2 ·Gi1i2 .

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â èñêðèâëåííîì ïðîñòðàí-
ñòâå óäîáíî ïîä÷èíèòü óñëîâèþ îðòîíîðìòðîâàííî-
ñòè

e1 · e1 = 1 , e2 · e2 = 1 , e3 · e3 = 1 ,

e4 · e4 = −1 , ei1 · ei2 = 0 äëÿ i1 ̸= i2 .
(8)

Â ýòîì ñëó÷àå ìåòðè÷åñêèé òåíçîð èñêðèâëåííîãî
ïðîñòðàíñòâà ïðèíèìàåò âèä

Gi1i2 =

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 −1

. (9)

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî, íåñìîòðÿ íà îäèíàêîâóþ
çàïèñü (4) è (9) ìåòðè÷åñêèõ òåíçîðîâ gk1k2 è Gi1i2 â
ñîîòâåòñòâóþùèõ îðòîíîðìèðîâàííûõ áàçèñàõ, ýòè
÷èñëîâûå òåíçîðû íå òîæäåñòâåííû äðóã äðóãó. Äåëî
â òîì, ÷òî ÷èñëà � ýòî ðåçóëüòàò èçìåðåíèÿ âåêòî-
ðîâ ïðîñòðàíñòâà è ïîýòîìó ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòüþ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà,
âñòðîåíî â âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ìíîæåñòâà äåé-
ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, âñòðîåííûå â ðàçíûå âåêòîðíûå
ïðîñòðàíñòâà, ñëåäóåò ñ÷èòàòü ðàçíûìè. È ïîýòîìó,
êîãäà ðå÷ü èäåò î íåñêîëüêèõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ, öåëåñîîáðàçíî ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷è-
ñåë, âñòðîåííîå â íåêîòîðîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî,

6 Çäåñü òàêæå íóæíî îòìåòèòü, ÷òî ïîñòîÿíñòâî ìåòðè÷åñêîãî
òåíçîðà Gi1i2 îçíà÷àåò, ÷òî

DGi1i2 = 0 .
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ñíàáæàòü îòìåòêîé î òîì, â êàêîå âåêòîðíîå ïðîñòðàí-
ñòî âñòðîåíî ýòî ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
Íàïðèìåð, èíîãäà óäîáíî ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë, âñòðîåííîå â ñèñòåìó îòñ÷åòà X, îáîçíà÷èòü
IRx, à ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, âñòðîåííîå â
èñêðèâëåííîå ïðîñòðàíñòâî Y , îáîçíà÷èòü IRy. Òîãäà
íóæíî çàïèñàòü

gk1k2 ∈ IRx , à Gi1i2 ∈ IRy .

Îòñþäà ÿñíî, ÷òî, íåñìîòðÿ íà îäèíàêîâóþ çàïèñü
â ñîîòâåòñòâóþùèõ îðòîíîðìèðîâàííûõ áàçèñàõ,

gk1k2 ̸= Gi1i2 .

Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå êâàäðàò äëèíû âåêòî-
ðà y èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà ïðèîáðåòàåò âèä

y2 = (y1)2 + (y2)2 + (y3)2 − (y4)2 ,

ïðè÷åì

y , y1 , y2 , y3 , y4 ∈ IRy .

IV. ÑÎÏÎÑÒÀÂÈÒÅËÜÍÀß ÒÀÁËÈÖÀ

Òî÷å÷íî-ñîáûòèéíîå ìíîãîîáðàçèå

Ñèñòåìà îòñ÷åòà Èñêðèâëåííîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ

Ãðóïïà ñäâèãîâ − Gx Ãðóïïà ñäâèãîâ − Gy

Ëèíèÿ ñäâèãîâ − ïðÿìàÿ Ëèíèÿ ñäâèãîâ − ãåîäåçè÷åñêàÿ

Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà X Èñêðèâëåííîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ Y

Âåêòîð â ñèñòåìå îòñ÷åòà x Âåêòîð â èñêðèâëåííîì ïðîñòðàíñòâå Y
Áàçèñíûé âåêòîð íà ïðÿìîé e Áàçèñíûé âåêòîð íà ãåîäåçè÷åñêîé e

Ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë IRx Ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë IRy

Íîðìàëüíàÿ êîîðäèíàòà íà ïðÿìîé x Íîðìàëüíàÿ êîîðäèíàòà íà ãåîäåçè÷åñêîé y

x = e · x , x ∈ IRx Y = e · y , y ∈ IRy

Äèôôåðåíöèàë â ñèñòåìå îòñ÷åòà Äèôôåðåíöèàë â èñêðèâëåííîì ïðîñòðàíñòâå

d , dx , dx , D , DY , Dy ,

dx = e · dx , DY = e ·Dy ,
de = 0 , De = 0 ,

d2x = 0 , d2x = 0 D2Y = 0 , D2y = 0

Èíâàðèàíòíîå óðàâíåíèå ïðÿìîé: Èíâàðèàíòíîå óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêîé:
dx

dx
= e ,

de

dx
= 0 ,

d2x

dx2
= 0

DY
Dy

= e ,
De

Dy
= 0 ,

D2Y
Dy2

= 0

Íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû â X − xk Íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû â Y − yi

xk ∈ IRx , k = 1, 2, 3, 4 yi ∈ IRy , i = 1, 2, 3, 4

Áàçèñíûå âåêòîðû â X − ek Áàçèñíûå âåêòîðû â Y − ei
x = ek · xk , dx = ek · dxk Y = ei · yi , DY = ei ·Dyi

Ïðîåêöèè âåêòîðà e íà ek − kk Ïðîåêöèè âåêòîðà e íà ei − ni

e = ek · kk , kk ∈ IRx e = ei · ni , ni ∈ IRy
ek = e · kk , kk ∈ IRx ei = e · ni , ni ∈ IRy
kk · kk = 1 , 1 ∈ IRx ni · ni = 1 , 1 ∈ IRy

Óðàâíåíèå ïðÿìîé â íîðìàëüíûõ Óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêîé â íîðìàëüíûõ
êîîðäèíàòàõ: êîîðäèíàòàõ:

ek ·
dxk

dx
= ek · kk ,

dkk

dx
= 0 ,

d2xk

dx2
= 0 ei ·

Dyi

Dy
= ei · ni ,

Dni

Dy
= 0 ,

D2yi

Dy2
= 0

Êâàäðàò äëèíû âåêòîðà e Êâàäðàò äëèíû âåêòîðà e

(e · e) = 1 , 1 ∈ IRx (e · e) = 1 , 1 ∈ IRy
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Äëèíà âåêòîðîâ x , dx Äëèíà âåêòîðîâ Y , DY
(e · x) = (e · e) · x = x , (e · Y) = (e · e) · y = y ,

(e · dx) = (e · e) · dx = dx (e ·DY) = (e · e) ·Dy = Dy

Êâàäðàò äëèíû âåêòîðîâ x , dx Êâàäðàò äëèíû âåêòîðîâ Y , DY
(x · x) = (e · e) · x · x = x2 , (Y · Y) = (e · e) · y · y = y2 ,

(dx · dx) = (e · e) · dx · dx = dx2 (DY ·DY) = (e · e) ·Dy ·Dy = Dy2

(x · x) = (ek1 · ek2) · xk1 · xk2 = x2 , (Y · Y) = (ei1 · ei2) · yi1 · yi2 = y2 ,

(dx · dx) = (ek1 · ek2) · dxk1 · dxk2 = dx2 (DY ·DY) = (ei1 · ei2) ·Dyi1 ·Dyi2 = Dy2

Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð â X − gk1k2 Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð â Y − Gi1i2
gk1k2 = (ek1 · ek2) , gk1k2 ∈ IRx Gi1i2 = (ei1 · ei2) , Gi1i2 ∈ IRy

Ñîïðÿæåííûå áàçèñíûå âåêòîðû â X − Ek , Ñîïðÿæåííûå áàçèñíûå âåêòîðû â Y − Ei ,

(Ek · ek1) = δkk1 , δkk1 ∈ IRx (Ei · ei1) = δii1 , δii1 ∈ IRy

Ïðîèçâîëüíûå êîîðäèíàòû â X − yα Ïðîèçâîëüíûå êîîðäèíàòû â Y − xβ

xk(yα) yi(xβ)

Âåêòîð dx â ïðîèçâîëüíûõ êîîðäèíàòàõ Âåêòîð DY â ïðîèçâîëüíûõ êîîðäèíàòàõ

dx = ek · dxk = ek ·
∂xk(y)

∂yα
· dyα = eα · dyα DY = ei ·Dyi = ei ·

Dyi(x)

Dxβ
·Dxβ = eβ ·Dxβ

Áàçèñíûå âåêòîðû â X Áàçèñíûå âåêòîðû â Y
äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êîîðäèíàò − eα , äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êîîðäèíàò − eβ ,

eα(y) = ei ·
∂xi(y)

∂yα
eβ(x) = ei ·

Dyi(x)

Dxβ

Âåêòîð eα(y) − Âåêòîð eβ(x) −
íàïðàâëåííûé îòðåçîê ïðÿìîé . íàïðàâëåííûé îòðåçîê ãåîäåçè÷åñêîé .

Êâàäðàò äëèíû âåêòîðà dx Êâàäðàò äëèíû âåêòîðà DY
â ïðîèçâîëüíûõ êîîðäèíàòàõ â ïðîèçâîëüíûõ êîîðäèíàòàõ

(dx · dx) = (eα1 · eα2) · dyα1 · dyα2 = dx2 (DY ·DY) = (eβ1 · eβ2) ·Dxβ1 ·Dxβ2 = Dy2

Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð â X Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð â Y
â ïðîèçâîëüíûõ êîîðäèíàòàõ â ïðîèçâîëüíûõ êîîðäèíàòàõ

gα1α2
=(eα1

·eα2
) = (ek1 ·ek2)·

∂xk1(y)

∂yα1
· ∂x

k2(y)

∂yα2
= Gβ1β2

=(eβ1
·eβ2

) = (ei1 ·ei2)·
Dyi1(x)

Dxβ1
·Dy

i2(x)

Dxβ2
=

= gk1k2 ·
∂xk1(y)

∂yα1
· ∂x

k2(y)

∂yα1
= Gi1i2 ·

Dyi1(x)

Dxβ1
· Dy

i2(x)

Dxβ2

Óðàâíåíèå ïðÿìîé â ïðîèçâîëüíûõ Óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêîé â ïðîèçâîëüíûõ
êîîðäèíàòàõ: êîîðäèíàòàõ:
d2x

dx2
=

d

dx

(
eα ·

dyα

dx

)
=

D2Y
Dy2

=
D

Dy

(
eβ ·

Dxβ

Dy

)
=

= eα ·
(
d2yα

dx2
+ Γαα1α2

· dy
α1

dx
· dy

α2

dx

)
= 0 = eβ ·

(
D2xβ

Dy2
+ Γββ1β2

· Dx
β1

Dy
· Dx

β2

Dy

)
= 0

Γαα1α2
∈ IRx . Γββ1β2

∈ IRy .

Â ñëåäóþùåé Ãëàâå ðàññìîòðèì ñâÿçü ìåæäó íîð-
ìàëüíûìè êîîðäèíàòàìè èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàí-
ñòâà è íîðìàëüíûìè êîîðäèíàòàìè ñèñòåìû îòñ÷åòà.
Ïðè ýòîì ó÷òåì, ÷òî óêàçàííàÿ ñâÿçü ñîïðîâîæäàåòñÿ
ðàçíûìè âèäàìè äèôôåðåíöèàëîâ � â èñêðèâëåííîì
ïðîñòðàíñòâå è â ñèñòåìå îòñ÷åòà.

V. ÂÛÂÎÄÛ ÏÎ ÃËÀÂÅ

� Èñêðèâëåííîå ïðîñòðàíñòâî � ýòî äðóãîå ïðî-
ñòðàíñòâî, îòëè÷àþùååñÿ îò ñèñòåìû îòñ÷åòà

äðóãîé ãðóïïîé ñäâèãîâ, äðóãèì ìíîæåñòâîì
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, äðóãèì ñêàëÿðíûì ïðî-
èçâåäåíèåì è äðóãèì äèôôåðåíöèàëîì.

� Îáùàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè óñòàíàâëèâàåò
ñâÿçü ìåæäó èñêðèâëåííûì ïðîñòðàíñòâîì è
ñèñòåìîé îòñ÷åòà â òåðìèíàõ ñèñòåìû îòñ÷åòà.



Ãëàâà 2.2 Èñêðèâëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå

I. ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÛÅ ÇÀÌÅ×ÀÍÈß

Öåëûé ðÿä ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè, ïîëîæåííûõ â îñ-
íîâó ñîâðåìåííîé ôèçèêè, èñïîëüçóþò ðàçíûå âèäû
äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ. Ýòî òåîðèÿ âåêòîð-
íîãî ïîëÿ, òåíçîðíîå èñ÷èñëåíèå ñ àáñîëþòíûì äèô-
ôåðåíöèðîâàíèåì, àëãåáðû Ëè, òåîðèÿ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ ôîðì Êàðòàíà-Ëàïòåâà, íååâêëèäîâà ãåîìåò-
ðèÿ, âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå è äðóãèå. Äëÿ íàñ âàæ-
íî ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ðàçíûå âèäû äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ðàçíîâèäíîñòÿìè
îäíîãî ãèïîòåòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñ-
ëåíèÿ, êîòîðîå íàçîâåì èñêðèâëåííûì1. Ïîñòðîåíèå
òàêîãî èñ÷èñëåíèÿ äîëæíî ïðèâåñòè ê îáúåäèíåíèþ
âûøåóêàçàííûõ ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè. À òàê êàê ýòè
ðàçäåëû ïîëîæåíû â îñíîâó ñîâðåìåííîãî ôèçè÷åñêî-
ãî çíàíèÿ, òî ñ ïîñòðîåíèåì èñêðèâëåííîãî äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ ìîæíî ñâÿçàòü íàäåæäó íà ïðîðûâ â íî-
âóþ ôèçèêó. Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðîòèâîðå÷èÿ
è íåÿñíîñòè, ñ êîòîðûìè ìû ñòàëêèâàåìñÿ â êâàíòî-
âîé òåîðèè è òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, åñòü ñëåäñòâèÿ
íåñîâåðøåíñòâà òîé ìàòåìàòèêè, êîòîðóþ îíè èñïîëü-
çóþò.
Ðàíåå ìû â òîé èëè èíîé ôîðìå îáðàùàëèñü ê èñ-

êðèâëåííîìó äèôôåðåíöèðîâàíèþ. Çäåñü ìû ïîïûòà-
åìñÿ èçëîæèòü ýòî èñ÷èñëåíèå â íåîáõîäèìîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè.

II. ÐßÄ ÒÅÉËÎÐÀ

Ïóñòü íà òî÷å÷íîì ìíîãîîáðàçèè çàäàíû ïðîñòðàí-
ñòâà Y èX ñ íîðìàëüíûìè êîîðäèíàòàìè yi è xk ñîîò-
âåòñòâåííî. Áóäåì íàçûâàòü ïðîñòðàíñòâî Y èñêðèâ-
ëåííûì, à ïðîñòðàíñòâî X ñèñòåìîé îòñ÷åòà. Ãåîäå-
çè÷åñêóþ â ïðîñòðàíñòâå X áóäåì íàçûâàòü ïðÿìîé.
Òîãäà, ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ

yi(xk) .

Ðàçëîæèì ýòó ôóíêöèþ âáëèçè òî÷êè ñ êîîðäèíàòà-
ìè xk â ðÿä Òåéëîðà, êîòîðûé çàïèøåì â ñëåäóþùåì
âèäå:

yi(xk + dxk) = yi(xk) +
(
yi,k + yik

)
dxk +

+
(
yi,k1,k2 + yik1,k2 + yik1k2

)
dxk1dxk2 +

+
(
yi,k1,k2,k3 + yik1,k2,k3 + yik1k2,k3 +

+ yik1k2k3
)
dxk1dxk2dxk3 + . . . (1)

1 Åãî ìîæíî áûëî áû íàçâàòü íåïîëíûì èëè íåãîëîíîìíûì.

Çäåñü ïðîèçâîäíûå

yi,k =
∂yi

∂xk
, yi,k1,k2 =

∂2yi

∂xk2∂xk1
,

yi,k1,k2,k3 =
∂3yi

∂xk3∂xk2∂xk1
, . . .

îïðåäåëÿþòñÿ ðàçëè÷èåì ñèñòåì êîîðäèíàò ïðîñòðàíñòâ
Y è X. Êîýôôèöèåíòû

yik , yik1k2 , yik1k2k3 , yik1k2k3k4 , . . .

îïðåäåëÿþò èñêðèâëåíèå ïðîñòðàíñòâà Y ïî îòíîøå-
íèþ ê ïðîñòðàíñòâó X. ×åðåç d îáîçíà÷åí äèôôåðåí-
öèàë â ïðîñòðàíñòâå X.
Ðàññìàòðèâàÿ ðàçëîæåíèå ôóíêöèè â ðÿä Òåéëîðà,

ìû áóäåì ïîëàãàòü îãðàíè÷åíèå ñëàãàåìûìè ÷åòâåð-
òîãî ïîðÿäêà, òàê êàê ýòèì ïîðÿäêîì îãðàíè÷èâàåòñÿ
îïèñàíèå âçàèìîäåéñòâèé, êîòîðîå ìû ðàññìàòðèâàåì.
Åñëè â ïðîñòðàíñòâå Y èñïîëüçóåòñÿ òà æå ñèñòåìà

êîîðäèíàò, ÷òî è â ïðîñòðàíñòâå X, òî

yi,k = δik , yi,k1,k2 = 0 , yi,k1,k2,k3 = 0 , . . .

è ðÿä Òåéëîðà ïðèîáðåòàåò âèä2

yi(xk + dxk) = xi +
(
δik + yik

)
dxk +

+
(
yik1,k2 + yik1k2

)
dxk1dxk2 +

+
(
yik1,k2,k3 + yik1k2,k3 + yik1k2k3

)
dxk1dxk2dxk3 + . . .

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

lik = yi,k + yik , (2)

lik1k2 = yi,k1,k2 + yik1,k2 + yik1k2 ,

lik1k2k3 = yi,k1,k2,k3 + yik1,k2,k3 + yik1k2,k3 + yik1k2k3 ,

. . .

ñ ó÷åòîì êîòîðûõ ðÿä Òåéëîðà çàïèøåòñÿ

yi(xk + dxk) = yi(xk) + likdx
k +

+ lik1k2dx
k1dxk2 + lik1k2k3dx

k1dxk2dxk3 +

+ lik1k2k3k4dx
k1dxk2dxk3dxk4 + . . . (3)

Åñëè ó÷åñòü, ÷òî

lik1k2 = lik1,k2 + yik1k2 , (4)

lik1k2k3 = lik1k2,k3 + yik1k2k3 , (5)

2 Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå Øâàðöøèëüäà óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà
èùåòñÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî êîîðäèíàòû â ðèìàíîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå Y ñîâïàäàþò ñî ñôåðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè â åâêëèäî-
âîì ïðîñòðàíñòâå X.
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òî èìååì

yi(xk + dxk) = yi(xk) + likdx
k +

(
lik1,k2 + yik1k2

)
dxk1dxk2

+
(
lik1k2,k3 + yik1k2k3

)
dxk1dxk2dxk3 + . . .

Äëÿ îïèñàíèÿ âçàèìîäåéñòâèé âàæåí ÷àñòíûé ñëó-
÷àé

yik1k2 ̸= 0 , yik1k2k3 = 0 , . . . yik1k2...kp = 0 , . . .

Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíòû yik1k2 îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ
êîìïîíåíòàìè ïîòåíöèàëà êàëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ èëè
ñ êîýôôèöèåíòàìè ñâÿçíîñòè äëÿ íåååâêëèäîâîé ãåî-
ìåòðèè. Â ýòîì ñëó÷àå

yi(xk + dxk) = yi(xk) + likdx
k +

(
lik1,k2 + yik1k2

)
dxk1dxk2

+
(
lik1,k2,k3 + yik1k2,k3

)
dxk1dxk2dxk3 + . . . (6)

Åñëè êàëèáðîâî÷íîå ïîëå îòñóòñòâóåò (yik1k2 = 0),
òî

yi(xk + dxk) = yi(xk) + likdx
k + lik1,k2dx

k1dxk2 +

+ lik1,k2,k3dx
k1dxk2dxk3 + . . .

1. Äèôôåðåíöèàë D è îïåðàòîð ÷àñòíîãî
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ X

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

Dyi = likdx
k . (7)

Çäåñü ñèìâîë D îçíà÷àåò äèôôåðåíöèàë â ïðî-
ñòðàíñòâå Y .

Dyi = likdx
k = yi,kdx

k + yikdx
k = dyi + yikdx

k .

Òàêèì îáðàçîì, äèôôåðåíöèàë â ïðîñòðàíñòâå Y
ñêëàäûâàåòñÿ èç äèôôåðåíöèàëà â ïðîñòðàíñòâå X è
äîáàâêè, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé íåïîëíûé äèôôåðåí-
öèàë, êîòîðóþ óäîáíî îáîçíà÷èòü

δyi = yikdx
k .

Òàêèì îáðàçîì,

Dyi = dyi + δyi .

Èñïîëüçóÿ ââåäåííûé äèôôåðåíöèàë, çàïèøåì ðÿä
Òåéëîðà â ñëåäóþùåì âèäå3:

yi(xk + dxk) = yi(xk) +Dyi +D2yi +D3yi + . . . (8)

3 Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî, òàê êàê êîîðäèíàòû xk ÿâëÿþòñÿ
íåçàâèñèìûìè, òî èìååò ìåñòî d2xk = 0. Âìåñòå ñ òåì D2yi ̸=
0.

Ââåäåì îïåðàòîð ÷àñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

Xk ≡
D

∂xk
.

Èñïîëüçóÿ åãî, ïîëó÷èì

lik =
Dyi

∂xk
= Xk(y

i) , (9)

lik1k2 =
D2yi

∂xk2∂xk1
= Xk2Xk1(y

i) , (10)

lik1k2k3 =
D3yi

∂xk3∂xk2∂xk1
= Xk3Xk2Xk1(y

i) , (11)

. . .

À ðÿä Òåéëîðà çàïèøåòñÿ òàê:

yi(xk + dxk) = yi(xk) +
Dyi

∂xk
dxk +

D2yi

∂xk2∂xk1
dxk1dxk2 +

+
D3yi

∂xk3∂xk2∂xk1
dxk1dxk2dxk3 + . . .

èëè

yi(xk + dxk) = yi(xk) +Xk(y
i)dxk +Xk2Xk1(y

i)dxk1dxk2

+Xk3Xk2Xk1(y
i)dxk1dxk2dxk3 + . . .

Ââåäåì äèôôåðåíöèàë â ïðîñòðàíñòâå Y îò êîýô-
ôèöèåíòîâ lik â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì

Dlik1 = lik1,k2dx
k2 + yik1k2dx

k2 = dlik1 + yik1k2dx
k2 .

Òàêèì îáðàçîì, äèôôåðåíöèàë îò lik â ïðîñòðàíñòâå
Y òàêæå ñêëàäûâàåòñÿ èç äèôôåðåíöèàëà â ïðîñòðàí-
ñòâå X è äîáàâêè, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé íåïîëíûé
äèôôåðåíöèàë, êîòîðóþ óäîáíî îáîçíà÷èòü

δlik1 = yik1k2dx
k2 .

Òàêèì îáðàçîì,

Dlik1 = dlik1 + δlik1 .

Àíàëîãè÷íî ìîæíî çàïèñàòü äëÿ êîýôôèöèåíòîâ
lik1...kp

Dlik1...kp = dlik1...kp + δlik1...kp ,

ãäå

δlik1...kp = yik1...kpkp+1
dxkp+1 .

Èñïîëüçóÿ ââåäåííûå äèôôåðåíöèàëû, çàïèøåì
ðÿä Òåéëîðà â ñëåäóþùåì âèäå4:

yi(xk + dxk) = yi(xk) +Dyi +Dlik1dx
k1 +

+Dlik1k2dx
k1dxk2 +Dlik1k2k3dx

k1dxk2dxk3 + . . .(12)

4 Èç D2yi = Dlik1
dxk1 èëè D(lik1

dxk1 ) = Dlik1
dxk1 ñëåäóåò

Ddxk1 = ddxk1 è ddxk1 = 0, òàê êàê êîîðäèíàòû xk ÿâëÿ-
þòñÿ íåçàâèñèìûìè.
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Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ îáîçíà-
÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ èíäåêñà, îòäåëåííîãî çàïÿòîé:

∂lik1...kp
∂xkp+1

= lik1...kp,kp+1
,

òàê äèôôåðåíöèðîâàíèå X áóäåì îáîçíà÷àòü ñ ïîìî-
ùüþ èíäåêñà, îòäåëåííîãî ÷åðòîé:

Dlik1...kp
∂xkp+1

= lik1...kp|kp+1
.

2. Êàñàòåëüíîå ðàçëîæåíèå

Ââåäåì ìàòðèöó l̃ki , îáðàòíóþ ìàòðèöå lik. Äëÿ íåå
âûïîëíÿåòñÿ

l̃k1i · l
i
k2 = δk1k2 . (13)

Óìíîæèì ðÿä Òåéëîðà (3) íà ýòó ìàòðèöó. Ïîëó÷èì

l̃ki
(
yi(xk + dxk)− yi(xk)

)
= dxk +

+ l̃ki l
i
k1k2dx

k1dxk2 + l̃ki l
i
k1k2k3dx

k1dxk2dxk3 +

+ l̃ki l
i
k1k2k3k4dx

k1dxk2dxk3dxk4 + . . . (14)

Íàçîâåì ýòî ðàçëîæåíèå êàñàòåëüíûì, èñõîäÿ èç
òîãî, ÷òî â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè îíî ïðåäñòàâëåíî
äèôôåðåíöèàëîì dxk.

2.1. Îáúåêò ñâÿçíîñòè

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

Γkk1k2 = l̃ki l
i
k1k2 . (15)

Ýòè êîýôôèöèåíòû íàçîâåì îáúåêòîì ñâÿçíîñòè,
èëè ïîòåíöèàëîì êàëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ â êàñàòåëü-
íîì ïðîñòðàíñòâå X. Îáúåêò ñâÿçíîñòè ìîæíî çà-
ïèñàòü òàêæå â ñëåäóþùåì âèäå:

Γkk1k2 = l̃ki l
i
k1|k2 = l̃ki

Dlik1
∂xk2

.

Èñïîëüçóÿ (4), çàïèøåì

Γkk1k2 = l̃ki l
i
k1,k2 + γkk1k2 , (16)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

γkk1k2 = l̃ki y
i
k1k2 .

Ýòî óðàâíåíèå íàçîâåì êàëèáðîâî÷íûì ïðåîáðàçî-
âàíèåì ïîòåíöèàëà èëè îáúåêòà ñâÿçíîñòè â êàñàòåëü-
íîì ïðîñòðàíñòâå X.

2.2. Îáúåêò êðèâèçíû

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

Rkk1k2k3 = l̃ki l
i
k1k2k3 . (17)

Ýòè êîýôôèöèåíòû íàçîâåì îáúåêòîì êðèâèçíû
èëè îáúåêòîì êàëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ â êàñàòåëüíîì
ïðîñòðàíñòâå X. Îáúåêò êðèâèçíû ìîæíî çàïèñàòü
òàêæå â ñëåäóþùåì âèäå:

Rkk1k2k3 = l̃ki l
i
k1k2|k3 = l̃ki

Dlik1k2
∂xk3

.

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (5), çàïèøåì

Rkk1k2k3 = l̃ki l
i
k1k2,k3 + rkk1k2k3 , (18)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

rkk1k2k3 = l̃ki y
i
k1k2k3 .

Ýòî óðàâíåíèå íàçîâåì êàëèáðîâî÷íûì ïðåîáðàçî-
âàíèåì îáúåêòà êðèâèçíû â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàí-
ñòâå X.
Äàëåå âûðàçèì îáúåêò êðèâèçíû ÷åðåç îáúåêòû

ñâÿçíîñòè â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ ýòîãî
ïðåäâàðèòåëüíî âûâåäåì íåîáõîäèìîå íàì ñîîòíîøå-
íèå, êîòîðîå ïîëó÷èì, äåéñòâóÿ îïåðàòîðîì äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ Xk3 íà ñîîòíîøåíèå (13). Ïîëó÷èì

l̃k1i|k3 · l
i
k2 + l̃k1i · l

i
k2|k3 = 0 .

Îòñþäà

l̃k1i|k3 · l
i
k2 = −Γk1k2k3 . (19)

Òåïåðü ó÷òåì, ÷òî

Rkk1k2k3 = l̃ki l
i
k1k2|k3 = (l̃ki l

i
k1k2),k3 − l̃

k
i|k3 l

i
k1k2

= (l̃ki l
i
k1k2)|k3 − (l̃ki|k3 l

i1
k4
) · (l̃k4i lik1k2) .

È äàëåå, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (15) è (19), ïîëó-
÷èì èñêîìîå âûðàæåíèå îáúåêòà êðèâèçíû ÷åðåç îáú-
åêòû ñâÿçíîñòè

Rkk1k2k3 = Γkk1k2,k3 + Γkk4k3Γ
k4
k1k2

. (20)

Çäåñü

Γkk1k2,k3 = Γkk1k2|k3 − γ
k
k1k2k3 .

Èëè â äðóãîé çàïèñè

Rkk1k2k3 =
∂Γkk1k2
∂xk3

+ Γkk4k3Γ
k4
k1k2

.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ âòîðîé îáúåêò êðèâèçíû
â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå X

Rkk1k2k3k4 = l̃ki l
i
k1k2k3k4
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è â îáùåì ñëó÷àå n-ûé îáúåêò êðèâèçíû â êàñàòåëü-
íîì ïðîñòðàíñòâå X

Rkk1k2...kn+2
= l̃ki l

i
k1k2...kn+2

.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè è îáú-
åêòà êðèâèçíû ðÿä Òåéëîðà â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàí-
ñòâå ïðèîáðåòàåò âèä

l̃ki
(
yi(xk + dxk)− yi(xk)

)
= dxk + Γkk1k2dx

k1dxk2 +

Rkk1k2k3dx
k1dxk2dxk3 +Rkk1k2k3k4dx

k1dxk2dxk3dxk4 + . . .

(21)

3. Ñîáñòâåííîå ðàçëîæåíèå

Â ðàçëîæåíèè (3) ïåðåéäåì îò äèôôåðåíöèàëîâ dx
ê äèôôåðåíöèàëàì Dy. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì óêàçàííîå
ðàçëîæåíèå â ñëåäóþùåì âèäå:

yi(xk + dxk) = yi(xk) + likdx
k +

+
(
lik1k2 l̃

k1
i1
l̃k2i2

)
·
(
li1k3dx

k3 li2k4dx
k4
)
+

+
(
lik1k2k3 l̃

k1
i1
l̃k2i2 l̃

k3
i3

)
·
(
li1k4dx

k4 li2k5dx
k5 li3k6dx

k6
)
+ . . .

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (7), ïåðåïèøåì ðàçëîæåíèå
â ñëåäóþùåì âèäå:

yi(xk + dxk) = yi(xk) +Dyi +
(
lik1k2 l̃

k1
i1
l̃k2i2

)
·Dyi1Dyi2

+
(
lik1k2k3 l̃

k1
i1
l̃k2i2 l̃

k3
i3

)
·Dyi1Dyi2Dyi3 + . . . (22)

Íàçîâåì ýòî ðàçëîæåíèå ñîáñòâåííûì, èñõîäÿ èç
òîãî, ÷òî â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè îíî ïðåäñòàâëåíî
äèôôåðåíöèàëîì Dyi.

3.1. Îáúåêò ñâÿçíîñòè

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

Γii1i2 = lik1k2 l̃
k1
i1
l̃k2i2 . (23)

Ýòè êîýôôèöèåíòû íàçîâåì îáúåêòîì ñâÿçíîñòè
èëè ïîòåíöèàëîì êàëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ â ñîáñòâåí-
íîì ïðîñòðàíñòâå Y . Îáúåêò ñâÿçíîñòè ìîæíî çàïè-
ñàòü òàêæå â ñëåäóþùåì âèäå:

Γii1i2 = lik1|k2 l̃
k1
i1
l̃k2i2 =

Dlik1
∂xk2

l̃k1i1 l̃
k2
i2
.

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (4), çàïèøåì

Γii1i2 = lik1,k2 l̃
k1
i1
l̃k2i2 + γii1i2 , (24)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

γii1i2 = yik1,k2 l̃
k1
i1
l̃k2i2 .

Ýòî óðàâíåíèå íàçîâåì êàëèáðîâî÷íûì ïðåîáðàçî-
âàíèåì ïîòåíöèàëà èëè îáúåêòà ñâÿçíîñòè â ñîáñòâåí-
íîì ïðîñòðàíñòâå Y .

3.2. Îáúåêò êðèâèçíû

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

Rii1i2i3 = lik1k2k3 l̃
k1
i1
l̃k2i2 l̃

k3
i3
. (25)

Ýòè êîýôôèöèåíòû íàçîâåì îáúåêòîì êðèâèçíû èëè
îáúåêòîì êàëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ â ñîáñòâåííîì ïðî-
ñòðàíñòâå Y . Îáúåêò êðèâèçíû ìîæíî çàïèñàòü òàê-
æå â ñëåäóþùåì âèäå:

Rii1i2i3 = lik1k2|k3 l̃
k1
i1
l̃k2i2 l̃

k3
i3

=
Dlik1k2
∂xk3

l̃k1i1 l̃
k2
i2
l̃k3i3 .

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (5), çàïèøåì

Rii1i2i3 = lik1k2|k3 l̃
k1
i1
l̃k2i2 l̃

k3
i3

= lik1k2,k3 l̃
k1
i1
l̃k2i2 l̃

k3
i3

+ rii1i2i3 ,

(26)
ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

rii1i2i3 = yik1k2k3 l̃
k1
i1
l̃k2i2 l̃

k3
i3
.

Ýòî óðàâíåíèå íàçîâåì êàëèáðîâî÷íûì ïðåîáðàçî-
âàíèåì îáúåêòà êðèâèçíû â ñîáñòâåííîì ïðîñòðàí-
ñòâå Y .
Äàëåå âûðàçèì îáúåêò êðèâèçíû ÷åðåç îáúåêòû

ñâÿçíîñòè â ñîáñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ ýòîãî
ïðåäâàðèòåëüíî âûâåäåì íåîáõîäèìîå íàì ñîîòíî-
øåíèå. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî îáðàòíàÿ ìàòðèöà l̃k1i1
ïîìèìî ñîîòíîøåíèé (13), óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøå-
íèþ

lik1 · l̃
k1
i1

= δii1 . (27)

Çàòåì ïîäåéñòâóåì îïåðàòîðîì äèôôåðåíöèðîâà-
íèÿ Xk2 íà ýòî ñîîòíîøåíèå. Ïîëó÷èì

lik1|k2 · l̃
k1
i1

+ lik1 · l̃
k1
i1|k2 = 0 .

Óìíîæèì ýòî ñîîòíîøåíèå íà l̃k2i2 . Ïîëó÷èì

lik1|k2 · l̃
k1
i1
l̃k2i2 + lik1 · l̃

k1
i1|k2 l̃

k2
i2

= 0 .

Îòñþäà

lik1 · l̃
k1
i1|k2 l̃

k2
i2

= −Γii1i2 . (28)

Òåïåðü ó÷òåì, ÷òî

Rii1i2i3 = lik1k2|k3 l̃
k1
i1
l̃k2i2 l̃

k3
i3

= (lik1k2 l̃
k1
i1
l̃k2i2 )|k3 l̃

k3
i3
−

− lik1k2 l̃
k1
i1|k3 l̃

k2
i2
l̃k3i3 − l

i
k1k2 l̃

k1
i1
l̃k2i2|k3 l̃

k3
i3

= (lik1k2 l̃
k1
i1
l̃k2i2 )|k3 l̃

k3
i3
− (lik1k2 l̃

k1
i4
l̃k2i2 )(l

i4
k4
l̃k4i1|k3 l̃

k3
i3
)−

− (lik1k2 l̃
k1
i1
l̃k2i4 )(l

i4
k4
l̃k4i2|k3 l̃

k3
i3
) .

È äàëåå, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (23) è (28), ïîëó-
÷èì èñêîìîå âûðàæåíèå îáúåêòà êðèâèçíû ÷åðåç îáú-
åêòû ñâÿçíîñòè

Rii1i2i3 = Γii1i2,i3 + Γii4i2Γ
i4
i1i3

+ Γii1i4Γ
i4
i2i3

.
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Çäåñü

Γii1i2,i3 = Γii1i2|k3 l̃
k3
i3

=
DΓii1i2
∂xk3

∂xk3

Dyi3
.

Èëè â äðóãîé çàïèñè

Rii1i2i3 =
DΓii1i2
Dyi3

+ Γii4i2Γ
i4
i1i3

+ Γii1i4Γ
i4
i2i3

. (29)

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ âòîðîé îáúåêò êðèâèçíû
â ñîáñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå Y

Rii1i2i3i4 = lik1k2k3k4 l̃
k1
i1
l̃k2i2 l̃

k3
i3
l̃k4i4

è â îáùåì ñëó÷àå n-ûé îáúåêò êðèâèçíû â ñîáñòâåí-
íîì ïðîñòðàíñòâå Y

Rii1i2...in+2
= lik1k2...kn+2

l̃k1i1 l̃
k2
i2
. . . l̃

kn+2

in+2

Ñ èñïîëüçîâàíèåì êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè è îáú-
åêòîâ êðèâèçíû ðÿä Òåéëîðà â ñîáñòâåííîì ïðîñòðàí-
ñòâå ïðèîáðåòàåò âèä

yi(xk + dxk) = yi(xk) +Dyi + Γii1i2Dy
i1Dyi2 +

+Rii1i2i3Dy
i1Dyi2Dyi3 +Rii1i2i3i4Dy

i1Dyi2Dyi3Dyi4 +

+ . . . (30)

III. ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

Â ðÿäå ñëó÷àåâ ìû áóäåì ââîäèòü ïåðåîáîçíà÷åíèå

ωi ≡ Dyi .

Íåîáõîäèìîñòü â òàêîì ïåðåîáîçíà÷åíèè âûçâàíà
òåì, ÷òî â äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè äèôôåðåí-
öèàëüíûå ôîðìû, ê êîòîðûì îòíîñèòñÿ Dyi, ïðèíÿòî
îáîçíà÷àòü áóêâîé ω.
Äëÿ ýòîãî îáîçíà÷åíèÿ ðÿä Òåéëîðà (8) çàïèøåòñÿ

òàê:

yi(xk + dxk) = yi(xk) + ωi +Dωi +D2ωi + . . . (31)

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ðÿäó Òåéëîðà â âèäå (6). Äëÿ
óäîáñòâà ïåðåïèøåì åãî åùå ðàç:

yi(xk + dxk) = yi(xk) + likdx
k + (lik1,k2 + yik1k2) dx

k1dxk2

+ (lik1,k2,k3 + yik1k2,k3) dx
k1dxk2dxk3 + . . .

Ïðåîáðàçóåì òðåòüå ñëàãàåìîå ýòîãî ðÿäà Òåéëîðà(
lik1,k2 + yik1k2

)
dxk1dxk2 =

(
dlik1 + yik1k2dx

k2
)
dxk1 =

=
(
dlik1 l̃

k1
i1

+ yik1k2 l̃
k1
i1
l̃k2i2 l

i2
k3
dxk3

)
· li1k4dx

k4 .

Äàëåå ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

ωii1 = dlik1 l̃
k1
i1
.

Êðîìå òîãî, ó÷òåì, ÷òî

yik1k2 l̃
k1
i1
l̃k2i2 = γii1i2 ,

è

li2k3dx
k3 = ωi2 , li1k4dx

k4 = ωi1 .

Â ðåçóëüòàòå òðåòüå ñëàãàåìîå ðÿäà Òåéëîðà ïðèîá-
ðåòàåò âèä

(ωii1 + γii1i2ω
i2)ωi1 .

Âìåñòå ñ òåì, â âûðàæåíèè (31) ýòî ñëàãàåìîå èìååò
âèä Dωi. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

Dωi = ωii1ω
i1 + γii1i2ω

i1ωi2 . (32)

Ýòî óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåò ÷àñòíûé ñëó÷àé ïåð-
âîãî óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàí-
ñòâà. Èíîãäà âìåñòî äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì ωii1
óäîáíî ââåñòè äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû

′ωii1 = ωii1 + γii1i2ω
i2 . (33)

Èç âûðàæåíèÿ (24) ñëåäóåò, ÷òî

′ωii1 = Γii1i2ω
i2 .

Èñïîëüçóÿ äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû ′ωii1 , ïîëó-
÷èì óðàâíåíèå ñòðóêòóðû â ñëåäóþùåì âèäå:

Dωi = ′ωii1ω
i1 . (34)

Ýòî óðàâíåíèå ïåðåïèøåì â ñëåäóþùåì âèäå:

D2yi − Γii1i2Dy
i1Dyi2 = 0 . (35)

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ýòî óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
óðàâíåíèå ïðÿìîé ïðîñòðàíñòâà X (ãåîäåçè÷åñêîé ñè-
ñòåìû îòñ÷åòà), çàïèñàííîå ïî îòíîøåíèþ ê êîîðäè-
íàòàì èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà Y .
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïðåîáðàçóåì òåïåðü ÷åò-

âåðòîå ñëàãàåìîå ðÿäà Òåéëîðà

(lik1k2,k3 + yik1k2k3) dx
k1dxk2dxk3 =

= (dlik1k2 + yik1k2k3dx
k3) dxk1dxk2 =

=(dlik1k2 l̃
k1
i1
l̃k2i2 +y

i
k1k2k3 l̃

k1
i1
l̃k2i2 l̃

k3
i3
li3k4dx

k4)·li1k5dx
k5 li2k6dx

k6 .

Äàëåå ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

ωii1i2 = dlik1k2 l̃
k1
i1
l̃k2i2 .

Êðîìå òîãî, ó÷òåì ÷òî,

yik1k2k3 l̃
k1
i1
l̃k2i2 l̃

k3
i3

= rii1i2i3

è

li3k4dx
k4 = ωi3 , li1k5dx

k5 = ωi1 , li2k6dx
k6 = ωi2 .
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Â ðåçóëüòàòå ÷åòâåðòîå ñëàãàåìîå ðÿäà Òåéëîðà
ïðèîáðåòàåò âèä

(ωii1i2 + rii1i2i3ω
i3)ωi1ωi2 .

Âìåñòå ñ òåì, â âûðàæåíèè (31) ýòî ñëàãàåìîå èìåëî
âèä D2ωi. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

D2ωi = (ωii1i2 + rii1i2i3ω
i3)ωi1ωi2 . (36)

Ýòî óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåò ÷àñòíûé ñëó÷àé âòî-
ðîãî óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàí-
ñòâà.
Èñïîëüçóÿ ïåðâîå óðàâíåíèå ñòðóêòóðû, åãî ìîæíî

çàïèñàòü èíà÷å:

Dωii1ω
i1 + ωii1Dω

i1 +Dγii1i2ω
i1ωi2 +

+ γii1i2Dω
i1ωi2 + γii1i2ω

i1Dωi2 =

= (ωii1i2 + rii1i2i3ω
i3)ωi1ωi2 .

Èñïîëüçóÿ ïåðâîå óðàâíåíèå ñòðóêòóðû åùå ðàç, ïî-
ëó÷èì

Dωii1ω
i1 + ωii3(ω

i3
i1
ωi1 + γi3i1i2ω

i1ωi2) +

+Dγii1i2ω
i1ωi2 + γii4i2(ω

i4
i1
ωi1 + γi4i1i3ω

i1ωi3)ωi2 +

+ γii1i4ω
i1(ωi4i3ω

i3 + γi4i3i2ω
i3ωi2) =

= (ωii1i2 + rii1i2i3ω
i3)ωi1ωi2 .

È â ðåçóëüòàòå

Dωii1 + ωii3ω
i3
i1
+ ωii3γ

i3
i1i2

ωi2 +

+ Dγii1i2ω
i2 + γii3i2ω

i3
i1
ωi2 + γii3i2γ

i3
i1i4

ωi4ωi2 +

+ γii1i3ω
i3
i2
ωi2 + γii1i3γ

i3
i4i2

ωi4ωi2 =

= ωii1i2ω
i2 + rii1i2i3ω

i2ωi3 . (37)

Èíîãäà âìåñòî äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì ωii1i2 óäîá-
íî ââåñòè äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû

′ωii1i2 = ωii1i2 + rii1i2i3ω
i3 .

Èñïîëüçóÿ èõ, ïîëó÷èì óðàâíåíèå ñòðóêòóðû â ñëå-
äóþùåì âèäå:

D2ωi = ′ωii1i2ω
i1ωi2 . (38)

Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ, èñïîëüçóÿ
âûðàæåíèå (32),

D2ωi = D′ωii1ω
i1 + ′ωii1Dω

i1 = D ′ωii1ω
i1 + ′ωii4

′ωi4i1ω
i1 .

Èñïîëüçóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå, çàïèøåì âòîðîå óðàâ-
íåíèå ñòðóêòóðû â ñëåäóþùåì âèäå:

D ′ωii1 +
′ωii2

′ωi2i1 = ′ωii1i2ω
i2 . (39)

Ïîêàæåì, ÷òî ôîðìû ′ωii1i2 ñâÿçàíû ñ îáúåêòîì êðè-

âèçíû Rii1i2i3 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

′ωii1i2 = Rii1i2i3ω
i3 . (40)

Äëÿ ýòîãî íàéäåì âûðàæåíèå îáúåêòà êðèâèçíû ÷å-
ðåç êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè èç óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû
(39):

D(Γii1i2ω
i2) + Γii4i2ω

i2Γi4i1i3ω
i3 = Rii1i2i3ω

i2ωi3 .

DΓii1i2ω
i2 +Γii1i2Dω

i2 +Γii4i2ω
i2Γi4i1i3ω

i3 = Rii1i2i3ω
i2ωi3 .

Ââåäåì îïåðàòîð ÷àñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

D

Dyi

èç óñëîâèÿ

D =
D

Dyi
·Dyi .

Ñ ó÷åòîì ýòîãî îïåðàòîðà è ïåðâîãî óðàâíåíèÿ
ñòðóêòóðû

DΓii1i2
Dyi3

ωi2ωi3 + Γii1i4Γ
i4
i2i3

ωi2ωi3 + Γii4i2ω
i2Γi4i1i3ω

i3

= Rii1i2i3ω
i2ωi3 .

Îòñþäà ñëåäóåò âûðàæåíèå (29) äëÿ îáúåêòà êðè-
âèçíû, ïîëó÷åííîå ðàíåå,

Rii1i2i3 =
DΓii1i2
Dyi3

+ Γii4i2Γ
i4
i1i3

+ Γii1i4Γ
i4
i2i3

.

Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî äîêàçûâàåò ââåäåííîå âûðàæå-
íèå (40) äëÿ ôîðì ′ωii1i2 .
Óðàâíåíèå ñòðóêòóðû (38) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëå-

äóþùåì âèäå:

D3yi −Rii1i2i3Dy
i1Dyi2Dyi3 = 0 . (41)

Äðóãîé ÷àñòíûé âèä óðàâíåíèé ñòðóêòóðû ïîëó-
÷èì, ðàññìàòðèâàÿ äèôôåðåíöèðîâàíèå ôîðì ïî íåçà-
âèñèìûì ïåðåìåííûì. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì äèôôå-
ðåíöèàë5 îò ωi = likdx

k

dωi = dlikdx
k

èëè

dωi = (dlik1 l̃
k1
i1
)(li1k dx

k) .

Îòñþäà ïåðâîå óðàâíåíèå ñòðóêòóðû â ðàññìàòðè-
âàåìîì ñëó÷àå ïðèíèìàåò âèä

dωi = ωii1ω
i1 . (42)

Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî óðàâíåíèå ïî íåçàâèñèìîé ïå-
ðåìåííîé, ïîëó÷èì

d2ωi = dωii1ω
i1 + ωii1dω

i1 .

5 Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî äëÿ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé xk âòîðîé
äèôôåðåíöèàë d2xk = 0 .
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Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (42), ïîëó÷èì âòîðîå óðàâíå-
íèå ñòðóêòóðû äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ:

d2ωi = dωii1ω
i1 + ωii2ω

i2
i1
ωi1 . (43)

È åùå îäèí âèä óðàâíåíèé ñòðóêòóðû. Èç óðàâíå-
íèÿ (33) âûðàçèì

ωii1 = ′ωii1 − γ
i
i1i2ω

i2 .

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (42), ïîëó÷èì ïåðâîå
óðàâíåíèå ñòðóêòóðû

dωi = ′ωii1ω
i1 − γii1i2ω

i2ωi1 . (44)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ ωii1 â ôîðìóëó (43), ïî-
ëó÷èì âòîðîå óðàâíåíèå ñòðóêòóðû

d2ωi = d(′ωii1 − γ
i
i1i2ω

i2)ωi1 +

+ (′ωii2 − γ
i
i2i3ω

i3)(′ωi2i1 − γ
i2
i1i3

ωi3)ωi1 .

Îòñþäà

d2ωi =
(
d′ωii1 +

′ ωii3
′ωi3i1 −

−′ ωii3γ
i3
i1i2

ωi2 − dγii1i2ω
i2 − γii3i2

′ωi3i1ω
i2 +

+ γii4i2γ
i4
i1i3

ωi2ωi3 − γii1i3
′ωi3i2ω

i2 +

+ γii1i4γ
i4
i2i3

ωi2ωi3
)
ωi1 . (45)

Â çàêëþ÷åíèè ýòîãî ðàçäåëà çàìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷-
íûì îáðàçîì ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ ñòðóê-
òóðû äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì ′ωii1i2 è ôîðì ñëå-
äóþùèõ ïîðÿäêîâ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ìåòîäó ïðîäîë-
æåíèé Ã.Ô.Ëàïòåâà.

IV. ÎÁÐÀÒÍÀß ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÀß
ÇÀÂÈÑÈÌÎÑÒÜ

Òàê êàê êîîðäèíàòû yi è xk ïðîñòðàíñòâ ñîîòâåò-
ñòâåííî Y è X çàäàíû íà îäíîì òî÷å÷íîì ìíîãîîáðà-
çèè, òî, ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ

xk(yi) ,

ÿâëÿþùàÿñÿ îáðàòíîé ïî îòíîøåíèþ ê ôóíêöèè yi(xk).
Ðàçëîæèì ýòó ôóíêöèþ âáëèçè òî÷êè ñ êîîðäèíàòà-

ìè yi â ðÿä Òåéëîðà, êîòîðûé çàïèøåì â ñëåäóþùåì
âèäå:

xk(yi +Dyi) = xk(yi) + (xk,i + xki )Dy
i +

+ (xk,i1,i2 + xki1,i2 + xki1i2)Dy
i1Dyi2 +

+ (xk,i1,i2,i3 + xki1,i2,i3 + xki1i2,i3 + xki1i2i3)Dy
i1Dyi2Dyi3 +

+ . . . (46)

Çäåñü ïðîèçâîäíûå

xk,i =
Dxk

Dyi
, xk,i1,i2 =

D2xk

Dyi2Dyi1
,

xk,i1,i2,i3 =
D3xk

Dyi3Dyi2Dyi1
, . . .

îïðåäåëÿþòñÿ ðàçëè÷èåì ñèñòåì êîîðäèíàò ïðîñòðàíñòâ
Y è X. Êîýôôèöèåíòû

xki , xki1i2 , xki1i2i3 , . . .

îïðåäåëÿþò èñêðèâëåíèå ïðîñòðàíñòâà X ïî îòíîøå-
íèþ ê ïðîñòðàíñòâó Y . Êàê è ïðåæäå, ÷åðåç D îáî-
çíà÷åí äèôôåðåíöèàë â ïðîñòðàíñòâå Y . Ââåäåì îáî-
çíà÷åíèÿ

l̃ki = xk,i + xki , (47)

l̃ki1i2 = xk,i1,i2 + xki1,i2 + xki1i2 ,

l̃ki1i2i3 = xk,i1,i2,i3 + xki1,i2,i3 + xki1i2,i3 + xki1i2i3 ,

. . .

ñ ó÷åòîì êîòîðûõ ðÿä Òåéëîðà çàïèøåòñÿ

xk(yi +Dyi) = xk(yi) + l̃kiDy
i + l̃ki1i2Dy

i1Dyi2 +

+ l̃ki1i2i3Dy
i1Dyi2Dyi3 +

+ l̃ki1i2i3i4Dy
i1Dyi2Dyi3Dyi4 + . . . (48)

Åñëè ó÷åñòü, ÷òî

l̃ki1i2 = l̃ki1,i2 + xki1i2 , (49)

l̃ki1i2i3 = l̃ki1i2,i3 + xki1i2i3 , (50)

òî èìååì

xk(yi +Dyi) = xk(yi) + l̃kiDy
i +

+ (l̃ki1,i2 + xki1i2)Dy
i1Dyi2 +

+ (l̃ki1i2,i3 + xki1i2i3)Dy
i1Dyi2Dyi3 + . . . (51)

1. Äèôôåðåíöèàë d è îïåðàòîð ÷àñòíîãî
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ Y

Èç ñîîòíîøåíèÿ (7) ñëåäóåò

dxk = l̃kiDy
i .

Çäåñü ñèìâîë D îçíà÷àåò äèôôåðåíöèàë â ïðî-
ñòðàíñòâå Y .

dxk = l̃kiDy
i = xk,iDy

i + xkiDy
i = Dxk + xkiDy

i .

Òàêèì îáðàçîì, äèôôåðåíöèàë â ïðîñòðàíñòâå X
ñêëàäûâàåòñÿ èç äèôôåðåíöèàëà â ïðîñòðàíñòâå Y è
äîáàâêè, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé íåïîëíûé äèôôåðåí-
öèàë, êîòîðóþ óäîáíî îáîçíà÷èòü

δxk = xkiDy
i .

Òàêèì îáðàçîì,

dxk = Dxk + δxk .
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Èñïîëüçóÿ äèôôåðåíöèàë d â ïðîñòðàíñòâå X, çà-
ïèøåì ðÿä Òåéëîðà â ñëåäóþùåì âèäå6:

xk(yi +Dyi) = xk(yi) + dxk + d2xk + d3xk + . . . (52)

Ââåäåì îïåðàòîð ÷àñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

Yi ≡
∂

Dyi
.

Èñïîëüçóÿ åãî, ïîëó÷èì

l̃ki =
∂xk

Dyi
= Yi(x

k) , l̃ki1i2 =
∂2xk

Dyi2Dyi1
= Yi2Yi1(x

k) ,

l̃ki1i2i3 =
∂3xk

Dyi3Dyi2Dyi1
= Yi3Yi2Yi1(x

k) , . . .

Ðÿä Òåéëîðà çàïèøåì òàê:

xk(yi +Dyi) = xk(yi) +
∂xk

Dyi
Dyi +

+
∂2xk

Dyi2Dyi1
Dyi1Dyi2 +

+
∂3xk

Dyi3Dyi2Dyi1
Dyi1Dyi2Dyi3 + . . .

èëè

xk(yi +Dyi) = xk(yi) + Yi(x
k)Dyi +

Yi2Yi1(x
k)Dyi1Dyi2 + Yi3Yi2Yi1(x

k)Dyi1Dyi2Dyi3 + . . .

Ââåäåì äèôôåðåíöèàë â ïðîñòðàíñòâå X îò êîýô-
ôèöèåíòîâ l̃ki â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì

dl̃ki1 = l̃ki1,i2Dy
i2 + xki1i2Dy

i2 = Dl̃ki1 + xki1i2Dy
i2 .

Òàêèì îáðàçîì, äèôôåðåíöèàë â ïðîñòðàíñòâå X
ñêëàäûâàåòñÿ èç äèôôåðåíöèàëà â ïðîñòðàíñòâå Y è
äîáàâêè, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé íåïîëíûé äèôôåðåí-
öèàë, êîòîðóþ óäîáíî îáîçíà÷èòü

δl̃ki1 = xki1i2Dy
i2 .

Òàêèì îáðàçîì,

dl̃ki1 = Dl̃ki1 + δl̃ki1 .

Àíàëîãè÷íî ìîæíî çàïèñàòü äëÿ êîýôôèöèåíòîâ
l̃ki1...ip

dl̃ki1...ip = Dl̃ki1...ip + δl̃ki1...ip ,

6 Òàê êàê â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå êîîðäèíàòû yi ÿâëÿþòñÿ
íåçàâèñèìûìè, òî

D2yi = 0 .

Âìåñòå ñ òåì
d2xk ̸= 0 .

ãäå

δl̃ki1...ip = xki1...ipip+1
Dyip+1 .

Èñïîëüçóÿ ââåäåííûå äèôôåðåíöèàëû, çàïèøåì
ðÿä Òåéëîðà â ñëåäóþùåì âèäå:

xk(yi +Dyi) = xk(yi) + dxk + dl̃ki1Dy
i1 +

+ dl̃ki1i2Dy
i1Dyi2 + dl̃ki1i2i3Dy

i1Dyi2Dyi3 + . . .(53)

×àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ â ïðîñòðàíñòâå Y áóäåì îáî-
çíà÷àòü ïîìîùüþ èíäåêñà, îòäåëåííîãî çàïÿòîé:

Dl̃ki1...ip
Dyip+1

= l̃ki1...ip,ip+1
,

à äèôôåðåíöèðîâàíèå Y áóäåì îáîçíà÷àòü ñ ïîìîùüþ
èíäåêñà, îòäåëåííîãî ÷åðòîé

∂l̃ki1...ip
Dyip+1

= l̃ki1...ip|ip+1
.

2. Êàñàòåëüíîå ðàçëîæåíèå

Óìíîæèì ðÿä Òåéëîðà (48) íà ìàòðèöó lik. Ïîëó÷èì

lik(x
k(yi +Dyi)− xk(yi)) = Dyi + lik l̃

k
i1i2Dy

i1Dyi2 +

+ lik l̃
k
i1i2i3Dy

i1Dyi2Dyi3 + lik l̃
k
i1i2i3i4Dy

i1Dyi2Dyi3Dyi4

+ . . . (54)

Íàçîâåì ýòî ðàçëîæåíèå êàñàòåëüíûì, èñõîäÿ èç
òîãî, ÷òî â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè îíî ïðåäñòàâëåíî
äèôôåðåíöèàëîì Dyi.

2.1. Îáúåêò ñâÿçíîñòè

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

Γ̃ii1i2 = lik l̃
k
i1i2 . (55)

Ýòè êîýôôèöèåíòû íàçîâåì îáúåêòîì ñâÿçíîñòè
èëè ïîòåíöèàëîì êàëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ â êàñàòåëü-
íîì ïðîñòðàíñòâå Y . Îáúåêò ñâÿçíîñòè ìîæíî çàïè-
ñàòü òàêæå â ñëåäóþùåì âèäå:

Γ̃ii1i2 = lik l̃
k
i1|i2 = lik

∂l̃ki1
Dyi2

.

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (49) çàïèøåì

Γ̃ii1i2 = lik l̃
k
i1,i2 + γ̃ii1i2 = lik

Dl̃ki1
Dyi2

+ γ̃ii1i2 , (56)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

γ̃ii1i2 = likx
k
i1i2 .

Ýòî óðàâíåíèå íàçîâåì êàëèáðîâî÷íûì ïðåîáðàçî-
âàíèåì ïîòåíöèàëà èëè îáúåêòà ñâÿçíîñòè â êàñàòåëü-
íîì ïðîñòðàíñòâå Y .



IV. Îáðàòíàÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü 205

2.2. Îáúåêò êðèâèçíû

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

R̃ii1i2i3 = lik l̃
k
i1i2i3 . (57)

Ýòè êîýôôèöèåíòû íàçîâåì îáúåêòîì êðèâèçíû
èëè îáúåêòîì êàëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ â êàñàòåëüíîì
ïðîñòðàíñòâå Y . Îáúåêò êðèâèçíû ìîæíî çàïèñàòü
òàêæå â ñëåäóþùåì âèäå:

R̃ii1i2i3 = lik l̃
k
i1i2|i3 = lik

∂l̃ki1i2
Dyi3

.

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (50) çàïèøåì

R̃ii1i2i3 = lik l̃
k
i1i2,i3 + r̃ii1i2i3 = lik

Dl̃ki1i2
Dyi3

+ r̃ii1i2i3 , (58)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

r̃ii1i2i3 = likx
k
i1i2i3 .

Ýòî óðàâíåíèå íàçîâåì êàëèáðîâî÷íûì ïðåîáðàçî-
âàíèåì îáúåêòà êðèâèçíû â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàí-
ñòâå.
Äàëåå âûðàçèì îáúåêò êðèâèçíû ÷åðåç îáúåêòû

ñâÿçíîñòè â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ ýòîãî
ïðåäâàðèòåëüíî âûâåäåì íåîáõîäèìîå íàì ñîîòíîøå-
íèå, êîòîðîå ïîëó÷èì, äåéñòâóÿ îïåðàòîðîì äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ Yi3 íà ñîîòíîøåíèå (27). Ïîëó÷èì

li1k|i3 · l̃
k
i2 + li1k · l̃

k
i2|i3 = 0 .

Îòñþäà

li1k|i3 · l̃
k
i2 = −Γ̃i1i2i3 . (59)

Òåïåðü ó÷òåì, ÷òî

R̃ii1i2i3 = lik l̃
k
i1i2|i3 = (lik l̃

k
i1i2),i3 − l

i
k|i3 l̃

k
i1i2 =

= (lik l̃
k
i1i2)|i3 − (lik|i3 l̃

k1
i4
) · (li4k l̃

k
i1i2) .

Äàëåå, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (55) è (59), ïîëó÷èì
èñêîìîå âûðàæåíèå îáúåêòà êðèâèçíû ÷åðåç îáúåêòû
ñâÿçíîñòè

R̃ii1i2i3 = Γ̃ii1i2,i3 + Γ̃ii4i3 Γ̃
i4
i1i2

. (60)

Çäåñü

Γ̃ii1i2,i3 = Γ̃ii1i2|i3 − γ̃
i
i1i2i3

èëè â äðóãîé çàïèñè

R̃ii1i2i3 =
DΓ̃ii1i2
Dyi3

+ Γ̃ii4i3 Γ̃
i4
i1i2

.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ âòîðîé îáúåêò êðèâèçíû
â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå Y

R̃ii1i2i3i4 = lik l̃
k
i1i2i3i4

è â îáùåì ñëó÷àå n-ûé îáúåêò êðèâèçíû â êàñàòåëü-
íîì ïðîñòðàíñòâå Y

Rii1i2...in+2
= lik l̃

k
i1i2...in+2

.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè è îáú-
åêòîâ êðèâèçíû ðÿä Òåéëîðà â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàí-
ñòâå ïðèîáðåòàåò âèä

lik
(
xk(yi +Dyi)− xk(yi)

)
= Dyi + Γ̃ii1i2Dy

i1Dyi2 +

+ R̃ii1i2i3Dy
i1Dyi2Dyi3 + R̃ii1i2i3i4Dy

i1Dyi2Dyi3Dyi4 +

+ . . . (61)

3. Ñîáñòâåííîå ðàçëîæåíèå

Â ðàçëîæåíèè (48) ïåðåéäåì îò äèôôåðåíöèàëîâ
Dy ê äèôôåðåíöèàëàì dx, ó÷èòûâàÿ, ÷òî

Dyi = likdx
k ;

ïîëó÷èì

xk(yi +Dyi) = xk(yi) + dxk + (l̃ki1i2 l
i1
k1
li2k2) dx

k1dxk2 +

+ (l̃ki1i2i3 l
i1
k1
li2k2 l

i3
k3
) dxk1dxk2dxk3 +

+ (l̃ki1i2i3i4 l
i1
k1
li2k2 l

i3
k3
li4k4) dx

k1dxk2dxk3dxk4 + . . . (62)

Íàçîâåì ýòî ðàçëîæåíèå ñîáñòâåííûì, èñõîäÿ èç
òîãî, ÷òî â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè îíî ïðåäñòàâëåíî
äèôôåðåíöèàëîì dxk.

3.1. Îáúåêò ñâÿçíîñòè

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

Γ̃kk1k2 = l̃ki1i2 l
i1
k1
li2k2 . (63)

Ýòè êîýôôèöèåíòû íàçîâåì îáúåêòîì ñâÿçíîñòè èëè
ïîòåíöèàëîì êàëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ â ñîáñòâåííîì
ïðîñòðàíñòâå X. Îáúåêò ñâÿçíîñòè ìîæíî çàïèñàòü
òàêæå â ñëåäóþùåì âèäå:

Γ̃kk1k2 = l̃ki1|i2 l
i1
k1
li2k2 =

∂l̃ki1
Dyi2

li1k1 l
i2
k2
.

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (49), çàïèøåì

Γ̃kk1k2 = l̃ki1,i2 l
i1
k1
li2k2 + γ̃kk1k2 =

Dl̃ki1
Dyi2

li1k1 l
i2
k2

+ γ̃kk1k2 , (64)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

γ̃kk1k2 = xki1i2 l
i1
k1
li2k2 .

Ýòî óðàâíåíèå íàçîâåì êàëèáðîâî÷íûì ïðåîáðàçî-
âàíèåì ïîòåíöèàëà èëè îáúåêòà ñâÿçíîñòè â ñîáñòâåí-
íîì ïðîñòðàíñòâå X.
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3.2. Îáúåêò êðèâèçíû

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

R̃kk1k2k3 = l̃ki1i2i3 l
i1
k1
li2k2 l

i3
k3
. (65)

Ýòè êîýôôèöèåíòû íàçîâåì îáúåêòîì êðèâèçíû èëè
îáúåêòîì êàëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ â ñîáñòâåííîì ïðî-
ñòðàíñòâå X. Îáúåêò êðèâèçíû ìîæíî çàïèñàòü òàê-
æå â ñëåäóþùåì âèäå:

R̃kk1k2k3 = l̃ki1i2|i3 l
i1
k1
li2k2 l

i3
k3

=
∂l̃ki1i2
Dyi3

li1k1 l
i2
k2
li3k3 .

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (50), çàïèøåì

R̃kk1k2k3 = l̃ki1i2|i3 l
i1
k1
li2k2 l

i3
k3

+ r̃kk1k2k3 =

=
Dl̃ki1i2
Dyi3

li1k1 l
i2
k2
li3k3 + r̃kk1k2k3 , (66)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

r̃kk1k2k3 = xki1i2i3 l
i1
k1
li2k2 l

i3
k3
.

Ýòî óðàâíåíèå íàçîâåì êàëèáðîâî÷íûì ïðåîáðàçî-
âàíèåì îáúåêòà êðèâèçíû â ñîáñòâåííîì ïðîñòðàí-
ñòâå X.
Äàëåå âûðàçèì îáúåêò êðèâèçíû ÷åðåç îáúåêòû

ñâÿçíîñòè â ñîáñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ ýòîãî
ïðåäâàðèòåëüíî âûâåäåì íåîáõîäèìîå íàì ñîîòíî-
øåíèå. Ïîäåéñòâóåì îïåðàòîðîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
Yi2 íà ñîîòíîøåíèå (13). Ïîëó÷èì

l̃ki1|i2 · l
i1
k1

+ l̃ki1 · l
i1
k1|i2 = 0 .

Óìíîæèì ýòî ñîîòíîøåíèå íà li2k2 . Ïîëó÷èì

l̃ki1|i2 · l
i1
k1
li2k2 + l̃ki1 · l

i1
k1|i2 l

i2
k2

= 0 .

Îòñþäà

l̃ki1 · l
i1
k1|i2 l

i2
k2

= −Γ̃kk1k2 . (67)

Òåïåðü ó÷òåì, ÷òî

R̃kk1k2k3 = l̃ki1i2|i3 l
i1
k1
li2k2 l

i3
k3

= (l̃ki1i2 l
i1
k1
li2k2)|i3 l

i3
k3
−

− l̃ki1i2 l
i1
k1|i3 l

i2
k2
li3k3 − l̃

k
i1i2 l

i1
k1
li2k2|i3 l

i3
k3

=

= (l̃ki1i2 l
i1
k1
li2k2)|i3 l

i3
k3
− (l̃ki1i2 l

i1
k4
li2k2)(l̃

k4
i4
li4k1|i3 l

i3
k3
)−

− (l̃ki1i2 l
i1
k1
li2k4)(l

k4
i4
li4k2|i3 l

i3
k3
) .

Äàëåå, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (63) è (67), ïîëó÷èì
èñêîìîå âûðàæåíèå îáúåêòà êðèâèçíû ÷åðåç îáúåêòû
ñâÿçíîñòè

R̃kk1k2k3 = Γ̃kk1k2,k3 + Γ̃kk4k2 Γ̃
k4
k1k3

+ Γ̃kk1k4 Γ̃
k4
k2k3

.

Çäåñü

Γ̃kk1k2,k3 = Γ̃kk1k2|i3 l
i3
k3

=
∂Γ̃kk1k2
Dyi3

Dyi3

∂xk3

èëè â äðóãîé çàïèñè

R̃kk1k2k3 =
∂Γ̃kk1k2
∂xk3

+ Γ̃kk4k2 Γ̃
k4
k1k3

+ Γ̃kk1k4 Γ̃
k4
k2k3

. (68)

Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ñ ýòèì îáúåêòîì êðèâèç-
íû ñâÿçàí îáùåèçâåñòíûõ òåíçîð êðèâèçíû.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ âòîðîé îáúåêò êðèâèçíû

â ñîáñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå X

R̃kk1k2k3k4 = l̃ki1i2i3i4 l
i1
k1
li2k2 l

i3
k3
li4k4 ,

è â îáùåì ñëó÷àå n-ûé îáúåêò êðèâèçíû â êàñàòåëü-
íîì ïðîñòðàíñòâå Y

R̃kk1k2...kn+2
= l̃ki1i2...in+2

li1k1 l
i2
k2
. . . l

in+2

kn+2
.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè è îáú-
åêòîâ êðèâèçíû ðÿä Òåéëîðà â ñîáñòâåííîì ïðîñòðàí-
ñòâå ïðèîáðåòàåò âèä

xk(yi +Dyi) = xk(yi) + dxk + Γ̃kk1k2dx
k1dxk2 + (69)

+ R̃kk1k2k3dx
k1dxk2dxk3 + R̃kk1k2k3k4dx

k1dxk2dxk3dxk4 +

+ . . . (70)

4. Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû

Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà â âèäå (51).
Äëÿ óäîáñòâà ïðèâåäåì åãî åùå ðàç:

xk(yi +Dyi) = xk(yi) + l̃kiDy
i + (l̃ki1,i2 + xki1i2)Dy

i1Dyi2

+ (l̃ki1i2,i3 + xki1i2i3)Dy
i1Dyi2Dyi3 + . . .

Ïðåîáðàçóåì òðåòüå ñëàãàåìîå ýòîãî ðÿäà

(l̃ki1,i2 + xki1i2)Dy
i1Dyi2 = (Dl̃ki1 + xki1i2Dy

i2)Dyi1 =

= (Dl̃ki1 l
i1
k1

+ xki1i2 l
i1
k1
li2k2 l

k2
i3
dyi3) · l̃k1i4 dy

i4 .

Äàëåå ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

ω̃kk1 = Dl̃ki1 l
i1
k1
.

Êðîìå òîãî, ó÷òåì, ÷òî

xki1i2 l
i1
k1
li2k2 = γ̃kk1k2

è

l̃k2i3 Dy
i3 = dxk2 , l̃k1i4 Dy

i4 = dxk1 .

Â ðåçóëüòàòå òðåòüå ñëàãàåìîå ðÿäà Òåéëîðà ïðèîá-
ðåòàåò âèä

(ω̃kk1 + γ̃kk1k2dx
k2) dxk1 .

Âìåñòå ñ òåì, â âûðàæåíèè (52) ýòî ñëàãàåìîå èìåëî
âèä d2xk. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

d2xk = ω̃kk1dx
k1 + γ̃kk1k2dx

k2dxk1 . (71)



IV. Îáðàòíàÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü 207

Ýòî óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåò ÷àñòíûé ñëó÷àé ïåðâî-
ãî óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû.
Èíîãäà âìåñòî äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì ω̃kk1 óäîá-

íî ââåñòè äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû

′ω̃kk1 = ω̃kk1 + γ̃kk1k2dx
k2 .

Èç âûðàæåíèÿ (64) ñëåäóåò

′ω̃kk1 = Γ̃kk1k2dx
k2 .

Èñïîëüçóÿ äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû ′ω̃kk1 , ïîëó-
÷èì ïåðâîå óðàâíåíèå ñòðóêòóðû â ñëåäóþùåì âèäå:

d2xk = ′ω̃kk1dx
k1 . (72)

Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âè-
äå:

d2xk − Γ̃kk1k2dx
k1dxk2 = 0 . (73)

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ýòî óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêîé ïðîñòðàíñòâà Y , çàïèñàííîå
ïî îòíîøåíèþ ê êîîðäèíàòàì ñèñòåìû îòñ÷åòà X.
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ðàññìîòðèì òåïåðü ÷åò-

âåðòîå ñëàãàåìîå ðÿäà Òåéëîðà

(l̃ki1i2,i3 + xki1i2i3)Dy
i1Dyi2Dyi3 =

= (Dl̃ki1i2 + xki1i2i3Dy
i3)Dyi1Dyi2 = (Dl̃ki1i2 l

i1
k1
li2k2 +

+ xki1i2i3 l
i1
k1
li2k2 l

i3
k3
l̃k3i4 Dy

i4) · l̃k1i5 Dy
i5 l̃k2i6 Dy

i6 .

Äàëåå ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

ω̃kk1k2 = Dl̃ki1i2 l
i1
k1
li2k2 .

Êðîìå òîãî, ó÷òåì, ÷òî

r̃kk1k2k3 = xki1i2i3 l
i1
k1
li2k2 l

i3
k3

è

l̃k3i4 Dy
i4 = dxk3 , l̃k1i5 Dy

i5 = dxk1 , l̃k2i6 Dy
i6 = dxk2 .

Â ðåçóëüòàòå ÷åòâåðòîå ñëàãàåìîå ðÿäà Òåéëîðà
ïðèîáðåòàåò âèä

(ω̃kk1k2 + r̃kk1k2k3dx
k3) dxk1dxk2 .

Âìåñòå ñ òåì, â âûðàæåíèè (52) ýòî ñëàãàåìîå èìåëî
âèä d3xk. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

d3x = (ω̃kk1k2 + r̃kk1k2k3dx
k3) dxk1dxk2 . (74)

Ýòî óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåò ÷àñòíûé ñëó÷àé âòî-
ðîãî óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû.
Èíîãäà âìåñòî äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì ω̃kk1k2 óäîá-

íî ââåñòè äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû

′ω̃kk1k2 = ω̃kk1k2 + r̃kk1k2k3dx
k3 .

Èñïîëüçóÿ èõ, ïîëó÷èì óðàâíåíèå ñòðóêòóðû â ñëå-
äóþùåì âèäå:

d3xk = ′ω̃kk1k2dx
k1dxk2 . (75)

Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ, èñïîëü-
çóÿ ïåðâîå óðàâíåíèå ñòðóêòóðû (72):

d3xk= d′ω̃kk1dx
k1+′ω̃kk1d

2xk1 =d ′ω̃kk1dx
k1+′ω̃kk4

′ω̃k4k1dx
k1 .

Èñïîëüçóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå, çàïèøåì âòîðîå óðàâ-
íåíèå ñòðóêòóðû â ñëåäóþùåì âèäå:

d ′ω̃kk1 +
′ω̃kk2

′ω̃k2k1 = ′ω̃kk1k2dx
k2 . (76)

Ïîêàæåì, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû ′ω̃kk1k2
ñâÿçàíû ñ îáúåêòîì êðèâèçíû R̃kk1k2k3 ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

′ω̃kk1k2 = R̃kk1k2k3dx
k3 . (77)

Äëÿ ýòîãî ïîêàæåì, ÷òî èç óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû
(76) ñëåäóåò âûðàæåíèå îáúåêòà êðèâèçíû ÷åðåç êî-
ýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè:

d(Γ̃kk1k2dx
k2) + Γ̃kk4k2dx

k2 Γ̃k4k1k3dx
k3 = R̃kk1k2k3dx

k2dxk3

èëè

d Γ̃kk1k2dx
k2 + Γ̃kk1k2d

2xk2 + Γ̃kk4k2dx
k2 Γ̃k4k1k3dx

k3 =

= R̃kk1k2k3dx
k2dxk3 .

Îòñþäà

∂Γ̃kk1k2
∂xk3

dxk2dxk3 + Γ̃kk1k4 Γ̃
k4
k2k3

dxk2dxk3 +

+ Γ̃kk4k2dx
k2 Γ̃k4k1k3dx

k3 = R̃kk1k2k3dx
k2dxk3 .

Îòñþäà ñëåäóåò âûðàæåíèå äëÿ îáúåêòà êðèâèçíû,
ïîëó÷åííîå ðàíåå

R̃kk1k2k3 =
∂Γ̃kk1k2
∂xk3

+ Γ̃kk4k2 Γ̃
k4
k1k3

+ Γ̃kk1k4 Γ̃
k4
k2k3

. (78)

Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî äîêàçûâàåò ââåäåííîå ðàíåå âû-
ðàæåíèå (77) äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì ′ω̃kk1k2 .
Óðàâíåíèå ñòðóêòóðû (75) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëå-

äóþùåì âèäå

d3xk − R̃kk1k2k3dx
k1dxk2dxk3 = 0 . (79)

5. Ñâÿçü ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè ïðÿìîãî è
îáðàòíîãî ðàçëîæåíèé

Êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè xk(yi) â ðÿä
Òåéëîðà çàâèñÿò îò êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ôóíê-
öèè yi(xk) â ðÿä Òåéëîðà, åñëè ó÷åñòü óñëîâèå, ÷òî
ôóíêöèÿ xk(yi) ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ïî îòíîøåíèþ ê
ôóíêöèè yi(xk).
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5.1. Ñâÿçü ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè Γ̃k
k1k2

, R̃k
k1k2k3

è

êîýôôèöèåíòàìè Γk
k1k2

, Rk
k1k2k3

Ðàññìîòðèì ñâÿçü ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè ñîá-
ñòâåííîãî ðàçëîæåíèÿ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ xk(yi)
è êîýôôèöèåíòàìè êàñàòåëüíîãî ðàçëîæåíèÿ ïðÿìîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ yi(xk). Ýòó ñâÿçü íàéäåì èç ñëåäóþ-
ùèõ ñîîòíîøåíèé:

∂xk(y(x))

∂xk1
=

∂xk(y)

Dyi1
· Dy

i1(x)

∂xk1
= δkk1 , (80)

∂2xk(y(x))

∂xk2∂xk1
= 0 , (81)

∂3xk(y(x))

∂xk3∂xk2∂xk1
= 0 , . . . , (82)

âûòåêàþùèõ èç óñëîâèÿ, ÷òî ôóíêöèÿ xk(yi) ÿâëÿåòñÿ
îáðàòíîé ïî îòíîøåíèþ ê ôóíêöèè yi(xk).
Íàéäåì ñíà÷àëà ñâÿçü ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè âòî-

ðîãî ñëàãàåìîãî ðÿäà Òåéëîðà xk(yi) è êîýôôèöèåí-
òàìè âòîðîãî ñëàãàåìîãî ðÿäà Òåéëîðà yi(xk). Èç ñî-
îòíîøåíèÿ (80) ñëåäóåò

∂xk(y)

Dyi1
· li1k1 = δkk1 .

Îòñþäà ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå, êîòîðîå óæå áûëî ïî-
ëó÷åíî ðàíåå

∂xk1(y)

Dyi1
= l̃k1i1 .

Íàéäåì òåïåðü ñâÿçü ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè Γ̃kk1k2
òðåòüåãî ñëàãàåìîãî ðÿäà Òåéëîðà xk(yi) è êîýôôè-
öèåíòàìè Γkk1k2 ðÿäà Òåéëîðà y

i(xk). Èç ñîîòíîøåíèÿ

(81) èìååì7

∂2xk(y(x))

∂xk2∂xk1
=

∂

∂xk2

(
∂xk1(y)

Dyi1
· Dy

i1(x)

∂xk1

)
=

∂2xk(y)

Dyi2Dyi1
· Dy

i1(x)

∂xk1
Dyi2(x)

∂xk2
+
∂xk(y)

Dyi1
· D

2yi1(x)

∂xk2∂xk1
= 0 .

Îòñþäà

l̃ki1i2 l
i1
k1
li2k2 + l̃ki1 l

i1
k1k2

= 0

èëè

Γ̃kk1k2 = −Γkk1k2 . (83)

7 Äëÿ âûïîëíåíèÿ óêàçàííîãî ñîîòíîøåíèÿ íåîáõîäèìî ïîëà-
ãàòü

∂

∂xk2

Dyi1 (x)

∂xk1
=

D2yi1 (x)

∂xk2∂xk1
.

Ñð. ñ ïðèìå÷àíèåì íà ñòð. 3.

Ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà ïåðâîå óðàâíåíèå
ñòðóêòóðû (73) ïðèîáðåòàåò âèä

d2xk + Γkk1k2dx
k1dxk2 = 0 . (84)

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ýòî óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêîé èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà
Y , çàïèñàííîå ïî îòíîøåíèþ ê êîîðäèíàòàì ñèñòåìû
îòñ÷åòà X.
Íàéäåì òåïåðü ñâÿçü ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè R̃kk1k2k3

ðÿäà Òåéëîðà xk(yi) è êîýôôèöèåíòàìè Rkk1k2k3 ðÿäà

Òåéëîðà yi(xk). Èç ñîîòíîøåíèÿ (82) èìååì

∂

∂xk3

(
∂2xk(y)

Dyi1Dyi2
· Dy

i1(x)

∂xk1
Dyi2(x)

∂xk2
+

+
∂xk(y)

Dyi1
· D

2yi1(x)

∂xk1∂xk2

)
= 0 .

Îòñþäà

∂3xk(y)

Dyi3Dyi2Dyi1
· Dy

i1(x)

∂xk1
Dyi2(x)

∂xk2
Dyi3(x)

∂xk3
+

+
∂2xk(y)

Dyi2Dyi1
· D

2yi1(x)

∂xk3∂xk1
Dyi2(x)

∂xk2
+

+
∂2xk(y)

Dyi2Dyi1
· Dy

i1(x)

∂xk1
D2yi2(x)

∂xk3∂xk2
+

+
∂2xk(y)

Dyi3Dyi1
· Dy

i3(x)

∂xk3
D2yi1(x)

∂xk2∂xk1
+

+
∂xk(y)

Dyi
· D3yi(x)

∂xk3∂xk2∂xk1
= 0 .

Îòñþäà ñëåäóåò

R̃kk1k2k3 + (l̃ki1i2 l
i2
k2
li1k4)(l̃

k4
i4
li4k1k3) + (l̃ki1i2 l

i1
k1
li2k4)(l̃

k4
i4
li4k2k3) +

+ (l̃ki1i3 l
i3
k3
li1k4)(l̃

k4
i4
li4k1k2) +Rkk1k2k3 = 0 .

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (15) è (63), ïîëó÷èì

R̃kk1k2k3 + Γ̃kk4k2Γ
k4
k1k3

+ Γ̃kk1k4Γ
k4
k2k3

+ Γ̃kk4k3Γ
k4
k1k2

+

+Rkk1k2k3 = 0 .

Ïîäñòàâèì ñþäà ñîîòíîøåíèÿ (20) è (83), ïîëó÷èì

R̃kk1k2k3 − Γkk4k2Γ
k4
k1k3
− Γkk1k4Γ

k4
k2k3
− Γkk4k3Γ

k4
k1k2

+

+ Γkk1k2,k3 + Γkk4k3Γ
k4
k1k2

= 0 .

Îòñþäà ñëåäóåò

R̃kk1k2k3 = −Γkk1k2,k3 + Γkk4k2Γ
k4
k1k3

+ Γkk1k4Γ
k4
k2k3

. (85)

Ýòî æå ñîîòíîøåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü, ïîäñòàâëÿÿ
âûðàæåíèå (83) â ôîðìóëó (78) äëÿ îáúåêòà êðèâèçíû

R̃kk1k2k3 . Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò îáùåïðèíÿòîå
âûðàæåíèå äëÿ òåíçîðà êðèâèçíû.
Ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà âòîðîå óðàâíåíèå

ñòðóêòóðû (79) ïðèîáðåòàåò âèä

d3xk =
(
−Γkk1k2,k3 + Γkk4k2Γ

k4
k1k3

+

+ Γkk1k4Γ
k4
k2k3

)
dxk1dxk2dxk3 . (86)
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5.2. Ñâÿçü ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè Γ̃i
i1i2 , R̃

i
i1i2i3 è

êîýôôèöèåíòàìè Γi
i1i2 , R

i
i1i2i3

Ðàññìîòðèì ñâÿçü ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè êàñà-
òåëüíîãî ðàçëîæåíèÿ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ xk(yi)
è êîýôôèöèåíòàìè ñîáñòâåííîãî ðàçëîæåíèÿ ïðÿìî-
ãî ïðåîáðàçîâàíèÿ yi(xk). Êàê è ïðåæäå, ýòó ñâÿçü
íàéäåì èç óñëîâèÿ, ÷òî ôóíêöèÿ xk(yi) ÿâëÿåòñÿ îá-
ðàòíîé ïî îòíîøåíèþ ê ôóíêöèè yi(xk). Óêàçàííîå
óñëîâèå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ñëåäóþùèõ ñîîòíîøå-
íèé:

Dyi(x(y))

Dyi1
=

Dyi(x)

∂xk1
· ∂x

k1(y)

Dyi1
= δii1 , (87)

D2yi(x(y))

Dyi1Dyi2
= 0 , (88)

D3yi(x(y))

Dyi1Dyi2Dyi3
= 0 , (89)

. . . ,

Íàéäåì ñíà÷àëà ñâÿçü ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè âòî-
ðîãî ñëàãàåìîãî ðÿäà Òåéëîðà xk(yi) è êîýôôèöèåí-
òàìè ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè yi(xk) â ðÿä Òåéëîðà. Èç
ñîîòíîøåíèÿ (87) ñëåäóåò

lik1 ·
∂xk1(y)

Dyi1
= δii1 .

Îòñþäà ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå, êîòîðîå óæå áûëî ïî-
ëó÷åíî ðàíåå:

∂xk1(y)

Dyi1
= l̃k1i1 .

Íàéäåì òåïåðü ñâÿçü ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè Γ̃ii1i2
ðÿäà Òåéëîðà xk(yi) è êîýôôèöèåíòàìè Γii1i2 ðÿäà

Òåéëîðà yi(xk). Èç ñîîòíîøåíèÿ (88) èìååì

D2yi(x(y))

Dyi2Dyi1
=

D

Dyi2

(
Dyi(x)

∂xk1
· ∂x

k1(y)

Dyi1

)
=

=
D

Dyi2
Dyi(x)

∂xk1
· ∂x

k1(y)

Dyi1
+
Dyi(x)

∂xk1
· D

Dyi2
∂xk1(y)

Dyi1
= 0

èëè

D2yi(x)

∂xk2∂xk1
· ∂x

k1(y)

Dyi1
∂xk2(y)

Dyi2
+
Dyi(x)

∂xk1
· ∂

2xk1(y)

Dyi2Dyi1
= 0 .

Îòñþäà

lik1k2 l̃
k1
i1
l̃k2i2 + lik l̃

k
i1i2 = 0 (90)

è

Γ̃ii1i2 = −Γii1i2 . (91)

Íàéäåì òåïåðü ñâÿçü ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè R̃ii1i2i3
ðÿäà Òåéëîðà xk(yi) è êîýôôèöèåíòàìè Rii1i2i3 ðÿäà

Òåéëîðà yi(xk). Èç ñîîòíîøåíèÿ (89) èìååì

D

Dyi3

(
D2yi(x)

∂xk1∂xk2
· ∂x

k1(y)

Dyi1
∂xk2(y)

Dyi2
+

Dyi(x)

∂xk1
· ∂

2xk1(y)

Dyi1Dyi2

)
= 0 .

Îòñþäà

D3yi(x)

∂xk3∂xk2∂xk1
· ∂x

k1(y)

Dyi1
∂xk2(y)

Dyi2
∂xk3(y)

Dyi3
+

+
D2yi(x)

∂xk2∂xk1
· ∂

2xk1(y)

Dyi3Dyi1
∂xk2(y)

Dyi2
+

+
D2yi(x)

∂xk2∂xk1
· ∂x

k1(y)

Dyi1
∂2xk2(y)

Dyi3Dyi2
+

+
D2yi(x)

∂xk3∂xk
· ∂x

k3(y)

Dyi3
∂2xk(y)

Dyi2Dyi1
+

+
Dyi(x)

∂xk
· ∂3xk(y)

Dyi3Dyi2Dyi1
= 0 .

Îòñþäà ñëåäóåò

Rii1i2i3 + (lik1k2 l̃
k2
i2
l̃k1i4 )(l

i4
k4
l̃k4i1i3) + (lik1k2 l̃

k1
i1
l̃k2i4 )(l

i4
k4
l̃k4i2i3) +

+ (lik1k3 l̃
k3
i3
l̃k1i4 )(l

i4
k4
l̃k4i1i2) + R̃ii1i2i3 = 0 .

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (23), (55) è (91), ïîëó÷èì

Rii1i2i3 − Γii4i2Γ
i4
i1i3
− Γii1i4Γ

i4
i2i3
− Γii4i3Γ

i4
i1i2

+

+ R̃ii1i2i3 = 0 .

Ïîäñòàâèì ñþäà ñîîòíîøåíèå (29), ïîëó÷èì

Γii1i2,i3 + Γii4i2Γ
i4
i1i3

+ Γii1i4Γ
i4
i2i3
− Γii4i2Γ

i4
i1i3
−

− Γii1i4Γ
i4
i2i3
− Γii4i3Γ

i4
i1i2

+ R̃ii1i2i3 = 0 .

Îòñþäà ïîëó÷èì

R̃ii1i2i3 = −Γii1i2,i3 + Γii4i3Γ
i4
i1i2

. (92)

V. ÑËÎÆÍÀß ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÀß
ÇÀÂÈÑÈÌÎÑÒÜ

Ïóñòü íà òî÷å÷íîì ìíîãîîáðàçèè çàäàíû êîîðäèíà-
òû yi, xk, tl è îïðåäåëåíû ôóíêöèè

yi(xk) , xi(tl) .

Ðàçëîæèì ýòè ôóíêöèè âáëèçè òî÷êè ñ êîîðäèíàòà-
ìè tl â ðÿäû Òåéëîðà, êîòîðûå çàïèøåì â ñëåäóþùåì
âèäå:

yi(xk + dxk) = yi(xk) +Dyi +D2yi +D3yi + . . . ,

xk(tl +∆tl) = xk(tl) + dxk + d2xk + d3xk + . . .

Â ýòîì ñëó÷àå êîîðäèíàòû xk íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâè-
ñèìûìè è ïîýòîìó

d2xk ̸= 0 , d3xk ̸= 0 , . . .
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è ðàçëîæåíèå ôóíêöèè yi(xk) ñëåäóåò çàïèñàòü òàê:

yi(xk + dxk) = yi(xk) + likdx
k + (likd

2xk + lik1k2dx
k1dxk2)

+
(
likd

3xk + lik4k3d
2xk4dxk3 + lik1k2k3dx

k1dxk2dxk3 +

+ lik4k2d
2xk4dxk2 + lik1k4dx

k1d2xk4
)
+ . . .

Îòñþäà

Dyi = likdx
k , (93)

D2yi = likd
2xk + lik1k2dx

k1dxk2 , (94)

D3yi = likd
3xk + lik4k3d

2xk4dxk3 + lik1k2k3dx
k1dxk2dxk3

+ lik4k2d
2xk4dxk2 + lik1k4dx

k1d2xk4 , (95)

. . .

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà â ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñè-
ìîñòè yi(xk) êîîðäèíàòû xk ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè
è

d2xk = 0 , d3xk = 0 , . . . ,

èìååì

Dyi = likdx
k , D2yi = likk1dx

kdxk1 ,

D3yi = likk1k2dx
kdxk1dxk2 , . . .

Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ðàíåå óñòàíîâëåííûì ñîîòíîøå-
íèÿì (9), (10), (11).
Â äðóãîì ÷àñòíîì ñëó÷àå îáðàòíîé ôóíêöèîíàëü-

íîé çàâèñèìîñòè xk(yi), êîãäà êîîðäèíàòû yi ÿâëÿþò-
ñÿ íåçàâèñèìûìè è

D2yi = 0 , D3yi = 0 , . . . ,

èìååì

dxk = l̃kiDy
i ,

d2xk + l̃ki l
i
k1k2dx

k1dxk2 = 0 ,

d3xk + l̃ki l
i
k4k3d

2xk4dxk3 + l̃ki l
i
k1k2k3dx

k1dxk2dxk3 +

+ l̃ki l
i
k4k2d

2xk4dxk2 + l̃ki l
i
k1k4dx

k1d2xk4 = 0 ,

. . .

Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò

d2xk + Γkk1k2dx
k1dxk2 = 0 .

Ýòî óðàâíåíèå ñîâïàäàåò ñ ðàíåå óñòàíîâëåííûì
óðàâíåíèåì (84). Èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ ñ ó÷åòîì ðà-
âåíñòâ (15) è (17) ñëåäóåò

d3xk −
(
Γkk4k3Γ

k4
k1k2

− Rkk1k2k3 + Γkk4k2Γ
k4
k1k3

+

+ Γkk1k4Γ
k4
k2k3

)
dxk1dxk2dxk3 = 0 .

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âûðàæåíèå (20) äëÿ îáúåêòà êðè-
âèçíû, ïîëó÷èì

d3xk =
(
−Γkk1k2,k3 + Γkk4k2Γ

k4
k1k3

+

+ Γkk1k4Γ
k4
k2k3

)
dxk1dxk2dxk3 .

Ýòî ñîîòíîøåíèå òàêæå ñîîòâåòñòâóåò ðàíåå óñòà-
íîâëåííîìó ñîîòíîøåíèþ (86).

1. Àáñîëþòíûé äèôôåðåíöèàë

Óìíîæèì óðàâíåíèÿ (93), (94) è (96) íà l̃ki è áóäåì
ðàññìàòðèâàòü ëåâûå ÷àñòè

l̃kiDy
i , l̃kiD

2yi , l̃kiD
3yi , . . .

êàê äèôôåðåíöèàëû ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîðÿäêîâ äðó-
ãîãî âèäà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ êîîðäèíàò xk. Ýòî
äèôôåðåíöèðîâàíèå íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíûì. Àáñî-
ëþòíûé äèôôåðåíöèàë îáîçíà÷èì D. Îòñþäà

l̃kiDy
i = Dxk , l̃kiD

2yi = D2xk , l̃kiD
3yi = D3xk , . . .

è âûðàæåíèÿ äëÿ àáñîëþòíûõ äèôôåðåíöèàëîâ òàêî-
âû:

Dxk = dxk , (96)

D2xk = d2xk + Γkk1k2dx
k1dxk2 , (97)

D3xk = d3xk + Γkk4k3d
2xk4dxk3 +Rkk1k2k3dx

k1dxk2dxk3 +

+ Γkk4k2d
2xk4dxk2 + Γkk1k4dx

k1d2xk4 , (98)

. . .

VI. ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÎÂÀÍÈÅ ÏÎ
ÍÀÏÐÀÂËÅÍÈÞ. ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ

Êîãäà ðàññìàòðèâàåòñÿ âåêòîð xk, òî ïîëàãàåòñÿ,
÷òî åãî íàïðàâëåíèå ïðîèçâîëüíî è íå îïðåäåëåíî. Åñ-
ëè åñòü íåîáõîäèìîñòü ðàññìàòðèâàòü âåêòîðû îïðå-
äåëåííûõ ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèé, òî òàêèå âåêòîðû
îáîçíà÷àþòñÿ ÷èñëîì â êà÷åñòâå íèæíåãî èíäåêñà

xi1 , xi2 , xi3 , . . .

Òî÷íî òàê æå äèôôåðåíöèàë dxk ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé âåêòîð ïðîèçâîëüíîãî íåîïðåäåëåííîãî íàïðàâëå-
íèÿ, à â òîì ñëó÷àå, åñëè íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü
äèôôåðåíöèàëû êàê âåêòîðû îïðåäåëåííûõ ðàçëè÷-
íûõ íàïðàâëåíèé, îíè òàêæå îáîçíà÷àþòñÿ ÷èñëîì â
êà÷åñòâå íèæíåãî èíäåêñà

d1x
i , d2x

i , d3x
i , . . .

Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ ðàññìàòðèâàëèñü ðàçëîæå-
íèÿ â ðÿä Òåéëîðà ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ïî îäíîìó
íàïðàâëåíèþ. Îòñþäà â ðàçëîæåíèè ó÷àñòâóþò äèô-
ôåðåíöèàëû îäíîãî òèïà:

yi(xk + dxk) = yi(xk) + likdx
k + lik1k2dx

k1dxk2 +

+ lik1k2k3dx
k1dxk2dxk3 + lik1k2k3k4dx

k1dxk2dxk3dxk4 + . . .

Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ lik1k2...kp ñèì-

ìåòðè÷íû ïî íèæíèì èíäåêñàì. Íàïðèìåð,

lik1k2 = li⟨k1k2⟩ =
1

2
(lik1k2 + lik2k1) .

Ïðè èñïîëüçîâàíèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ðàç-
íûì íàïðàâëåíèÿì ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùèõ ðàçäåëîâ
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äîëæíû áûòü îáîáùåíû8. Äàëåå ðàññìîòðèì òàêîå
îáîáùåíèå.

1. Ðÿä Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèè yi(xk)

Îáðàòèìñÿ ê ðàçëîæåíèþ (1). Òåïåðü äèôôåðåíöè-
àëû dx, âõîäÿùèå â êàæäîå èç ñëàãàåìûõ, èìåþò ñâîå
íàïðàâëåíèå. Ïîýòîìó

yi(xk + dxk) = yi(xk) +
(
yi,k + yik

)
dxk +

+
(
yi,k1,k2 + yik1,k2 + yik1k2

)
d1x

k1d2x
k2 +

+
(
yi,k1,k2,k3 + yik1,k2,k3 + yik1k2,k3 +

+ yik1k2k3
)
d1x

k1d2x
k2d3x

k3 + . . .

Çäåñü ïðîèçâîäíûå

yi,k =
∂yi

∂xk
, yi,k1,k2 =

∂2∂1y
i

∂2xk2∂1xk1
,

yi,k1,k2,k3 =
∂3∂2∂1y

i

∂3xk3∂2xk2∂1xk1
, . . .

Ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ íàìè êîýôôèöèåíòîâ

lik = yi,k + yik ,

lik1k2 = yi,k1,k2 + yik1,k2 + yik1k2 ,

lik1k2k3 = yi,k1,k2,k3 + yik1,k2,k3 + yik1k2,k3 + yik1k2k3 ,

. . .

ðÿä Òåéëîðà ïðèìåò âèä

yi(xk + dxk) = yi(xk) + likdx
k + lik1k2d1x

k1d2x
k2 +

+ lik1k2k3d1x
k1d2x

k2d3x
k3 +

+ lik1k2k3k4d1x
k1d2x

k2d3x
k3d4x

k4 + . . .

Ñ èñïîëüçîâàíèåì äèôôåðåíöèàëà D èìååì

yi(xk+dxk) = yi(xk)+Dyi+D2D1y
i+D3D2D1y

i+ . . .

Èñïîëüçóÿ îïåðàòîð ÷àñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

Xk ≡
D

∂xk
,

ïîëó÷èì

lik =
Dyi

∂xk
= Xk(y

i) , (99)

lik1k2 =
D2D1y

i

∂2xk2∂1xk1
= Xk2Xk1(y

i) , (100)

lik1k2k3 =
D3D2D1y

i

∂3xk3∂2xk2∂1xk1
= Xk3Xk2Xk1(y

i) , (101)

. . . ,

8 Ïîëåçíî èìåòü â âèäó, ÷òî âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå ôàêòè-
÷åñêè ââîäèò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî äâóì íàïðàâëåíèÿì.

à ðÿä Òåéëîðà çàïèøåòñÿ òàê:

yi(xk + dxk) = yi(xk) +
Dyi

∂xk
dxk +

+
D2D1y

i

∂2xk2∂1xk1
d1x

k1d2x
k2 +

+
D3D2D1y

i

∂3xk3∂2xk2∂1xk1
d1x

k1d2x
k2d3x

k3 + . . .

èëè

yi(xk + dxk) = yi(xk) +Xk(y
i)dxk +

+Xk2Xk1(y
i)d1x

k1d2x
k2 +

+Xk3Xk2Xk1(y
i)d1x

k1d2x
k2d3x

k3 + . . .

Ðÿä Òåéëîðà (12) çàïèøåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

yi(xk + dxk) = yi(xk) +Dyi +D2l
i
k1d1x

k1 +

+D3l
i
k1k2d1x

k1d2x
k2 +D4l

i
k1k2k3d1x

k1d2x
k2d3x

k3 + . . .

1.1. Ðàçëîæåíèå íà ñèììåòðèè

Êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ lik1k2...kp â îáùåì ñëó-

÷àå íåñèììåòðè÷íû ïî íèæíèì èíäåêñàì. Îíè ìîãóò
áûòü ðàçëîæåíû íà ñèììåòðèè9.
Êîýôôèöèåíòû lik1k2 ðàçëàãàþòñÿ íà äâå ñèììåòðèè

lik1k2 = li(k1k2)1 + li(k1k2)2 ,

ãäå

li(k1k2)1 = li[k1k2] =
1

2
(lik1k2 − l

i
k2k1)

� ñëàãàåìîå, àíòèñèììåòðè÷íîå ïî íèæíèì èíäåêñàì,
à

li(k1k2)2 = li⟨k1k2⟩ =
1

2
(lik1k2 + lik2k1)

� ñëàãàåìîå, ñèììåòðè÷íîå ïî íèæíèì èíäåêñàì.
Êîýôôèöèåíòû lik1k2k3 ðàçëàãàþòñÿ íà ÷åòûðå ñèì-

ìåòðèè

lik1k2k3 = li(k1k2k3)1 + li(k1k2k3)2 + li(k1k2k3)3 + li(k1k2k3)4 ,

ãäå

li(k1k2k3)1 = li[k1k2k3] =

1

4
(lik1k2k3 + lik2k3k1 + lik3k1k2 − l

i
k2k1k3 − l

i
k1k3k2 − l

i
k3k2k1)

� ñëàãàåìîå, àíòèñèììåòðè÷íîå ïî íèæíèì èíäåêñàì,

li(k1k2k3)2 =

1

4
(lik1k2k3 − l

i
k2k3k1 − l

i
k3k1k2 − l

i
k2k1k3 − l

i
k1k3k2 + lik3k2k1) ,

9 Ñì. Ãëàâà 1.2. Ðàçäåë II.5.
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li(k1k2k3)3 =

1

4
(lik1k2k3 − l

i
k2k3k1 − l

i
k3k1k2 + lik2k1k3 + lik1k3k2 − l

i
k3k2k1) ,

à

li(k1k2k3)4 = li⟨k1k2k3⟩ =

1

4
(lik1k2k3 + lik2k3k1 + lik3k1k2 + lik2k1k3 + lik1k3k2 + lik3k2k1)

� ñëàãàåìîå, ñèììåòðè÷íîå ïî íèæíèì èíäåêñàì.
Â Ðàçäåëå I.2. Ãëàâû 3.4. ïîêàçàíî, ÷òî êîýôôèöè-

åíòû lik1k2k3k4 ðàçëàãàþòñÿ íà äåñÿòü ñèììåòðèé.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçëîæåíèåì êîýôôèöèåíòîâ

lik1k2...kp íà ñèììåòðèè ïðîèçâåäåíèÿ äèôôåðåíöèàëîâ

d1x
k1d2x

k2 . . . dpx
kp òàêæå ðàçëàãàþòñÿ íà ñèììåòðèè.

Íàïðèìåð,

d1x
k1d2x

k2 = (d1x
k1d2x

k2)1 + (d1x
k1d2x

k2)2 ,

ãäå

(d1x
k1d2x

k2)1 = d1x
k1d2x

k2 − d2xk1d1xk2

� àíòèñèììåòðè÷íîå ñëàãàåìîå, à

(d1x
k1d2x

k2)2 = d1x
k1d2x

k2 + d2x
k1d1x

k2

� ñèììåòðè÷íîå ñëàãàåìîå.
Âûøåóêàçàííóþ àíòèñèììåòðè÷íóþ êîìáèíàöèþ

ïðèíÿòî ðàññìàòðèâàòü êàê ñïåöèàëüíîå óìíîæåíèå,
îáîçíà÷àåìîå ñèìâîëîì ∧ è íàçûâàåìîå âíåøíèì
óìíîæåíèåì. Òàêèì îáðàçîì,

(d1x
k1d2x

k2)1 = d1x
k1 ∧ d2xk2 .

Òàê æå ðàññìàòðèâàåòñÿ àíòèñèììåòðè÷íàÿ êîìáèíà-
öèÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ñîìíîæèòåëåé

(d1x
k1d2x

k2 . . . dpx
kp)1 = d1x

k1 ∧ d2xk2 ∧ . . . ∧ dpxkp .

Âûøåóêàçàííóþ ñèììåòðè÷íóþ êîìáèíàöèþ ïðè-
íÿòî ðàññìàòðèâàòü êàê ñïåöèàëüíîå óìíîæåíèå, îáî-
çíà÷àåìîå ñèìâîëîì ⊙. Òàêèì îáðàçîì,

(d1x
k1d2x

k2)2 = d1x
k1 ⊙ d2xk2 .

Òàê æå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèììåòðè÷íàÿ êîìáèíàöèÿ
ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ñîìíîæèòåëåé

(d1x
k1d2x

k2 . . . dpx
kp)p = d1x

k1 ⊙ d2xk2 ⊙ . . .⊙ dpxkp .

×èñëî ñîìíîæèòåëåé â àíòèñèììåòðè÷íîì ïðîèçâå-
äåíèè ðàâíî ÷èñëó íåçàâèñèìûõ íàïðàâëåíèé â ïðî-
ñòðàíñòâå, òî åñòü ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî ñëàãàåìûõ â ðàçëîæåíèè Òåéëîðà
íà àíòèñèììåòðè÷íûå ñëàãàåìûå êîíå÷íî è ðàâíî ðàç-
ìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà. Íàïðèìåð, åñëè ðàçìåðíîñòü
ïðîñòðàíñòâà ðàâíà ÷åòûðåì, òàêîå ðàçëîæåíèå èìååò
âèä

yi(xk + dxk) = yi(xk) + likdx
k + li[k1k2]d1x

k1 ∧ d2xk2 +

+ li[k1k2k3]d1x
k1 ∧ d2xk2 ∧ d3xk3 +

+ li[k1k2k3k4]d1x
k1 ∧ d2xk2 ∧ d3xk3 ∧ d4xk4 .

Èç âûðàæåíèÿ (2) âèäíî, ÷òî àíòèñèììåòðèçàöèÿ
êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ lik1k2...kp ïî äâóì ïîñëåä-
íèì èíäåêñàì îñòàâëÿåò òîëüêî äâà ïîñëåäíèõ ñëàãà-
åìûõ

li[k1k2] = yik1,k2] + yik1k2] , (102)

lik1[k2k3] = yik1[k2,k3] + yik1[k2k3] ,

. . .

lik1k2...[kp−1,kp]
= yik1k2...[kp−1,kp]

+ yik1k2...[kp−1,kp]
, (103)

. . . ,

òî åñòü òàêîãî ðîäà êîìáèíàöèè íå çàâèñÿò îò ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò è ÿâëÿþòñÿ òåíçîðàìè.
Äàëåå òàêîãî ðîäà àíòèñèììåòðèçàöèÿ èñïîëüçóåòñÿ
ïðè ôîðìèðîâàíèè òåíçîðîâ êðó÷åíèÿ è êðèâèçíû. Â
ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçëîæåíèåì êîýôôèöèåíòîâ lik1k2...kp
è ïðîèçâåäåíèé äèôôåðåíöèàëîâ d1x

k1d2x
k2 . . . dpx

kp

ïî ñèììåòðèÿì äèôôåðåíöèàëû p-ïîðÿäêà òàêæå ðàç-
ëàãàþòñÿ ïî ñèììåòðèÿì. Íàïðèìåð,

D2D1 = (D2D1)1 + (D2D1)2 ,

ãäå

(D2D1)1 = D2D1 −D1D2 = D2 ∧D1 ,

� äèôôåðåíöèðîâàíèå, ñîïðîâîæäàåìîå àíòèñèììåò-
ðèçàöèåé, à

(D2D1)2 = D2D1 +D1D2 = D2 ⊙D1 ,

� äèôôåðåíöèðîâàíèå, ñîïðîâîæäàåìîå ñèììåòðèçà-
öèåé.

1.2. Êàñàòåëüíîå ðàçëîæåíèå

Ðÿä Òåéëîðà (14), ñîîòâåòñòâóþùèé êàñàòåëüíîìó
ðàçëîæåíèþ, ïðèîáðåòàåò âèä

l̃ki (y
i(xk + dxk)− yi(xk)) = dxk + l̃ki l

i
k1k2d1x

k1d2x
k2 +

+ l̃ki l
i
k1k2k3d1x

k1d2x
k2d3x

k3 +

+ l̃ki l
i
k1k2k3k4d1x

k1d2x
k2d3x

k3d4x
k4 + . . .

Îáúåêò ñâÿçíîñòè (15) â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå
X

Γkk1k2 = l̃ki l
i
k1k2

íåñèììåòðè÷åí ïî íèæíèì èíäåêñàì è ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåí â âèäå ñóììû

Γkk1k2 = Γk[k1k2] + Γk⟨k1k2⟩ .

Ñëàãàåìîå Γk[k1k2] îáîçíà÷àåòñÿ T kk1k2 è íàçûâàåòñÿ è
íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì êðó÷åíèÿ â êàñàòåëüíîì ïðî-
ñòðàíñòâå X. Êàëèáðîâî÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå (16)
òåíçîðà êðó÷åíèÿ íå çàâèñèò îò ïðîèçâîäíîé yi,k, òî
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åñòü íå çàâèñèò îò ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò
è ïðèîáðåòàåò âèä

T kk1k2 = l̃ki y
i
[k1,k2]

+ tkk1k2 ,

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

tkk1k2 = γk[k1k2] = l̃ki y
i
[k1k2]

.

Îáúåêò êðèâèçíû (17) â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå
X

Rkk1k2k3 = l̃ki l
i
k1k2k3

òàêæå íåñèììåòðè÷åí ïî íèæíèì èíäåêñàì. Îñîáîå
çíà÷åíèå èìååò îáúåêò êðèâèçíû, àíòèñèììåòðè÷íûé
ïî ïîñëåäíèì äâóì èíäåêñàì

Rkk1[k2k3] .

Îí íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì êðèâèçíû èëè òåíçîðîì
êàëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå
X.10 Êàëèáðîâî÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå (18) òåíçîðà êðè-
âèçíû íå çàâèñèò îò ïðîèçâîäíîé yi,k, òî åñòü íå çàâè-
ñèò îò ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò è ïðèîáðå-
òàåò âèä

Rkk1[k2k3] = l̃ki y
i
k1[k2,k3]

+ rkk1[k2k3] .

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (20), ïîëó÷èì âûðàæåíèå
òåíçîðà êðèâèçíû ÷åðåç îáúåêòû ñâÿçíîñòè â êàñà-
òåëüíîì ïðîñòðàíñòâå

Rkk1[k2k3] =
∂Γkk1k2
∂xk3

−
∂Γkk1k3
∂xk2

+ Γkk4k3Γ
k4
k1k2
− Γkk4k2Γ

k4
k1k3

.

(104)
Ñ èñïîëüçîâàíèåì êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè è îáú-

åêòîâ êðèâèçíû ðÿä Òåéëîðà (21) â êàñàòåëüíîì ïðî-
ñòðàíñòâå ïðèîáðåòàåò âèä

l̃ki (y
i(xk + dxk)− yi(xk)) = dxk + Γkk1k2d1x

k1d2x
k2 +

+Rkk1k2k3d1x
k1d2x

k2d3x
k3 +

+Rkk1k2k3k4d1x
k1d2x

k2d3x
k3d4x

k4 + . . .

1.3. Ñîáñòâåííîå ðàçëîæåíèå

Ðÿä Òåéëîðà (22), ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó
ðàçëîæåíèþ, ïðèîáðåòàåò âèä

yi(xk + dxk) = yi(xk) +Dyi + (lik1k2 l̃
k1
i1
l̃k2i2 )D1y

i1D2y
i2

+ (lik1k2k3 l̃
k1
i1
l̃k2i2 l̃

k3
i3
)D1y

i1D2y
i2D3y

i3 +

+ (lik1k2k3k4 l̃
k1
i1
l̃k2i2 l̃

k3
i3
l̃k4i4 )D1y

i1D2y
i2D3y

i3D4y
i4 + . . .

10 Èíîãäà äëÿ ïðîñòîòû ñêîáêè, óêàçûâàþùèå íà àíòèñèììåò-
ðèçàöèþ, îïóñêàþòñÿ è òåíçîð êðèâèçíû îáîçíà÷àåòñÿ òàê æå
êàê îáúåêò êðèâèçíû.

Îáúåêò ñâÿçíîñòè (23) â ñîáñòâåííîì ïðîñòðàí-
ñòâå Y

Γii1i2 = lik1k2 l̃
k1
i1
l̃k2i2 .

íåñèììåòðè÷åí ïî íèæíèì èíäåêñàì è ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåí â âèäå ñóììû

Γii1i2 = Γi[i1i2] + Γi⟨i1i2⟩ .

Ñëàãàåìîå Γi[i1i2] îáîçíà÷àåòñÿ T
i
i1i2

è íàçûâàåòñÿ òåí-

çîðîì êðó÷åíèÿ â ñîáñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå Y . Êà-
ëèáðîâî÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå (24) òåíçîðà êðó÷åíèÿ íå
çàâèñèò îò ïðîèçâîäíîé yi,k, òî åñòü íå çàâèñèò îò ïðå-
îáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò è ïðèîáðåòàåò âèä

T ii1i2 = yi[k1,k2] l̃
k1
i1
l̃k2i2 + tii1i2 ,

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

tii1i2 = yi[k1k2] l̃
k1
i1
l̃k2i2 .

Îáúåêò êðèâèçíû (25) â ñîáñòâåííîì ïðîñòðàí-
ñòâå Y

Rii1i2i3 = lik1k2k3 l̃
k1
i1
l̃k2i2 l̃

k3
i3

òàêæå íåñèììåòðè÷åí ïî íèæíèì èíäåêñàì. Îñîáîå
çíà÷åíèå èìååò îáúåêò êðèâèçíû, àíòèñèììåòðè÷íûé
ïî ïîñëåäíèì äâóì èíäåêñàì

Rii1[i2i3] .

Îí íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì êðèâèçíû èëè òåíçîðîì
êàëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ â ñîáñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå Y .
Êàëèáðîâî÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå (26) òåíçîðà êðèâèç-
íû íå çàâèñèò îò ïðîèçâîäíîé yi,k, òî åñòü íå çàâèñèò
îò ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò è ïðèîáðåòàåò
âèä

Rii1[i2i3] = yik1[k2,k3] l̃
k1
i1
l̃k2i2 l̃

k3
i3

+ rii1[i2i3] ,

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (29), ïîëó÷èì âûðàæåíèå
òåíçîðà êðèâèçíû ÷åðåç îáúåêòû ñâÿçíîñòè â ñîá-
ñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå

Rii1[i2i3] =
DΓii1i2
Dyi3

−
DΓii1i3
Dyi2

+ Γii4i2Γ
i4
i1i3
− Γii4i3Γ

i4
i1i2

+

+ Γii1i4Γ
i4
i2i3
− Γii1i4Γ

i4
i3i2

. (105)

Ñ èñïîëüçîâàíèåì êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè è îáú-
åêòîâ êðèâèçíû ðÿä Òåéëîðà â ñîáñòâåííîì ïðîñòðàí-
ñòâå ïðèîáðåòàåò âèä

yi(xk + dxk) = yi(xk) +Dyi + Γii1i2D1y
i1D2y

i2 +

+Rii1i2i3D1y
i1D2y

i2D3y
i3 +

+Rii1i2i3i4D1y
i1D2y

i2D3y
i3D4y

i4 + . . .
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2. Óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû â èñêðèâëåííîì
ïðîñòðàíñòâå Y

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàññìàòðèâàòü äèôôåðåíöèðîâà-
íèå ïî íàïðàâëåíèþ, äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó áó-
äåì ñíàáæàòü äèôôåðåíöèàëîì, êîòîðûì îíà îïðåäå-
ëÿåòñÿ. Íàïðèìåð,

ωi(d1) ≡ D1y
i , òàêæå ωii1(d2) = d2l

i
k1 l̃

k1
i1
.

Ñ ó÷åòîì óêàçàííûõ îáîçíà÷åíèé ïåðâîå óðàâíåíèå
ñòðóêòóðû èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà (32) îáîáùà-
åòñÿ è ïðèîáðåòàåò âèä

D2ω
i(d1) = ωii1(d2)ω

i1(d1) + γii1i2ω
i1(d1)ω

i2(d2) . (106)

Ïåðâîå àíòèñèììåòðè÷íîå óðàâíåíèå ñòðóêòóðû
ïîëó÷àåòñÿ èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ïóòåì àíòèñèììåòðè-
çàöèè ïî èíäåêñàì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ:

D2ω
i(d1)−D1ω

i(d2) = ωii1(d2)ω
i1(d1)− ωii1(d1)ω

i1(d2)

+ γii1i2ω
i1(d1)ω

i2(d2)− γii1i2ω
i1(d2)ω

i2(d1)

èëè â äðóãîé çàïèñè

D2 ∧ ωi(d1) = ωii1(d2) ∧ ω
i1(d1) + γii1i2ω

i1(d1) ∧ ωi2(d2) .

Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì

′ωii1 = ωii1 + γii1i2ω
i2

ïåðâîå óðàâíåíèå ñòðóêòóðû ïðèîáðåòàåò âèä

D2ω
i(d1) =

′ωii1(d2)ω
i1(d1) . (107)

Ïîñëå àíòèñèììåòðèçàöèè ïî èíäåêñàì äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ ïîëó÷èì ïåðâîå àíòèñèììåòðè÷íîå óðàâ-
íåíèå ñòðóêòóðû

D2 ∧ ωi(d1) = ′ωii1(d2) ∧ ω
i1(d1) .

Ïåðâîå óðàâíåíèå ñòðóêòóðû ìîæíî çàïèñàòü èíà-
÷å:

D2D1y
i − Γii1i2D1y

i1D2y
i2 = 0 .

Ïîñëå àíòèñèììåòðèçâöèè èìååì

D2 ∧D1y
i = Γi[i1i2]D1y

i1 ∧D2y
i2 .

Äëÿ íàïðàâëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ âòîðîå
óðàâíåíèå ñòðóêòóðû (36) ïðèîáðåòàåò âèä

D3D2ω
i(d1) = (ωii1i2(d3)+ r

i
i1i2i3ω

i3(d3))ω
i1(d1)ω

i2(d2) .
(108)

Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî àíòèñèììåòðèçîâàòü ëèáî ïî
òðåì äèôôåðåíöèàëàì, ëèáî ïî êàæäîé ïàðå. Âòî-
ðîå àíòèñèììåòðè÷íîå óðàâíåíèå ïîëó÷àåòñÿ ïðè àí-
òèñèììåòðèçàöèè äèôôåðåíöèàëîâ D2 è D3. Ïîñëå
èñïîëüçîâàíèÿ â âûðàæåíèè (108) ïåðâîãî óðàâíåíèÿ
ñòðóêòóðû (106) è ïðèðàâíèâàíèÿ íóëþ ìíîæèòåëÿ

ïðè ωi1(d1) ïîëó÷èì âòîðîå óðàâíåíèå ñòðóêòóðû,
îáîáùàþùåå âûðàæåíèå (37):

D3ω
i
i1(d2) + ωii3(d3)ω

i3
i1
(d2) + ωii3(d3)γ

i3
i1i2

ωi2(d2) +

+D3γ
i
i1i2ω

i2(d2) + γii3i2ω
i3
i1
(d3)ω

i2(d2) +

+ γii3i2γ
i3
i1i4

ωi4(d3)ω
i2(d2) +

+ γii1i3ω
i3
i2
(d3)ω

i2(d2) + γii1i3γ
i3
i4i2

ωi4(d3)ω
i2(d2) =

= ωii1i2(d3)ω
i2(d2) + rii1i2i3ω

i2(d2)ω
i3(d3) .

Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì

′ωii1i2 = ωii1i2 + rii1i2i3ω
i3

âòîðîå óðàâíåíèå ñòðóêòóðû ïðèîáðåòàåò âèä:

D3D2ω
i(d1) =

′ωii1i2(d3)ω
i1(d1)ω

i2(d2) . (109)

Ïîñëå èñïîëüçîâàíèÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñòðóêòó-
ðû (107) è âûäåëåíèÿ ìíîæèòåëÿ ïðè ωi1(d1) âòîðîå
óðàâíåíèå ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé âèä:

D3
′ωii1(d2) +

′ωii2(d2)
′ωi2i1 (d3) =

′ωii1i2(d3)ω
i2(d2) .

(110)
Àíòèñèììåòðèçàöèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ïî äèôôå-

ðåíöèàëàì äàåò âòîðîå àíòèñèììåòðè÷íîå óðàâíåíèå
ñòðóêòóðû

D3∧ ′ωii1(d2)+
′ωii2(d2)∧

′ωi2i1 (d3) =
′ωii1i2(d3)∧ω

i2(d2) .
(111)

Äëÿ íàïðàâëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ âòîðîå
óðàâíåíèå ñòðóêòóðû (41) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê

D3D2D1y
i −Rii1i2i3D1y

i1D2y
i2D3y

i3 = 0 .

Àíòèñèììåòðèçàöèÿ ïî äèôôåðåíöèàëàì D2 è D3

ïðèâîäèò ê âòîðîìó óðàâíåíèþ ñòðóêòóðû ñ ó÷àñòèåì
òåíçîðà êðèâèçíû

D3 ∧D2D1y
i −Rii1[i2i3]D1y

i1D2y
i2 ∧D3y

i3 = 0 .

2.1. Óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû Êàðòàíà

Îáðàòèìñÿ ê óðàâíåíèÿì ñòðóêòóðû (42) è (43). Çà-
ïèøåì ýòè óðàâíåíèÿ ñ ó÷åòîì íàïðàâëåííîãî äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ. Ïîëó÷èì

d2ω
i(d1) = ωii1(d2)ω

i1(d1) (112)

è

d3d2ω
i(d1) = d3ω

i
i1(d2)ω

i1(d1) + ωii2(d2)ω
i2
i1
(d3)ω

i1(d1) .
(113)

Âûïîëíèì àíòèñèììåòðèçàöèþ óðàâíåíèÿ (112) ïî
èíäåêñàì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå,
êîòîðîå èçâåñòíî êàê ïåðâîå óðàâíåíèå ñòðóêòóðû
Êàðòàíà

d2 ∧ ωi(d1) = ωii1(d2) ∧ ω
i1(d1) . (114)



VI. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî íàïðàâëåíèþ. Óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû 215

Âûïîëíèì àíòèñèììåòðèçàöèþ óðàâíåíèÿ (113) ïî
èíäåêñàì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ d3 è d2. Ïðè ýòîì
ó÷òåì, ÷òî d3 ∧ d2 = 0 è ôîðìû ωi1(d1) ÿâëÿþòñÿ
ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå, êîòîðîå
èçâåñòíî êàê âòîðîå óðàâíåíèå ñòðóêòóðû Êàðòàíà

d3 ∧ ωii1(d2) + ωii2(d2) ∧ ω
i2
i1
(d3) = 0 . (115)

2.2. Óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû Êàðòàíà-Ëàïòåâà

Îáðàòèìñÿ ê óðàâíåíèÿì ñòðóêòóðû (44) è (45). Çà-
ïèøåì ýòè óðàâíåíèÿ ñ ó÷åòîì íàïðàâëåííîãî äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ. Ïîëó÷èì

d2ω
i(d1) =

′ ωii1(d2)ω
i1(d1)− γii1i2ω

i2(d2)ω
i1(d1) (116)

è

d3d2ω
i(d1) =

(
d′3ω

i
i1(d2) +

′ ωii3(d2)
′ωi3i1 (d3) −

−′ ωii3(d2)γ
i3
i1i2

ωi2(d3)− d3γii1i2ω
i2(d2)−

− γii3i2
′ωi3i1 (d3)ω

i2(d2) + γii4i2γ
i4
i1i3

ωi2(d2)ω
i3(d3)−

− γii1i3
′ωi3i2 (d3)ω

i2(d2) +

+ γii1i4γ
i4
i2i3

ωi2(d2)ω
i3(d3)

)
ωi1(d1) . (117)

Âûïîëíèì àíòèñèììåòðèçàöèþ óðàâíåíèÿ (116) ïî
èíäåêñàì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå,
êîòîðîå èçâåñòíî êàê ïåðâîå óðàâíåíèå ñòðóêòóðû, ïî-
ëó÷åííîå Ëàïòåâûì èç óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû Êàðòà-
íà,

d2 ∧ ωi(d1) =′ ωii1(d2) ∧ ω
i1(d1)− γii1i2ω

i2(d2) ∧ ωi1(d1) .
(118)

Âûïîëíèì àíòèñèììåòðèçàöèþ óðàâíåíèÿ (117) ïî
èíäåêñàì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ d3 è d2. Ïðè ýòîì
ó÷òåì, ÷òî d3 ∧ d2 = 0 è ôîðìû ωi1(d1) ÿâëÿþòñÿ
ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå, êîòîðîå
èçâåñòíî êàê âòîðîå óðàâíåíèå ñòðóêòóðû Êàðòàíà-
Ëàïòåâà

d3 ∧′ ωii1(d2) +
′ ωii3(d2) ∧

′ ωi3i1 (d3)−
− γi3i1i2

′ωii3(d2) ∧ ω
i2(d3)− d3γii1i2 ∧ ω

i2(d2)−
− γii3i2

′ωi3i1 (d3) ∧ ω
i2(d2) + γii4i2γ

i4
i1i3

ωi2(d2) ∧ ωi3(d3)−
− γii1i3

′ωi3i2 (d3) ∧ ω
i2(d2) +

+ γii1i4γ
i4
i2i3

ωi2(d2) ∧ ωi3(d3) = 0 . (119)

3. Îáðàòíàÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü xk(yi)

Îáðàòèìñÿ ê ðàçëîæåíèþ (46). Òåïåðü äèôôåðåí-
öèàëû Dy, âõîäÿùèå â êàæäîå èç ñëàãàåìûõ, èìåþò
ñâîå íàïðàâëåíèå. Ïîýòîìó ðÿä Òåéëîðà çàïèñûâàåòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì

xk(yi +Dyi) = xk(yi) +
(
xk,i + xki

)
Dyi +

+
(
xk,i1,i2 + xki1,i2 + xki1i2

)
D1y

i1D2y
i2 +

+
(
xk,i1,i2,i3 + xki1,i2,i3 + xki1i2,i3 +

+ xki1i2i3
)
D1y

i1D2y
i2D3y

i3 + . . .

Çäåñü ïðîèçâîäíûå

xk,i =
Dxk

Dyi
, xk,i1,i2 =

D2D1x
k

D2yi2D1yi1
,

xk,i1,i2,i3 =
D3D2D1x

k

D3yi3D2yi2D1yi1
, . . .

Ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ íàìè êîýôôèöèåíòîâ

l̃ki = xk,i + xki ,

l̃ki1i2 = xk,i1,i2 + xki1,i2 + xki1i2 ,

l̃ki1i2i3 = xk,i1,i2,i3 + xki1,i2,i3 + xki1i2,i3 + xki1i2i3 ,

. . .

ðÿä Òåéëîðà çàïèøåòñÿ â âèäå

xk(yi +Dyi) = xk(yi) + l̃kiDy
i + l̃ki1i2D1y

i1D2y
i2 +

+ l̃ki1i2i3D1y
i1D2y

i2D3y
i3 +

+ l̃ki1i2i3i4D1y
i1D2y

i2D3y
i3D4y

i4 + . . .

Ñ èñïîëüçîâàíèåì äèôôåðåíöèàëà d èìååì

xk(yi +Dyi) = xk(yi) + dxk + d2d1x
k + d3d2d1x

k + . . .
(120)

Èñïîëüçóÿ îïåðàòîð ÷àñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

Yi ≡
∂

Dyi
,

ïîëó÷èì

l̃ki =
∂xk

Dyi
= Yi(x

k) , l̃ki1i2 =
∂2∂1x

k

D2yi1D1yi2
= Yi2Yi1(x

k) ,

l̃ki1i2i3 =
∂3∂2∂1x

k

D3yi1D2yi2D1yi3
= Yi3Yi2Yi1(x

k) , . . .

à ðÿä Òåéëîðà çàïèøåì òàê:

xk(yi +Dyi) = xk(yi) +
∂xk

Dyi
Dyi +

+
∂2∂1x

k

D2yi1D1yi2
D1y

i1D2y
i2 +

+
∂3∂2∂1x

k

D3yi1D2yi2D1yi3
D1y

i1D2y
i2D3y

i3 + . . .

èëè

xk(yi +Dyi) = xk(yi) + Yi(x
k)Dyi +

+ Yi2Yi1(x
k)D1y

i1D2y
i2 +

+ Yi3Yi2Yi1(x
k)D1y

i1D2y
i2D3y

i3 + . . .

Ðÿä Òåéëîðà (53) çàïèøåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

xk(yi +Dyi) = xk(yi) + dxk + d2 l̃
k
i1D1y

i1 +

+ d3 l̃
k
i1i2D1y

i1D2y
i2 + d4 l̃

k
i1i2i3D1y

i1D2y
i2D3y

i3 + . . .
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3.1. Êàñàòåëüíîå ðàçëîæåíèå

Ðÿä Òåéëîðà (54), ñîîòâåòñòâóþùèé êàñàòåëüíîìó
ðàçëîæåíèþ, ïðèîáðåòàåò âèä

lik(x
k(yi +Dyi)− xk(yi)) = Dyi + lik l̃

k
i1i2D1y

i1D2y
i2 +

+ lik l̃
k
i1i2i3D1y

i1D2y
i2D3y

i3 +

+ lik l̃
k
i1i2i3i4D1y

i1D2y
i2D3y

i3D4y
i4 + . . .

Îáúåêò ñâÿçíîñòè (55) â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå
Y

Γ̃ii1i2 = lik l̃
k
i1i2

íåñèììåòðè÷åí ïî íèæíèì èíäåêñàì è ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåí â âèäå ñóììû

Γ̃ii1i2 = Γ̃i[i1i2] + Γ̃i⟨i1i2⟩ .

Ñëàãàåìîå Γ̃i[i1i2] îáîçíà÷àåòñÿ T̃ ii1i2 è íàçûâàåòñÿ
òåíçîðîì êðó÷åíèÿ â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå Y .
Êàëèáðîâî÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå (56) òåíçîðà êðó÷åíèÿ
íå çàâèñèò îò ïðîèçâîäíîé xk,i, òî åñòü íå çàâèñèò îò
ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò è ïðèîáðåòàåò âèä

T̃ ii1i2 = likx̃
k
[i1,i2]

+ t̃ii1i2 ,

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

t̃ii1i2 = γ̃i[i1i2] = likx
k
[i1i2]

.

Â Ðàçäåëå IV.5 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî

Γ̃ii1i2 = −Γii1i2 .

Îáúåêò êðèâèçíû (57) â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå
Y

R̃ii1i2i3 = lik l̃
k
i1i2i3

òàêæå íåñèììåòðè÷åí ïî íèæíèì èíäåêñàì. Îñîáîå
çíà÷åíèå èìååò îáúåêò êðèâèçíû, àíòèñèììåòðè÷íûé
ïî ïîñëåäíèì äâóì èíäåêñàì

R̃ii1[i2i3] .

Îí íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì êðèâèçíû èëè òåíçîðîì
êàëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâåY .
Êàëèáðîâî÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå (58) òåíçîðà êðè-

âèçíû íå çàâèñèò îò ïðîèçâîäíîé xk,i, òî åñòü íå çàâè-
ñèò îò ïðåîáðàçîâàíèé ñèñòåìû êîîðäèíàò è ïðèîáðå-
òàåò âèä

R̃ii1[i2i3] = likx̃
k
i1[i2,i3]

+ r̃ii1[i2i3] = lik
Dl̃ki1i2
Dyi3

+ r̃ii1i2i3 ,

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

r̃ii1i2i3 = likx
k
i1i2i3 .

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (60), ïîëó÷èì âûðàæåíèå
òåíçîðà êðèâèçíû ÷åðåç îáúåêòû ñâÿçíîñòè

R̃ii1[i2i3] =
DΓ̃ii1i2
Dyi3

−
DΓ̃ii1i3
Dyi2

+ Γ̃ii4i3 Γ̃
i4
i1i2
− Γ̃ii4i2 Γ̃

i4
i1i3

.

(121)
Èç âûðàæåíèÿ (92) ñëåäóåò, ÷òî òåíçîð êðèâèçíû

R̃ii1[i2i3] âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè

Γii1i2 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

R̃ii1[i2i3] =
DΓii1i3
Dyi2

−
DΓii1i2
Dyi3

+ Γii4i3Γ
i4
i1i2
− Γii4i2Γ

i4
i1i3

.

(122)
Ñ èñïîëüçîâàíèåì êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè è îáú-

åêòîâ êðèâèçíû ðÿä Òåéëîðà â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàí-
ñòâå ïðèîáðåòàåò âèä

lik(x
k(yi +Dyi)− xk(yi)) = Dyi + Γ̃ii1i2Dy

i1
1 D2y

i2 +

+ R̃ii1i2i3D1y
i1D2y

i2D3y
i3 +

+ R̃ii1i2i3i4D1y
i1D2y

i2D3y
i3D4y

i4 + . . .

3.2. Ñîáñòâåííîå ðàçëîæåíèå

Ðÿä Òåéëîðà (62), ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó
ðàçëîæåíèþ, ïðèîáðåòàåò âèä

xk(yi +Dyi) = xk(yi) + dxk + (l̃ki1i2 l
i1
k1
li2k2) d1x

k1d2x
k2 +

+ (l̃ki1i2i3 l
i1
k1
li2k2 l

i3
k3
) d1x

k1d2x
k2d3x

k3 +

+ (l̃ki1i2i3i4 l
i1
k1
li2k2 l

i3
k3
li4k4) d1x

k1d2x
k2d3x

k3d4x
k4 + . . .

Îáúåêò ñâÿçíîñòè (63) â ñîáñòâåííîì ïðîñòðàí-
ñòâå X

Γ̃kk1k2 = l̃ki1i2 l
i1
k1
li2k2 .

íåñèììåòðè÷åí ïî íèæíèì èíäåêñàì è ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåí â âèäå ñóììû

Γ̃kk1k2 = Γ̃k[k1k2] + Γ̃k⟨k1k2⟩ .

Ñëàãàåìîå Γ̃k[k1k2] îáîçíà÷àåòñÿ T̃
k
k1k2 è íàçûâàåòñÿ

òåíçîðîì êðó÷åíèÿ â ñîáñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå X.
Êàëèáðîâî÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå (64) òåíçîðà êðó÷åíèÿ
íå çàâèñèò îò ïðîèçâîäíîé xk,i, òî åñòü íå çàâèñèò îò
ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò è ïðèîáðåòàåò âèä

T̃ kk1k2 = x̃k[i1,i2] l
i1
k1
li2k2 + t̃kk1k2 =

Dl̃ki1
Dyi2

li1k1 l
i2
k2

+ γ̃kk1k2 ,

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

t̃kk1k2 = xk[i1i2] l
i1
k1
li2k2 .

Â Ðàçäåëå IV.5 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî

Γ̃kk1k2 = −Γkk1k2 .
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Îáúåêò êðèâèçíû (65) â ñîáñòâåííîì ïðîñòðàí-
ñòâå X

R̃kk1k2k3 = l̃ki1i2i3 l
i1
k1
li2k2 l

i3
k3

òàêæå íåñèììåòðè÷åí ïî íèæíèì èíäåêñàì. Îñîáîå
çíà÷åíèå èìååò îáúåêò êðèâèçíû, àíòèñèììåòðè÷íûé
ïî ïîñëåäíèì äâóì èíäåêñàì

R̃kk1[k2k3] .

Îí íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì êðèâèçíû èëè òåíçîðîì
êàëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ â ñîáñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå X.
Êàëèáðîâî÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå (66) òåíçîðà êðè-

âèçíû íå çàâèñèò îò ïðîèçâîäíîé xk,i, òî åñòü íå çàâè-
ñèò îò ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò è ïðèîáðå-
òàåò âèä

R̃kk1[k2k3] = x̃ki1[i2,i3] l
i1
k1
li2k2 l

i3
k3

+ r̃kk1[k2k3] ,

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

r̃kk1[k2k3] = xki1[i2i3] l
i1
k1
li2k2 l

i3
k3
.

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (68), ïîëó÷èì âûðàæåíèå
òåíçîðà êðèâèçíû ÷åðåç îáúåêòû ñâÿçíîñòè

R̃kk1[k2k3] =
∂Γ̃kk1k2
∂xk3

−
∂Γ̃kk1k3
∂xk2

+ (123)

+ Γ̃kk4k2 Γ̃
k4
k1k3
− Γ̃kk4k3 Γ̃

k4
k1k2

+ Γ̃kk1k4 Γ̃
k4
k2k3
− Γ̃kk1k4 Γ̃

k4
k3k2

.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (85) ñëåäóåò, ÷òî òåíçîð êðèâèçíû

R̃kk1[k2k3] âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè

Γkk1k2 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

R̃kk1[k2k3] =
∂Γkk1k3
∂xk2

−
∂Γkk1k2
∂xk3

+ (124)

+ Γkk4k2Γ
k4
k1k3
− Γkk4k3Γ

k4
k1k2

+ Γkk1k4Γ
k4
k2k3
− Γkk1k4Γ

k4
k3k2

.

Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè, ñèììåòðè÷íûõ ïî
íèæíèì èíäåêñàì, îòñþäà ñëåäóåò êëàññè÷åñêîå âû-
ðàæåíèå äëÿ òåíçîðà êðèâèçíû

R̃kk1[k2k3] =
∂Γkk1k3
∂xk2

−
∂Γkk1k2
∂xk3

+ Γkk4k2Γ
k4
k1k3
− Γkk4k3Γ

k4
k1k2

.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè è îáú-
åêòîâ êðèâèçíû ðÿä Òåéëîðà â ñîáñòâåííîì ïðîñòðàí-
ñòâå ïðèîáðåòàåò âèä

xk(yi +Dyi) = xk(yi) + dxk + Γ̃kk1k2d1x
k1d2x

k2 +

+ R̃kk1k2k3d1x
k1d2x

k2d3x
k3 +

+ R̃kk1k2k3k4d1x
k1d2x

k2d3x
k3d4x

k4 + . . .

3.3. Óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû â ñèñòåìå îòñ÷åòà X

Äëÿ íàïðàâëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïåðâîå
óðàâíåíèå ñòðóêòóðû (71) ïðèîáðåòàåò âèä

d2d1x
k = ω̃kk1(D2)d1x

k1 + γ̃kk1k2d1x
k1d2x

k2 . (125)

Ïîñëå àíòèñèììåòðèçàöèè ïîëó÷èì ïåðâîå óðàâíå-
íèå ñòðóêòóðû Êàðòàíà

d2 ∧ d1xk = ω̃kk1(D2) ∧ d1xk1 + γ̃kk1k2d1x
k1 ∧ d2xk2 .

Åñëè âìåñòî äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì ω̃kk1 èñïîëü-
çîâàòü äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû

′ω̃kk1 = ω̃kk1 + γ̃kk1k2dx
k2 ,

ïîëó÷èì ïåðâîå óðàâíåíèå ñòðóêòóðû â ñëåäóþùåì
âèäå:

d2d1x
k = ′ω̃kk1(D2)d1x

k1 . (126)

Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå

d2d1x
k − Γ̃kk1k2d1x

k1d2x
k2 = 0 . (127)

Ïîñëå àíòèñèììåòðèçàöèè äèôôåðåíöèàëîâ èìååì

d2 ∧ d1xk − Γ̃k[k1k2]d1x
k1 ∧ d2xk2 = 0 . (128)

Äëÿ íàïðàâëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ âòîðîå
óðàâíåíèå ñòðóêòóðû (74) ïðèîáðåòàåò âèä

d3d2d1x = (ω̃kk1k2(D3) + r̃kk1k2k3d3x
k3)d1x

k1d2x
k2 .
(129)

Åñëè âìåñòî äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì ω̃kk1k2 èñ-
ïîëüçîâàòü äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû

′ω̃kk1k2 = ω̃kk1k2 + r̃kk1k2k3dx
k3 .

ïîëó÷èì âòîðîå óðàâíåíèå ñòðóêòóðû â ñëåäóþùåì
âèäå:

d3d2d1x
k = ′ω̃kk1k2(D3)d1x

k1d2x
k2 . (130)

Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ, èñïîëü-
çóÿ ïåðâîå óðàâíåíèå ñòðóêòóðû (126),

d3d2d1x
k = d3

′ω̃kk1(D2)d1x
k1 + ′ω̃kk1(D2)d3d1x

k1 =

= d3
′ω̃kk1(D2)d1x

k1 + ′ω̃kk4(D2)
′ω̃k4k1(D3)d1x

k1 .

Èñïîëüçóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå, çàïèøåì âòîðîå óðàâ-
íåíèå ñòðóêòóðû â ñëåäóþùåì âèäå:

d3
′ω̃kk1(D2) +

′ω̃kk2(D2)
′ω̃k2k1(D3) =

′ω̃kk1k2(D3)d2x
k2 .

(131)
Àíòèñèììåòðèçàöèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ïî äèôôåðåí-

öèàëàì äàåò âòîðîå óðàâíåíèå ñòðóêòóðû Êàðòàíà

d3∧ ′ω̃kk1(D2)+
′ω̃kk2(D2)∧ ′ω̃k2k1(D3) =

′ω̃kk1k2(D3)∧d2xk2 .

Âòîðîå óðàâíåíèå ñòðóêòóðû (130) ìîæíî ïåðåïè-
ñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

d3d2d1x
k − R̃kk1k2k3d1x

k1d2x
k2d3x

k3 = 0 . (132)

Àíòèñèììåòðèçàöèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ïî äèôôåðåí-
öèàëàì d2 è d3 ïðèâîäèò ê âòîðîìó óðàâíåíèþ ñòðóê-
òóðû ñ ó÷àñòèåì òåíçîðà êðèâèçíû

d3 ∧ d2d1xk − R̃kk1[k2k3]d1x
k1d2x

k2 ∧ d3xk3 = 0 . (133)
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4. Àáñîëþòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå

Äëÿ íàïðàâëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ àáñîëþò-
íûå äèôôåðåíöèàëû (96), (97), (98) çàïèñûâàþòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Dxk = dxk , (134)

D2D1x
k = d2d1x

k + Γkk1k2d1x
k1d2x

k2 , (135)

D3D2D1x
k = d3d2d1x

k + Γkk4k3d2d1x
k4d3x

k3 +

+ Γkk4k2d3d1x
k4d2x

k2 + Γkk1k4d1x
k1d3d2x

k4 +

+Rkk1k2k3d1x
k1d2x

k2d3x
k3 . (136)

Çàïèøåì óðàâíåíèå (135) ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (134)
â âèäå

D2(d1x
k) = d2(d1x

k) + Γkk1k2(d1x
k1)d2x

k2

è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð Ak,
êîòîðûé ïðåîáðàçóåòñÿ ïîäîáíî âåêòîðó d1x

k. Òîãäà
äëÿ ýòîãî âåêòîðà âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå, ïîäîá-
íîå âûøåóêàçàííîìó:

DAk = dAk + Γkk1k2A
k1dxk2 .

Åñëè òåïåðü ïîëîæèòü, ÷òî êîîðäèíàòû xk ÿâëÿþò-
ñÿ íåçàâèñèìûìè, òî ìîæíî çàïèñàòü

DAk

∂xk2
=
∂Ak

∂xk2
+ Γkk1k2A

k1 .

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àáñî-
ëþòíóþ ïðîèçâîäíóþ âåêòîðàAk, îáîçíà÷àåìóþAk;k2 .

Çàïèøåì òåïåðü óðàâíåíèå (136) ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà
(134) â âèäå

D3D2(d1x
k) = d3d2(d1x

k) + Γkk4k3d2(d1x
k4)d3x

k3 +

+ Γkk4k2d3(d1x
k4)d2x

k2 + Γkk1k4(d1x
k1)d3d2x

k4 +

+Rkk1k2k3(d1x
k1)d2x

k2d3x
k3 .

Äëÿ âåêòîðà Ak, ïîäîáíîãî âåêòîðó d1x
k, èìååì

D3D2A
k = d3d2A

k + Γkk4k3d2A
k4d3x

k3 +

+ Γkk4k2d3A
k4d2x

k2 + Γkk1k4A
k1d3d2x

k4 +

+Rkk1k2k3A
k1d2x

k2d3x
k3 . (137)

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ, êî-
ãäà D3 = D2 = D, à êîîðäèíàòû xk ÿâëÿþòñÿ íåçàâè-
ñèìûìè; òîãäà

D2Ak

∂xk3∂xk2
=

∂2Ak

∂xk3∂xk2
+ Γkk4k3

∂Ak4

∂xk2
+

+ Γkk4k2
∂Ak4

∂xk3
+Rkk1⟨k2k3⟩A

k1 .

Ðàññìîòðèì äðóãîé ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà â ñîîòíî-
øåíèè (137) âûïîëíåíà àíòèñèììåòðèçàöèÿ ïî äèô-
ôåðåíöèàëàì D3 è D2, à êîîðäèíàòû xk ÿâëÿþòñÿ
íåçàâèñèìûìè; òîãäà

D3 ∧ D2A
k = Rkk1[k2k3]A

k1d2x
k2 ∧ d3xk3 .

Çäåñü òåíçîð êðèâèçíû Rkk1[k2k3] îïðåäåëÿåòñÿ ñîîò-

íîøåíèåì (104)

Rkk1[k2k3] =
∂Γkk1k2
∂xk3

−
∂Γkk1k3
∂xk2

+ Γkk4k3Γ
k4
k1k2
− Γkk4k2Γ

k4
k1k3

.

Ýòî ñîîòíîøåíèå èìååò òîò ñìûñë, ÷òî ïðè îáõîäå
âåêòîðà, ïðåîáðàçóþùåãîñÿ ïî ïðàâèëàì èñêðèâëåí-
íîãî ïðîñòðàíñòâà, âäîëü çàìêíóòîãî êîíòóðà â ñè-
ñòåìå îòñ÷åòà ýòîò âåêòîð ìåíÿåò ñâîå çíà÷åíèå. Äëÿ
ñðàâíåíèÿ ðàññìîòðèì àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå äëÿ
ñëó÷àÿ, êîãäà íåçàâèñèìûìè ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòû yi.
Òîãäà èç âûðàæåíèÿ (133) äëÿ âåêòîðà Ak, ïîäîáíîãî
âåêòîðó d1x

k, èìååì

d3 ∧ d2Ak = R̃kk1[k2k3]A
k1d2x

k2 ∧ d3xk3 .

Çäåñü òåíçîð êðèâèçíû R̃kk1[k2k3] îïðåäåëÿåòñÿ ñîîò-

íîøåíèåì (124)

R̃kk1[k2k3] =
∂Γkk1k3
∂xk2

−
∂Γkk1k2
∂xk3

+

+ Γkk4k2Γ
k4
k1k3
− Γkk4k3Γ

k4
k1k2

+ Γkk1k4Γ
k4
k2k3
− Γkk1k4Γ

k4
k3k2

.

VII. ÒÎÆÄÅÑÒÂÀ ÍÀ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀÕ
ÐÀÇËÎÆÅÍÈß

Âûêëàäêè ýòîãî ðàçäåëà ìû âûïîëíèì äëÿ ñîá-
ñòâåííîãî ïðÿìîãî ðàçëîæåíèÿ11

yi(xk+dxk) = yi(xk)+Dyi+D2D1y
i+D3D2D1y

i+ . . .

ñ èñïîëüçîâàíèåì êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè è îáúåê-
òîâ êðèâèçíû

yi(xk + dxk) = yi(xk) +Dyi + Γii1i2D1y
i1D2y

i2 +

+Rii1i2i3D1y
i1D2y

i2D3y
i3 +

+Rii1i2i3i4D1y
i1D2y

i2D3y
i3D4y

i4 + . . . (138)

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü âûòåêàþùèå
èç ýòèõ ðàçëîæåíèé ñîîòíîøåíèÿ

D3D2D1y
i = Rii1i2i3D1y

i1D2y
i2D3y

i3 , (139)

D4D3D2D1y
i = Rii1i2i3i4D1y

i1D2y
i2D3y

i3D4y
i4 ,(140)

. . .

DnDn−1 . . . D2D1y
i =

= Rii1i2...in−1inD1y
i1D2y

i2Dn−1y
in−1Dny

in .(141)

Ðàññìîòðèì ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó
äèôôåðåíöèàëàìè è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïåðåñòàíî-
âî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êîìïîíåíòàìè îáúåêòîâ

11 Àíàëîãè÷íûå âûêëàäêè ìîæíî ïðîäåëàòü è äëÿ êàñàòåëüíîãî
ïðÿìîãî ðàçëîæåíèÿ, è äëÿ îáðàòíîãî ðàçëîæåíèÿ, êàê ñîá-
ñòâåííîãî, òàê è êàñàòåëüíîãî.
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êðèâèçíû. Åñëè ïðè ñèììåòðèçàöèè ðàññìàòðèâà-
þòñÿ ïåðåñòàíîâêè äâóõ ñîñåäíèõ äèôôåðåíöèàëîâ
ìåæäó ñîáîé è ñîîòâåòñòâåííî äâóõ ñîñåäíèõ èíäåêñîâ
îáúåêòà êðèâèçíû ìåæäó ñîáîé, òî ïåðåñòàíîâî÷íûå
ñîîòíîøåíèÿ îòíîñÿòñÿ ê ïåðåñòàíîâêå ãðóïï äèô-
ôåðåíöèàëîâ è ñîîòâåòñòâåííî ê ïåðåñòàíîâêå ãðóïï
èíäåêñîâ ìåæäó ñîáîé. Íàïðèìåð12,

⟨D3, D2D1⟩ = D3D2D1 +D2D1D3

è ñîîòâåòñòâåííî

Ri⟨i1i2,i3⟩ = Rii1i2i3 +Rii3i1i2 .

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì îïóñêàòü îáîçíà÷åíèå îáú-
åêòà êðèâèçíû è âåðõíèé èíäåêñ, à îïåðèðîâàòü òîëü-
êî ñ íèæíèìè èíäåêñàìè. Â òàêîì îáîçíà÷åíèè ïðåäû-
äóùåå âûðàæåíèå ïðèîáðåòàåò âèä

⟨i1i2, i3⟩ = i1i2i3 + i3i1i2 .

Â ýòîì Ðàçäåëå ðàññìîòðèì òàêèå êîìáèíàöèè ïåðå-
ñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé, êîòîðûå ñîñòàâëÿþò òîæ-
äåñòâà. Íà÷íåì ñ ïåðåñòàíîâî÷íîãî ñîîòíîøåíèÿ

[[D3D2]D1] = [D3D2]D1 −D1[D3D2] =

= D3D2D1 −D2D3D1 −D1D3D2 +D1D2D3 .

Íàðÿäó ñ íèì ââåäåì ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøå-
íèÿ, ïîëó÷åííûå èç íåãî öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé
èíäåêñîâ:

[[D1D3]D2] = [D1D3]D2 −D2[D1D3] =

= D1D3D2 −D3D1D2 −D2D1D3 +D2D3D1 ,

[[D2D1]D3] = [D2D1]D3 −D3[D2D1] =

= D2D1D3 −D1D2D3 −D3D2D1 +D3D1D2 .

Ñðàâíèâàÿ ýòè ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ, çà-
ìå÷àåì, ÷òî èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

[[D3D2]D1] + [[D1D3]D2] + [[D2D1]D3] ≡ 0 . (142)

Ýòî òàê íàçûâàåìîå òîæäåñòâî ßêîáè.
Áóäåì îáîçíà÷àòü ñóììó ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíî-

øåíèé, ïîëó÷åííûõ èç èñõîäíîãî öèêëè÷åñêîé ïåðå-
ñòàíîâêîé èíäåêñîâ, ñòðåëêîé íàä èñõîäíûì ñîîòíî-
øåíèåì. Íàïðèìåð,

[[D3D2]D1] + [[D1D3]D2] + [[D2D1]D3] =
−−−−−−−−→
[[D3D2]D1] .

Ñòðåëêà óêàçûâàåò íàïðàâëåíèå öèêëè÷åñêîé ïå-
ðåñòàíîâêè èíäåêñîâ. Â ýòîì îáîçíà÷åíèè òîæäåñòâî
ßêîáè ïðèîáðåòàåò âèä

−−−−−−−−→
[[D3D2]D1] ≡ 0 . (143)

12 Êàê îáû÷íî, òðåóãîëüíûå ñêîáêè îçíà÷àþò ïåðåñòàíîâêó áåç
èçìåíåíèÿ çíàêà, à êâàäðàòíûå ñêîáêè îçíà÷àþò ïåðåñòàíîâ-
êó ñ èçìåíåíèåì çíàêà.

Ýòîìó ñîîòíîøåíèþ ñîîòâåòñòâóåò òîæäåñòâî ßêî-
áè äëÿ îáúåêòîâ êðèâèçíû

←−−−−−−
[i1, [i2i3]] ≡ 0 . (144)

Ïðèìåíÿÿ âûøåïðèâåäåííûå òîæäåñòâà ê óðàâíå-
íèþ (139), ïîëó÷èì â ðàçâåðíóòîì âèäå

Rii1[i2i3] + Rii2[i3i1] +Rii3[i1i2] −
− Ri[i2i3]i1 −R

i
[i3i1]i2 −R

i
[i1i2]i3 ≡ 0 .

Åñëè â íåêîòîðîì ÷àñòíîì ñëó÷àå îáúåêò êðèâèçíû
îáëàäàåò ñâîéñòâîì

Ri[i1i2]i3 = 0 ,

òî ýòî òîæäåñòâî ïðèîáðåòàåò âèä

Rii1[i2i3] +Rii2[i3i1] +Rii3[i1i2] ≡ 0 .

Ïîëó÷åííîå òîæäåñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðâîå
òîæäåñòâî Áèàíêè äëÿ òåíçîðà êðèâèçíû.
Òîæäåñòâà (143) è (144) ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ê

ëþáîìó ñëàãàåìîìó ðàçëîæåíèÿ (138), íà÷èíàÿ ñ ÷åò-
âåðòîãî. Òàê, ïðèìåíÿÿ ê óðàâíåíèþ (140) òîæäåñòâà
(143) è (144), çàïèñàííûå â âèäå

−−−−−−−−→
[[D4D3]D2] ≡ 0 è

←−−−−−−
[i2, [i3i4]] ≡ 0 ,

ïîëó÷èì òîæäåñòâî

Rii1i2[i3i4] + Rii1i3[i4i2] +Rii1i4[i2i3] −
− Rii1[i3i4]i2 −R

i
i1[i4i2]i3 −R

i
i1[i2i3]i4 ≡ 0 .

Åñëè â íåêîòîðîì ÷àñòíîì ñëó÷àå âòîðîé îáúåêò
êðèâèçíû îáëàäàåò ñâîéñòâîì

Rii1i2[i3i4] = 0 ,

òî ýòî òîæäåñòâî ïðèîáðåòàåò âèä

Rii1[i3i4]i2 +Rii1[i4i2]i3 +Rii1[i2i3]i4 ≡ 0 .

Ïîëó÷åííîå òîæäåñòâî ñâîäèòñÿ â ÷àñòíîì ñëó÷àå ê
âòîðîìó òîæäåñòâó Áèàíêè äëÿ òåíçîðà êðèâèçíû.
Â îáùåì ñëó÷àå íà êîýôôèöèåíòàõ ðàçëîæåíèÿ

(138) n-ãî ïîðÿäêà (ñîäåðæàùèõ n íèæíèõ èíäåêñîâ)
èìåþò ìåñòî òîæäåñòâà âèäà (143) (è ñîîòâåòñòâåííî
(144)), ÷èñëî êîòîðûõ ðàâíî ÷èñëó ñî÷åòàíèé èç n
ýëåìåíòîâ ïî òðè.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ñîâìåñòíî ñëåäóþùèå ïåðåñòà-

íîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ:

[i1, [i2i3]] = i1[i2i3]− [i2i3]i1 =

= i1i2i3 − i1i3i2 − i2i3i1 + i3i2i1 ,

⟨⟨i1i2⟩, i3⟩ = ⟨i1i2⟩i3 + i3⟨i1i2⟩ = (145)

= i1i2i3 + i2i1i3 + i3ii2 + i3i2i1 ,

⟨⟨i1i3⟩, i2⟩ = ⟨i1i3⟩i2 + i2⟨i1i3⟩ =
= i1i3i2 + i3i1i2 + i2i1i3 + i2i3i1 .
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Ñðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ (145) ìåæäó ñîáîé, ïîëó÷èì
òîæäåñòâî

[i1, [i2i3]] ≡ ⟨⟨i1i2⟩, i3⟩ − ⟨⟨i1i3⟩, i2⟩ . (146)

Èç ïîëó÷åííîãî òîæäåñòâà è ñîîòíîøåíèÿ (144) ñëå-
äóåò òîæäåñòâî

←−−−−−−−
⟨⟨i1i2⟩, i3⟩ ≡

←−−−−−−−
⟨⟨i1i3⟩, i2⟩ . (147)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùóþ ñîâîêóï-
íîñòü òîæäåñòâ:

←−−−−−−
[i1, [i2i3]] ≡ 0 ,

[i1, [i2i3]] ≡ ⟨⟨i1i2⟩, i3⟩ − ⟨⟨i1i3⟩, i2⟩ , (148)

←−−−−−−−
⟨⟨i1i2⟩, i3⟩ ≡

←−−−−−−−
⟨⟨i1i3⟩, i2⟩ .

Ýòà ñîâîêóïíîñòü ìîæåò áûòü çàïèñàíà èíà÷å:

←−−−−−−
[[i1i2], i3] ≡ 0 ,

[[i1i2], i3] ≡ ⟨i1, ⟨i2i3⟩⟩ − ⟨i2, ⟨i1i3⟩⟩ , (149)

←−−−−−−−
⟨i1, ⟨i2i3⟩⟩ ≡

←−−−−−−−
⟨i2, ⟨i1i3⟩⟩ .

Òàêàÿ çàïèñü ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùåé ñîâîêóï-
íîñòè ïåðåñòàíîâêîé è ïåðåîáîçíà÷åíèåì èíäåêñîâ.
Ðàññìîòðèì òåïåðü äðóãóþ ñîâîêóïíîñòü òîæäåñòâ.

Íà÷íåì ñ ïåðåñòàíîâî÷íîãî ñîîòíîøåíèÿ

[i1, ⟨i2i3⟩] = i1⟨i2i3⟩ − ⟨i2i3⟩i1 =

= i1i2i3 + i1i3i2 − i2i3i1 − i3i2i1 .

Íàðÿäó ñ íèì ââåäåì ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøå-
íèÿ, ïîëó÷åííûå èç íåãî öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé
èíäåêñîâ

[i2, ⟨i3i1⟩] = i2⟨i3i1⟩ − ⟨i3i1⟩i2 =

= i2i3i1 + i2i1i3 − i3i1i2 − i1i3i2 ,

[i3, ⟨i1i2⟩] = i3⟨i1i2⟩ − ⟨i1i2⟩i3 =

= i3i1i2 + i3i2i1 − i1i2i3 − i2i1i3 .

Ñðàâíèâàÿ ýòè ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ, çà-
ìå÷àåì, ÷òî èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

←−−−−−−
[i1, ⟨i2i3⟩] = 0 . (150)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñîâìåñòíî ñëåäóþùèå òðè ïåðå-
ñòàíîâêè:

[i1, ⟨i2i3⟩] = i1⟨i2i3⟩ − ⟨i2i3⟩i1 =

= i1i2i3 + i1i3i2 − i2i3i1 − i3i2i1 ,

⟨[i1i2], i3⟩ = [i1i2]i3 + i3[i1i2] = (151)

= i1i2i3 − i2i1i3 + i3i1i2 − i3i2i1 ,

⟨[i1i3], i2⟩ = [i1i3]i2 + i2[i1i3] =

= i1i3i2 − i3i1i2 + i2i1i3 − i2i3i1 .

Ñðàâíåíèå âûðàæåíèé (151) ïîêàçûâàåò, ÷òî âûïîë-
íÿåòñÿ òîæäåñòâî

[i1, ⟨i2i3⟩] ≡ ⟨[i1i2], i3⟩+ ⟨[i1i3], i2⟩ . (152)

Èç ïîëó÷åííîãî òîæäåñòâà è ðàâåíñòâà (150) ñëåäó-
åò òîæäåñòâî

←−−−−−−
⟨[i1i2], i3⟩ = −

←−−−−−−
⟨[i1i3], i2⟩ .

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè äðóãóþ ñîâîêóïíîñòü
òîæäåñòâ:

←−−−−−−
[i1, ⟨i2i3⟩] ≡ 0 ,

[i1, ⟨i2i3⟩] ≡ ⟨[i1i2], i3⟩ − ⟨[i3i1], i2⟩ , (153)

←−−−−−−
⟨[i1i2], i3⟩ ≡

←−−−−−−
⟨[i3i1], i2⟩ .

Ýòà ñîâîêóïíîñòü ìîæåò áûòü çàïèñàíà èíà÷å:

←−−−−−−
[⟨i1i2⟩, i3] ≡ 0 ,

[⟨i1i2⟩, i3] ≡ ⟨i1, [i2i3]⟩+ ⟨i2, [i1i3]⟩ , (154)

←−−−−−−
⟨i1, [i2i3]⟩ ≡

←−−−−−−
⟨i2, [i3i1]⟩ .

Ýòà çàïèñü ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùåé ñîâîêóïíî-
ñòè ïåðåñòàíîâêîé è ïåðåîáîçíà÷åíèåì èíäåêñîâ.

Èç ñîîòíîøåíèé (148) è (153) ñëåäóþò òîæäåñòâà

←−−−−−
[i1, i2i3] ≡ 0 è

←−−−−−
⟨i1i2, i3⟩ ≡

←−−−−−
⟨i3i1, i2⟩ .

Èç ñîîòíîøåíèé (149) è (154) ñëåäóþò òîæäåñòâà

←−−−−−
[i1i2, i3] ≡ 0 è

←−−−−−
⟨i1, i2i3⟩ ≡

←−−−−−
⟨i3, i1i2⟩ .

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî òàêæå âûïîëíÿþòñÿ òîæäå-
ñòâà:

←−−−−−−
[i1, i2i3i4] ≡ 0 ,

←−−−−−−−
⟨i1i2i3, i4⟩ ≡

←−−−−−−−
⟨i4i1i2, i3⟩ ,

←−−−−−−
[i1i2, i3i4] ≡ 0 ,

←−−−−−−−
⟨i1i2, i3i4⟩ ≡

←−−−−−−−
⟨i3i4, i1i2⟩ ,

←−−−−−−
[i1i2i3, i4] ≡ 0 ,

←−−−−−−−
⟨i1, i2i3i4⟩ ≡

←−−−−−−−
⟨i2, i3i4i1⟩ .

Â îáùåì ñëó÷àå

←−−−−−−−−−−−−−−−
[i1i2 . . . ik, ik+1 . . . ip] ≡ 0 è

←−−−−−−−−−−−−−−−
⟨i1i2 . . . ik, ik+1 . . . ip⟩ ≡

←−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
⟨imim+1 . . . im+k, im+k+1 . . . im+p⟩ .

ãäå k, m è p ïðîèçâîëüíû.
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VIII. ÇÀÌÅ×ÀÍÈß ÎÒÍÎÑÈÒÅËÜÍÎ
ËÅÂÎÃÎ È ÏÐÀÂÎÃÎ ÓÌÍÎÆÅÍÈÉ

Â Ðàçäåëå IV Ãëàâû 1.2 è Ðàçäåëå I Ãëàâû 1.6, ðàñ-
ñìàòðèâàÿ óìíîæåíèå âåêòîðîâ è ìàòðèö, ìû îòìå-
÷àëè íåîáõîäèìîñòü ðàçëè÷àòü ëåâîå è ïðàâîå óìíî-
æåíèÿ. Íàïðèìåð, ïóñòü äàíû äâå ìàòðèöû aik è b

l
m.

Ìàòðèöà aik ìîæåò áûòü óìíîæåíà íà ìàòðèöó b
l
m ñëå-

âà

bli · aik

è ñïðàâà

aik · bkm .

Â ýòîì Ðàçäåëå âûÿñíèì ñìûñëîâîå ðàçëè÷èå ìåæ-
äó ëåâûì è ïðàâûì óìíîæåíèÿìè ìàòðèöû lik, âõîäÿ-
ùåé â äèôôåðåíöèàë ïðÿìîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (7)

Dyi = likdx
k ,

è îáðàòíîé ìàòðèöû l̃ki , âõîäÿùåé â äèôôåðåíöèàë îá-
ðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

dxk = l̃kiDy
i .

Ëåâîå óìíîæåíèå.
Óìíîæåíèå ìàòðèöû lik íà ìàòðèöó l̃k1i1 ñëåâà ïî

îïðåäåëåíèþ äàåò

l̃ki · lik1 = δkk1 . (155)

Çäåñü åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà (ñèìâîë Êðîíåêåðà) δkk1
ïðèíàäëåæèò ñèñòåìå îòñ÷åòà13, òî åñòü δkk1 ∈ IRx.

Èíà÷å ãîâîðÿ, ñèìâîë Êðîíåêåðà δkk1 ÿâëÿåòñÿ ïîñòî-
ÿííîé âåëè÷èíîé â ñèñòåìå îòñ÷åòà. Îòñþäà

dδkk1 = 0 .

Ïîýòîìó èç ñîîòíîøåíèÿ (155) èìååì

dl̃ki · lik1 + l̃ki · dlik1 = 0 .

Îòñþäà14

l̃ki · dlik1 = −dl̃ki · lik1 . (156)

Ïðàâîå óìíîæåíèå.
Óìíîæåíèå ìàòðèöû lik íà ìàòðèöó l̃k1i1 ñïðàâà ïî

îïðåäåëåíèþ äàåò

lik · l̃
k
i1 = δii1 . (157)

13 Ñì. Ãëàâà 2.1 Ðàçäåë IV.
14 Îòìåòèì, ÷òî â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ äèôôåðåí-

öèàë dlik1
óìíîæàåòñÿ íà ìàòðèöó l̃ki ñëåâà, à â ïðàâîé ÷àñòè

ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ äèôôåðåíöèàë dl̃ki óìíîæàåòñÿ íà ìàòðè-
öó lik1

ñïðàâà.

Çäåñü åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà δii1 ïðèíàäëåæèò èñêðèâ-

ëåííîìó ïðîñòðàíñòâó15, òî åñòü δii1 ∈ IRy. Èíà÷å ãî-

âîðÿ, ñèìâîë Êðîíåêåðà δii1 ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé âå-
ëè÷èíîé â èñêðèâëåííîì ïðîñòðàíñòâå. Îòñþäà

Dδii1 = 0 .

Ïîýòîìó èç ñîîòíîøåíèÿ (157) èìååì

Dlik · l̃
k
i1 + lik ·Dl̃

k
i1 = 0 .

Îòñþäà16

Dlik · l̃
k
i1 = −lik ·Dl̃

k
i1 . (158)

Íà îñíîâàíèè èçëîæåííîãî ìîæíî ñäåëàòü ñëåäó-
þùåå çàêëþ÷åíèå: ëåâîå óìíîæåíèå íà ìàòðèöó l̃ki
ñîîòâåòñòâóåò îáðàùåíèþ ê ñèñòåìå îòñ÷åòà, à ïðàâîå
óìíîæåíèå íà ýòó ìàòðèöó ñîîòâåòñòâóåò îáðàùåíèþ
ê èñêðèâëåííîìó ïðîñòðàíñòâó. È íàïðîòèâ, ëåâîå
óìíîæåíèå íà ìàòðèöó lik ñîîòâåòñòâóåò îáðàùåíèþ
ê èñêðèâëåííîìó ïðîñòðàíñòâó, à ïðàâîå óìíîæåíèå
íà ýòó ìàòðèöó ñîîòâåòñòâóåò îáðàùåíèþ ê ñèñòåìå
îòñ÷åòà.
Äàëåå ðàçîâüåì ýòîò òåçèñ, îáðàòèâøèñü ê êîíñòðó-

èðîâàíèþ îáúåêòîâ ñâÿçíîñòè.

1. Ïðÿìîå ïðåîáðàçîâàíèå

Èìååòñÿ â âèäó ïðåîáðàçîâàíèå

yi = yi(xk) .

Äëÿ íåãî âòîðîé äèôôåðåíöèàë èìååò âèä17:

D2D1y
i= D2l

i
k ·d1xk+lik ·D2d1x

k= D2l
i
k ·d1xk+lik ·d2d1xk.

(159)
Çäåñü

D2l
i
k = d2l

i
k + δ2l

i
k = d2l

i
k + yikk2 · d2x

k2 . (160)

Äàëåå îáðàòèìñÿ ê êîýôôèöèåíòàì ñâÿçíîñòè äëÿ
äâóõ ñëó÷àåâ: êîýôôèöèåíòàì ñâÿçíîñòè â èñêðèâëåí-
íîì ïðîñòðàíñòâå è êîýôôèöèåíòàì ñâÿçíîñòè â ñè-
ñòåìå îòñ÷åòà.

15 Ñì. Ãëàâà 2.1 Ðàçäåë IV.
16 Îòìåòèì, ÷òî â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ äèôôåðåíöè-

àë Dlik óìíîæàåòñÿ íà ìàòðèöó l̃ki1 ñïðàâà, à â ïðàâîé ÷àñòè

ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ äèôôåðåíöèàë Dl̃ki1 óìíîæàåòñÿ íà ìàò-

ðèöó lik ñëåâà.
17 Åñëè êîîðäèíàòû xk íåçàâèñèìû, òî

d2d1x
k = 0

è
D2D1y

i = D2l
i
k · d1xk .
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1.1. Êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè â èñêðèâëåííîì
ïðîñòðàíñòâå

Ïðåîáðàçóåì ñëàãàåìîå D2l
i
kd1x

k, âõîäÿùåå â âûðà-
æåíèå (159), ñëåäóþùèì îáðàçîì:

D2l
i
k1d1x

k1 =
Dlik1
∂xk2

d1x
k1d2x

k2 =

=

(
Dlik1
∂xk2

l̃k2i2 l̃
k1
i1

)
(li1k3d1x

k3)(li2k4d2x
k4) = Γii1i2D1y

i1D2y
i2.

Êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè â ñîáñòâåííîì (èñêðèâ-
ëåííîì) ïðîñòðàíñòâå Y

Γii1i2 =
Dlik1
∂xk2

l̃k2i2 l̃
k1
i1

ìîæíî çàïèñàòü èíà÷å, åñëè ñíà÷àëà ó÷åñòü ñîîòíîøå-
íèå (160):

Γii1i2 =
Dlik1
∂xk2

l̃k2i2 l̃
k1
i1

=
∂lik1
∂xk2

l̃k2i2 l̃
k1
i1

+ yik1k2 l̃
k2
i2
l̃k1i1 ,

è çàòåì ó÷åñòü ñîîòíîøåíèå (158),

Γii1i2 =
Dlik1
∂xk2

l̃k2i2 l̃
k1
i1

= −lik
∂l̃ki1
∂xk2

l̃k2i2 +yik1k2 l̃
k2
i2
l̃k1i1 . (161)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè â èñ-
êðèâëåííîì ïðîñòðàíñòâå Γii1i2 ñîîòíîñÿòñÿ ñ óìíîæå-

íèåì íà ìàòðèöó lik ñëåâà è ñ óìíîæåíèåì íà îáðàòíóþ

ìàòðèöó l̃k1i1 ñïðàâà.
Èñïîëüçóÿ êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè, âûðàæåíèå

(159) çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

D2D1y
i = Γii1i2D1y

i1D2y
i2 + lik · d2d1xk . (162)

1.2. Êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè â ñèñòåìå îòñ÷åòà

Óìíîæèì ñîîòíîøåíèå (159) íà îáðàòíóþ ìàòðèöó

l̃ki . Ïîëó÷èì

l̃kiD2D1y
i= l̃kiD2l

i
k1d1x

k1 + d2d1x
k . (163)

Ïðåîáðàçóåì ñëàãàåìîå l̃kiD2l
i
k1
d1x

k1 , âõîäÿùåå â
ýòî âûðàæåíèå, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

l̃kiD2l
i
k1d1x

k1 = l̃ki
Dlik1
∂xk2

d1x
k1d2x

k2 = Γkk1k2d1x
k1d2x

k2 .

Êîýôôèöèåíòû

Γkk1k2 = l̃ki
Dlik1
∂xk2

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè â ñè-
ñòåìå îòñ÷åòà (êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå)X. Èõ ìîæ-
íî çàïèñàòü èíà÷å, åñëè ñíà÷àëà ó÷åñòü ñîîòíîøåíèå
(160):

Γkk1k2 = l̃ki
Dlik1
∂xk2

= l̃ki
∂lik1
∂xk2

+ l̃ki y
i
k1k2 ,

à çàòåì ó÷åñòü ñîîòíîøåíèå (156)

Γkk1k2 = l̃ki
Dlik1
∂xk2

= − ∂l̃ki
∂xk2

lik1 + l̃ki y
i
k1k2 . (164)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè â ñè-
ñòåìå îòñ÷åòà Γkk1k2 ñîîòíîñÿòñÿ ñ óìíîæåíèåì íà ìàò-

ðèöó lik1 ñïðàâà è ñ óìíîæåíèåì íà îáðàòíóþ ìàòðèöó

l̃ki ñëåâà.
Èñïîëüçóÿ êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè, âûðàæåíèå

(163) çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

l̃kiD2D1y
i = Γkk1k2d1x

k1d2x
k2 + d2d1x

k . (165)

1.3. Àáñîëþòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ â ñèñòåìå îòñ÷åòà

Çäåñü â ñâîåì èçëîæåíèè ìû îòòàëêèâàåìñÿ îò ñîîò-
íîøåíèÿ (165). Ââåäåì àáñîëþòíûé äèôôåðåíöèàë â
ñèñòåìå îòñ÷åòà, êîòîðûé îáîçíà÷èì xD, è îïðåäåëèì
åãî ïî îòíîøåíèþ ê äèôôåðåíöèàëó dxk ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

xD2d1x
k = l̃kiD2D1y

i .

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â ñîîòíîøåíèå (165), ïî-
ëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ àáñîëþòíîãî äèôôåðåíöèàëà â
ñèñòåìå îòñ÷åòà ïî îòíîøåíèþ ê âåêòîðó dxk

xD2d1x
k = d2d1x

k + Γkk1k2d1x
k1d2x

k2 . (166)

Åñëè âåêòîð Ak ïðåîáðàçóåòñÿ ïîäîáíî âåêòîðó dxk,
òî àáñîëþòíûé äèôôåðåíöèàë îò ýòîãî âåêòîðà çàïè-
ñûâàåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì:

xDAk = dAk + Γkk1k2A
k1dxk2 .

Îòñþäà ñëåäóåò âûðàæåíèå äëÿ àáñîëþòíîé ïðîèç-
âîäíîé â ñèñòåìå îòñ÷åòà îò âåêòîðà Ak

xDAk

∂xk2
=
∂Ak

∂xk2
+ Γkk1k2A

k1 . (167)

1.4. Àáñîëþòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ â èñêðèâëåííîì
ïðîñòðàíñòâå

Çäåñü â ñâîåì èçëîæåíèè ìû îòòàëêèâàåìñÿ îò ñîîò-
íîøåíèÿ (162). Ââåäåì àáñîëþòíûé äèôôåðåíöèàë â
èñêðèâëåííîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðûé îáîçíà÷èì yD,
è îïðåäåëèì åãî ïî îòíîøåíèþ ê äèôôåðåíöèàëó Dyi

ñëåäóþùèì îáðàçîì

yD2D1y
i = lik · d2d1xk .

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â ñîîòíîøåíèå (162), ïî-
ëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ àáñîëþòíîãî äèôôåðåíöèàëà â
èñêðèâëåííîì ïðîñòðàíñòâå ïî îòíîøåíèþ ê âåêòîðó
Dyi

yD2D1y
i = D2D1y

i − Γii1i2D1y
i1D2y

i2 . (168)
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Åñëè âåêòîð Bi ïðåîáðàçóåòñÿ ïîäîáíî âåêòîðó
D1y

i, òî àáñîëþòíûé äèôôåðåíöèàë îò ýòîãî âåêòîðà
çàïèñûâàåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì

yDBi = DBi − Γii1i2B
i1Dyi2 .

Îòñþäà ñëåäóåò âûðàæåíèå äëÿ àáñîëþòíîé ïðîèç-
âîäíîé â èñêðèâëåííîì ïðîñòðàíñòâå îò âåêòîðà Bi

yDBi

Dyi2
=
DBi

Dyi2
− Γii1i2B

i1 . (169)

2. Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå

Èìååòñÿ â âèäó ïðåîáðàçîâàíèå

xk = xk(yi) .

Äëÿ íåãî âòîðîé äèôôåðåíöèàë èìååò âèä18:

d2d1x
k= d2 l̃

k
i ·D1y

i+ l̃ki ·d2D1y
i= d2 l̃

k
i ·D1y

i+ l̃ki ·D2D1y
i.

(170)
Çäåñü

d2 l̃
k
i = D2 l̃

k
i + δ2 l̃

k
i = D2 l̃

k
i + xkii2 ·D2y

i2 . (171)

Äàëåå îáðàòèìñÿ ê êîýôôèöèåíòàì ñâÿçíîñòè äëÿ
äâóõ ñëó÷àåâ: êîýôôèöèåíòàì ñâÿçíîñòè â ñèñòåìå
îòñ÷åòà è êîýôôèöèåíòàì ñâÿçíîñòè â èñêðèâëåííîì
ïðîñòðàíñòâå.

2.1. Êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè â ñèñòåìå îòñ÷åòà

Ïðåîáðàçóåì ñëàãàåìîå d2 l̃
k
iD1y

i, âõîäÿùåå â âûðà-
æåíèå (170), ñëåäóþùèì îáðàçîì:

d2 l̃
k
i1D1y

i1 =
∂l̃ki1
Dyi2

D1y
i1D2y

i2 =

=

(
∂l̃ki1
Dyi2

li2k2 l
i1
k1

)
(l̃k1i3 D1y

i3)(l̃k2i4 D2y
i4) = Γ̃kk1k2d1x

k1d2x
k2.

Êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè â ñîáñòâåííîì ïðîñòðàí-
ñòâå X

Γ̃kk1k2 =
∂l̃ki1
Dyi2

li2k2 l
i1
k1

18 Åñëè êîîðäèíàòû yi íåçàâèñèìû, òî

D2D1y
i = 0

è
d2d1x

k = d2 l̃
k
i ·D1y

i .

ìîæíî çàïèñàòü èíà÷å, åñëè ñíà÷àëà ó÷åñòü ñîîòíîøå-
íèå (171):

Γ̃kk1k2 =
∂l̃ki1
Dyi2

li2k2 l
i1
k1

=
Dl̃ki1
Dyi2

li2k2 l
i1
k1

+ xik1k2 l
i2
k2
li1k1 ,

è çàòåì ó÷åñòü ñîîòíîøåíèå (156),

Γ̃kk1k2 =
∂l̃ki1
Dyi2

li2k2 l
i1
k1

= −l̃ki
Dlik1
Dyi2

li2k2 + xik1k2 l
i2
k2
li1k1 ,

(172)
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè â ñè-

ñòåìå îòñ÷åòà Γ̃kk1k2 ñîîòíîñÿòñÿ ñ óìíîæåíèåì íà ìàò-

ðèöó li1k1 ñïðàâà è ñ óìíîæåíèåì íà îáðàòíóþ ìàòðèöó

l̃ki ñëåâà.
Èñïîëüçóÿ êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè, âûðàæåíèå

(170) çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

d2d1x
k = Γ̃kk1k2d1x

k1d2x
k2 + l̃ki ·D2D1y

i . (173)

2.2. Êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè â èñêðèâëåííîì
ïðîñòðàíñòâå

Óìíîæèì ñîîòíîøåíèå (170) íà ìàòðèöó lik. Ïîëó-
÷èì

likd2d1x
k= likd2 l̃

k
i1D1y

i1 +D2D1y
i . (174)

Ïðåîáðàçóåì ñëàãàåìîå likd2 l̃
k
i1D1y

i1 , âõîäÿùåå â ýòî
âûðàæåíèå, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

likd2 l̃
k
i1D1y

i1 = lik
∂l̃ki1
Dyi2

D1y
i1D2y

i2 = Γ̃ii1i2D1y
i1D2y

i2 .

Êîýôôèöèåíòû

Γ̃ii1i2 = lik
∂l̃ki1
Dyi2

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè â èñ-
êðèâëåííîì ïðîñòðàíñòâå Y . Èõ ìîæíî çàïèñàòü èíà-
÷å, åñëè ñíà÷àëà ó÷åñòü ñîîòíîøåíèå (171):

Γ̃ii1i2 = lik
∂l̃ki1
Dyi2

= lik
Dl̃ki1
Dyi2

+ likx
k
i1i2 ,

à çàòåì ó÷åñòü ñîîòíîøåíèå (158),

Γ̃ii1i2 = lik
∂l̃ki1
Dyi2

= − Dlik
Dyi2

l̃ki1 + likx
k
i1i2 . (175)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè â èñ-
êðèâëåííîì ïðîñòðàíñòâå Γ̃ii1i2 ñîîòíîñÿòñÿ ñ óìíîæå-

íèåì íà ìàòðèöó lik ñëåâà è ñ óìíîæåíèåì íà îáðàòíóþ

ìàòðèöó l̃ki1 ñïðàâà.
Èñïîëüçóÿ êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè, âûðàæåíèå

(174) çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

likd2d1x
k = Γ̃ii1i2D1y

i1D2y
i2 +D2D1y

i . (176)
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2.3. Àáñîëþòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ â èñêðèâëåííîì
ïðîñòðàíñòâå

Çäåñü â ñâîåì èçëîæåíèè ìû îòòàëêèâàåìñÿ îò ñîîò-
íîøåíèÿ (176). Ââåäåì àáñîëþòíûé äèôôåðåíöèàë â
ñèñòåìå îòñ÷åòà, êîòîðûé îáîçíà÷èì yD, è îïðåäåëèì
åãî ïî îòíîøåíèþ ê äèôôåðåíöèàëó Dyi ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

yD2D1y
i = likd2d1x

k .

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â ñîîòíîøåíèå (176), ïî-
ëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ àáñîëþòíîãî äèôôåðåíöèàëà â
èñêðèâëåííîì ïðîñòðàíñòâå ïî îòíîøåíèþ ê âåêòîðó
Dyi

yD2D1y
i = D2D1y

i + Γ̃ii1i2D1y
i1D2y

i2 . (177)

Åñëè âåêòîð Bi ïðåîáðàçóåòñÿ ïîäîáíî âåêòîðó Dyi,
òî àáñîëþòíûé äèôôåðåíöèàë îò ýòîãî âåêòîðà çàïè-
ñûâàåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì:

yDBi = DBi + Γ̃ii1i2B
i1Dyi2 .

Îòñþäà ñëåäóåò âûðàæåíèå äëÿ àáñîëþòíîé ïðîèç-
âîäíîé â èñêðèâëåííîì ïðîñòðàíñòâå îò âåêòîðà Bi

yDBi

Dyi2
=
DBi

Dyi2
+ Γ̃ii1i2B

i1 . (178)

Åñëè ó÷åñòü, ÷òî19

Γ̃ii1i2 = −Γii1i2 ,

òî ïîëó÷èì ñîâïàäåíèå àáñîëþòíûõ ïðîèçâîäíûõ â
èñêðèâëåííîì ïðîñòðàíñòâå (169) è (178).

2.4. Àáñîëþòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ â ñèñòåìå îòñ÷åòà

Çäåñü â ñâîåì èçëîæåíèè ìû îòòàëêèâàåìñÿ îò ñîîò-
íîøåíèÿ (173). Ââåäåì àáñîëþòíûé äèôôåðåíöèàë â
ñèñòåìå îòñ÷åòà, êîòîðûé îáîçíà÷èì xD, è îïðåäåëèì
åãî ïî îòíîøåíèþ ê äèôôåðåíöèàëó dxk ñëåäóþùèì
îáðàçîì

xD2d1x
k = l̃ki ·D2D1y

i .

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â ñîîòíîøåíèå (173), ïî-
ëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ àáñîëþòíîãî äèôôåðåíöèàëà â
ñèñòåìå îòñ÷åòà ïî îòíîøåíèþ ê âåêòîðó dxk

xD2d1x
k = d2d1x

k − Γ̃kk1k2d1x
k1d2x

k2 . (179)

19 Ñì. ðàâåíñòâî (91). Óêàçàííîå ðàâåíñòâî ìîæíî ïîëó÷èòü
òàêæå, ñðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ (162) è (176).

Åñëè âåêòîð Ak ïðåîáðàçóåòñÿ ïîäîáíî âåêòîðó
d1x

k, òî àáñîëþòíûé äèôôåðåíöèàë îò ýòîãî âåêòîðà
çàïèñûâàåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì

xDAk = dAk − Γ̃kk1k2A
k1dxk2 .

Îòñþäà ñëåäóåò âûðàæåíèå äëÿ àáñîëþòíîé ïðîèç-
âîäíîé â ñèñòåìå îòñ÷åòà îò âåêòîðà Ak

xDAk

∂xk2
=
∂Ak

∂xk2
− Γ̃kk1k2A

k1 . (180)

Åñëè ó÷åñòü, ÷òî20

Γ̃kk1k2 = −Γkk1k2 ,
òî ïîëó÷èì ñîâïàäåíèå àáñîëþòíûõ ïðîèçâîäíûõ â
ñèñòåìå îòñ÷åòà (167) è (180).

IX. ÇÀÌÅ×ÀÍÈß ÏÎ ÒÅÐÌÈÍÎËÎÃÈÈ

Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ ñëåäóþùåé
òåðìèíîëîãèè.
Íàçîâåì

� äèôôåðåíöèàë â èñêðèâëåííîì ïðîñòðàíñòâå D
� èñêðèâëåííûì;

� äèôôåðåíöèàë â ñèñòåìå îòñ÷åòà d � îáûêíîâåí-
íûì;

� ïðèðàùåíèå δ � âàðèàöèåé.

Ñîîòâåòñòâåííî íàçîâåì ïðîèçâîäíûå

�

D

∂x
� èñêðèâëåííîé,

èëè îïåðàòîðîì èñêðèâëåííîãî äèôôåðåíöèðî-
âàíèÿ;

�

∂

∂x
� îáûêíîâåííîé;

�

δ

∂x
� âàðèàöèîííîé.

Êðîìå òîãî, ïðîèçâîäíóþ

D

Dy
íàçîâåì ñîáñòâåííîé.

Ïîä÷åðêíåì åùå ðàç ñâÿçü ìåæäó óêàçàííûìè äèô-
ôåðåíöèàëàìè

D = d+ δ

è ìåæäó ïðîèçâîäíûìè

D

∂x
=

∂

∂x
+

δ

∂x
.

20 Ñì. ðàâåíñòâî (83). Óêàçàííîå ðàâåíñòâî ìîæíî ïîëó÷èòü
òàêæå, ñðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ (165) è (173).
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X. ÂÛÂÎÄÛ ÏÎ ÃËÀÂÅ

� Ïåðåõîä îò êîîðäèíàò ñèñòåìû îòñ÷åòà ê êîîð-
äèíàòàì èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ èñêðèâëåííîãî äèôôåðåíöè-
ðîâàíèÿ.

� Èñêðèâëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèè y(x)
îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êîýôôèöè-
åíòîâ

yik , yik1k2 , yik1k2k3 , yik1k2k3k4 , . . . .

Â îáùåì ñëó÷àå îíè íåñèììåòðè÷íû ïî íèæíèì
èíäåêñàì.

� Èñêðèâëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå òðåáóåò ââå-
äåíèÿ äèôôåðåíöèàëîâ äâóõ òèïîâ: îäèí èç íèõ
îòíîñèòñÿ ê èñêðèâëåííîìó ïðîñòðàíñòâó (îí
îáîçíà÷åí D), à âòîðîé îòíîñèòñÿ ê ïðîñòðàí-
ñòâó ñèñòåìû îòñ÷åòà (îí îáîçíà÷åí d).

� Îáúåêòû ñâÿçíîñòè è êðèâèçíû â ñîáñòâåííîì
ïðîñòðàíñòâå Y

Γii1i2 , Rii1i2i3 , Rii1i2i3i4 , . . .

è îáúåêòû ñâÿçíîñòè è êðèâèçíû â êàñàòåëüíîì
ïðîñòðàíñòâå X

Γkk1k2 , Rkk1k2k3 , Rkk1k2k3k4 , . . .

îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû óêàçàííîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

� Èñêðèâëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå îáðàòíîé ôóíê-
öèè x(y) îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êî-
ýôôèöèåíòîâ

xki , xki1i2 , xki1i2i3 , xki1i2i3i4 , . . . .

Â îáùåì ñëó÷àå îíè òàêæå íåñèììåòðè÷íû ïî
íèæíèì èíäåêñàì. Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñâÿ-
çàíà ñ ïðåäûäóùåé óñëîâèåì

y(x(y)) = y .

� Îáúåêòû ñâÿçíîñòè è êðèâèçíû â ñîáñòâåííîì
ïðîñòðàíñòâå X

Γ̃kk1k2 , R̃kk1k2k3 , R̃kk1k2k3k4 , . . . .

è îáúåêòû ñâÿçíîñòè è êðèâèçíû â êàñàòåëüíîì
ïðîñòðàíñòâå Y

Γ̃ii1i2 , R̃ii1i2i3 , R̃ii1i2i3i4 , . . . .

îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû óêàçàííîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

� Óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû è âíåøíåå äèôôåðåíöè-
àëüíîå èñ÷èñëåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì
Êàðòàíà-Ëàïòåâà åñòü ÷àñòíûé âèä èñêðèâëåí-
íîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

� Àáñîëþòíûé äèôôåðåíöèàë n-ãî ïîðÿäêà ñâÿ-
çàí ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ñ äèôôåðåíöèà-
ëîì n-ãî ïîðÿäêà â èñêðèâëåííîì ïðîñòðàíñòâå.

� Îáúåêòû êðèâèçíû óäîâëåòâîðÿþò òîæäåñòâàì,
îáîáùàþùèì òîæäåñòâî ßêîáè.



Ãëàâà 2.3 ×åòûðåõìåðíîå èñêðèâëåííîå ïðîñòðàíñòâî

I. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Â Ãëàâå 2.1. ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîâå-
äåíèÿ òåë â ñèëîâîì ïîëå íåîáõîäèìî ïîëîæèòü, ÷òî
íà îäíîì è òîì æå ìíîæåñòâå òî÷åê-ñîáûòèé óñòà-
íîâëåíû äâà âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâà: èñêðèâëåííîå
ïðîñòðàíñòâî Y è ñèñòåìà îòñ÷åòà X. Ïîñòàâèì çà-
äà÷ó ïðåäñòàâëåíèÿ èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà Y â
ñèñòåìå îòñ÷åòà X. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òàêîå ïðåä-
ñòàâëåíèå óñòàíîâëåíî, åñëè îïðåäåëåíî ïðåîáðàçîâà-
íèå f : X→Y èëè Y = f(X). Èíà÷å ãîâîðÿ, ñòàâèòñÿ
çàäà÷à ïîèñêà ôóíêöèè

Y = f(x) ,

ãäå Y ∈ Y , à x ∈ X.
Ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ â äâà ýòàïà.
Íà ïåðâîì ýòàïå óñòàíàâëèâàåòñÿ ñîîòâåòñòâèå

ìåæäó èñêðèâëåííûì ïðîñòðàíñòâîì Y è äâèæóùèì-
ñÿ ïðîñòðàíñòâîì X ′ : Y ∼ X ′.
Íà âòîðîì ýòàïå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå

óñòàíîâëåííîãî äâèæóùåãîñÿ ïðîñòðàíñòâà X ′ â ñè-
ñòåìó îòñ÷åòà X � f : X→X ′ (X ′ = f(X)).
Èíà÷å ãîâîðÿ, íà ïåðâîì ýòàïå óñòàíàâëèâàåòñÿ ñî-

îòâåòñòâèå ìåæäó âåêòîðîì èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàí-
ñòâà è âåêòîðîì äâèæóùåãîñÿ ïðîñòðàíñòâà

y ∼ Y ,

ãäå Y ∈ Y , à y ∈ X ′.
Íà âòîðîì ýòàïå ðàññìàòðèâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ

çàâèñèìîñòü âåêòîðà óñòàíîâëåííîãî äâèæóùåãîñÿ
ïðîñòðàíñòâà îò âåêòîðà ñèñòåìû îòñ÷åòà

y = f(x) ,

ãäå y ∈ X ′, à x ∈ X.

II. ÑÎÎÒÂÅÒÑÒÂÈÅ ÂÅÊÒÎÐÎÂ
ÈÑÊÐÈÂËÅÍÍÎÃÎ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ È

ÂÅÊÒÎÐÎÂ ÄÂÈÆÓÙÅÃÎÑß
ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ

Ðåøàÿ çàäà÷ó ïðåäñòàâëåíèÿ èñêðèâëåííîãî ïðî-
ñòðàíñòâà-âðåìåíè â ñèñòåìå îòñ÷åòà, íà ïåðâîì ýòà-
ïå íåîáõîäèìî óñòàíîâèòü ñîîòâåòñòâèå ìåæäó èñ-
êðèâëåííûì ïðîñòðàíñòâîì è äâèæóùèìñÿ ïðîñòðàí-
ñòâîì. Ïðîöåäóðà ñîîòâåòñòâèÿ èñïîëüçóåò òî îá-
ñòîÿòåëüñòâî, ÷òî îáà âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâà ðàñïî-
ëîæåíû íà îäíîì è òîì æå ìíîæåñòâå òî÷åê-ñîáûòèé.
Ââåäåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå. Íàçîâåì âåêòîð y è
âåêòîð Y ñîîòâåòñòâóþùèìè, åñëè èõ íà÷àëà è êîí-
öû ñîâïàäàþò (ñì. Ðèñ. 1).Îáîçíà÷àòü ñîîòâåòñòâèå
âåêòîðîâ áóäåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

y ∼ Y .

'
�
�
�
�3

Y
y

Ðèñ. 1

III. ÄÂÈÆÓÙÅÅÑß ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÎ

Ïðåîáðàçîâàíèå óñòàíîâëåííîãî äâèæóùåãîñÿ ïðî-
ñòðàíñòâà X ′ â ñèñòåìó îòñ÷åòà X � f : X→X ′ (X ′ =
f(X)) èññëåäóåòñÿ ïóòåì ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè f â ðÿä
Òåéëîðà.
Äëÿ àíàëèçà ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà ðàçëîæåíèÿ

Df íåîáõîäèìî îáðàòèòüñÿ ê äâèæóùåìóñÿ ïðîñòðàí-
ñòâó, ïðåäñòàâëåííîìó ïåðâûì ëèíåéíûì ïðåîáðàçî-
âàíèåì l : X→X ′ (X ′ = l(X)). Ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé l îáîçíà÷èì L.
Äëÿ àíàëèçà âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà ðàçëîæåíèÿ

D2f íåîáõîäèìî îáðàòèòüñÿ ê äâèæóùåìóñÿ ïðî-
ñòðàíñòâó, ïðåäñòàâëåííîìó âòîðûì ëèíåéíûì ïðå-
îáðàçîâàíèåì a : X→L (L = a(X)). Ìíîæåñòâî âòî-
ðûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé îáîçíà÷èì A.
Äëÿ àíàëèçà òðåòüåãî äèôôåðåíöèàëà ðàçëîæå-

íèÿ D3f íåîáõîäèìî îáðàòèòüñÿ ê äâèæóùåìóñÿ ïðî-
ñòðàíñòâó, ïðåäñòàâëåííîìó òðåòüèì ëèíåéíûì ïðå-
îáðàçîâàíèåì b : X→A (A = b(X)). Ìíîæåñòâî òðå-
òüèõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé b îáîçíà÷èì B.
Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî X ñîâìåñòíî ñ ëèíåéíû-

ìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè L îáðàçóþò àëãåáðó, êîòîðàÿ
áûëà îáîçíà÷åíà

T 1 = X + L

è íàçâàíà ïåðâîé êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðîé1.
Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî X ñîâìåñòíî ñ ëèíåéíûìè

ïðåîáðàçîâàíèÿìè L è A îáðàçóþò àëãåáðó, êîòîðàÿ
áûëà îáîçíà÷åíà

T 2 = X + L+A

è íàçâàíà âòîðîé êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðîé.
Â îáùåì ñëó÷àå âêëþ÷åíèå ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâà-

íèé n-ãî ïîðÿäêà, òî åñòü îòîáðàæåíèé âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà X íà ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ ïðåîáðà-
çîâàíèé (n − 1)-ãî ïîðÿäêà ïðèâîäèò ê êèíåìàòè÷å-
ñêîé àëãåáðå n-ãî ïîðÿäêà. Äëÿ öåëè ïðåäñòàâëåíèÿ
èñêðèâëåííûõ âåêòîðîâ îãðàíè÷èìñÿ òðåòüåé êèíåìà-
òè÷åñêîé àëãåáðîé, òî åñòü

T 3 = X + L+A+B ,

1 Çàìå÷àíèå: òåðìèí ïåðâàÿ çäåñü èìååò òîò æå ñìûñë , ÷òî è
ïåðâàÿ â îòíîøåíèè ê ïðîèçâîäíîé.
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ãäå B � ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, îñó-
ùåñòâëÿþùèõ ïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòðàíñòâà X â
ïðîñòðàíñòâî âòîðûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé A

B ◦X → A .

1. Ïåðâàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà T 1 = X + L

Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ X åñòü âåêòîðíîå ïðîñòðàí-
ñòâî. Áàçèñíûå âåêòîðû â X ìû îáîçíà÷èëè ei.
Ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ L òàêæå ñîñòàâëÿþò âåê-

òîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Áàçèñíûå âåêòîðû â L îáîçíà-
÷èì Iki. Ðàçëîæåíèå âåêòîðà ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ l ïî áàçèñíûì âåêòîðàì èìååò âèä

l = Iki · lik .

Ââåäåì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî T 1 = X+L, êîòîðîå
íàçîâåì ïåðâûì êèíåìàòè÷åñêèì. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
T 1 áûëî àëãåáðîé, íåîáõîäèìî íàðÿäó ñ óìíîæåíèÿìè

X ◦X → IR è L ◦ L→ L

ðàññìàòðèâàòü óìíîæåíèÿ

X ◦ L→ ∅ è L ◦X → X .

Óêàçàííûå óìíîæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùåé
òàáëèöåé óìíîæåíèé áàçèñíûõ âåêòîðîâ:

ei ◦ ek = ei · ek = gik ,

Ilk ◦ em = δlm · ek ,
ek ◦ Iim = 0 ,

Ilk ◦ Iim = δlm · Iik + δik · δlm .

(1)

Â ðåçóëüòàòå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ T 1 ñòàíîâèòñÿ àë-
ãåáðîé, êîòîðóþ ìû íàçâàëè ïåðâîé êèíåìàòè÷åñêîé.
Óìíîæåíèå âåêòîðîâ â ïåðâîé êèíåìàòè÷åñêîé àëãåá-
ðå çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

t = t2 ◦ t1 .

Çäåñü t, t1, t2 ∈ T 1.
Çàìåòèì, ÷òî àëãåáðà T 1 íåàññîöèàòèâíà èç-çà íà-

ëè÷èÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Íàïðèìåð, íå âûïîë-
íÿåòñÿ óñëîâèå àññîöèàòèâíîñòè ïðîèçâåäåíèÿ:

Iml ◦ (ei ◦ ek) ̸= (Iml ◦ ei) ◦ ek .

Äåéñòâèòåëüíî, ñïðàâà èìååì Iml·gik, à ñëåâà δmi·glk.
Ïîýòîìó ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ íåîáõîäèìî ñîáëþäàòü
ïîðÿäîê óìíîæåíèÿ âåêòîðîâ.
Êâàäðàò äëèíû âåêòîðà â ýòîé àëãåáðå

t2 = gik · xi · xk + lik · lki

Îòìåòèì, ÷òî àëãåáðà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè X è
àëãåáðà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé L ÿâëÿþòñÿ ïîäàë-
ãåáðàìè ïåðâîé êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðû T 1.

2. Âòîðàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà T 2 = X + L+A

Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ èñêðèâëåííûõ
âåêòîðîâ ïîíàäîáèòñÿ îáîáùåíèå ïåðâîé êèíåìàòè-
÷åñêîé àëãåáðû, âêëþ÷àþùåå â ñåáÿ âåêòîðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî A ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé X â L .
Áàçèñíûå âåêòîðû â A îáîçíà÷èì Jlki. Ðàçëîæåíèå
âåêòîðà a ∈ A ïî áàçèñíûì âåêòîðàì èìååò âèä

a = Jlki · likl .

Óêàçàííîå îáîáùåíèå ìû íàçâàëè âòîðîé êèíåìàòè-
÷åñêîé àëãåáðîé

T 2 = X + L+A .

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü ýòó àëãåáðó, íåîáõîäè-
ìî ê ðàíåå îïðåäåëåííîé òàáëèöå óìíîæåíèÿ áàçèñ-
íûõ âåêòîðîâ ïåðâîé êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðû T 1 äî-
áàâèòü ïðîèçâåäåíèÿ, â êîòîðûõ ó÷àñòâóþò áàçèñíûå
âåêòîðû Jikl. Ýòè ïðîèçâåäåíèÿ âû÷èñëèì íà îñíîâà-
íèè ïðàâèë òåíçîðíîé àëãåáðû. Ïðè ýòîì èñõîäèì èç
ñëåäóþùåé êîíñòðóêöèè áàçèñíûõ âåêòîðîâ:

Ilk = ek ⊗El , Jpim = em ⊗Ei ⊗Ep .

Ïîëó÷èì

ek ◦ Jpim = ek ◦ em ⊗Ei ⊗Ep =

= ek ⊗ em ⊗Ei ⊗Ep + (ek · em) ·Ei ⊗Ep = 0 ,

Jnlk ◦ em = ek ⊗El ⊗En ◦ em =

= ek ⊗El ⊗En ⊗ em + ek ⊗El · (En · em) = Ilk · δnm ,

Ilk ◦ Jpim = ek ⊗El ◦ em ⊗Ei ⊗Ep =

= ek ⊗El ⊗ em ⊗Ei ⊗Ep + ek ⊗Ei ⊗Ep · (El · em) =

= Jpik · δlm ,

Jnlk ◦ Iim = ek ⊗El ⊗En ◦ em ⊗Ei =

= ek ⊗El ⊗En ⊗ em ⊗Ei + ek ⊗El ⊗Ei · (En · em) =

= Jilk · δnm ,

Jnlk ◦ Jpim = ek ⊗El ⊗En ◦ em ⊗Ei ⊗Ep =

= ek ⊗El ⊗En ⊗ em ⊗Ei ⊗Ep +

+ek ⊗En ⊗El ⊗Ei · (En · em) = 0 .

Çäåñü èç êîíå÷íûõ âûðàæåíèé èñêëþ÷åíû áàçèñíûå
âåêòîðû, âûõîäÿùèå çà ðàìêè ðàññìàòðèâàåìîé àë-
ãåáðû.

Â ðåçóëüòàòå âòîðàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà îïðå-
äåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé òàáëèöåé óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ
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âåêòîðîâ:

ei ◦ ek = (ei · ek) = gik ,

ei ◦ Ikl = 0 ,

Iim ◦ ek = δik · em ,

Ilk ◦ Iim = δlm · Iik + δik · δlm ,

Jpim ◦ ek = δpk · Iim ,

em ◦ Jnlk = 0 ,

Jpim ◦ Ilk = Jlim · δpk ,

Iim ◦ Jnlk = Jnlm · δik ,

Jnlk ◦ Jpim = 0 .

(2)

Êâàäðàò äëèíû âåêòîðà â ýòîé àëãåáðå

t2 = gik · xi · xk + lik · lki .

Â äàëüíåéøåì áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ââåäåííûì â
Ãëàâå 1.7. âåêòîðîì, êîòîðûé áûë îáîçíà÷åí Γ è íàçî-
âàí ñâÿçíîñòü. Ñâÿçíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
ñîîòíîøåíèåì:

a = l ◦ Γ .

Âîñïîëüçóåìñÿ êîîðäèíàòíîé çàïèñüþ âåêòîðîâ â
ýòîì âûðàæåíèè

a = Jk2k1i · lik1k2 , l = Imi · lim ,
Γ = Jk2k1k · Γkk1k2 .

Kîîðäèíàòû Γkk1k2 íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè
ñâÿçíîñòè. Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ çàêîíîì óìíîæåíèÿ

Imi ◦ Jk2k1k = Jk2k1i · δmk

èç òàáëèöû óìíîæåíèÿ (2) è ïîëó÷èì âûðàæåíèå êî-
îðäèíàò ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ a ÷åðåç êîýôôè-
öèåíòû ñâÿçíîñòè

lik1k2 = lik · Γkk1k2 .

Îòñþäà äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè èìååì

Γkk1k2 = l̃ki · lik1k2 .

3. Òðåòüÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà
T 3 = X + L+A+B

Ïîëíóþ òàáëèöó ïðîèçâåäåíèé áàçèñíûõ âåêòîðîâ
â T 3 çäåñü ïðèâîäèòü íå áóäåì. Îíà ñîñòàâëÿåòñÿ àíà-
ëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî ïî îòíîøåíèþ ê
âòîðîé êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðå T 2. Ïðèâåäåì òîëüêî
äâà ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå ïîíàäîáÿòñÿ â äàëüíåéøåì.
Áàçèñíûå âåêòîðû â ìíîæåñòâå ëèíåéíûõ ïðåîáðà-

çîâàíèé B îáîçíà÷èì nnlki. Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèÿ

B ◦X → A , L ◦B → B

ïî îòíîøåíèþ ê áàçèñíûì âåêòîðàì çàïèøóòñÿ òàê:

nmlki ◦ en = δmn · Jlki ,
Imi ◦ nk3k2k1k = nk3k2k1i · δmk .

(3)

Ðàçëîæåíèå âåêòîðà b ∈ B ïî áàçèñíûì âåêòîðàì
èìååò âèä

b = nk3k2k1i · lik1k2k3 .

Êâàäðàò äëèíû âåêòîðà â ýòîé àëãåáðå

t2 = gik · xi · xk + lik · lki .

Â äàëüíåéøåì áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ íîâûì âåêòîðîì,
êîòîðûé îáîçíà÷èì R è íàçîâåì îáúåêòîì êðèâèçíû.
Îáúåêò êðèâèçíû îïðåäåëèì ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíè-
åì:

b = l ◦R .

Âîñïîëüçóåìñÿ êîîðäèíàòíîé çàïèñüþ âåêòîðîâ â
ýòîì âûðàæåíèè

b = nk3k2k1i · lik1k2k3 , l = Imi · lim ,
R = nk3k2k1k ·Rkk1k2k3 .

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ çàêîíîì óìíîæåíèÿ

Imi ◦ nk3k2k1k = nk3k2k1i · δmk

èç òàáëèöû óìíîæåíèÿ (3). Ïîëó÷èì âûðàæåíèå êîîð-
äèíàò ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ b ÷åðåç êîîðäèíàòû
îáúåêòà êðèâèçíû

lik1k2k3 = lik ·Rkk1k2k3 .

Îòñþäà äëÿ êîîðäèíàò îáúåêòà êðèâèçíû èìååì

Rkk1k2k3 = l̃ki · lik1k2k3 .

IV. ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ ÈÑÊÐÈÂËÅÍÍÎÃÎ
ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ-ÂÐÅÌÅÍÈ Â ÑÈÑÒÅÌÅ

ÎÒÑ×ÅÒÀ

1. Ïåðâûé äèôôåðåíöèàë

Îïðåäåëèì âåêòîð äâèæóùåãîñÿ ïðîñòðàíñòâà, ñî-
îòâåòñòâóþùèé äèôôåðåíöèàëó DY â èñêðèâëåííîì
ïðîñòðàíñòâå.

'
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Dy

dy
δy

Ðèñ. 2

Èç Ðèñ. 2 ñëåäóåò, ÷òî ýòîìó âåêòîðó ñòàâèòñÿ â ñî-
îòâåòñòâèå âåêòîð

Dy = dy + δy . (4)



IV. Ïðåäñòàâëåíèå èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè â ñèñòåìå îòñ÷åòà 229

Èòàê, ìû äîëæíû çàïèñàòü

Dy ∼ DY . (5)

ÂåêòîðDy � ýòî âåêòîð äâèæóùåãîñÿ ïðîñòðàíñòâà,
ñâÿçàííîãî ñ ñèñòåìîé îòñ÷åòà ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâà-
íèåì. Ïîýòîìó

Dy = l ◦ dx . (6)

Çäåñü l � ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå íà X, l ∈ L. Âîñ-
ïîëüçóåìñÿ êîîðäèíàòíîé çàïèñüþ âåêòîðîâ dx è l:

dx = ek · dxk , l = Imi · lim

è ïðàâèëàìè ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (1); ïî-
ëó÷èì êîîðäèíàòíóþ çàïèñü âåêòîðà Dy

Dy = ei · lik · dxk . (7)

Äèôôåðåíöèàë D íàçîâåì èñêðèâëåííûì äèôôå-
ðåíöèàëîì. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (7) Ãëàâû 2.2.

Dyi = lik · dxk ,

ïîëó÷èì

Dy = ei ·Dyi .

Îòñþäà ïåðåéäåì ê çàïèñè âåêòîðà Dy ÷åðåç íîð-
ìàëüíóþ êîîðäèíàòó Dy íà ãåîäåçè÷åñêîé. Äëÿ ýòîãî
ó÷òåì, ÷òî

Dyi = ni ·Dy .

Ïîëó÷èì

Dy = ei · ni ·Dy .

Ââåäåì áàçèñíûé âåêòîð ei · ni = e . Èñïîëüçóÿ åãî,
ïîëó÷èì

Dy = e ·Dy .

Ñðàâíèì ýòî âûðàæåíèå ñ

DY = e ·Dy

è ó÷òåì âûðàæåíèå (5). Ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâèå áàçèñ-
íûõ âåêòîðîâ e ∼ e , êîòîðîå ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü
e êàê áàçèñíûé âåêòîð ñèñòåìû îòñ÷åòà íà ãåîäåçè÷å-
ñêîé.

1.1. Êâàäðàò ëèíåéíîãî ýëåìåíòà

Çäåñü ðàññìîòðèì çàïèñü êâàäðàòà ëèíåéíîãî ýëå-
ìåíòà, ïðèíàäëåæàùåãî èñêðèâëåííîìó ïðîñòðàí-
ñòâó, â ñèñòåìå îòñ÷åòà.
Ñíà÷àëà ïåðåéäåì â âûðàæåíèè (7) ê çàïèñè âåê-

òîðà Dy ÷åðåç áàçèñíûé âåêòîð e íà ãåîäåçè÷åñêîé

è íîðìàëüíóþ êîîðäèíàòó dx íà ïðÿìîé. Äëÿ ýòîãî
ó÷òåì, ÷òî

ei = e · ni è dxk = kk · dx .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

Dy = e · (ni · lik · kk) · dx .

Äàëåå ïåðåéäåì ê îáîçíà÷åíèþ

ni · lik · kk = l(x) .

Äëÿ íåãî ïîëó÷èì

Dy = e · l(x) · dx .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç s(x) ïåðâîîáðàçíóþ ôóíêöèè l(x).
Òîãäà äèôôåðåíöèàë Dy çàïèøåòñÿ â âèäå

Dy = e · ds(x) .

Ñðàâíèâàÿ ýòî âûðàæåíèå ñ ïðåäûäóùèì ðåçóëüòà-
òîì, ïîëó÷èì

ds(x) = Dy .

Òàêèì îáðàçîì, ïàðàìåòð s(x), îòíîñÿùèéñÿ ê ñè-
ñòåìå îòñ÷åòà è àññîöèèðîâàííûé ñ ãåîäåçè÷åñêîé, ýê-
âèâàëåíòåí íîðìàëüíîé êîîðäèíàòå íà ãåîäåçè÷åñêîé
â èñêðèâëåííîì ïðîñòðàíñòâå.
Ñîîòâåòñòâèå âåêòîðîâ DY è Dy íåîáõîäèìî äîïîë-

íèòü ñîîòâåòñòâèåì ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé

(DY ·DY) è (Dy ·Dy).

Åñëè ó÷åñòü, ÷òî

DY ·DY = (e · e) ·Dy2 = Dy2 ,

ãäå y � íîðìàëüíàÿ êîîðäèíàòà íà ãåîäåçè÷åñêîé, è

Dy ·Dy = (e · e) ·Dy2 = Dy2 ,

òî íåîáõîäèìî çàïèñàòü

DY ·DY = Dy ·Dy = Dy2 = ds2 . (8)

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (7) è (8), ïîëó÷èì

ds2 = Dy ·Dy = (ei1 · ei2) · li1k1 · li2k2 · dxk1 · dxk2

èëè

ds2 = gi1i2 · li1k1 · li2k2 · dxk1 · dxk2 . (9)

Ââåäåì ìåòðè÷åñêèé òåíçîð2

gk1k2 = gi1i2 · li1k1 · li2k2 , (10)

òîãäà

ds2 = gk1k2 · dx
k1 · dxk2 .

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè êâàäðàò ëèíåéíîãî
ýëåìåíòà è ìåòðè÷åñêèé òåíçîð, èñïîëüçóåìûå â òåò-
ðàäíîé ôîðìóëèðîâêå òåîðèè ãðàâèòàöèè.

2 Äëÿ òîãî, ÷òîáû îòëè÷àòü ýòîò òåíçîð îò ìåòðè÷åñêîãî òåíçî-
ðà ñèñòåìû îòñ÷åòà, áóäåì íàçûâàòü åãî ìåòðè÷åñêèé òåíçîð
ïðåäñòàâëåíèÿ.
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2. Âòîðîé äèôôåðåíöèàë. Óðàâíåíèå
ãåîäåçè÷åñêîé

Äèôôåðåíöèðóÿ ñîîòíîøåíèå (5), ïîëó÷èì ñëåäóþ-
ùåå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âòîðûìè äèôôåðåíöèàëàìè:

D2y ∼ D2Y . (11)

Çàïèøåì äèôôåðåíöèàë D2y ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ
(6). Ïîëó÷èì

D(Dy) = D(l ◦ dx) = l ◦D(dx) +D(l) ◦ dx . (12)

Ýòî âûðàæåíèå ïðåîáðàçóåì, èìåÿ â âèäó, âî-ïåðâûõ,
÷òî

D(dx) = d(dx) (13)

è, âî-âòîðûõ, ïîä÷èíèì D(l) � èñêðèâëåííûé äèôôå-
ðåíöèàë îò l � ñîîòíîøåíèÿì, àíàëîãè÷íûì (4) è (6):

Dl = dl+ δl , (14)

äàëåå âåêòîð Dl áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíî
ïðåîáðàçîâàííûé âåêòîð dx, òî åñòü

Dl = a ◦ dx

èëè3

Dl = (l ◦ Γ) ◦ dx . (15)

Çäåñü a = l ◦ Γ ∈ A, à Γ � âåêòîð, íàçâàííûé ñâÿç-
íîñòüþ.
Ïîëàãàÿ

δl = (l ◦ γ) ◦ dx ,

ãäå òàêæå l ◦ γ ∈ A, ñîîòíîøåíèå (14) ìîæíî çàïèñàòü
òàê:

Dl = dl+ l ◦ γ ◦ dx .

Ñðàâíèâàÿ ýòî âûðàæåíèå è ñîîòíîøåíèå (15), ïî-
ëó÷èì

Γ ◦ dx = l̃ ◦ dl+ γ ◦ dx . (16)

Çäåñü l̃ � ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, îáðàòíîå ëèíåé-
íîìó ïðåîáðàçîâàíèþ l, äëÿ êîòîðîãî

l̃ ◦ l = Iki · δik .

3 Ïîðÿäîê óìíîæåíèÿ ñîìíîæèòåëåé â ïðàâîé ÷àñòè ìîæåò
áûòü ëþáûì. Äàëåå ìû âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì ïîðÿäêîì
óìíîæåíèÿ:

l ◦ (Γ ◦ dx) .

Èñïîëüçóÿ êîîðäèíàòíóþ çàïèñü âåêòîðîâ dx, l, Γ
è γ

dx = ek · dxk , l = Iki · lik ,
Γ = Jk2k1k · Γkk1k2 , γ = Jk2k1k · γkk1k2

è ïðàâèëà ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (2), ïîëó-
÷èì óðàâíåíèå (16) â êîîðäèíàòíîé çàïèñè

Γkk1k2 · dxk2 = l̃ki · dlik1 + γkk1k2 · dx
k2 .

Îòñþäà

Γkk1k2 = l̃ki · lik1,k2 + γkk1k2 . (17)

Çäåñü è äàëåå èíäåêñ, îòäåëåííûé çàïÿòîé, îçíà÷àåò
÷àñòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî êîîðäèíàòå ñ ýòèì èí-
äåêñîì. Íàïðèìåð, â íàøåì ñëó÷àå

lik1,k2 =
∂lik1
∂xk2

.

Ïîäñòàâëÿÿ ðàâåíñòâà (13) è (15) â âûðàæåíèå (12),
èìååì

D(Dy) = l ◦ d(dx) + (l ◦ (Γ ◦ dx)) ◦ dx .

Äàëåå ó÷òåì, ÷òî ñêîáêè â ïîñëåäíåì ñëàãàåìîì ìî-
ãóò áûòü çàïèñàíû èíà÷å

(l ◦ (Γ ◦ dx)) ◦ dx = l ◦ ((Γ ◦ dx) ◦ dx) .

Ïîýòîìó

D(Dy) = l ◦ (d2x+ (Γ ◦ dx) ◦ dx) . (18)

Â Ãëàâå 2.1. îòìå÷åíî, ÷òî óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêîé
â íîðìàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èñêðèâëåííîãî ïðî-
ñòðàíñòâà èìååò âèä

D2Y
Dy2

= 0 .

Îïèðàÿñü íà ðàññìîòðåííîå ñîîòâåòñòâèå, èìååì

D2y

Dy2
∼ D2Y

Dy2
.

Ïîýòîìó óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêîé â äâèæóùåìñÿ
ïðîñòðàíñòâå ñëåäóåò çàïèñàòü òàê:

D2y

Dy2
= 0 .

Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå (18) è òî îáñòîÿòåëüñòâî,
÷òî

det ||lik|| ≠ 0 ,

ïðèõîäèì ê èíâàðèàíòíîìó óðàâíåíèþ ãåîäåçè÷åñêîé
â ñèñòåìå îòñ÷åòà

d2x

ds2
+

(
Γ ◦ dx

ds

)
◦ dx
ds

= 0 . (19)
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Èñïîëüçóÿ êîîðäèíàòíóþ çàïèñü âåêòîðîâ dx è Γ

dx = ek · dxk , Γ = Jk2k1k · Γkk1k2

è ïðàâèëà ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (2), ïîëó-
÷èì óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêîé îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàò
ñèñòåìû îòñ÷åòà

d2xk

ds2
+ Γkk1k2 ·

dxk1

ds
· dx

k2

ds
= 0 .

3. Òðåòèé äèôôåðåíöèàë. Îáúåêò êðèâèçíû

Äèôôåðåíöèðóÿ ñîîòíîøåíèå (11), ïîëó÷èì ñëåäó-
þùåå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òðåòüèìè äèôôåðåíöèàëà-
ìè:

D3y ∼ D3Y . (20)

Çàïèøåì äèôôåðåíöèàë D3x ñ ó÷åòîì ðàâêíñòâà
(18). Ïîëó÷èì

D(D2x) = l ◦D(d2x+ (Γ ◦ dx) ◦ dx)+
Dl ◦ (d2x+ (Γ ◦ dx) ◦ dx) .

(21)

Ýòî âûðàæåíèå ïðåîáðàçóåì, ó÷èòûâàÿ, âî-ïåðâûõ,
÷òî

D(d2x) = d(d2x)

è, âî-âòîðûõ, ïîä÷èíèì D(Γ) � èñêðèâëåííûé äèôôå-
ðåíöèàë îò Γ � ñîîòíîøåíèÿì, àíàëîãè÷íûì âûðàæå-
íèÿì (14) è (15):

DΓ = dΓ+ δΓ . (22)

Äàëåå âåêòîð DΓ áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíî
ïðåîáðàçîâàííûé âåêòîð dx, òî åñòü

DΓ = r ◦ dx . (23)

Çäåñü r � ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, äëÿ êîòîðîãî

l ◦ r ∈ B.

Ïîëàãàÿ òàêæå

δΓ = ρ ◦ dx ,

ñîîòíîøåíèå (22) ìîæíî çàïèñàòü òàê:

DΓ = dΓ+ ρ ◦ dx .

Ñðàâíèâàÿ ýòî âûðàæåíèå è ñîîòíîøåíèå (23), ïî-
ëó÷èì

r ◦ dx = dΓ+ ρ ◦ dx . (24)

Èñïîëüçóÿ êîîðäèíàòíóþ çàïèñü âåêòîðîâ dx, Γ, r
è ρ

dx = ei · dxi , Γ = Jlki · Γikl ,
r = nmlki · riklm , ρ = nmlki · γiklm

è ïðàâèëà ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (2) è (3),
ïîëó÷èì óðàâíåíèå (24) â êîîðäèíàòíîé çàïèñè

riklm · dxm = dΓikl + γiklm · dxm . (25)

Îòñþäà

riklm = Γikl,m + γiklm .

Ïîäñòàâëÿÿ ðàâåíñòâà (15) è (23) â ñîîòíîøåíèå
(21), èìååì

D(D2y) = l ◦
(
d3x+ (Γ ◦ dx) ◦ d2x+

(Γ ◦ d2x) ◦ dx+ ((r ◦ dx) ◦ dx) ◦ dx+

(Γ ◦ dx) ◦ d2x+ (Γ ◦ dx) ◦ (Γ ◦ dx) ◦ dx
)
.

(26)

Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ âûäåëèì äâà ñëàãàåìûõ

((r ◦ dx) ◦ dx) ◦ dx è (Γ ◦ dx) ◦ (Γ ◦ dx) ◦ dx

è ââåäåì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:

((R ◦ dx) ◦ dx) ◦ dx ≡
((r ◦ dx) ◦ dx) ◦ dx+ (Γ ◦ dx) ◦ (Γ ◦ dx) ◦ dx .

(27)

Âåëè÷èíà R íàçûâàåòñÿ îáúåêòîì êðèâèçíû.
Âîñïîëüçîâàâøèñü êîîðäèíàòíîé çàïèñüþ âåêòîðîâ

dx è R

dx = ei · dxi , R = nmlki ·Riklm

è ïðàâèëàìè ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (2) è
(3), ïîëó÷èì êîîðäèíàòíóþ çàïèñü ïðàâîé ÷àñòè ñî-
îòíîøåíèÿ (27)

((R ◦ dx) ◦ dx) ◦ dx =

= (((nmlki ·Riklm) ◦ dx) ◦ dx) ◦ dx =

= ei ·Riklm · dxk · dxl · dxm .

Âû÷èñëèì êîîðäèíàòíóþ çàïèñü ñëàãàåìûõ â ëåâîé
÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (27)

((r ◦ dx) ◦ dx) ◦ dx =

ei · (γiklm + Γikl,m) · dxk · dxl · dxm .

(Γ ◦ dx) ◦ (Γ ◦ dx) ◦ dx =

ei · Γinm · Γnkl · dxk · dxl · dxm .

Â ðåçóëüòàòå äëÿ êîîðäèíàò îáúåêòà êðèâèçíû ïî-
ëó÷èì

Riklm = γiklm + Γikl,m + Γinm · Γnkl .
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4. Èñêðèâëåííîå ïðîñòðàíñòâî è ãåîìåòðèÿ
Ðèìàíà

Ïîäâîäÿ íåêîòîðûé èòîã ñêàçàííîìó, îòìåòèì, ÷òî
â îáùåì ñëó÷àå èñêðèâëåííîå ïðîñòðàíñòâî ñòðîèò-
ñÿ íà âåêòîðàõ è ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñèñòåìû
îòñ÷åòà âñåõ ïîðÿäêîâ è èõ èñêðèâëåííûõ äèôôåðåí-
öèàëàõ. Ìû ðàññìîòðåëè âåêòîðû x è ëèíåéíûå ïðå-
îáðàçîâàíèÿ òðåõ ïîðÿäêîâ

l , l ◦ Γ , l ◦R.

Èõ èñêðèâëåííûå äèôôåðåíöèàëû ñòðîÿòñÿ èäåí-
òè÷íûì îáðàçîì. Ìû çàïèñàëè

Dy = dy + δy = l ◦ dx = (δ + h) ◦ dx ,
Dl = dl+ δl = l ◦ Γ ◦ dx = dl+ l ◦ γ ◦ dx ,
DΓ = dΓ+ δΓ = r ◦ dx = dΓ+ ρ ◦ dx .

Ïî òîìó æå ïðèíöèïó ìû äîëæíû ââåñòè èñêðèâ-
ëåííûé äèôôåðåíöèàë îò ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
R

DR = dR+ δR = T ◦ dx = dR+ τ ◦ dx

è äèôôåðåíöèàëû îò ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïî-
ñëåäóþùèõ ïîðÿäêîâ.
Ãåîìåòðèè Ðèìàíà ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòíûé ñëó÷àé

ðàññìîòðåííûõ ñîîòíîøåíèé

Dl = dl+ l ◦ γ ◦ dx .
DΓ = dΓ .

DR = dR .

Òàêèì îáðàçîì, â ãåîìåòðèè Ðèìàíà γiklm = 0 è
îáúåêò êðèâèçíû ïðèîáðåòàåò âèä

Riklm = Γikl,m + Γinm · Γnkl .

Ïîñëå àíòèñèììåòðèçàöèè ýòîãî âûðàæåíèÿ ïî èí-
äåêñàì l è m ïîëó÷èì îáùåèçâåñòíûé òåíçîð êðèâèç-
íû

Rik[lm] = Γik[l,m] + Γin[m · Γn|k|l] .

5. Áàçèñíîå è êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèÿ

Äèôôåðåíöèàë ïðåäñòàâëåíèÿ âåêòîðà

Dy = ei · lik · dxk (28)

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü äâîÿêèì îáðàçîì.
1. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âû÷èñëåíèå äèôôåðåíöèà-

ëà ñîïðîâîæäàåòñÿ ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì áàçèñ-
íûõ âåêòîðîâ ei

Dy = (ei · lik) · dxk .

Îáîçíà÷èì âåêòîðû, ïîëó÷àåìûå â ðåçóëüòàòå ïðå-
îáðàçîâàíèÿ

nk = ei · lik = l ◦ ek .

Òîãäà äèôôåðåíöèàë ïðåäñòàâëåíèÿ âåêòîðà ïðè-
îáðåòàåò âèä

Dy = nk · dxk . (29)

Ïðåäñòàâëåíèå èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà â ñè-
ñòåìå îòñ÷åòà, ñîïðîâîæäàåìîå óêàçàííîé çàïèñüþ
äèôôåðåíöèàëà âåêòîðà, áóäåì íàçûâàòü áàçèñíûì
ïðåäñòàâëåíèåì.
2. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âû÷èñëåíèå äèôôåðåíöèàëà

ñîïðîâîæäàåòñÿ ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì äèôôå-
ðåíöèàëîâ êîîðäèíàò

Dy = ei · (lik · dxk) .

Ââåäåì äèôôåðåíöèàëû, ïîëó÷àåìûå â ðåçóëüòàòå
ïðåîáðàçîâàíèÿ

Dyi = lik · dxk . (30)

Òàêèå äèôôåðåíöèàëû áóäåì íàçûâàòü äèôôåðåí-
öèàëàìè ïðåäñòàâëåíèÿ êîîðäèíàò. Òîãäà äèôôåðåí-
öèàë ïðåäñòàâëåíèÿ âåêòîðà ïðèîáðåòàåò âèä

Dy = ei ·Dyi .

Ïðåäñòàâëåíèå èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà â ñè-
ñòåìå îòñ÷åòà, ñîïðîâîæäàåìîå óêàçàííîé çàïèñüþ
äèôôåðåíöèàëà ïðåäñòàâëåíèÿ âåêòîðà, áóäåì íàçû-
âàòü êîîðäèíàòíûì ïðåäñòàâëåíèåì.
Â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè èìååì

D(dxk) = ddxk . (31)

Êðîìå òîãî,

Dlik = lin · Γnkl · dxl , (32)

à òàêæå

Dlik = dlik + lin · γnkl · dxl . (33)

Îòñþäà ñëåäóåò ðàíåå âûâåäåííîå ñîîòíîøåíèå

Γnkl = l̃ni · lik,l + γnkl .

Êðîìå òîãî, â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè èìååì

DΓikl = riklm · dxm , (34)

à òàêæå

DΓikl = dΓikl + γiklm · dxm .

Îòñþäà ñëåäóåò ðàíåå âûâåäåííîå ñîîòíîøåíèå

riklm = Γikl,m + γiklm .

Â ñëó÷àå ãåîìåòðèè Ðèìàíà γnklm = 0 è

DΓikl = dΓikl ,

ïîýòîìó

riklm = Γikl,m .
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V. ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ
ÈÑÊÐÈÂËÅÍÍÎÃÎ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ

1. Äèôôåðåíöèàë ïî íàïðàâëåíèþ

Ââåäåì ïîíÿòèå äèôôåðåíöèàë ïî íàïðàâëåíèþ.
Îáîçíà÷àòü òàêèå äèôôåðåíöèàëû áóäåì ñëåäóþùèì
îáðàçîì: d1, d2,... � ñîîòâåòñòâåííî äèôôåðåíöèàë
ïî íàïðàâëåíèþ 1, äèôôåðåíöèàë ïî íàïðàâëåíèþ 2
è òàê äàëåå. Àíàëîãè÷íî äëÿ èñêðèâëåííûõ äèôôå-
ðåíöèàëîâ D1, D2,... Äèôôåðåíöèàë ïî íàïðàâëåíèþ
îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî êîîðäè-
íàòå íàïðàâëåíèÿ. Íàïðèìåð,

d1 =
∂

∂x1
· dx1 ,

ãäå x1 � êîîðäèíàòà ïî íàïðàâëåíèþ 1.
Ïóñòü ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàåòñÿ äèôôåðåíöèàë âåê-

òîðà èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà Y ïî íàïðàâëåíèþ,
êîòîðîå óñëîâíî îáîçíà÷èì 1,

D1Y .

Åìó ñîîòâåòñòâóåò âåêòîð ñèñòåìû îòñ÷åòà

D1y = l ◦ d1x .

È ïóñòü ïîñëåäóþùåå äèôôåðåíöèðîâàíèå âûïîëíÿ-
åòñÿ ïî íàïðàâëåíèþ 2. Â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî âûðà-
æåíèÿ (11) èìååì

D2(D1y) ∼ D2D1Y

è

D2(D1y) = l ◦D2(d1x) +D2(l) ◦ d1x

èëè

D2D1y = l ◦ (d2d1x+ (Γ ◦ d2x) ◦ d1x) . (35)

Çàìåòèì, ÷òî, åñëè äèôôåðåíöèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ
ïî íîðìàëüíûì êîîðäèíàòàì x1 è x2 â ñèñòåìå îòñ÷å-
òà, òî

d2d1x = 0 ,

è, åñëè äèôôåðåíöèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî íîðìàëü-
íûì êîîðäèíàòàì y1 è y2 â èñêðèâëåííîì ïðîñòðàí-
ñòâå, òî

D2D1y = 0 ∼ D2D1Y = 0 .

Ïðè âû÷èñëåíèè òðåòüåãî äèôôåðåíöèàëà ïî òðåì
íàïðàâëåíèÿì âìåñòî âûðàæåíèÿ (26) ïîëó÷èì

D3(D2D1y) = l ◦ (d3d2d1x+ (Γ ◦ d2x) ◦ d3d1x+
+(Γ ◦ d3d2x) ◦ d1x+ ((r ◦ d3x) ◦ d2x) ◦ d1x+
+ (Γ ◦ d3x) ◦ d2d1x+ (Γ ◦ d3x) ◦ (Γ ◦ d2x) ◦ d1x) .

2. Âíåøíåå äèôôåðåíöèðîâàíèå

Ïåðâûé âíåøíèé äèôôåðåíöèàë íå îòëè÷àåòñÿ îò
îáû÷íîãî äèôôåðåíöèàëà � d1 èëè D1.
Âòîðîé âíåøíèé äèôôåðåíöèàë åñòü ðàçíîñòü âòî-

ðûõ äèôôåðåíöèàëîâ ïî äâóì íàïðàâëåíèÿì, îòëè÷à-
þùèõñÿ ïîðÿäêîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Äëÿ äèôôå-
ðåíöèàëîâ d îí îáîçíà÷àåòñÿ d2 ∧ d1. Òàêèì îáðàçîì,

d2 ∧ d1 = d2d1 − d1d2 .

Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ äèôôåðåíöèàëîâ ïðåäñòàâëå-
íèÿ

D2 ∧D1 = D2D1 −D1D2 .

Òðåòèé âíåøíèé äèôôåðåíöèàë åñòü àíòèñèììåò-
ðè÷íàÿ êîìáèíàöèÿ äèôôåðåíöèàëîâ ïî òðåì íàïðàâ-
ëåíèÿì. Äëÿ äèôôåðåíöèàëîâ d îí îáîçíà÷àåòñÿ d3 ∧
d2 ∧ d1. Òàêèì îáðàçîì,

d3 ∧ d2 ∧ d1 = d3d2d1 + d2d1d3 + d1d3d2 −
d2d3d1 − d3d1d2 − d1d2d3 =

(d3 ∧ d2)d1 + (d2 ∧ d1)d3 + (d1 ∧ d3)d2 .

Àíàëîãè÷íî çàïèñûâàåòñÿ òðåòèé âíåøíèé äèôôå-
ðåíöèàë äëÿ äèôôåðåíöèàëîâ ïðåäñòàâëåíèÿ.
Âíåøíèé äèôôåðåíöèàë n-ãî ïîðÿäêà åñòü àíòè-

ñèììåòðè÷íàÿ êîìáèíàöèÿ äèôôåðåíöèàëîâ ïî n íà-
ïðàâëåíèÿì4. Ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê âíåøíåãî äèô-
ôåðåíöèàëà ðàâåí ÷èñëó íåçàâèñèìûõ íàïðàâëåíèé,
òî åñòü ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà.
Âíåøíåå äèôôåðåíöèðîâàíèå óðàâíåíèÿ (6) äàåò5

D2 ∧D1y = l ◦ (d2 ∧ d1x+ (Γ ◦ d2x) ∧ d1x) . (36)

Çàìåòèì, ÷òî, åñëè âíåøíåå äèôôåðåíöèðîâàíèå
ïðîâîäèòñÿ ïî êîîðäèíàòàì (íå îáÿçàòåëüíî íîðìàëü-
íûì) â ñèñòåìå îòñ÷åòà, òî

d2 ∧ d1x = 0 , (37)

è, åñëè âíåøíåå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî
êîîðäèíàòàì â èñêðèâëåííîì ïðîñòðàíñòâå, òî

D2 ∧D1y = 0 ∼ D2 ∧D1Y = 0 .

4 Ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå äèôôåðåíöèàëû n-ãî ïîðÿäêà, â êî-
òîðûõ èñïîëüçóþòñÿ êàê àíòèñèììåòðè÷íûå êîìáèíàöèè, òàê
è ñèììåòðè÷íûå êîìáèíàöèè äèôôåðåíöèàëîâ ïî íàïðàâëå-
íèÿì. Äëÿ ïîäàëãåáð óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû, ðàññìîòðåííûõ
â Ãëàâå 1.2. Ðàçäåë 2.5., öåëåñîîáðàçíî àíòèñèììåòðè÷íûå è
ñèììåòðè÷íûå êîìáèíàöèè äèôôåðåíöèàëîâ ïîñòàâèòü â ñî-
îòâåòñòâèå àíòèñèììåòðè÷íûì è ñèììåòðè÷íûì ïðîèçâåäå-
íèÿì áàçèñíûõ âåêòîðîâ. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ âíåøíåå äèô-
ôåðåíöèðîâàíèå ñîîòâåòñòâóåò àëãåáðå Êëèôôîðäà.

5 Ýòî æå ñîîòíîøåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü ïóòåì àíòèñèììåòðè-
çàöèè ñîîòíîøåíèÿ (35).
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Óðàâíåíèå (36) â ñèñòåìå îòñ÷åòà âûãëÿäèò ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

D2 ∧D1y = l ◦ ((Γ ◦ d2x) ∧ d1x) (38)

è ïî îòíîøåíèþ ê êîîðäèíàòàì

D2 ∧D1y
i = lin · Γn[kl] · d1xk ∧ d2xl . (39)

Àíòèñèììåòðè÷íàÿ ÷àñòü êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíî-
ñòè íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì êðó÷åíèÿ è îáîçíà÷àåòñÿ

Tn[kl] = Γn[kl] .

Âíåøíåå äèôôåðåíöèðîâàíèå óðàâíåíèÿ (38) â ñè-
ñòåìå îòñ÷åòà äàåò

D3 ∧D2 ∧D1y = l ◦ (((r ◦ d3x) ∧ d2x) ∧ d1x+

+(Γ ◦ d3x) ∧ (Γ ◦ d2x) ∧ d1x) .

Ïî îòíîøåíèþ ê êîîðäèíàòàì ýòî ñîîòíîøåíèå èìå-
åò âèä

D3∧D2∧D1y
i = lin ·Rn[klm] ·d1xk∧d2xl∧d3xm . (40)

Âû÷èñëèì âíåøíèé äèôôåðåíöèàë îò âòîðîãî äèô-
ôåðåíöèàëà D2(D1y):

D3 ∧D2(D1y) = l ◦ (d3 ∧ d2d1x+ (Γ ◦ d2x) ◦ d3d1x−
−(Γ ◦ d3x) ◦ d2d1x+ (d3 ∧ d2x ◦ Γ) ◦ d1x+

((r ◦ d3x) ∧ d2x) ◦ d1x+ (Γ ◦ d3x) ◦ d2d1x−
−(Γ ◦ d2x) ◦ d3d1x+ (Γ ◦ d3x) ◦ d1x ◦ (Γ ◦ d2x)−
−(Γ ◦ d2x) ◦ d1x ◦ (Γ ◦ d3x))

(41)
èëè

D3 ∧D2(D1y) = l ◦ ((R ◦ d3x) ∧ d2x) ◦ d1x .

Ïî îòíîøåíèþ ê êîîðäèíàòàì

D3 ∧D2(D1x
i) = lin ·Rnk[lm] · d1xk · d2xl ∧ d3xm .

Çäåñü Rnk[lm] � ýòî òåíçîð êðèâèçíû èñêðèâëåííîãî
ïðîñòðàíñòâà.

3. Ïåðâîå óðàâíåíèå ñòðóêòóðû èñêðèâëåííîãî
ïðîñòðàíñòâà

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ (36) â ôîðìå, â êîòîðîé îíè
â äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè íàçûâàþòñÿ óðàâíå-
íèÿìè ñòðóêòóðû. Äëÿ ýòîãî îáðàòèìñÿ ê êîîðäèíàò-
íîìó ïðåäñòàâëåíèþ è çàïèøåì äèôôåðåíöèàë ïðåä-
ñòàâëåíèÿ îò êîîðäèíàò âåêòîðà

Dyi = lik · dxk .

Äàëåå ââåäåì ïåðåîáîçíà÷åíèå6

ωi ≡ Dyi .

6 Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû, ê êîòîðûì îòíîñèòñÿ Dyi, â
äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü áóêâîé ω.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì

ωi = lik · dxk .

Âûïîëíèì âíåøíåå D-äèôôåðåíöèðîâàíèå ýòîãî
ñîîòíîøåíèÿ:

D2 ∧ ωi(d1) = D2l
i
k ∧ d1xk + lik ·D2 ∧ d1xk

è â ñèëó âûðàæåíèé (32) è (37) ïîëó÷èì

D2 ∧ ωi(d1) = D2l
i
k ∧ d1xk .

Äàëåå âûïîëíèì ïðåîáðàçîâàíèå

D2 ∧ ωi(d1) = (D2l
i
n · l̃nk) ∧ (lkm · d1xm) . (42)

Çäåñü ìàòðèöà l̃ ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ïî îòíîøåíèþ
ê ìàòðèöå l, òî åñòü

l̃nk · lkm = δnm .

Ó÷òåì, ÷òî

lkm · d1xm = ωk(d1) ,

à òàêæå ââåäåì îáîçíà÷åíèå

ωik(D2) = D2l
i
n · l̃nk . (43)

Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå (42) ïðèîáðåòàåò âèä

D2 ∧ ωi(d1) = ωik(D2) ∧ ωk(d1) . (44)

Ýòî óðàâíåíèå íàçîâåì ïåðâûì óðàâíåíèåì ñòðóê-
òóðû èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà.
Äëÿ ïðîñòîòû çàïèñè óðàâíåíèé ñòðóêòóðû ïðèíÿ-

òî îïóñêàòü èíäåêñû íàïðàâëåíèé ïðè äèôôåðåíöèà-
ëàõ è çíàê àëüòåðíèðîâàíèÿ ∧ äëÿ äèôôåðåíöèàëîâ
ôîðì. Ñ ó÷åòîì ýòîãî ïåðâîå óðàâíåíèå ñòðóêòóðû
ïðèîáðåòàåò âèä

Dωi = ωik ∧ ωk . (45)

Ðàññìîòðèì ôîðìû ωik(D). Èç âûðàæåíèé (43) è
(33) èìååì

ωik(D) = Dlin · l̃nk = (dlin + lip · γpnm · dxm) · l̃nk

èëè

ωik(D) = dlin · l̃nk +
lip · γpnm · l̃

n
k · l̃ml · ωl .

(46)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

ω′i
k = ωik(d) = dlin · l̃nk

è

γ′ikl = lip · γpnm · l̃
n
k · l̃ml .
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Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

ωik = ω′i
k + γ′ikl · ωl . (47)

Ââåäåì êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè Γ′i
kl â ñîîòâåò-

ñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì

ωik = Γ′i
kl · ωl .

Èç âûðàæåíèÿ (46) èìååì

ωik(D) = lip · l̃pq · lqn,m · l̃nk · l̃ml · ωl+
lip · γpnm · l̃

n
k · l̃ml · ωl

èëè

ωik(D) =

lip · (l̃pq · lqn,m + γpnm) · l̃nk · l̃ml · ωl .

Òàê êàê âûðàæåíèå â ñêîáêàõ7

l̃pq · lqn,m + γpnm = Γpnm ,

òî äëÿ ââåäåííûõ êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè Γ′i
kl ïî-

ëó÷èì

Γ′i
kl = lip · Γpnm · l̃nk · l̃ml .

4. Âòîðîå óðàâíåíèå ñòðóêòóðû èñêðèâëåííîãî
ïðîñòðàíñòâà

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ (41) â ôîðìå, â êîòîðîé îíè
â äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè íàçûâàþòñÿ óðàâ-
íåíèÿìè ñòðóêòóðû. Äëÿ ýòîãî îáðàòèìñÿ ê êîîð-
äèíàòíîìó ïðåäñòàâëåíèþ è âûïîëíèì âíåøíåå D-
äèôôåðåíöèðîâàíèå ñîîòíîøåíèÿ (44):

D3 ∧D2 ∧ ωi(d1) =
D3 ∧ ωik(D2) ∧ ωk(d1) + ωik(D2) ∧D3 ∧ ωk(d1) .

Â ñèëó âûðàæåíèÿ (44) ïîëó÷èì

D3 ∧D2 ∧ ωi(d1) =(
D3 ∧ ωik(D2) + ωin(D2) ∧ ωnk(D3)

)
∧ ωk(d1) .

Âûðàæåíèå â ñêîáêàõ îáîçíà÷èì ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

D3 ∧ ωik(D2) + ωin(D2) ∧ ωnk(D3) = ωikl(D3) ∧ ωl(d2)

èëè

D3 ∧ωik(D2) = ωnk(D3)∧ωin(D2)+ωikl(D3)∧ωl(d2) .
(48)

Ýòî óðàâíåíèå íàçîâåì âòîðûì óðàâíåíèåì ñòðóê-
òóðû èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà.

7 Ñì. ñîîòíîøåíèå (17).

Äëÿ ïðîñòîòû çàïèñè óðàâíåíèé ñòðóêòóðû ïðèíÿ-
òî îïóñêàòü èíäåêñû íàïðàâëåíèé ïðè äèôôåðåíöèà-
ëàõ è çíàê àëüòåðíèðîâàíèÿ ∧ äëÿ äèôôåðåíöèàëîâ
ôîðì. Â ðåçóëüòàòå âòîðîå óðàâíåíèå ñòðóêòóðû ïðè-
îáðåòàåò âèä

Dωik = ωnk ∧ ωin + ωikl ∧ ωl . (49)

Ðàññìîòðèì ôîðìû ωikl. Çàïèøåì èõ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

ωikl = R′i
klm · ωm .

Èç óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû ñëåäóåò

R′i
k[lm] = γ′ik[lm] + Γ′i

k[l,m] + Γ′i
n[m · Γ′n

|k|l] .

Äëÿ ãåîìåòðèè Ðèìàíà γ′ik[lm] = 0 è

R′i
k[lm] = Γ′i

k[l,m] + Γ′i
n[m · Γ′n

|k|l] .

Â îáùåì ñëó÷àå ïîñëåäóþùåå âíåøíåå äèôôåðåí-
öèðîâàíèå óðàâíåíèé ñòðóêòóðû ïîçâîëÿåò óñòàíî-
âèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì

ωi , ωik , ωikl , ...

è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì óðàâíåíèé ñòðóêòóðû. Óêà-
çàííûé ìåòîä åãî àâòîð � Ã.Ô.Ëàïòåâ � íàçâàë ìåòî-
äîì ïðîäîëæåíèé. Îãðàíè÷èìñÿ ïðèâåäåííûìè äâóìÿ
óðàâíåíèÿìè ñòðóêòóðû. Ýòè óðàâíåíèÿ îáîáùàþò
èçâåñòíûå óðàâíåíèÿ Êàðòàíà-Ëàïòåâà â òîì îòíî-
øåíèè, ÷òî çäåñü èñïîëüçóåòñÿ äèôôåðåíöèàë ïðåä-
ñòàâëåíèÿ D, à êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè îáëàäàþò
ïðîèçâîëüíîé ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî íèæíèõ èí-
äåêñîâ.

5. Èíâàðèàíòíûé âûâîä óðàâíåíèé ñòðóêòóðû
èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà

Ðàññìîòðèì âåêòîð êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðû T 2

D1t = ei · ωi(d1) + Iki · ωik(D1) + Jlki · ωikl(D1) .

Âîçüìåì D2 � äèôôåðåíöèàë îò ýòîãî âåêòîðà ïî
íàïðàâëåíèþ 2. Âûðàæåíèå

D2D1t = D1t ◦D2t

îïðåäåëèì êàê óðàâíåíèå ñòðóêòóðû àëãåáðû T 2.
Âû÷èñëèì àíòèñèììåòðè÷íóþ ÷àñòü ýòîãî âûðàæå-
íèÿ

D2 ∧ (ei · ωi(d1) + Iki · ωik(D1) + Jlki · ωikl(D1)) =

(ei · ωi(d1) + Iki · ωik(D1) + Jlki · ωikl(D1)) ∧
(ei · ωi(d2) + Iki · ωik(D2) + Jlki · ωikl(D2)) ,

ðàñêðûâàÿ ñêîáêè è ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè
îäèíàêîâûõ áàçèñíûõ âåêòîðàõ â ëåâîé è ïðàâîé ÷à-
ñòÿõ óðàâíåíèÿ. Ïîëó÷èì

D2 ∧ ωi(d1) = ωik(D2) ∧ ωi(d1) ,
D2 ∧ ωik(D1) = ωnk(D2) ∧ ωin(D1) + ωikl(D2) ∧ ωl(d1) .
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Ýòè óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàíåå ïîëó÷åí-
íûå óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàí-
ñòâà (44) è (48).

6. Óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû Êàðòàíà-Ëàïòåâà

Óðàâíåíèÿì ñòðóêòóðû èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàí-
ñòâà ìîæíî ïðèäàòü äðóãîé âèä. Êàê è â Ðàçäåëå IV.3
ðàññìîòðèì ôîðìó

ωi = lik · dxk .

Îäíàêî òåïåðü âûïîëíèì âíåøíåå íåD−, à d− äèô-
ôåðåíöèðîâàíèå ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ:

d2 ∧ ωi(d1) = d2l
i
k ∧ d1xk + lik · d2 ∧ d1xk .

Â ñèëó âûðàæåíèÿ (37) ïîëó÷èì

d2 ∧ ωi(d1) = d2l
i
k ∧ d1xk . (50)

Äàëåå âûïîëíèì ïðåîáðàçîâàíèå

d2 ∧ ωi(d1) = (d2l
i
n · l̃nk) ∧ (lkm · d1xm) .

Çäåñü ìàòðèöà l̃ ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ïî îòíîøåíèþ
ê ìàòðèöå l. Ó÷òåì, ÷òî

lkm · d1xm = ωk(d1)

è

ω′i
k(d2) = d2l

i
n · l̃nk . (51)

Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå (50) ïðèîáðåòàåò âèä

d2 ∧ ωi(d1) = ω′i
k(d2) ∧ ωk(d1) . (52)

Âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì (47), èç êîòîðîãî ñëå-
äóåò

ω′i
k = ωik − γ′ikl · ωl . (53)

Ïîëó÷èì

d2 ∧ ωi(d1) = ωik(d2) ∧ ωk(d1)− γ′ikl · ωl(d2) ∧ ωk(d1)
(54)

èëè â ñîêðàùåííîì âèäå

dωi = ωik ∧ ωk − γ′ikl · ωl ∧ ωk . (55)

Ýòî óðàâíåíèå íàçîâåì ïåðâûì óðàâíåíèåì ñòðóêòó-
ðû èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà Êàðòàíà-Ëàïòåâà.
Ðàññìîòðèì âòîðîå óðàâíåíèå ñòðóêòóðû. Äëÿ ýòî-

ãî âûïîëíèì âíåøíåå d-äèôôåðåíöèðîâàíèå ñîîòíî-
øåíèÿ (52), ïîëó÷èì

d3 ∧ d2 ∧ ωi(d1) =(
d3 ∧ ω′i

k(d2) + ω′i
n(d2) ∧ ω′n

k(d3)
)
∧ ωk(d1) .

Òàê êàê

d3 ∧ d2 ∧ ωi(d1) = 0 ,

òî èìååì(
d3 ∧ ω′i

k(d2) + ω′i
n(d2) ∧ ω′n

k(d3)
)
∧ ωk(d1) = 0 .

Äëÿ ôîðì âèäà (51) îòñþäà ñëåäóåò

d3 ∧ ω′i
k(d2) = ω′n

k(d3) ∧ ω′i
n(d2)

èëè â ñîêðàùåííîì âèäå

dω′i
k = ω′n

k ∧ ω′i
n .

Ïîäñòàâèì ñþäà âûðàæåíèÿ (53) äëÿ ôîðì ω′i
k. Ïî-

ëó÷èì

d3 ∧
(
ωik(d2)− γ′ikl · ωl(d2)

)
=(

ωnk(d3)− γ′nkl · ωl(d3)
)
∧
(
ωin(d2)− γ′inm · ωm(d2)

)
èëè

d3 ∧ ωik(d2)− d3γ′ikl ∧ ωl(d2)− γ′ikl · d3 ∧ ωl(d2) =
ωnk(d3) ∧ ωin(d2)− γ′nkl · ωl(d3) ∧ ωin(d2)−
ωnk(d3) ∧ γ′inm · ωm(d2)− γ′nkl · ωl(d3) ∧ γ′inm · ωm(d2) .

Ïîñëå íåîáõîäèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ ó÷åòîì ïåð-
âîãî óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû, ïîëó÷èì

d3 ∧ ωik(d2) = ωnk(d3) ∧ ωin(d2) +
γ′iklω

l
m(d3) ∧ ωm(d2) + γ′nkl · ωin(d3) ∧ ωl(d2)−

γ′inl · ωnk(d3) ∧ ωl(d2) + r′ik[l,m] · ωm(d3) ∧ ωl(d2) .
(56)

Çäåñü

r′ik[l,m] = γ′ik[l,m] + γ′in[mγ
′n

|k|l] − γ′ikn · γ′n[lm]

� òåíçîð êðèâèçíû îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ ñâÿç-
íîñòè γ′.
Â ñîêðàùåííîì âèäå

dωik = ωnk ∧ ωin + γ′iklω
l
m ∧ ωm + γ′nkl · ωin ∧ ωl −

γ′inl · ωnk ∧ ωl + r′ik[l,m] · ωm ∧ ωl .

Ýòî óðàâíåíèå íàçîâåì âòîðûì óðàâíåíèåì ñòðóêòó-
ðû èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà Êàðòàíà-Ëàïòåâà.

VI. ÀÁÑÎËÞÒÍÎÅ
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÎÂÀÍÈÅ

1. Îïåðàòîð èñêðèâëåííîãî
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ Xi

Ââåäåì îïåðàòîð èñêðèâëåííîãî äèôôåðåíöèðîâà-
íèÿ èëè îòíîñèòåëüíóþ ïðîèçâîäíóþ

Xk =
D

∂xk
.
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Íàçîâåì åãî èñêðèâëåííîé ïðîèçâîäíîé. Îíà ñâÿçà-
íà ñ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî êîîðäèíàòàì ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

Xk =
∂

∂xk
+

δ

∂xk
.

Èñïîëüçóÿ èñêðèâëåííóþ ïðîèçâîäíóþ, ñîîòíîøå-
íèå (30) êîîðäèíàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ìîæíî çàïè-
ñàòü òàê:

Xk(y
i) = lik .

Ñîîòíîøåíèå (32) êîîðäèíàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
ìîæíî çàïèñàòü òàê:

Xl(l
i
k) = lin · Γikl

èëè

Xl(l
i
k) = lik,l + lin · γnkl .

Ñîîòíîøåíèå (34) êîîðäèíàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
ìîæíî çàïèñàòü òàê:

Xm(Γikl) = rnklm

èëè

Xm(Γikl) = Γikl,m + γiklm .

Äëÿ ãåîìåòðèè Ðèìàíà γnklm = 0, ïîýòîìó

Xm(Γikl) =
∂Γikl
∂xm

= Γikl,m .

Ñîîòíîøåíèå áàçèñíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (28) ìîæíî
çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Xk(y) = ei · lik ,

èëè

Xk(y) = nk .

Ïðèìåíÿÿ ê ýòîìó âûðàæåíèþ îïåðàòîð èñêðèâëåí-
íîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ Xl, ïîëó÷èì

XlXk(y) = Xl(ei) · lik + ei ·Xl(l
i
k) . (57)

Ðàññìîòðèì ýòî ñîîòíîøåíèå ïðè óñëîâèè

Xl(ei) = 0

èëè

Dei = 0 .

Ïîëó÷èì

XlXk(y) = ei ·Xl(l
i
k) = ei · lin · Γnkl = Xn(y) · Γnkl

èëè â äðóãîé çàïèñè

Xl(nk) = nn · Γnkl . (58)

Îòñþäà

Xl ∧Xk(y) = nn · Γn[kl] .

Äèôôåðåíöèðóÿ ñîîòíîøåíèå (57) åùå ðàç ïðè
óñëîâèè Dei = 0, ïîëó÷èì

XmXlXk(x) = XmXl(nk) =

Xm(nn) · Γnkl + nn ·Xm(Γnkl) =

ni · (Xm(Γikl) + Γinm · Γnkl) = ni ·Riklm .

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå îòñþäà èìååì

Xm ∧Xl(nk) = ni ·Rik[lm] (59)

à òàêæå

Xm(Xl ∧Xk(x)) = ni ·Ri[kl]m . (60)

2. Àáñîëþòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå

1. Îáðàòèìñÿ ê ñîîòíîøåíèþ (6)

D1y = l ◦ d1x ∼ DY

è âòîðîìó èñêðèâëåííîìó äèôôåðåíöèàëó îò âûðà-
æåíèÿ D1y

DD1y = l ◦ (Dd1x+ (Γ ◦ dx) ◦ d1x) . (61)

Ïîñëå óìíîæåíèÿ ñëåâà íà îáðàòíîå ëèíåéíîå ïðå-
îáðàçîâàíèå l̃ ïîëó÷èì

l̃ ◦DD1y = Dd1x+ (Γ ◦ dx) ◦ d1x .

Äëÿ âûðàæåíèÿ â ëåâîé ÷àñòè ââåäåì íîâîå îáîçíà-
÷åíèå

l̃ ◦DD1y = D(d1x) .

Äèôôåðåíöèàë D íàçîâåì àáñîëþòíûì. Òàêèì îá-
ðàçîì,

D(d1x) = Dd1x+ (Γ ◦ dx) ◦ d1x .

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü àáñîëþòíûé äèôôåðåíöèàë
ïðè óñëîâèè

Dd1x = dd1x .

Òîãäà

D(d1x) = dd1x+ (Γ ◦ dx) ◦ d1x .

Àáñîëþòíûé äèôôåðåíöèàë ìîæíî çàïèñàòü è ïî
îòíîøåíèþ ê êîîðäèíàòàì âåêòîðà d1x:

D(d1xi) = D(d1x
i) + Γikl · d1xk · dxl .

Ïðè óñëîâèè

D(d1x
i) = d(d1x

i)
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àáñîëþòíûé äèôôåðåíöèàë îò êîîðäèíàò âåêòîðà
ïðèîáðåòàåò âèä

D(d1xi) = d(d1x
i) + Γikl · d1xk · dxl .

2. Îïðåäåëåíèå àáñîëþòíîãî äèôôåðåíöèàëà îáîá-
ùàåòñÿ íà ñëó÷àé âåêòîðíûõ è òåíçîðíûõ ïîëåé íà
ñèñòåìå îòñ÷åòà X è èñêðèâëåííîì ïðîñòðàíñòâå Y .
Ïóñòü íà òî÷êàõ ñèñòåìû îòñ÷åòà çàäàíî ïîëå âåê-

òîðîâ S(x). Èñïîëüçóÿ áàçèñíûå âåêòîðû ñèñòåìû îò-
ñ÷åòà, ìîæíî çàïèñàòü

S(x) = ek · Sk(x) .

Çäåñü Sk(x) � êîîðäèíàòû âåêòîðà. È ïóñòü, êðîìå
òîãî, íà òî÷êàõ èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà çàäàíî
ïîëå âåêòîðîâ S(y). Ýòîìó âåêòîðó ìû ñòàâèì â ñî-
îòâåòñòâèå ëèíåéíî ïðåîáðàçîâàííûé âåêòîð S(x), òî
åñòü

S′(x) = l(x) ◦ S(x) ∼ S(y) .

Ïðè ýòîì äèôôåðåíöèàëó DS ñîîòâåòñòâóåò äèô-
ôåðåíöèàë DS′:

DS′ ∼ DS .

Ïî àíàëîãèè ñ âûðàæåíèåì (61) äëÿ DS′ èìååì

DS′ = l ◦ (DS + (Γ ◦ dx) ◦ S) . (62)

Ïîñëå óìíîæåíèÿ ñëåâà íà îáðàòíîå ëèíåéíîå ïðå-
îáðàçîâàíèå l̃ ïîëó÷èì

l̃ ◦DS′ = DS + (Γ ◦ ◦dx) ◦ S .

Äëÿ âûðàæåíèÿ â ëåâîé ÷àñòè ââåäåì íîâîå îáîçíà-
÷åíèå

l̃ ◦DS′ = DS .

Äèôôåðåíöèàë D îáîáùàåò ðàíåå ââåäåííûé àáñî-
ëþòíûé äèôôåðåíöèàë. Òàêèì îáðàçîì,

DS = DS + (Γ ◦ dx) ◦ S .

Ïîëàãàÿ

DS = dS ,

ïîëó÷èì êëàññè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ àáñîëþòíîãî
äèôôåðåíöèàëà êîíòðàâàðèàíòíîãî âåêòîðà

DS = dS + (Γ ◦ dx) ◦ S .

Îò äèôôåðåíöèàëîâ ïåðåéäåì ê ïðîèçâîäíûì

DS
∂xi

=
∂S

∂xi
+ (Γ ◦ ei) ◦ S . (63)

Âûðàæåíèå

D
∂xi

íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíîé ïðîèçâîäíîé. Ñîîòíîøåíèå
(63) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â äðóãèõ îáîçíà÷åíèÿõ:

S;i = S,i + (Γ ◦ ei) ◦ S .

Çäåñü è äàëåå èíäåêñ, îòäåëåííûé òî÷êîé ñ çàïÿòîé,
îçíà÷àåò ÷àñòíîå àáñîëþòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî
êîîðäèíàòå ñ ýòèì èíäåêñîì.
Àáñîëþòíûé äèôôåðåíöèàë ìîæíî çàïèñàòü è ïî

îòíîøåíèþ ê êîîðäèíàòàì âåêòîðà S (ïðè óñëîâèè
DSi = dSi)

DSi = dSi + Γikl · Sk · dxl .

Îò äèôôåðåíöèàëîâ ïåðåéäåì ê ïðîèçâîäíûì

DSi

∂xl
=
∂Si

∂xl
+ Γikl · Sk . (64)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî èíà÷å:

Si;l = Si,l + Γikl · Sk .

Êðîìå òîãî, îòìåòèì, ÷òî èç âûðàæåíèÿ (62) ñëå-
äóåò ñâÿçü ìåæäó èñêðèâëåííîé ïðîèçâîäíîé è àáñî-
ëþòíîé ïðîèçâîäíîé êîíòðàâàðèàíòíîãî âåêòîðà

Xl(S
′) = l ◦ S;l , (65)

è äëÿ êîîðäèíàò êîíòðàâàðèàíòíîãî âåêòîðà

Xl(S
′i) = lik · Sk;l . (66)

3. Ïóñòü íà òî÷êàõ ñèñòåìû îòñ÷åòà çàäàíî ïîëå êî-
âàðèàíòíûõ (ñîïðÿæåííûõ) âåêòîðîâ S∗(x). Èñïîëü-
çóÿ áàçèñíûå âåêòîðû ñèñòåìû îòñ÷åòà, ìîæíî çàïè-
ñàòü

S∗(x) = Si(x) ·Ei .

Çäåñü Si(x) � êîîðäèíàòû âåêòîðà. È ïóñòü íà òî÷-
êàõ èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà çàäàíî ïîëå êîâàðè-
àíòíûõ (ñîïðÿæåííûõ) âåêòîðîâ S∗(y). Ýòîìó âåêòî-
ðó ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ëèíåéíî ïðåîáðàçîâàííûé
âåêòîð S∗(x), òî åñòü

S
∗(y) ∼ S′∗(x) = S∗(x) ◦ l̃(x) .

Ïðè ýòîì äèôôåðåíöèàëó DS∗ ñîîòâåòñòâóåò äèô-
ôåðåíöèàë DS′∗:

DS′∗ ∼ DS∗ .

Äëÿ DS′∗ èìååì

DS′∗ = (DS∗ + S∗ ◦ (Dl̃ ◦ l)) ◦ l̃ .

Ó÷òåì, ÷òî

Dl̃ ◦ l+ l̃ ◦Dl = 0

îòêóäà

Dl̃ ◦ l = −l̃ ◦Dl = −Γ ◦ dx .
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Ïîëó÷èì

DS′∗ = (DS∗ − S∗ ◦ (Γ ◦ dx)) ◦ l̃ . (67)

Ïîñëå óìíîæåíèÿ ñïðàâà íà ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâà-
íèå l ïîëó÷èì

DS′∗ ◦ l = DS∗ − S∗ ◦ (Γ ◦ dx) .

Äëÿ âûðàæåíèÿ â ëåâîé ÷àñòè ââåäåì îáîçíà÷åíèå
àáñîëþòíîãî äèôôåðåíöèàëà

DS′∗ ◦ l = D(S∗) .

Òàêèì îáðàçîì,

D(S∗) = DS∗ − S∗ ◦ (Γ ◦ dx) .

Ïîëàãàÿ

DS∗ = dS∗ ,

ïîëó÷èì êëàññè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ àáñîëþòíîãî
äèôôåðåíöèàëà êîâàðèàíòíîãî âåêòîðà

D(S∗) = dS∗ − S∗ ◦ (Γ ◦ dx) .

Ñîîòâåòñâåííî àáñîëþòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ êîâàðèàíò-
íîãî âåêòîðà çàïèøåòñÿ êàê

D(S)∗

∂xi
=
∂S∗

∂xi
− S∗ ◦ (Γ ◦ ei) .

Â äðóãèõ îáîçíà÷åíèÿõ

S∗
;i = S∗

,i − S∗ ◦ (Γ ◦ ei) .

Àáñîëþòíûé äèôôåðåíöèàë ìîæíî ââåñòè è ïî îò-
íîøåíèþ ê êîîðäèíàòàì êîâàðèàíòíîãî âåêòîðà S∗:

D(Sk) = d(Sk)− Si · Γikl · dxl .

Çàïèøåì ýòî ñîîòíîøåíèå ÷åðåç àáñîëþòíóþ ïðî-
èçâîäíóþ

DSk
∂xl

=
∂Sk
∂xl
− Si · Γikl

èëè â äðóãèõ îáîçíà÷åíèÿõ

Sk;l = Sk,l − Si · Γikl .

Êðîìå òîãî, îòìåòèì, ÷òî èç âûðàæåíèÿ (67) ñëåäóåò
ñâÿçü ìåæäó èñêðèâëåííîé ïðîèçâîäíîé è àáñîëþòíîé
ïðîèçâîäíîé êîâàðèàíòíîãî âåêòîðà

Xl(S
′∗) = S∗

;l ◦ l̃ , (68)

à äëÿ êîîðäèíàò êîâàðèàíòíîãî âåêòîðà

Xl(S
′
i) = Sk;l · l̃ki . (69)

4. Ïóñòü òåïåðü çàäàíî ïðåîáðàçîâàíèå ëèíåéíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ l0

l′ = l ◦ l0 ◦ l̃

èëè ïî îòíîøåíèþ ê êîîðäèíàòàì

l′mn = lmk · (l0)ki · l̃in . (70)

Ðàññìîòðèì èñêðèâëåííûé äèôôåðåíöèàë ýòîãî
âûðàæåíèÿ

Dl′mn = lmk ·D(l0)
k
i · l̃in+

Dlmk · (l0)ki · l̃in + lmk · (l0)ki ·Dl̃in
èëè

Dl′mn = lmk ·
(
D(l0)

k
i+

l̃kq ·Dlqp · (l0)pi + (l0)
k
p ·Dl̃pq · lqi

)
· l̃in .

Çàïèøåì ýòî âûðàæåíèå â ñëåäóþùåì âèäå:

Dl′mn = lmk · D(l0)ki · l̃in ,

ãäå

D(l0)ki = D(l0)
k
i + l̃kq ·Dlqp · (l0)pi + (l0)

k
p ·Dl̃pq · lqi

åñòü àáñîëþòíûé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè (l0)
k
i. Ïî-

ëàãàÿ

D(l0)
k
i = d(l0)

k
i ,

ïîëó÷èì àáñîëþòíûé äèôôåðåíöèàë â îáùåïðèíÿòîì
âèäå:

D(l0)ki = d(l0)
k
i + (l̃kq ·Dlqp) · (l0)pi + (l0)

k
p · (Dl̃pq · lqi) .

Èñïîëüçóÿ êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè (32), äëÿ àáñî-
ëþòíîãî äèôôåðåíöèàëà ïîëó÷èì

D(l0)ki = d(l0)
k
i + Γkpl · dxl · (l0)pi − (l0)

k
p · Γpil · dxl .

Äèôôåðåíöèàëó D ñîîòâåòñòâóåò àáñîëþòíàÿ ïðî-
èçâîäíàÿ

D(l0)ki
∂xl

=
∂(l0)

k
i

∂xl
+ Γkpl · (l0)pi − (l0)

k
p · Γpil .

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà Ski, êîòîðûé èçìåíÿåò-
ñÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ëèíåéíîé ãðóïïû ïîäîáíî âû-
ðàæåíèþ (70)

S′m
n = lmk · Ski · (l−1)in ,

àáñîëþòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ èìååò âèä

DSki
∂xl

=
∂Ski
∂xl

+ Γkpl · Spi − Skp · Γpil .

Çàïèøåì àáñîëþòíóþ ïðîèçâîäíóþ îò òåíçîðà êðó-
÷åíèÿ

DT iml
∂xn

=
∂T iml
∂xn

+ Γipn · T pml − T ipl · Γpmn − T imp · Γpln ,

è àáñîëþòíóþ ïðîèçâîäíóþ îò òåíçîðà êðèâèçíû

DRiklm
∂xn

=
∂Riklm
∂xn

+ Γipn ·Rpklm −Riplm · Γpkn −
Rikpm · Γpln −Riklp · Γpmn .
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3. Äèôôåðåíöèðîâàíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ

Íàïîìíèì, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè (28) è
(29) âåêòîð Dy çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç áàçèñíûå âåêòîðû
ei è nk ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Dy = ei · lik · dxk = nk · dxk .

Çäåñü

ei · lik = nk .

Ðàññìîòðèì èñêðèâëåííûé äèôôåðåíöèàë ýòîãî
âûðàæåíèÿ. Èìååì

Dei · lik + ei ·Dlik = Dnk .

Ó÷òåì, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé àáñîëþòíûé äèôôåðåíöèàë áàçèñíûõ
âåêòîðîâ nk

Dei · lik = Dnk .

Êðîìå òîãî, ó÷òåì, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå â ëåâîé
÷àñòè ìîæåò áûòü çàïèñàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(ei · lin) · (l̃nm ·Dlmk) = nn · Γnkl · dxl .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì àáñîëþòíûé äèôôåðåíöèàë
áàçèñíûõ âåêòîðîâ nk

Dnk = Dnk − nn · Γnkl · dxl . (71)

Ñîîòâåòñòâåííî àáñîëþòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ èìååò âèä

nk;l = Xl(nk)− nn · Γnkl .

Ïðèâåäåì ÷àñòíûå ñëó÷àè óêàçàííîãî àáñîëþòíîãî
äèôôåðåíöèàëà.
1.

Dnk = dnk .

Òîãäà àáñîëþòíûé äèôôåðåíöèàë áàçèñíûõ âåêòîðîâ
nk ïðèîáðåòàåò âèä

Dnk = dnk − nn · Γnkl · dxl ,

à àáñîëþòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ �

nk;l =
∂nk
∂xl
− nn · Γnkl .

2.

Dnk = 0 .

Â ýòîì ñëó÷àå

Dnk = nn · Γnkl · dxl

îòêóäà

Γnkl = Nn ·Xl(nk) .

3. Ñëó÷àé, êîãäà èìåþò ìåñòî îáà ïðåäûäóùèõ
÷àñòíûõ óñëîâèÿ

Dnk = 0 , Dnk = dnk .

Â ýòîì ñëó÷àå

∂nk
∂xl

= ni · Γikl

îòêóäà

Γikl = Ni · nk,l . (72)

Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå òåíçîð êðèâèçíû èñ-
êðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ.
Âû÷èñëèì

Riklm = Γikl,m − Γikm,l + Γinm · Γnkl − Γinl · Γnkm ,

èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (72). Ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ â
ïðàâîé ÷àñòè äàþò

Γikl,m − Γikm,l =

= (Ni · nk,l),m − (Ni · nk,m),l =

= (Ni
,m · nk,l)− (Ni

,l · nk,m),l . (73)

Äëÿ òðåòüåãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷èì 8

Γinm · Γnkl =
= (Ni · nn,m) · (Nn · nk,l) =
= −(Ni

,m · nn) · (Nn · nk,l) = −(Ni
,m) · (nk,l) .(74)

Äëÿ ÷åòâåðòîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷èì

−Γinl · Γnkm =

= −(Ni · nn,l) · (Nn · nk,m) =

= (Ni
,l · nn) · (Nn · nk,m) = (Ni

,l) · (nk,m) . (75)

Ñêëàäûâàÿ âûðàæåíèÿ (73), (74) è (75), ïîëó÷èì

Riklm ≡ 0 .

4. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà

Ïðèâåäåì äâà âàðèàíòà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ìåò-
ðè÷åñêîãî òåíçîðà. Â îäíîì èç íèõ èñïîëüçóþòñÿ áà-
çèñíûå âåêòîðû, â äðóãîì � íåò.
Ïåðâûé âàðèàíò.
Âîçüìåì àáñîëþòíûé äèôôåðåíöèàë îò ñîîòíîøå-

íèÿ, îïðåäåëÿþùåãî ìåòðè÷åñêèé òåíçîð

gk1k2 = (nk1 · nk2) . (76)

8 Çäåñü è äàëåå èñïîëüçóåòñÿ òîæäåñòâî

(a∗ · nn) · (Nn · b) = (a∗ · b) .
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Ïîëó÷èì

Dgk1k2 = (Dnk1 · nk2) + (nk1 · Dnk2) .

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ àáñîëþòíûì äèôôåðåíöèà-
ëîì áàçèñíûõ âåêòîðîâ (71), ñãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå
è âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (76). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
àáñîëþòíûé äèôôåðåíöèàë ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà

Dgk1k2 = Dgk1k2−gnk2 ·Γ
n
k1l·dxl−gk1n·Γ

n
k2l·dxl . (77)

Àáñîëþòíîìó äèôôåðåíöèàëó ìåòðè÷åñêîãî òåíçî-
ðà ñîîòâåòñòâóåò àáñîëþòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ

gk1k2;l = Xl(gk1k2)− gnk2 · Γ
n
k1l − gk1n · Γ

n
k2l . (78)

Âòîðîé âàðèàíò.
Â ýòîì ñëó÷àå èñõîäèì èç ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåòðè÷å-

ñêîãî òåíçîðà (10)

gi1i2 · li1k1 · li2k2 = gk1k2 .

Ðàññìîòðèì èñêðèâëåííûé äèôôåðåíöèàë ýòîãî
âûðàæåíèÿ. Èìååì

Dgi1i2 · li1k1 · li2k2 + gi1i2 ·Dli1k1 · li2k2+
+gi1i2 · li1k1 ·Dli2k2 = Dgk1k2 .

Ó÷òåì, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé àáñîëþòíûé äèôôåðåíöèàë ìåòðè÷å-
ñêîãî òåíçîðà gk1k2

Dgi1i2 · li1k1 · li2k2 = Dgk1k2 .

Êðîìå òîãî, ó÷òåì, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå â ëåâîé
÷àñòè ìîæåò áûòü çàïèñàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

gi1i2 · li1n · (l̃
n
m ·Dlmk1) · li2k2 = gnk2 · Γ

n
k1l · dxl .

Êðîìå òîãî, ó÷òåì, ÷òî òðåòüå ñëàãàåìîå â ëåâîé
÷àñòè ìîæåò áûòü çàïèñàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

gi1i2 · li1k1 · li2n · (l̃
n
m ·Dlmk2) = gk1n · Γ

n
k2l · dxl .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì àáñîëþòíûé äèôôåðåíöèàë
ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà gk1k2 , ñîâïàäàþùèé ñ âûðàæå-
íèåì (77).

4.1. Ïàðàäîêñ ãåîìåòðèè Ðèìàíà

Ãåîìåòðèÿ Ðèìàíà â òîì âèäå, â êîòîðîì îíà èñ-
ïîëüçóåòñÿ â òåîðèè ãðàâèòàöèè Ýéíøòåéíà, ïðèâîäèò
ê ïàðàäîêñàëüíîé ñèòóàöèè.
1. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ðàñ÷åòû êîýôôèöèåíòîâ ñâÿç-

íîñòè è òåíçîðà êðèâèçíû â òåîðèè ãðàâèòàöèè îñ-
íîâàíû íà ôîðìóëå

∂gk1k2
∂xl

= gnk2 · Γ
n
k1l + gk1n · Γ

n
k2l .

Óêàçàííàÿ ôîðìóëà ñëåäóåò èç (78) ïðè óñëîâèè

Dgk1k2 = 0 , Dgk1k2 = dgk1k2 . (79)

2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ìåòðè÷å-
ñêîãî òåíçîðà (76) óñëîâèå (79) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ

Dnk = 0 , Dnk = dnk .

Íî ñîãëàñíî ðåçóëüòàòó Ðàçäåëà 3. â ýòîì ñëó÷àå
òåíçîð êðèâèçíû òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ.
Âûõîä èç ïàðàäîêñàëüíîé ñèòóàöèè òàêîâ: ãåîìåò-

ðèÿ Ðèìàíà â òîì âèäå, â êîòîðîì îíà èñïîëüçóåòñÿ
â òåîðèè ãðàâèòàöèè, íåÿâíî îòêàçûâàåòñÿ îò îïðåäå-
ëåíèÿ ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà (76). À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
â òåîðèè ãðàâèòàöèè Ýéíøòåéíà ñèñòåìà îòñ÷åòà íå
ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê âåêòîðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàí-
ñòâî, ïîýòîìó ôîðìóëà (76) íå èìååò ìåñòà. Îäíàêî
íóæíî ïîíèìàòü, ÷òî åäèíñòâåííûé ïóòü îòîáðàæå-
íèÿ ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà â ìàòåìàòè÷åñêèå îá-
ðàçû ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ñ÷èòàòü ôèçè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî âåêòîðíûì è åâêëèäîâûì. Îòñþäà ñëåäóåò
âûâîä: ãåîìåòðèÿ Ðèìàíà â òîì âèäå, â êîòîðîì îíà
èñïîëüçóåòñÿ â òåîðèè ãðàâèòàöèè, íåïðèåìëåìà êàê
òåîðèÿ ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

5. Ïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòðàíñòâà è
ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò

Äëÿ ïðîñòðàíñòâà Ðèìàíà êàê òî÷å÷íîãî ìíîãîîá-
ðàçèÿ íåâîçìîæíî ÿñíî ðåøèòü âîïðîñ î òîì, êàê îò-
ëè÷èòü ôèçè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòðàíñòâà, çà
êîòîðûì ñòîèò èçìåíåíèå ïîëîæåíèÿ òî÷åê ïðîñòðàí-
ñòâà, îò íåôèçè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû êî-
îðäèíàò, ÿâëÿþùåãîñÿ ïåðåîáîçíà÷åíèåì (èçìåíåíèåì
÷èñëîâîãî îáîçíà÷åíèÿ) òî÷åê.
Ïðåäñòàâëåíèå î ñèñòåìå îòñ÷åòà è îá èñêðèâëåííîì

ïðîñòðàíñòâå êàê î âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ î÷åâèä-
íî ðåøàåò ýòîò âîïðîñ. Èçìåíåíèå ñèñòåìû êîîðäèíàò
â ñèñòåìå îòñ÷åòà íå èçìåíÿåò âåêòîðà â ýòîì ïðî-
ñòðàíñòâå.
Ïóñòü dx = ek · dxk � âåêòîð ïðîñòðàíñòâà X, à

lki(x) � ìàòðèöà ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Òîãäà ëè-
íåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå îñóùåñòâëÿåò ïðåîáðàçîâàíèå
âåêòîðà dx â âåêòîð (dx)′ = ek · lki · dxi. È â ýòîì
ïîíèìàíèè ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå íàäåëÿåòñÿ ôè-
çè÷åñêèì ñìûñëîì êàê ïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòðàíñòâà.
Òàêèì îáðàçîì, ôèçè÷åñêèì ñìûñëîì íàäåëÿåòñÿ ñëå-
äóþùàÿ ñèñòåìà ïðåîáðàçîâàíèé9:

(dx)′k = lki · dxi ,
e′k = ek ,

l′ki = (l0)
k
n · lni

9 Ýòà ñèñòåìà ïðåîáðàçîâàíèé ñîîòâåòñòâóåò êîîðäèíàòíîìó
ïðåäñòàâëåíèþ èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà.
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èëè ýêâèâàëåíòíàÿ åé10

(dx)′i = dxi ,

e′i = ek · lki ,
l′ki = (l0)

k
n · lni .

Â îòëè÷èå îò ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé ðàññìîòðèì ïðå-
îáðàçîâàíèÿ

(dx)′i = xik · dxk ,
e′i = ek · x̃ki ,
l′ki = xkm · lmn · x̃ni .

(80)

Îíè ïðåîáðàçóþò ñèñòåìó êîîðäèíàò, îñòàâëÿÿ íåèç-
ìåííûìè âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
èñõîäíûé âåêòîð:

dx′ = ek · lki · dxi ,

à ïðåîáðàçîâàííûé âåêòîð:

dx′′ = e′k · l′ki · dx′i .

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (73), ïîëó÷èì

dx′′ = dx′ .

Â ýòîì ïîíèìàíèè ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû êîîðäè-
íàò íå ìåíÿþò âåêòîð è ïîýòîìó íå íàäåëÿþòñÿ ôè-
çè÷åñêèì ñìûñëîì. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèÿ
ñèñòåìû êîîðäèíàò, êîãäà lki = δki, èìååì

(dx)′k = xki · dxi ,
e′i = ek · x̃ki ,
l′ki = δki ,

dx′ = dx = ei · dxi .

(81)

Çäåñü ïîëåçíî ðàññìîòðåòü ñëåäóþùèé ïðèìåð.
Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå ñ ñèñòåìîé ïðåîáðàçîâàíèé (81)
çàäàí âåêòîð A(x) = ek · Ak(x). Â ñîîòâåòñòâèè ñ
ñîîòíîøåíèåì (81) êîîðäèíàòû ýòîãî âåêòîðà ïðåîá-
ðàçóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A′k = xki ·Ai .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

Xl(A
′k) = xki ·Ai;l = xki · (Ai,l + Γinl ·An) ,

òî åñòü àáñîëþòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò êîîðäèíàò âåêòîðà

Ai;l = Ai,l + Γinl ·An ,

à êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè

Γinl = x̃ipXl(x
p
n) .

10 Ýòà ñèñòåìà ïðåîáðàçîâàíèé ñîîòâåòñòâóåò áàçèñíîìó ïðåä-
ñòàâëåíèþ èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà.

Êàçàëîñü áû, ìû èìååì äåëî ñ èñêðèâëåííûì ïðî-
ñòðàíñòâîì. Îäíàêî, ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè íàäî
àíàëèçèðîâàòü íå êîîðäèíàòû âåêòîðà, à ñàì âåêòîð:

Xl(A
′) = Xl(e

′
k) ·A′k + e′k ·Xl(A

′k) .

Ó÷èòûâàÿ âòîðîå ñîîòíîøåíèå â ïðåîáðàçîâàíèÿõ
(81), ïîëó÷èì

Xl(e
′
k) = −ei · Γikl .

Â ðåçóëüòàòå

Xl(A
′) = A;l = A,l

òî åñòü ðàññìàòðèâàåìîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ åâ-
êëèäîâûì.

6. Àáñîëþòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî
ïîäãðóïïå ãðóïïû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà Sk, êîòîðûé èçìåíÿ-
åòñÿ ïðè ëèíåéíîì ïðåîáðàçîâàíèè êàê S′k = lki · Si,
àáñîëþòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ èìååò âèä

DSk

∂xl
=
∂Sk

∂xl
+ Γkil · Si .

Ïåðåéäåì ê ïîäãðóïïå ãðóïïû ëèíåéíûõ ïðåîáðà-
çîâàíèé. Äëÿ ýòîãî ó÷òåì, ÷òî

Γkil =
Dlki
∂xl

=
Dlki
Dφα

· Dφ
α

∂xl
= Kk

iα · Γαl , (82)

ãäå φα � ïàðàìåòðû ïîäãðóïïû ãðóïïû ëèíåéíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé,

Kk
iα =

Dlki
Dφα

.

Ïîëó÷èì

DSk

∂xl
=
∂Sk

∂xl
+Kk

iα · Γαl · Si .

2. Ïóñòü ïðîèçâîëüíûé âåêòîð Si ïðåîáðàçóåòñÿ ïîä
äåéñòâèåì ãðóïïû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

S′
i = Sk · l̃ki ,

ãäå llk · l̃ki = δli. Àáñîëþòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò Si èìååò
âèä

DSi
∂xl

=
∂Si
∂xl
− Sk ·Kk

iα · Γαl .

3. Ïóñòü òåïåðü çàäàí âåêòîð Ski ñ ïðåîáðàçîâàíèåì

S′k
i = lkm · Smn · l̃ni .
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Àáñîëþòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò Ski âûãëÿäèò ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

DSki
∂xl

=
∂Ski
∂xl

+ Γkml · Smi − Skn · Γnil .

Ïåðåéäåì ê ïîäãðóïïå ãðóïïû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé. Äëÿ ýòîãî ó÷òåì âûðàæåíèå (74) è, êðîìå òîãî,

Ski = Kk
iα · Sα .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

D(Kk
iα · Sα)
∂xl

=
∂(Kk

iα · Sα)
∂xl

+

+Kk
mγ · Γγl · (Km

iβ · Sβ)− (Kk
nβ · Sβ) ·Kn

iγ · Γγl

èëè

Kk
iα ·
DSα

∂xl
= Kk

iα ·
∂Sα

∂xl
+

+(Kk
mγ ·Km

iβ −Kk
mβ ·Km

iγ) · Γγl · Sβ .

Ïðèìåì âî âíèìàíèå, ÷òî

Kk
mγ ·Km

iβ −Kk
mβ ·Km

iγ = Kk
iα · Cαβγ , (83)

ãäå Cαβγ � ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå ïîäãðóïïû. Â ðå-
çóëüòàòå ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ àáñîëþòíîé ïðîèç-
âîäíîé îò Sα ïî ïîäãðóïïå ãðóïïû ëèíåéíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé

DSα

∂xl
=
∂Sα

∂xl
+ Cαβγ · Γγl · Sβ .

4. Çàïèøåì àáñîëþòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî ïîäãðóï-
ïå ãðóïïû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé îò òåíçîðà êðó-
÷åíèÿ. Äëÿ ýòîãî â àáñîëþòíîé ïðîèçâîäíîé îáùåãî
âèäà

DT iml
∂xn

=
∂T iml
∂xn

+ Γipn · T pml − T ipl · Γpmn − T imp · Γpln

ó÷òåì, ÷òî

T iml = Ki
mα · Tαl è Γipn = Ki

pα · Γαn .

Òîãäà

D(Ki
mα · Tαl)
∂xn

=
∂(Ki

mα · Tαl)
∂xn

+

+(Ki
pγ ·Kp

mβ −Kp
mγ ·Ki

pβ) · Γγn · T βl −
−Ki

mα · Tαp ·Kp
lγ · Γγn .

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (75), ïîëó÷èì

DTαl
∂xn

=
∂Tαl
∂xn

+ Cαβγ · Γγn · T βl − Tαp ·Kp
lγ · Γγn .

5. Çàïèøåì àáñîëþòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî ïîäãðóïïå
ãðóïïû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé îò òåíçîðà êðèâèç-
íû. Äëÿ ýòîãî â àáñîëþòíîé ïðîèçâîäíîé îáùåãî âèäà

DRiklm
∂xn

=
∂Riklm
∂xn

+ Γipn ·Rpklm −Riplm · Γpkn −
−Rikpm · Γpln −Riklp · Γpmn .

ó÷òåì

Riklm = Ki
kα ·Rαlm , Γipn = Ki

pα · Γαn .

Òîãäà

D(Ki
kα ·Rαlm)

∂xn
=
∂(Ki

kα ·Rαlm)

∂xn
+

+(Ki
pγ ·Kp

kβ −Ki
pβ ·Kp

kγ) ·Rβlm · Γγn −
−Ki

kα ·Rαpm ·Kp
lβ · Γβn −Ki

kα ·Rαlp ·Kp
mβ · Γβn .

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (75), ïîëó÷èì

DRαlm
∂xn

=
∂Rαlm
∂xn

+ Cαβγ · Γγn ·Rβlm −

−Rαpm ·Kp
lβ · Γβn −Rαlp ·Kp

mβ · Γβn .

Êîìïîíåíòû âåêòîðà xi ðàçäåëèì íà äâå ÷àñòè
xi1 , xi2 . Ïóñòü ïîäãðóïïà ãðóïïû ëèíåéíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé äåéñòâóåò òîëüêî íà xi1 , òî åñòü dx′i1 =
li1k1 · dxk1 . Òîãäà èç âñåõ êîýôôèöèåíòîâ Ki

kβ îò-
ëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî êîýôôèöèåíòû âèäà Ki1

k1β .
Ïîýòîìó, â ÷àñòíîñòè, àáñîëþòíûå ïðîèçâîäíûå èìå-
þò âèä

DTαi2
∂xn2

=
∂Tαi2
∂xn2

+ Cαβγ · Γγn2 · T βi2 ,

DRαk2l2
∂xn2

=
∂Rαk2l2
∂xn2

+ Cαβγ · Γγn2 ·Rβk2l2 .

VII. ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÛ ÑÂßÇÍÎÑÒÈ

Èç âûðàæåíèÿ (58) ñëåäóåò, ÷òî êîýôôèöèåíòû
ñâÿçíîñòè ìîãóò áûòü çàïèñàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Γikl = (Ni ·Xl(nk)) .

Çäåñü âåêòîðû Ni îïðåäåëÿþòñÿ òåì,÷òî

(Ni · nk) = δik .

Â îáùåì ñëó÷àå êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè íåñèì-
ìåòðè÷íû ïî íèæíèì èíäåêñàì

Γikl = Γi<kl> + Γi[kl] .

Çäåñü

Γi<kl> =
1

2

(
(Ni ·Xl(nk)) + (Ni ·Xk(nl))

)
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è

Γi[kl] =
1

2

(
(Ni ·Xl(nk))− (Ni ·Xk(nl))

)
.

Óêàæåì, ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ
îáîçíà÷åíèåì

Γikl = gin · Γnkl = (ni ·Xl(nk)) .

Ââåäåì ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ

{i , kl} ≡ 1

2
(Xl(gik) +Xk(gli)−Xi(gkl))

è íàéäåì èõ ñâÿçü ñ êîýôôèöèåíòàìè ñâÿçíîñòè Γikl.
Äëÿ ýòîãî ðàñêðîåì {i , kl} ÷åðåç áàçèñíûå âåêòîðû

{i , kl} = 1
2 ((ni ·Xl(nk)) + (Xl(nk) · ni)+

+ (nl ·Xk ∧Xi(y))− (nk ·Xi ∧Xl(y)))

Îòêóäà

{i , kl} = 1

2
Γi<kl> +

1

2

(
Γl[ik] − Γk[li]

)
.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

Γikl = {i , kl}+
1

2

(
Γi[kl] + Γk[li] − Γl[ik]

)
.

Åñëè êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè ñèììåòðè÷íû ïî ïî-
ñëåäíèì äâóì èíäåêñàì, òî îíè ñîâïàäàþò ñ ñèìâîëà-
ìè Êðèñòîôôåëÿ:

Γi<kl> = {i , kl} .

VIII. ÒÅÍÇÎÐÛ ÊÐÓ×ÅÍÈß È ÊÐÈÂÈÇÍÛ

1. Òåíçîð êðó÷åíèÿ

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì òåíçîð êðó÷åíèÿ

Tn[kl] ≡ Γn[kl] .

2. Òåíçîð êðèâèçíû

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì òåíçîð êðèâèçíû

Rik[lm] ≡ Γikl,m − Γikm,l + Γinm · Γnkl − Γinl · Γnkm .

Ðàçáèâàÿ êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè íà ñëàãàåìûå,
ñèììåòðè÷íûå è àíòèñèììåòðè÷íûå ïî íèæíèì èí-
äåêñàì, òåíçîð êðèâèçíû ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþ-
ùåì âèäå (ñì. Ïðèëîæåíèå 1.):

Rik[lm] = Bik[lm] +Ωik[lm] ,

ãäå

Bik[lm] = Γi<kl>,m − Γi<km>,l +

+Γi<nm> · Γn<kl> − Γi<nl> · Γn<km> ,

Ωik[lm] = Γi[kl];m − Γi[km];l +

+Γi[nl] · Γn[km] − Γi[nm] · Γn[kl] + 2Γi[kn] · Γn[lm] .

Ñâåðòêà òåíçîðà êðèâèçíû ïî èíäåêñàì i è m ïðèâî-
äèò ê òåíçîðó âòîðîãî ðàíãà � òåíçîðó Ðè÷÷è

Rkl = Bkl +Ωkl .

Ðàçáåðåì ñâîéñòâà òåíçîðà Ωkl ïðè ñïåöèàëüíî çà-
äàííîì óñëîâèè

Γi[ki] = 0

òîãäà

Ωkl = Γi[kl];i + Γi[kn] · Γn[li] .

Òî åñòü

Ωkl = Ω<kl> +Ω[kl] ,

ãäå

Ω<kl> = Γi[kn] · Γn[li] , Ω[kl] = Γi[kl];i .

Ðàçáèâàÿ êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè íà ñëàãàåìûå â
ñîîòâåòñòâèè ñ âûðàæåíèåì (17)

Γikl = l̃in · lnk,l + γikl

èëè

Γikl = likl + γikl ,

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

likl = l̃in · lnk,l ,

òåíçîð êðèâèçíû ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

Rik[lm] = Rik[lm](l) +Rik[lm](γ) +

+lin[m · γn|k|l] + γin[m · ln|k|l] ,

ãäå

Rik[lm](l) = likl,m − likm,l + linm · lnkl − linl · lnkm

� òåíçîð êðèâèçíû ïî îòíîøåíèþ ê ñëàãàåìûì êîýô-
ôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè l, à

Rik[lm](γ) = γikl,m − γikm,l + γinm · γnkl − γinl · γnkm

� òåíçîð êðèâèçíû ïî îòíîøåíèþ ê ñëàãàåìûì êîýô-
ôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè γ. Ïðè ýòîì òåíçîð êðèâèçíû ïî
îòíîøåíèþ ê ñëàãàåìûì êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè l

Rik[lm](l) = 0 .

Îòñþäà ñëåäóåò âàæíûé ðåçóëüòàò. Êîýôôèöèåíòû
ñâÿçíîñòè ñîäåðæàò äâà ñëàãàåìûõ: îäíî çàäàåòñÿ ëè-
íåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, êîòîðûì òàêæå îïðåäåëÿ-
åòñÿ ìåòðè÷åñêèé òåíçîð, à äðóãîå ïðåäñòàâëåíî êî-
ýôôèöèåíòàìè γ. Â îáùåì ñëó÷àå ýòè âåëè÷èíû íå
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ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì. Åñëè êîýôôèöèåíòû ñâÿçíî-
ñòè îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì,
òî åñòü îíè ïðåäñòàâëåíû òîëüêî ïåðâûì ñëàãàåìûì,
òåíçîð êðèâèçíû â ýòîì ñëó÷àå ðàâåí íóëþ11. Òàêèì
îáðàçîì, åñëè ñòðîèòü òåîðèþ ãðàâèòàöèè íà ìåòðè÷å-
ñêîì òåíçîðå âèäà (10), äðóãèìè ñëîâàìè íà ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèÿõ, òî òàêàÿ òåîðèÿ íå ìîæåò èñïîëü-
çîâàòü òåíçîð êðèâèçíû. È, íàïðîòèâ, åñëè ìû õî-
òèì èñïîëüçîâàòü òåíçîð êðèâèçíû, òî èñõîäíûì îáú-
åêòîì òåîðèè ãðàâèòàöèè äîëæíû áûòü íåçàâèñèìûå
ñëàãàåìûå γ êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè. Ïîíÿòíî, ÷òî
âûøåñêàçàííîå íå èìååò ìåñòî, åñëè íà âåëè÷èíû l è
γ íàëîæåíû óñëîâèÿ, ñâÿçûâàþùèå èõ ìåæäó ñîáîé.
Íàïðèìåð, òàêèì óñëîâèåì ìîæåò áûòü ðàâåíñòâî íó-
ëþ àáñîëþòíîé ïðîèçâîäíîé îò ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà
Dgik = 0.

3. Òîæäåñòâà Áèàíêè

Âíåøíåå äèôôåðåíöèðîâàíèå óðàâíåíèé ñòðóêòó-
ðû ïðèâîäèò ê òîæäåñòâàì Áèàíêè. Ýòè òîæäåñòâà
ìîæíî ïîëó÷èòü èíà÷å, èñïîëüçóÿ òîæäåñòâà ßêîáè,
êîòîðûì ïîä÷èíÿþòñÿ àíòèñèììåòðè÷íûå îïåðàòîðû

((Xm ∧Xl) ∧Xk) + ((Xl ∧Xk) ∧Xm) +

+((Xk ∧Xm) ∧Xl) = 0 .
(84)

Äåéñòâèòåëüíî, âîçäåéñòâóåì ýòèì îïåðàòîðîì íà
âåêòîð y

(Xm ∧Xl)Xk(y) + (Xl ∧Xk)Xm(y) +

+(Xk ∧Xm)Xl(y)−Xk(Xm ∧Xl)(y)−
−Xm(Xl ∧Xk)(y)−Xl(Xk ∧Xm)(y) = 0

è èñïîëüçóåì ñîîòíîøåíèÿ (59) è (60). Ïîëó÷èì

ni ·Rik[lm] + ni ·Rim[kl] + ni ·Ril[mk] −
−Xk(nn · Γn[lm])−Xm(nn · Γn[kl])−

−Xl(nn · Γn[mk]) = 0 .

Îòñþäà ïîëó÷àåì ïåðâîå òîæäåñòâî Áèàíêè

Rik[lm] +Rim[kl] +Ril[mk] −Ri[lm]k −
−Ri[kl]m −Ri[mk]l = 0 .

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè
ñèììåòðè÷íû ïî íèæíèì èíäåêñàì, ïåðâîå òîæäåñòâî
Áèàíêè ïðèîáðåòàåò âèä

Rik[lm] +Rim[kl] +Ril[mk] = 0 .

11 Èñêðèâëåííîå ïðîñòðàíñòâî â ýòîì ñëó÷àå áûëî íàçâàíî ïðî-
ñòðàíñòâîì àáñîëþòíîãî ïàðàëëåëèçìà.

Âîçäåéñòâóåì îïåðàòîðîì (76) íà âåêòîð nk. Ïîëó-
÷èì

(Xn ∧Xm)Xl(nk) + (Xm ∧Xl)Xn(nk) +

+(Xl ∧Xn)Xm(nk)−Xl(Xn ∧Xm)(nk)−
−Xn(Xm ∧Xl)(nk)−Xm(Xl ∧Xn)(nk) = 0 .

Îòñþäà ïîëó÷àåì âòîðîå òîæäåñòâî Áèàíêè (ñì.
Ïðèëîæåíèå 2)

Rik[lm];n +Rik[nl];m +Rik[mn];l +

+2(Rik[mp] · Γp[nl] +Rik[lp] · Γp[mn] +
+Rik[np] · Γp[lm]) = 0 .

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè
ñèììåòðè÷íû ïî íèæíèì èíäåêñàì, âòîðîå òîæäåñòâî
Áèàíêè ïðèîáðåòàåò âèä

Rik[lm];n +Rik[nl];m +Rik[mn];l = 0 .

IX. ÂÅÊÒÎÐÍÎÅ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÎ È
ÃÅÎÌÅÒÐÈß ÐÈÌÀÍÀ

Ãåîìåòðèÿ Ðèìàíà â òîì âèäå, â êîòîðîì îíà ó÷àñò-
âóåò â ôîðìèðîâàíèè òåîðèè ãðàâèòàöèè Ýéíøòåéíà,
íå ñîîòâåòñòâóåò ïðåäñòàâëåíèþ î âåêòîðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå (Ñì. Ðàçäåë VI.4.1 íàñòîÿùåé Ãëàâû). Íà-
ñòîÿùèé Ðàçäåë íàïðàâëåí íà óñòàíîâëåíèå óêàçàí-
íîãî ñîîòâåòñòâèÿ. Ðåøåíèå ïðîáëåìû ñâÿçàíî ñ âû-
ÿñíåíèåì ïðàâèë, ïî êîòîðûì íåîáõîäèìî âû÷èñëÿòü
äèôôåðåíöèàëû è ïðîèçâîäíûå â èñêðèâëåííîì ïðî-
ñòðàíñòâå, äèôôåðåíöèàëû è ïðîèçâîäíûå â ïðî-
ñòðàíñòâå ïðåäñòàâëåíèÿ è äèôôåðåíöèàëû è ïðî-
èçâîäíûå â ñèñòåìå îòñ÷åòà. Â ýòîì Ðàçäåëå ñôîðìó-
ëèðóåì ïðàâèëà èñêðèâëåííîãî è àáñîëþòíîãî äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ, áëàãîäàðÿ êîòîðûì äîñòèãàåòñÿ ñî-
îòâåòñòâèå ìåæäó âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì ïðåä-
ñòàâëåíèÿ è ãåîìåòðèåé Ðèìàíà.
Íàïîìíèì, ÷òî èñêðèâëåííûé äèôôåðåíöèàë

D = d+ δ ,

ãäå d � îáûêíîâåííûé äèôôåðåíöèàë, δ � èñêðèâëåí-
íàÿ âàðèàöèÿ. Ñîîòâåòñòâåííî èñêðèâëåííàÿ ïðîèç-
âîäíàÿ çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

D

∂xk
=

∂

∂xk
+

δ

∂xk
.

Cîîòíîøåíèå ìåæäó àáñîëþòíûì äèôôåðåíöèàëîì
D è îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëîì áóäåì çàïèñû-
âàòü òàê:

D = d+ δa .

Âåëè÷èíó δa íàçîâåì àáñîëþòíîé âàðèàöèåé. Àáñî-
ëþòíóþ ïðîèçâîäíóþ áóäåì çàïèñûâàòü ñîîòâåòñòâåí-
íî

D
∂xk

=
∂

∂xk
+

δa
∂xk

.
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1. Ïðàâèëà è ïðèìåðû èñêðèâëåííîãî
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

Ïðåäâàðèòåëüíî íàïîìíèì, ÷òî âåêòîð èñêðèâëåí-
íîãî ïðîñòðàíñòâà DY ∈ Y

DY = ei ·Dyi ,

ãäå

ei =
DY
Dyi

,

èçó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùåãî âåêòîðà
äâèæóùåãîñÿ ïðîñòðàíñòâà (ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ) X ′

Dy = ei ·Dyi ,

ãäå

ei =
Dy

Dyi
.

Óñëîâèå ñîîòâåòñòâèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ãðàíè÷íûå
òî÷êè âåêòîðîâ DY è Dy ñîâïàäàþò. Óñëîâèå ñîîòâåò-
ñòâèÿ âåêòîðîâ çàïèñûâàåòñÿ òàê

DY ∼ Dy .

Óñëîâèå ñîîòâåòñòâèÿ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ è íà áàçèñ-
íûå âåêòîðû

ei ∼ ei .

Ïðåäñòàâëÿþùèé âåêòîðDy çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç êî-
îðäèíàòû ñèñòåìû îòñ÷åòà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Dy = ei ·Dyi = ei · lik · dxk = nk · dxk .

Çäåñü

lik =
Dyi

∂xk
, nk = ei · lik =

Dy

∂xk
. (85)

Îòìåòèì, ÷òî áàçèñíûå âåêòîðû nk íåîáõîäèìî îò-
ëè÷àòü îò áàçèñíûõ âåêòîðîâ ñèñòåìû îòñ÷åòà

ek =
∂x

∂xk
.

Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê ïðàâèëàì èñêðèâëåííîãî äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ.
1. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè

ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà Y, à
êîîðäèíàòû èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà yi ÿâëÿþòñÿ
íîðìàëüíûìè, âòîðûå äèôôåðåíöèàëû îò ýòèõ îáú-
åêòîâ ðàâíû íóëþ.

D2D1Y = 0 , D2D1y
i = 0 . (86)

Îòñþäà äëÿ óêàçàííîãî ñëó÷àÿ

Dei = 0 .

2. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè
ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû ñèñòåìû îòñ÷åòà x, à êîîðäèíàòû
èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà xk ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíû-
ìè, âòîðûå äèôôåðåíöèàëû îò ýòèõ îáúåêòîâ ðàâíû
íóëþ

d2d1x = 0 , d2d1x
k = 0 .

Îòñþäà äëÿ óêàçàííîãî ñëó÷àÿ

dek = 0 .

3. Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ èñêðèâëåííîãî äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâëåíèÿ X ′

èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ïðàâèëà.
3.1. Èñêðèâëåííûå äèôôåðåíöèàëû áàçèñíûõ âåê-

òîðîâ äâèæóùåãîñÿ ïðîñòðàíñòâà (ïðîñòðàíñòâà ïðåä-
ñòàâëåíèÿ) X ′ è ñîïðÿæåííîãî åìó ïðîñòðàíñòâà X ′∗

ðàâíû íóëþ. Ðàâíû íóëþ òàêæå èñêðèâëåííûå äèô-
ôåðåíöèàëû ïðîèçâåäåíèé óêàçàííûõ âåêòîðîâ.

Dei = 0 , DEi = 0 , Dδii1 = D(ei1 ·Ei) = 0 .
(87)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

Dy = ei ·Dyi , Dnk = ei ·Dlik . (88)

3.2. Èñêðèâëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ÷èñëîâûõ
îáúåêòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ïðîñòðàíñòâó ïðåäñòàâëå-
íèÿ (÷.î.ï.ï.)12, ñâîäèòñÿ ê îáûêíîâåííîìó äèôôå-
ðåíöèðîâàíèþ

D(÷.î.ï.ï.) = d(÷.î.ï.ï.) . (89)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

δ(÷.î.ï.ï.) = 0 .

1.1. Ïðèìåðû èñêðèâëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

1. Âòîðîé èñêðèâëåííûé äèôôåðåíöèàë îò âåêòîðà
ïðåäñòàâëåíèÿ y

D2D1y = D2nk · d1xk + nk ·D2d1x
k .

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ðàâíî íóëþ, òàê êàê â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ïðàâèëîì (89)

D2d1x
k = d2d1x

k .

12 Ê òàêèì îáúåêòàì îòíîñÿòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóþùèå âåëè-
÷èíû

xk , gk1k2
, Γk

k1k2
, Rk

k1k2k3
.
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Ââåäåì êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè Γkk1k2 ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì13:

Dnk1 = nk · Γkk1k2dxk2 . (90)

Îòñþäà ñëåäóåò âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ
ñâÿçíîñòè

Γkk1k2 = Nk · Dnk1
∂xk2

. (91)

Íà îñíîâàíèè èçëîæåííîãî äëÿ âòîðîãî èñêðèâëåí-
íîãî äèôôåðåíöèàëà îò âåêòîðà ïðåäñòàâëåíèÿ y ïî-
ëó÷àåì

D2D1y = nk · (d2d1xk + Γkk1k2 · d1xk1 · d2xk2) . (92)

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà êîîðäèíàòû xk ÿâëÿþòñÿ
íåçàâèñèìûìè, òî åñòü d2d1x

k = 0, èìååì

D2D1y = nk · Γkk1k2 · d1xk1 · d2xk2 .

Íàïîìíèì, ÷òî â ãåîìåòðèè Ðèìàíà êîýôôèöèåí-
òû ñâÿçíîñòè ïîëàãàþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè ïî íèæíèì
èíäåêñàì

Γkk1k2 = Γk⟨k1k2⟩ .

2. Òðåòèé èñêðèâëåííûé äèôôåðåíöèàë îò âåêòîðà
ïðåäñòàâëåíèÿ y

D3D2D1y = D3nk · (d2d1xk + Γkk1k2 · d1xk1 · d2xk2) +
+nk · (d3d2d1xk +D3Γ

k
k1k2 · d1xk1 · d2xk2 +

+Γkk1k2 · d3d1xk1 · d2xk2 + Γkk1k2 · d1xk1 · d3d2xk2) .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëîì (89)

D3Γ
k
k1k2 =

∂Γkk1k2
∂xk3

d3x
k3 .

Èñïîëüçóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå è ñîîòíîøåíèå (90), ïî-
ñëå ãðóïïèðîâêè ñëàãàåìûõ ïîëó÷èì

D3D2D1y = nk · (d3d2d1xk +
+Γkk1k2(d3d1x

k1·d2xk2+d1xk1·d3d2xk2+d2d1xk1·d3xk2)+

+

(
∂Γkk1k2
∂xk3

+ Γkk4k3 ·Γk4k1k2
)
·d1xk1 ·d2xk2 ·d3xk3) .

(93)

Âûðàæåíèå â ñêîáêàõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåêò
êðèâèçíû

Rkk1k2k3 =
∂Γkk1k2
∂xk3

+ Γkk4k3 ·Γk4k1k2 .

13 Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî ââåäåííûå òàêèì îáðàçîì êîýôôèöèåíòû
ñâÿçíîñòè ñîâïàäàþò ñ òåìè, êîòîðûå ââåäåíû â Ðàçäåëå II.2
Ãëàâû 2.2.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà êîîðäèíàòû xk ÿâëÿþòñÿ
íåçàâèñèìûìè, òî åñòü d2d1x

k = 0, èìååì

D3D2D1y = nk ·Rkk1k2k3 · d1xk1 · d2xk2 · d3xk3 .

Çàìåòèì, ÷òî â ãåîìåòðèè Ðèìàíà â ñèëó ñèììåò-
ðèè êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè ïî íèæíèì èíäåêñàì
îáúåêò êðèâèçíû ñèììåòðè÷åí ïî èíäåêñàì k1 è k2

Rkk1k2k3 = Rk⟨k1k2⟩k3 .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ãåîìåòðèè Ðèìàíà ïðè
íåçàâèñèìûõ êîîðäèíàòàõ xk âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøå-
íèå

D3[D2D1]y = 0 . (94)

Àíòèñèììåòðèçàöèÿ èñêðèâëåííûõ äèôôåðåíöèà-
ëîâ D3 è D2 â âûðàæåíèè (93) ïðèâîäèò ê ñîîòíîøå-
íèþ

[D3D2]D1y = nk ·Rkk1[k2k3] ·d1x
k1 ·d2xk2 ·d3xk3 ,

ãäå âûðàæåíèå

Rkk1[k2k3] =
∂Γkk1k2
∂xk3

− ∂Γkk1k3
∂xk2

+

+Γkk4k3 · Γk4k1k2 − Γkk4k2 · Γk4k1k3
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òåíçîð êðèâèçíû.
Òîæäåñòâî ßêîáè14

−−−−−−−−→
[[D3D2]D1] ≡ 0 . (95)

ïðèâîäèò ê ïåðâîìó òîæäåñòâó Áèàíêè äëÿ ãåîìåòðèè
Ðèìàíà15

Rii1[i2i3] +Rii2[i3i1] +Rii3[i1i2] ≡ 0 .

3. Èñêðèâëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå êîýôôèöèåí-
òîâ ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ lik.
Êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ lik ïðè-

íàäëåæàò êàê ïðîñòðàíñòâó ñèñòåìû îòñ÷åòà X, òàê
è ïðîñòðàíñòâó ïðåäñòàâëåíèÿ X ′. Ïîýòîìó íà íèõ íå
ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (89).
Èìåÿ ýòî â âèäó, çàïèøåì âòîðîå ñîîòíîøåíèå â (88)
â ñëåäóþùåì âèäå:

Dnk1 = ei ·Dlik1 = ek3 · l̃
k3
i ·Dlik1 , (96)

ãäå ìàòðèöà l̃k3 i ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ïî îòíîøåíèþ ê
ìàòðèöå lik1 , òî åñòü äëÿ íåå âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøå-
íèå

l̃k3 i · lik1 = δk3k1 .

14 Ñì. ôîðìóëó (143) Ãëàâû 2.2.
15 Ïðè âûâîäå íåîáõîäèìî ó÷åñòü, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíî-

øåíèåì (94)

D1[D3D2]y = D2[D1D3]y = D3[D2D1]y = 0 .
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Ïîäñòàâëÿÿ (96) â (91), ïîëó÷èì âûðàæåíèå êîýô-
ôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè ÷åðåç êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ lik

Γkk1k2 = l̃ki ·
Dlik1
∂xk2

. (97)

4. Èñêðèâëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ìåòðè÷åñêîãî
òåíçîðà ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâëåíèÿ

gk1k2 = nk1 · nk2 .

Èìååì

Dgk1k2 = Dnk1 · nk2 + nk1 ·Dnk2 .

Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî (89) è ñîîòíîøåíèå (90), ïîëó-
÷èì

dgk1k2 = gkk2 · Γ
k
k1k3dx

k3 + gk1k · Γ
k
k2k3dx

k3 . (98)

Îòñþäà ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäíîé îò
ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà

∂gk1k2
∂xk3

= gkk2 · Γ
k
k1k3 + gk1k · Γ

k
k2k3

� ñîîòíîøåíèå ïðèìåíÿåìîå â ãåîìåòðèè Ðèìàíà.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ãåîìåòðèè Ðèìàíà êîýôôèöèåíòû
ñâÿçíîñòè ñèììåòðè÷íû ïî íèæíèì èíäåêñàì, èç ýòî-
ãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò âûðàæåíèå êîýôôèöèåíòîâ
ñâÿçíîñòè ÷åðåç ìåòðè÷åñêèé òåíçîð, èñïîëüçóåìîå â
ãåîìåòðèè Ðèìàíà è òåîðèè ãðàâèòàöèè Ýéíøòåéíà

Γkk1k2 =
1

2
gkk3

(
∂gk3k1
∂xk2

+
∂gk2k3
∂xk1

−
∂gk1k2
∂xk3

)
.

4. Èñêðèâëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå êîíòðàâàðè-
àíòíîãî âåêòîðà ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâëåíèÿ

A = nk ·Ak .

Èìååì

DA = Dnk1 ·Ak1 + nk ·DAk .

Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî (89) è ñîîòíîøåíèå (90), ïîëó-
÷èì

DA = nk · (dAk + Γkk1k2 ·Ak1 · dxk2) . (99)

Îòñþäà ïîëó÷èì èñêðèâëåííóþ ïðîèçâîäíóþ îò
êîíòðàâàðèàíòíîãî âåêòîðà ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ

DA

∂xk2
= nk ·

(
∂Ak

∂xk2
+ Γkk1k2 ·Ak1

)
.

5. Èñêðèâëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå êîâàðèàíòíî-
ãî âåêòîðà ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâëåíèÿ

A∗ = Nk ·Ak . (100)

Ïðåäâàðèòåëüíî âû÷èñëèì èñêðèâëåííûé äèôôå-
ðåíöèàë îò áàçèñíûõ âåêòîðîâNk. Äëÿ ýòîãî ïðîäèô-
ôåðåíöèðóåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

nk ·Nk1 = δk1k .

Ïîëó÷èì16

Dnk ·Nk1 + nk ·DNk1 = 0 .

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (90), ïîëó÷èì

nk ·DNk1 = −Γk1kk2 · dxk2 .

Îòñþäà ïîëó÷èì èñêîìîå âûðàæåíèå

DNk1 = −Nk · Γk1kk2 · dxk2 . (101)

Òåïåðü ðàññìîòðèì èñêðèâëåííûé äèôôåðåíöèàë
îò êîâàðèàíòíîãî âåêòîðà (100). Èìååì

DA∗ = DNk1 ·Ak1 +Nk ·DAk .

Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî (89) è ñîîòíîøåíèå (101), ïîëó-
÷èì

DA∗ = Nk · (dAk − Γk1kk2 ·Ak1 · dxk2) . (102)

Îòñþäà ïîëó÷èì èñêðèâëåííóþ ïðîèçâîäíóþ îò êî-
âàðèàíòíîãî âåêòîðà ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâëåíèÿ

DA∗

∂xk2
= Nk ·

(
∂Ak
∂xk2

− Γk1kk2 ·Ak1
)
.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âûïîëíÿåòñÿ èñêðèâëåííîå
äèôôåðåíöèðîâàíèå òåíçîðîâ ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàíãà.

2. Ïðàâèëà è ïðèìåðû àáñîëþòíîãî
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

Äëÿ àáñîëþòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îáúåêòîâ
ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâëåíèÿ èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå
ïðàâèëà:
1. Àáñîëþòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå îòíîñèòñÿ òîëü-

êî ê êîîðäèíàòàì òåíçîðîâ ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâëå-
íèÿ. Ïðè ýòîì, â îòëè÷èå îò èñêðèâëåííîãî äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ, àáñîëþòíûé äèôôåðåíöèàë íå ñâîäèò-
ñÿ ê îáû÷íîìó äèôôåðåíöèàëó, à

D
(
êîîðäèíàòû

òåíçîðà

)
= d

(
êîîðäèíàòû

òåíçîðà

)
+ δa

(
êîîðäèíàòû

òåíçîðà

)
.

(103)

16 Ïðè ýòîì ó÷òåíî, ÷òî ñîãëàñíî ïðàâèëó (89)

Dδk1
k = dδk1

k = 0 .
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Íàïðèìåð, äëÿ êîîðäèíàò êîíòðàâàðèàíòíîãî âåê-
òîðà Ak èìååì

DAk = dAk + Γkk1k2 ·Ak1 · dxk2 .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êîîðäèíàò êîíòðàâàðèàíò-
íîãî âåêòîðà Ak

δaA
k = Γkk1k2 ·Ak1 · dxk2 .

Â ÷àñòíîñòè äëÿ êîîðäèíàò dxk èìååì

D2d1x
k = d2d1x

k + Γkk1k2 · d1xk1 · d2xk2 . (104)

Äðóãîé ïðèìåð. Äëÿ êîîðäèíàò êîâàðèàíòíîãî âåê-
òîðà Ak èìååì

DAk = dAk − Γk1kk2 ·Ak1 · dxk2 .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êîîðäèíàò êîâàðèàíòíîãî
âåêòîðà Ak

δaAk = −Γk1kk2 ·Ak1 · dxk2 .

2. Àáñîëþòíûé äèôôåðåíöèàë îò ìåòðè÷åñêîãî òåí-
çîðà ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâëåíèÿ ðàâåí íóëþ17

Dgk1k2 = 0 , Dgk1k2 = 0 . (105)

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ïðàâèëà àáñîëþò-
íîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è ïðàâèëà èñêðèâëåííîãî
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðèâîäÿò ê îäíîìó è òîìó æå
âûðàæåíèþ äëÿ äèôôåðåíöèàëà îò ìåòðè÷åñêîãî òåí-
çîðà (98).
Èç ïðàâèëà (103) ñëåäóåò, ÷òî âûðàæåíèÿ (99) è

(102) ìîãóò áûòü îáîáùåíû òàê:

D(òåíçîð) =

(
áàçèñíûå âåêòîðû

òåíçîðà

)
· D
(
êîîðäèíàòû

òåíçîðà

)
.

(106)
Íàïðèìåð, èç (92) è (104) ñëåäóåò

D2D1y = nk · D2d1x
k ,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïðàâèëó (106).
Äëÿ äðóãîãî ïðèìåðà âû÷èñëèì âûðàæåíèå

D3D2d1x
k = d3(D2d1x

k) + Γkk1k3 · (D2d1x
k1) · d3xk3 =

= d3(d2d1x
k + Γkk1k2 · d1xk1 · d2xk2) +

+Γkk4k3 · (d2d1xk4 + Γk4k1k2 · d1xk1 · d2xk2) · d3xk3 =

= d3d2k2d1x
k +

+Γkk1k2(d3d1x
k1·d2xk2+d1xk1·d3d2xk2+d2d1xk1·d3xk2)+

+

(
∂Γkk1k2
∂xk3

+ Γkk4k3 ·Γk4k1k2
)
·d1xk1 ·d2xk2 ·d3xk3 .

17 Èç ýòîãî ïðàâèëà òàêæå ñëåäóåò, ÷òî

Dδk1
k = 0 .

Ñðàâíèâàÿ ýòî âûðàæåíèå ñ (93), ïîëó÷èì

D3D2D1y = nk · D3D2d1x
k ,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïðàâèëó (106).
Òàêèì îáðàçîì, èñêðèâëåííîå äèôôåðåíöèðîâà-

íèå è àáñîëþòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå èìåþò ðàçíûé
ñìûñë è ïîä÷èíÿþòñÿ ðàçíûì ïðàâèëàì, íî ïðè âû-
÷èñëåíèè äèôôåðåíöèàëîâ êîîðäèíàò òåíçîðîâ ïðè-
âîäÿò ê îäèíàêîâûì ðåçóëüòàòàì.

X. ÃÐÓÏÏÀ ÑÄÂÈÃÎÂ Gy ÊÀÊ ÃÐÓÏÏÀ ËÈ
Â ÑÈÑÒÅÌÅ ÎÒÑ×ÅÒÀ

Íà òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà ñèñòåìû îòñ÷åòà X äåé-
ñòâóåò ãðóïïà ñäâèãîâ Gx. Çàêîí êîìïîçèöèè ýòîé
ãðóïïû ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç ñëîæåíèå âåêòîðîâ ñè-
ñòåìû îòñ÷åòà

x = x1 + x2 . (107)

Â ñâîþ î÷åðåäü, íà òî÷êàõ èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàí-
ñòâà Y äåéñòâóåò ãðóïïà ñäâèãîâ Gy. Çàêîí êîìïî-
çèöèè ýòîé ãðóïïû ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç ñëîæåíèå
âåêòîðîâ èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà

y = Y1 + Y2 . (108)

Âåêòîðàì Y, Y1, Y2, âõîäÿùèì â óêàçàííûé çàêîí
êîìïîçèöèè, ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå âåêòîðû
ñèñòåìû îòñ÷åòà18

x ∼ Y , x1 ∼ Y1 , x2 ∼ Y2

è ñ÷èòàòü, ÷òî çàêîíó êîìïîçèöèè (108) ñîîòâåòñòâóåò
çàêîí êîìïîçèöèè, ïîçâîëÿþùèé ïî äâóì âåêòîðàì x1

è x2 îïðåäåëÿòü âåêòîð x

x = f(x1,x2) . (109)

Íóëåâîìó âåêòîðó â Y ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîé âåêòîð
â X

0y ∼ 0x .

Äëÿ íèõ

Y1 = Y1 + 0y ∼ x1 = f(x1, 0x) ,

Y1 = 0y + Y1 ∼ x1 = f(0x,x1) .

Îáðàòíîìó âåêòîðó â Y ñîîòâåòñòâóåò îáðàòíûé
âåêòîð â X

Y1 + (−Y1) = 0y ∼ f(x1,−x1) = 0x ,

−Y1 ∼ −x1 .

18 Íåñìîòðÿ íà îäèíàêîâûå îáîçíà÷åíèÿ, ýòè âåêòîðû îòëè÷íû
îò òåõ, êîòîðûå âõîäÿò â çàêîí ñëîæåíèÿ (107).
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Àññîöèàòèâíîñòè ñëîæåíèÿ â Y ñîîòâåòñòâóåò àññî-
öèàòèâíîñòü çàêîíà êîìïîçèöèè (109) â X:

Y = (Y1 + Y2) + Y3 = Y1 + (Y2 + Y3) ∼
x = f(f(x1,x2),x3) = f(x1, f(x2,x3)) .

Òàêèì îáðàçîì, çàêîí êîìïîçèöèè (109) îïðåäåëÿåò
ãðóïïó â ñèñòåìå îòñ÷åòà X. Îáîçíà÷èì ýòó ãðóïïó G.
Ýòà ãðóïïà ïðåäñòàâëÿåò ãðóïïó ñäâèãîâ Gy èñêðèâ-
ëåííîãî ïðîñòðàíñòâà â ñèñòåìå îòñ÷åòà. Òàê êàê ýëå-
ìåíòàìè ãðóïïû G ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû â X, êîòîðûå,
êðîìå òîãî, ïîä÷èíÿþòñÿ çàêîíó ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ
(107), òî ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé Ëè.
Âàæíî îòìåòèòü ñëåäóþùåå. Òàê êàê òî÷êè ïðî-

ñòðàíñòâà ñèñòåìû îòñ÷åòà è èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàí-
ñòâà ñîâïàäàþò, çàêîíû êîìïîçèöèè (107) è (109) îò-
íîñÿòñÿ ê îäíîé è òîé æå òî÷êå. Ïðè ïåðåõîäå ê äðó-
ãîé òî÷êå çàêîí êîìïîçèöèè (107) îñòàåòñÿ ïðåæíèì,
çàêîí êîìïîçèöèè (109) ìåíÿåòñÿ, òàê êàê ìåíÿþòñÿ
ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðû x, x1, x2. Èíà÷å ãîâîðÿ, èñ-
êðèâëåííîå ïðîñòðàíñòâî ñàìî ïî ñåáå ÿâëÿåòñÿ îäíî-
ðîäíûì, à ïðåäñòàâëÿþùåå åãî ïðîñòðàíñòâî, íàïðî-
òèâ, íåîäíîðîäíî.
Äèôôåðåíöèàë âåêòîðà x, ñîîòâåòñòâóþùèé çàêîíó

ñëîæåíèÿ (107), îáîçíà÷èì dx. Äèôôåðåíöèàë ýòî-
ãî æå âåêòîðà, ñîîòâåòñòâóþùèé çàêîíó êîìïîçèöèè
(109), îáîçíà÷èì Dx è îòîæäåñòâèì åãî ñ èñêðèâ-
ëåííûì äèôôåðåíöèàëîì, ââåäåííûì â Ðàçäåëå 4.1.
Ñâÿçü ìåæäó äèôôåðåíöèàëàìè dx è Dx íàéäåì èç
óñëîâèÿ

x+ dx = f(x, Dx) .

Âû÷èòàÿ îòñþäà

x = f(x, 0x) ,

ïîëó÷èì

dx = f(x, Dx)− f(x, 0x) .

Â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ âûäåëèì ãëàâ-
íóþ (ëèíåéíóþ) ÷àñòü îòíîñèòåëüíî Dx è çàïèøåì
ñîîòíîøåíèå â ñëåäóþùåì âèäå:

dx = l̃ ◦Dx .

Îòñþäà ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

Dx = l ◦ dx ,

êîòîðîå â ñîîòâåòñòâèè ñ íàøèì äîïóùåíèåì ñîâïàäà-
åò ñ âûðàæåíèåì (6).

XI. ÈÑÊÐÈÂËÅÍÍÎÅ
ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÎ-ÂÐÅÌß È ÃÅÎÌÅÒÐÈß

ÊËÅÉÍÀ

Îáùíîñòü ãåîìåòðèè Ðèìàíà, ëåæàùåé â îñíîâå
òåîðèè ãðàâèòàöèè Ýéíøòåéíà, äîñòèãàåòñÿ öåíîé îò-
êàçà îò ñîîòíîøåíèé

dx = ei · dxi , dx2 = (dx · dx) , gik = (ei · ek) ,

èìåþùèõ ìåñòî â ãåîìåòðèè Åâêëèäà, òî åñòü öåíîé
îòêàçà îò íàïðàâëåííûõ èçìåðåíèé â ïðîñòðàíñòâå-
âðåìåíè. Èíà÷å ãîâîðÿ, ãåîìåòðèÿ Ðèìàíà íå äîïóñ-
êàåò ââåäåíèÿ ýòàëîíîâ äëèíû è âðåìåíè, à â êà÷åñòâå
èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû ïðèíèìàåò ëèíåéíûé ýëåìåíò19

dx =
√
gik · dxi · dxk .

Ýòà îñîáåííîñòü ãåîìåòðèè Ðèìàíà ïðèâîäèò ê
òðóäíîñòÿì â òåîðèè ãðàâèòàöèè, ñâÿçàííûì ñ èçìå-
ðåíèåì êîìïîíåíò èìïóëüñà è ýíåðãèè. Êðîìå òîãî,
ïîëîæåíèå, êîãäà îòñóòñòâóþò èçìåðèòåëüíûå ýòàëî-
íû âðåìåíè è äëèíû, ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ñàìî
ïî ñåáå ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåóäîâëåòâîðèòåëüíûì.
Âñå ýòî çàñòàâëÿåò îòêàçàòüñÿ îò ãåîìåòðèè Ðèìà-

íà êàê îñíîâû òåîðèè ãðàâèòàöèè è èñêàòü ãåîìåòðèþ
íå ìåíåå îáùóþ, íî äîïóñêàþùóþ ââåäåíèå â òåîðèþ
ëèíååê è ÷àñîâ. Ââåñòè â ãåîìåòðèþ ïîíÿòèå íàïðàâ-
ëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêè îçíà÷àåò ââåñòè ãðóïïó, îïèñû-
âàþùóþ íàïðàâëåííûå äâèæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå, à
ýòî íàâîäèò íà ìûñëü, ÷òî èñêîìàÿ ãåîìåòðèÿ äîëæíà
ïîä÷èíÿòüñÿ èäåå Ô.Êëåéíà: îíà äîëæíà áûòü ñëåä-
ñòâèåì äåéñòâèÿ ãðóïïû íà ìíîæåñòâî òî÷åê ïðî-
ñòðàíñòâà. Ñîîáðàæåíèÿ ïðåäûäóùåãî Ðàçäåëà ïîç-
âîëÿþò ðàññìàòðèâàòü èñêðèâëåííîå ïðîñòðàíñòâî
êàê ïðîñòðàíñòâî Êëåéíà, ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóï-
ïîé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ãðóïïà Ëè G, äåéñòâóþùàÿ íà
âåêòîðàõ ñèñòåìû îòñ÷åòà è ïðåäñòàâëÿþùàÿ ãðóïïó
ñäâèãîâ Gy èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà. Ãåîìåòðèÿ
Êëåéíà, î÷åâèäíî, äîëæíà áûòü êîâàðèàíòíà îòíî-
ñèòåëüíî ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû20. Ïîýòîìó, åñëè
òåîðèþ ãðàâèòàöèè ñòðîèòü íà ãåîìåòðèè Êëåéíà, òî
íåîáõîäèìî îòêàçàòüñÿ îò èäåè îáùåé êîâàðèàíòíî-
ñòè, êîòîðàÿ, ñîãëàñíî Ýéíøòåéíó, ñîñòîèò â èíâàðè-
àíòíîñòè òåîðèè ãðàâèòàöèè îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçî-
âàíèé êîîðäèíàò òî÷åê ïðîñòðàíñòâà Ðèìàíà

x′i = f i(xk) .

À òàê êàê â ãåîìåòðèè Ðèìàíà ïðåîáðàçîâàíèå òî-
÷åê ïðîñòðàíñòâà íå îòäåëèìî îò ïðåîáðàçîâàíèÿ ÷èñ-
ëîâîãî îáîçíà÷åíèÿ òî÷åê (ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû
êîîðäèíàò), òî èñïîëüçîâàíèå èäåè îáùåé êîâàðèàíò-
íîñòè íåóäîâëåòâîðèòåëüíî è ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ.
Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî èçëîæåííàÿ òåîðèÿ èñ-

êðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà âêëþ÷àåò â ñåáÿ è óòî÷íÿ-
åò âñå ñîîòíîøåíèÿ ãåîìåòðèè Ðèìàíà.

XII. ÂÛÂÎÄÛ ÏÎ ÃËÀÂÅ

� Ëèíåéíûé ýëåìåíò è ìåòðè÷åñêèé òåíçîð, ïîëó-
÷åííûå äëÿ èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà, ñîâïà-

19 Îòñþäà ñëåäóåò èíâàðèàíòíîñòü òåîðèè ãðàâèòàöèè Ýéí-
øòåéíà îòíîñèòåëüíî êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

20 Êîâàðèàíòíîñòü ãåîìåòðèè îòíîñèòåëüíî ôóíäàìåíòàëüíîé
ãðóïïû îçíà÷àåò èíâàðèàíòíîñòü ñîîòíîøåíèé ãåîìåòðèè
ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ ýòîé ãðóïïû.
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äàþò ñ òåìè, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â òåòðàäíîé
ôîðìóëèðîâêå òåîðèè ãðàâèòàöèè.

� Ïîäõîä ê èñêðèâëåííîìó ïðîñòðàíñòâó êàê âåê-
òîðíîìó ïðîñòðàíñòâó ïðèâîäèò ê íîâîìó âçãëÿ-
äó íà êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè. À èìåííî, â îñ-
íîâå ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ è âñåé ñòðóêòóðû èñ-
êðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà ëåæèò ãðóïïà ëèíåé-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

� Ðàâåíñòâî íóëþ àáñîëþòíîé ïðîèçâîäíîé îò ìåò-
ðè÷åñêîãî òåíçîðà ïðîòèâîðå÷èò ïîäõîäó ê èñ-
êðèâëåííîìó ïðîñòðàíñòâó êàê âåêòîðíîìó ïðî-
ñòðàíñòâó ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòî-
ðîâ. Ïîýòîìó, îòêàçûâàÿñü îò ãåîìåòðèè Ðèìà-
íà êàê îñíîâû òåîðèè ãðàâèòàöèè, íåîáõîäèìî
îòêàçàòüñÿ è îò ýòîãî ðàâåíñòâà.

� Êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè íå îïðåäåëÿþòñÿ ÷å-
ðåç ìåòðè÷åñêèé òåíçîð, à ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ñàìîñòîÿòåëüíûå íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå.

� Îäèí èç âîïðîñîâ, êîòîðûé íóæíî ðåøèòü ïðè
ïîñòðîåíèè òåîðèè ãðàâèòàöèè, îñíîâàííîé íà
èñêðèâëåííîì ïðîñòðàíñòâå, ñîñòîèò â òîì, ÷òî-
áû îïðåäåëèòü ïîäãðóïïó ãðóïïû ëèíåéíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé, îòâåòñòâåííóþ çà ãðàâèòàöèîííîå
âçàèìîäåéñòâèå.

XIII. ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ 1. ÐÀÇËÎÆÅÍÈÅ
ÒÅÍÇÎÐÀ ÊÐÈÂÈÇÍÛ

Rik[lm] = Γikl,m − Γikm,l + Γinm · Γnkl − Γinl · Γnkm .

Ðàçäåëèì êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè íà ñèììåòðè÷-
íóþ è àíòèñèììåòðè÷íóþ ÷àñòè è çàïèøåì ïîñëåäî-
âàòåëüíî ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè

Γikl,m = Γi<kl>,m + Γi[kl],m ,

−Γikm,l = −Γi<km>,l − Γikm,l ,

Γinm · Γnkl = (Γi<nm> + Γi[nm])Γ
n
<kl>Γ

i
nm · Γn[kl] =

= Γi<nm> · Γn<kl> + Γi[nm] · Γnkl −
−Γi[nm] · Γn[kl] + Γinm · Γn[kl] ,

−Γinl · Γnkm = −(Γi<nl> + Γi[nl])Γ
n
<km> − Γinl · Γn[km] =

= −Γi<nl> · Γn<km> − Γi[nl] · Γnkm +

+Γi[nl] · Γn[km] − Γi[nl] · Γn[km] ,

Ó÷òåì, ÷òî

Γi[kl];m = Γi[kl],m+Γinm·Γn[kl]−Γi[nl]·Γnkm−Γi[kn]·Γnlm

è

−Γi[km];l = −Γi[km],l − Γinl · Γn[km] +

+Γi[nm] · Γnkl + Γi[kn] · Γnml .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òåíçîð êðèâèçíû ìîæíî çàïè-
ñàòü òàê:

Rik[lm] = Bik[lm] +Ωik[lm] ,

ãäå

Bik[lm] = Γi<kl>,m − Γi<km>,l +

+Γi<nm> · Γn<kl> − Γi<nl> · Γn<km> ,

Ωik[lm] = Γi[kl];m − Γi[km];l + Γi[nl] · Γn[km] −
−Γi[nm] · Γn[kl] + 2Γi[kn] · Γn[lm] .

XIV. ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ 2. ÂÛÂÎÄ ÂÒÎÐÎÃÎ
ÒÎÆÄÅÑÒÂÀ ÁÈÀÍÊÈ

Èñõîäèì èç òîæäåñòâà ßêîáè

(Xn ∧Xm)Xl(nk) + (Xm ∧Xl)Xn(nk) +

+(Xl ∧Xn)Xm(nk)−Xl(Xn ∧Xm)(nk)−
−Xn(Xm ∧Xl)(nk)−Xm(Xl ∧Xn)(nk) = 0 .

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (58) è (60), ïîëó÷èì

(Xn ∧Xm)(np · Γpkl) + (Xm ∧Xl)(np · Γpkn) +
+(Xl ∧Xn)(np · Γpkm)−Xl(ni ·Rik[mn])−

−Xn(ni ·Rik[lm])−Xm(ni ·Rik[nl]) = 0

èëè

(Xn ∧Xm)(np) · Γpkl + (Xm ∧Xl)(np) · Γpkn +

+(Xl ∧Xn)(np) · Γpkm − np · (Xn ∧Xm)(Γpkl) +

+np · (Xm ∧Xl)(Γ
p
kn) + np · (Xl ∧Xn)(Γ

p
km)−

−Xl(ni) ·Rik[mn] −Xn(ni) ·Rik[lm] −
−Xm(ni) ·Rik[nl] − ni ·Xl(R

i
k[mn])−

−ni ·Xn(R
i
k[lm])− ni ·Xm(Rik[nl]) = 0 .

Äàëåå ó÷òåì âûðàæåíèÿ (59) è (58), è êðîìå òîãî, ÷òî
â ãåîìåòðèè Ðèìàíà âûðàæåíèÿ âèäà, óêàçàííîãî íè-
æå, ðàâíû íóëþ:

(Xn ∧Xm)(Γpkl) = 0 ,

òàê êàê ïî îòíîøåíèþ ê Γpkl îïåðàòîð (Xn∧Xm) îçíà-
÷àåò

∂2

∂xn∂xm
− ∂2

∂xm∂xn
,
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à òàêæå âûðàæåíèÿ âèäà Xl(R
i
k[mn]) îçíà÷àþò ÷àñò-

íîå äèôôåðåíöèðîâàíèå Rik[mn] ïî x
l:

Xl(R
i
k[mn]) =

∂Rik[mn]

∂xl
= Rik[mn],l .

Ïîëó÷èì:

Rip[mn] · Γpkl +Rip[lm] · Γpkn +Rip[nl] · Γpkm −
−Γipl ·Rpk[mn] − Γipn ·Rpk[lm] − Γipm ·Rpk[nl] −

−Rik[mn],l −Rik[lm],n −Rik[nl],m = 0 .
(110)

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì òîæäåñòâîì:

Rik[pm] · Γp<ln> +Rik[pl] · Γp<nm> +

+Rik[pn] · Γp<ml> +Rik[lp] · Γp<mn> +

+Rik[np] · Γp<lm> +Rik[mp] · Γp<nl> = 0

èëè

Rik[pm] · Γpln +Rik[pl] · Γpnm +Rik[pn] · Γpml +
+Rik[lp] · Γpmn +Rik[np] · Γplm +Rik[mp] · Γpnl −
−Rik[pm] · Γp[ln] −Rik[pl] · Γp[nm] −Rik[pn] · Γp[ml] −
−Rik[lp] · Γp[mn] −Rik[np] · Γp[lm] −Rik[mp] · Γp[nl] = 0

èëè

Rik[pm] · Γpln +Rik[pl] · Γpnm +Rik[pn] · Γpml +
+Rik[lp] · Γpmn +Rik[np] · Γplm +Rik[mp] · Γpnl −
−2(Rik[mp] · Γp[nl] +Rik[lp] · Γp[mn] +Rik[np] · Γp[lm]) = 0 .

Ñëîæèì ýòî òîæäåñòâî ñ òîæäåñòâîì Áèàíêè (110):

−Rik[lm],n −Rik[nl],m −Rik[mn],l −
−Γipn ·Rpk[lm] − Γipm ·Rpk[nl] − Γipl ·Rpk[mn] +
+Rip[lm] · Γpkn +Rip[nl] · Γpkm +Rip[mn] · Γpkl +
+Rik[pm] · Γpln +Rik[pl] · Γpnm +Rik[pn] · Γpml +
+Rik[lp] · Γpmn +Rik[np] · Γplm +Rik[mp] · Γpnl −
−2(Rik[mp] · Γp[nl] +Rik[lp] · Γp[mn] +Rik[np] · Γp[lm]) = 0 .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì âòîðîå òîæäåñòâî Áèàíêè â ñëå-
äóþùåì âèäå:

Rik[lm];n +Rik[nl];m +Rik[mn];l +

+2(Rik[mp] · Γp[nl] +Rik[lp] · Γp[mn] +Rik[np] · Γp[lm]) = 0 .
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àëãåáðà

I. ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÎ-ÂÐÅÌß ÊÀÊ
ÈÑÊÐÈÂËÅÍÍÀß ÒÅÍÇÎÐÍÀß
ÊÎÍÒÐÀÂÀÐÈÀÍÒÍÀß ÀËÃÅÁÐÀ

1. Îáðàçóþùåå ïðîñòðàíñòâî

×åòûðåõìåðíîå èñêðèâëåííîå ïðîñòðàíñòâî Y ÿâ-
ëÿåòñÿ èñõîäíûì ïðè ïîñòðîåíèè òåíçîðíîé êîíòðàâà-
ðèàíòíîé àëãåáðû èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðå-
ìåíè. Â ýòîì ñìûñëå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Y íà-
çûâàåòñÿ îáðàçóþùèì ïðîñòðàíñòâîì òåíçîðíîé êîí-
òðàâàðèàíòíîé àëãåáðû èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè. Ñîîòâåòñòâåííî áàçèñíûå âåêòîðû ïðîñòðàí-
ñòâà Y íàçûâàþòñÿ îáðàçóþùèìè áàçèñíûõ âåêòîðîâ
òåíçîðíîé àëãåáðû.
Çäåñü ïðåæäå âñåãî âàæíî, ÷òî èñêðèâëåííîå ïðî-

ñòðàíñòâî Y ÿâëÿåòñÿ ÷åòûðåõìåðíûì âåêòîðíûì
ïðîñòðàíñòâîì. Âåêòîð ýòîãî ïðîñòðàíñòâà Y çàïèñû-
âàåòñÿ ÷åðåç áàçèñíûå âåêòîðû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Y = ei · yi .

Çäåñü èíäåêñ i ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 1, 2, 3, 4. e1, e2, e3
� ýòî áàçèñíûå âåêòîðû ãåîìåòðè÷åñêîãî èñêðèâëåí-
íîãî ïðîñòðàíñòâà, à e4 � áàçèñíûé âåêòîð èñêðèâëåí-
íîãî âðåìåíè.
Çäåñü è äàëåå âåêòîð Y è êîîðäèíàòû âåêòîðà yi

ñ÷èòàþòñÿ áåçðàçìåðíûìè. Áàçèñíûå âåêòîðû � ýòî
áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû, îïðåäåëÿþùèå òîëüêî íà-
ïðàâëåíèå âåêòîðà.

2. Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ
îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà

Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ Y1 è Y2, ïðèíàä-
ëåæàùèõ îáðàçóþùåìó ïðîñòðàíñòâó, çàïèøåì ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

Y1 ⊗ Y2 .

Áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå âåêòîðîâ Y1 è Y2 îáùåãî
âèäà1 çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F (Y1, Y2) .

1 Íàïîìíèì, ÷òî îòîáðàæåíèå F ÿâëÿåòñÿ áèëèíåéíûì, åñëè
îíî ïîä÷èíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿì

F (Y1 +A, Y2) = F (Y1, Y2) + F (A, Y2) ,

F (Y1, Y2 + B) = F (Y1, Y2) + F (Y1, B) ,
F (α · Y1, Y2) = α · F (Y1, Y2) ,

F (Y1, α · Y2) = α · F (Y1, Y2) ,

ãäå Y1, Y2, A, B ∈ Y , α ∈ IR.

Ïî îïðåäåëåíèþ òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåê-
òîðîâ îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ áèëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì
ýòèõ âåêòîðîâ îáùåãî âèäà

Y1 ⊗ Y2 ≡ F (Y1, Y2) .

Ôîðìóëèðîâêà "îáùåãî âèäà" îçíà÷àåò, ÷òî îòîáðà-
æåíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ áåçîòíîñèòåëüíî ê êîíêðåòíî-
ìó âåêòîðíîìó ïðîñòðàíñòâó, â êîòîðîå îñóùåñòâëÿ-
åòñÿ îòîáðàæåíèå. "Îáùíîñòü" òåíçîðíîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå â
êîíêðåòíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, íàïðèìåð

G(Y1, Y2) ,

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå L
òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â óêàçàííîå êîíêðåòíîå âåê-
òîðíîå ïðîñòðàíñòâî

G(Y1, Y2) = L(Y1 ⊗ Y2) .

Âñëåäñòâèå áèëèíåéíîñòè ìîæíî çàïèñàòü

F (Y1 , Y2) = F (ei1 y1
i1 , ei2 y2

i2) =

= F (ei1 , ei2) y1
i1 y2

i2 .

Òàêèì îáðàçîì,

Y1 ⊗ Y2 = F (ei1 , ei2) y1
i1 y2

i2 .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ
âåêòîðîâ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âåêòîð, ïðèíàä-
ëåæàùèé ìíîæåñòâó âåêòîðîâ âèäà

2

Y= ei1i2 · yi1i2 .

Çäåñü

ei1i2 = ei1 ⊗ ei2 = F (ei1 , ei2) .

Óêàçàííîå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ òåíçîð-
íîé ñòåïåíüþ âòîðîãî ïîðÿäêà ïðîñòðàíñòâà Y è îáî-
çíà÷àåòñÿ

2
⊗ Y .

Âåêòîðû ei1i2 ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê áàçèñíûå âåêòî-

ðû â
2
⊗ Y . ×èñëà yi1i2 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîîðäèíàòû

âåêòîðà
2

Y.
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3. Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå n âåêòîðîâ
îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà

Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå n âåêòîðîâ Y1, Y2, . . . ,Yn,
ïðèíàäëåæàùèõ îáðàçóþùåìó ïðîñòðàíñòâó, çàïè-
øåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Y1 ⊗ Y2 ⊗ . . .⊗ Yn .

Ïîëèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå îáùåãî âèäà n âåêòî-
ðîâ Y1, Y2 , . . . ,Yn, ïðèíàäëåæàùèõ îáðàçóþùåìó
ïðîñòðàíñòâó, çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F (Y1, Y2, . . . , Yn) .

Ïî îïðåäåëåíèþ òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå n âåêòî-
ðîâ îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïîëèëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì
îáùåãî âèäà ýòèõ âåêòîðîâ

Y1 ⊗ Y2 ⊗ . . .⊗ Yn ≡ F (Y1, Y2, . . . , Yn) .

Ôîðìóëèðîâêà "îáùåãî âèäà" îçíà÷àåò, ÷òî îòîáðà-
æåíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ áåçîòíîñèòåëüíî ê êîíêðåòíî-
ìó âåêòîðíîìó ïðîñòðàíñòâó, â êîòîðîå îñóùåñòâëÿ-
åòñÿ îòîáðàæåíèå. "Îáùíîñòü" òåíçîðíîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïîëèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå
â êîíêðåòíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, íàïðèìåð

G(Y1, Y2, . . . , Yn) ,

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå L
òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â óêàçàííîå êîíêðåòíîå âåê-
òîðíîå ïðîñòðàíñòâî

G(Y1, Y2, . . . , Yn) = L(Y1 ⊗ Y2 ⊗ . . .⊗ Yn) .

Âñëåäñòâèå ïîëèëèíåéíîñòè ìîæíî çàïèñàòü

F (Y1 , Y2, . . . , Yn) =
= F (ei1 y1

i1 , ei2 y2
i2 , . . . , ein yn

in) =

= F (ei1 , ei2 , . . . , ein) y1
i1 y2

i2 . . . yn
in .

Òàêèì îáðàçîì,

Y1 ⊗ Y2 ⊗ . . .⊗ Yn =

= F (ei1 , ei2 , . . . , ein) y1
i1 y2

i2 . . . yn
in .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå n âåê-
òîðîâ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âåêòîð, ïðèíàäëåæà-
ùèé ìíîæåñòâó âåêòîðîâ âèäà

n

Y= ei1i2...in · yi1i2...in .

Çäåñü

ei1i2...in = ei1 ⊗ ei2 ⊗ . . .⊗ ein = F (ei1 , ei2 , . . . , ein) .

Óêàçàííîå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ òåíçîð-
íîé ñòåïåíüþ n-ãî ïîðÿäêà ïðîñòðàíñòâà Y è îáîçíà-
÷àåòñÿ

n
⊗ Y .

Âåêòîðû ei1i2...in ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê áàçèñíûå

âåêòîðû â
n
⊗ Y . ×èñëà yi1i2...in ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé

êîîðäèíàòû âåêòîðà
n

Y.

4. Èñêðèâëåííîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ êàê
òåíçîðíàÿ êîíòðàâàðèàíòíàÿ àëãåáðà

Ïîìèìî ïðîñòðàíñòâ òåíçîðíûõ ñòåïåíåé ïîðÿäêà
2 è áîëåå ââåäåì ïðîñòðàíñòâî òåíçîðíîé ñòåïåíè 0,
ïîëàãàÿ2

0
⊗ Y = IR ,

è ïðîñòðàíñòâî òåíçîðíîé ñòåïåíè 1, ïîëàãàÿ

1
⊗ Y = Y .

Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ïðåäñòàâëåííîå
ñóììîé âñåõ òåíçîðíûõ ñòåïåíåé. Ýòî ïðîñòðàíñòâî
îáîçíà÷èì ⊗Y è íàçîâåì èñêðèâëåííûì ïðîñòðàí-
ñòâîì êîíòðàâàðèàíòíûõ òåíçîðîâ. Òàêèì îáðàçîì,

⊗Y =
0
⊗ Y +

1
⊗ Y +

2
⊗ Y + . . .

Ïðîñòðàíñòâî ⊗Y ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî âåêòîðíûì
ïðîñòðàíñòâîì3, íî è àëãåáðîé, â êîòîðîé óìíîæå-
íèå âåêòîðîâ ïðåäñòàâëåíî òåíçîðíûì óìíîæåíèåì è
óìíîæåíèåì òåíçîðîâ íà ÷èñëî. Ïîýòîìó ⊗Y íàçûâà-
åòñÿ òàêæå èñêðèâëåííîé òåíçîðíîé êîíòðàâàðèàíò-
íîé àëãåáðîé. Âåêòîð èñêðèâëåííîé òåíçîðíîé êîí-
òðàâàðèàíòíîé àëãåáðû çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

Y = e0 · y0 + ei1 · yi1 + ei1i2 · yi1i2 + . . . .

Çäåñü e0 � äåéñòâèòåëüíàÿ åäèíèöà. Ýòîò âåêòîð
óäîáíî çàïèñàòü, èñïîëüçóÿ ñîáèðàòåëüíûé èíäåêñ

I ∼ 0 , i1 , i1i2 , i1i2i3 , . . . ,

îáîáùåííûé áàçèñíûé âåêòîð

eI = e0, ei1 , ei1i2 , . . .

è îáîáùåííûå êîîðäèíàòû

yI = y0, yi1 , yi1i2 , . . . ,

â êîìïàêòíîì âèäå

Y = eI · yI .

2 Íàïîìíèì, ÷òî IR � ýòî ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
3 Îòìåòèì, ÷òî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî êîíòðàâàðèàíòíûõ
òåíçîðîâ áåñêîíå÷íîìåðíî.
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II. ÈÑÊÐÈÂËÅÍÍÎÅ
ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÎ-ÂÐÅÌß ÊÀÊ

ÓÍÈÂÅÐÑÀËÜÍÀß ÊÎÍÒÐÀÂÀÐÈÀÍÒÍÀß
ÀËÃÅÁÐÀ

Íàðÿäó ñ òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ îáðà-
çóþùåãî ïðîñòðàíñòâà Y áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñêà-
ëÿðíîå è âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ.

1. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ
îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ, êîòîðîå áóäåì
çàïèñûâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Y1 · Y2 ,

� ýòî áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

F0(Y1 , Y2)

âåêòîðîâ â ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë IR:

Y1 · Y2 ≡ F0(Y1 , Y2) ∈ IR .

Âñëåäñòâèå áèëèíåéíîñòè ìîæíî çàïèñàòü

F0(Y1 , Y2) = F0(ei1 y1
i1 , ei2 y2

i2) =

= F0(ei1 , ei2) y1
i1 i2

i2 .

×èñëîâàÿ âåëè÷èíà

Gi1i2 = ei1 · ei2 ≡ F0(ei1 , ei2)

íàçûâàåòñÿ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì.
Ïîïðåæíåìó áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèç-

âåäåíèå íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà èñïîëüçóåìûõ ñîìíî-
æèòåëåé. Îòñþäà

Gi1i2 = Gi2i1 .

2. Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ
îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà

Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ îáðàçóþùåãî ïðî-
ñòðàíñòâà, êîòîðîå áóäåì çàïèñûâàòü ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

Y1 × Y2 ,

� ýòî áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

F1(Y1 , Y2)

âåêòîðîâ Y1, Y2 â âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Y :

Y1 × Y2 ≡ F1(Y1 , Y2) ∈ Y .

Â ñèëó áèëèíåéíîñòè

Y1 × Y2 = F1(ei1 , ei2) y1
i1 y2

i2 .

Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ

ei1 × ei2 = F1(ei1 , ei2)

òàêæå ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà
Y . Ïîýòîìó

ei1 × ei2 = ei · Cii1i2 ,

ãäå ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû Cii1i2 � ýòî êîîðäèíà-
òû âåêòîðà ei1 × ei2 .

3. Óíèâåðñàëüíîå ïðîèçâåäåíèå èñêðèâëåííûõ
âåêòîðîâ. Èñêðèâëåííîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ êàê

óíèâåðñàëüíàÿ êîíòðàâàðèàíòíàÿ àëãåáðà

Ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ îáðàçóþùåãî ïðîñòðàí-
ñòâà Y1 è Y2, ñîñòàâëåííîå èç ñêàëÿðíîãî, âåêòîðíîãî
è òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèé, íàçîâåì óíèâåðñàëüíûì
è çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Y1 ◦ Y2 = Y1 · Y2 + Y1 × Y2 + Y1 ⊗ Y2 .

Ïî îòíîøåíèþ ê áàçèñíûì âåêòîðàì óíèâåðñàëüíîå
ïðîèçâåäåíèå ïðèíèìàåò âèä

ei1 ◦ ei2 = ei1 · ei2 + ei1 × ei2 + ei1 ⊗ ei2 =

= Gi1i2 + ei · Cii1i2 + ei1i2 . (1)

Àëãåáðó, ïîñòðîåííóþ íà óíèâåðñàëüíîì ïðîèçâåäå-
íèè, íàçîâåì èñêðèâëåííîé óíèâåðñàëüíîé êîíòðàâà-
ðèàíòíîé è áóäåì îáîçíà÷àòü Y. Âåêòîð èñêðèâëåííîé
óíèâåðñàëüíîé êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðû çàïèñûâà-
åòñÿ òàê æå, êàê âåêòîð èñêðèâëåííîé òåíçîðíîé êîí-
òðàâàðèàíòíîé àëãåáðû

Y = e0 · y0 + ei1 · yi1 + ei1i2 · yi1i2 + . . . .

Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìîìåíòà, áóäåì ðàññìàòðèâàòü èñ-
êðèâëåííóþ óíèâåðñàëüíóþ êîíòðàâàðèàíòíóþ àë-
ãåáðó Y êàê îáîáùåííîå èñêðèâëåííîå ïðîñòðàíñòâî-
âðåìÿ, îáîáùàþùåå ÷åòûðåõìåðíîå èñêðèâëåííîå ïðî-
ñòðàíñòâî-âðåìÿ Y . Îïðåäåëåíèå îáîáùåííîå ïî îò-
íîøåíèþ ê Y äëÿ êðàòêîñòè áóäåì â äàëüíåéøåì
îïóñêàòü.

III. ËÅÂÀß È ÏÐÀÂÀß ÈÑÊÐÈÂËÅÍÍÛÅ
ÓÍÈÂÅÐÑÀËÜÍÛÅ ÊÎÍÒÐÀÂÀÐÈÀÍÒÍÛÅ

ÀËÃÅÁÐÛ

Òàê æå, êàê äëÿ èñêðèâëåííîé òåíçîðíîé àëãåáðû
⊗Y , âåêòîð èñêðèâëåííîé óíèâåðñàëüíîé êîíòðàâàðè-
àíòíîé àëãåáðû Y

Y = e0 · y0 + ei1 · yi1 + ei1i2 · yi1i2 + . . . . (2)



256 ÃËÀÂÀ 2.4 Èñêðèâëåííîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ êàê óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðà

óäîáíî çàïèñàòü, èñïîëüçóÿ îáîáùåííûé áàçèñíûé
âåêòîð

eI = e0, ei1 , ei1i2 , . . .

è îáîáùåííûå êîîðäèíàòû

yI = y0, yi1 , yi1i2 , . . . ,

â êîìïàêòíîì âèäå

Y = eI · yI .

Îáðàòèìñÿ ê óìíîæåíèþ âåêòîðîâ. Ïóñòü ñíà÷àëà
ðàññìàòðèâàåòñÿ âåêòîð Y1, à çàòåì âåêòîð Y2. Ñ
ýòîé òî÷êè çðåíèÿ âåêòîð Y1 áóäåì íàçûâàòü íà÷àëü-
íûì, à âåêòîð Y2 - ïîñëåäóþùèì. Âîçìîæíû äâà âà-
ðèàíòà óìíîæåíèÿ óêàçàííûõ âåêòîðîâ:

Y1 ◦ Y2 ,

êîãäà ïîñëåäóþùèé âåêòîð óìíîæàåòñÿ íà íà÷àëüíûé
ñïðàâà, è

Y2 ◦ Y1 ,

êîãäà ïîñëåäóþùèé âåêòîð óìíîæàåòñÿ íà íà÷àëüíûé
ñëåâà. Â îáùåì ñëó÷àå óìíîæåíèå âåêòîðîâ íåêîììó-
òàòèâíî, ïîýòîìó

Y1 ◦ Y2 ̸= Y2 ◦ Y1 .

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå äëÿ ïðàâîãî ïðîèçâåäåíèÿ

rY = Y1 ◦ Y2 . (3)

Ëåâîå ïðîèçâåäåíèå ñîîòâåòñòâåííî çàïèøåì òàê:

lY = Y2 ◦ Y1 . (4)

Àëãåáðó, îñíîâàííóþ íà óìíîæåíèè (3), íàçîâåì
ïðàâîé èñêðèâëåííîé è îáîçíà÷èì rY.
Àëãåáðó, îñíîâàííóþ íà óìíîæåíèè (4), íàçîâåì ëå-

âîé èñêðèâëåííîé è îáîçíà÷èì lY. Åäèíèöåé àëãåáð
ÿâëÿåòñÿ âåêòîð, ðàâíûé ÷èñëîâîé åäèíèöå.
Ïðåäûäóùèå ïîñòðîåíèÿ ïîâòîðèì äëÿ óìíîæåíèÿ

áàçèñíûõ âåêòîðîâ. Ïóñòü áàçèñíûå âåêòîðû eI1 ÿâëÿ-
þòñÿ íà÷àëüíûìè, à áàçèñíûå âåêòîðû eI2 ÿâëÿþòñÿ
ïîñëåäóþùèìè. Òîãäà ïðàâîå ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ
âåêòîðîâ çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

eI1 ◦ eI2 = eI · rCII1I2 , (5)

ãäå rC
I
I1I2 � ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå ïðàâîé èñ-

êðèâëåííîé óíèâåðñàëüíîé êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåá-
ðû rY.
Ëåâîå ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ ñîîòâåò-

ñòâåííî çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

eI2 ◦ eI1 = eI · lCII1I2 , (6)

ãäå lC
I
I1I2 � ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå ëåâîé èñêðèâ-

ëåííîé óíèâåðñàëüíîé êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðû lY.

Î÷åâèäíî, ÷òî

rC
I
I1I2 = lC

I
I2I1 . (7)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íå âîçíèêàëà ïóòàíèöà ìåæäó ôîð-
ìóëàìè (5) è (6), óäîáíî ââåñòè ðàçíîå îáîçíà÷åíèå
äëÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ëåâîé è ïðàâîé àëãåáð ñîîò-
âåòñòâåííî4:

leI − ëåâûå áàçèñíûå âåêòîðû ,

reI − ïðàâûå áàçèñíûå âåêòîðû .

Òîãäà óìíîæåíèå ëåâûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ çàäàåò-
ñÿ ñòðóêòóðíûìè ïîñòîÿííûìè lC

leI2 ◦ leI1 = leI · lCII1I2 ,

à óìíîæåíèå ïðàâûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ çàäàåòñÿ
ñòðóêòóðíûìè ïîñòîÿííûìè rC

reI1 ◦ reI2 = reI · rCII1I2 .

Ó÷èòûâàÿ

Y1 = eI1 · y
I1
1 , Y2 = eI2 · y

I1
2 ,

ðàâåíñòâà (5) è (6), èç âûðàæåíèé (3) è (4) ïîëó÷èì

ry
I = rC

I
I1I2 · y

I1
1 · y

I2
2 (8)

è

ly
I = lC

I
I1I2 · y

I1
1 · y

I2
2 . (9)

Ôîðìóëû (8) è (9) çàäàþò óìíîæåíèå âåêòîðîâ ïî
îòíîøåíèþ ê êîîðäèíàòàì âåêòîðîâ.

IV. ÏÎÄÀËÃÅÁÐÛ ÈÑÊÐÈÂËÅÍÍÎÉ
ÓÍÈÂÅÐÑÀËÜÍÎÉ ÊÎÍÒÐÀÂÀÐÈÀÍÒÍÎÉ

ÀËÃÅÁÐÛ

Èç èñêðèâëåííîé óíèâåðñàëüíîé êîíòðàâàðèàíòíîé
àëãåáðû Y âûäåëèì ïîäàëãåáðó, íàêëàäûâàÿ íà ïðî-
èçâåäåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ (1) ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) óñëîâèå åâêëèäîâîñòè, â êîòîðîå âêëþ÷èì äâà

òðåáîâàíèÿ
a) ïðè k1 = k2

ei1 ◦ ei2 = ei1 · ei2 ,

ïðè÷åì

e1 · e1 = 1 , e2 · e2 = 1 , e3 · e3 = 1 , e4 · e4 = −1 ;

4 Òàêîå ðàçëè÷èå òåðÿåò ñìûñë, êîãäà óìíîæåíèå âåêòîðîâ è
ñîîòâåòñòâåííî àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà ìíîæåñòâ âåêòîðîâ
íå ðàññìàòðèâàþòñÿ.
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á) ïðè k1 ̸= k2

ei1 ◦ ei2 = ei1 ⊗ ei2 ;

2) óñëîâèå ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè
ïðè i1 ̸= i2

ei1 ◦ ei2 = sign(i1, i2) · ei2 ◦ ei1 .

Çäåñü sign(i1, i2) � çíàê ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè, çà-
âèñÿùèé îò íîìåðîâ ïåðåñòàâëÿåìûõ áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ.5

Èç âûøåóêàçàííûõ óñëîâèé âûòåêàåò, ÷òî âåêòîð-
íîå ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ îáðàçóþùåãî
ïðîñòðàíñòâà â ïîäàëãåáðå íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Êðî-
ìå òîãî, èç íèõ ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ÷åòíîãî
êîëè÷åñòâà îäèíàêîâûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ îáðàçóþ-
ùåãî ïðîñòðàíñòâà ñâîäèòñÿ ê áàçèñíîìó âåêòîðó e0.
Íàïðèìåð,

e1111 = e1 ◦ e1 ◦ e1 ◦ e1 = e0 .

Ñîâîêóïíîñòü ïîäàëãåáð, ñíàáæåííûõ óìíîæåíèåì
â ñîîòâåòñòâèè ñ âûøåóêàçàííûìè óñëîâèÿìè, íàçî-
âåì àëãåáðîé ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ôóíäàìåíòàëü-
íûõ îáúåêòîâ. Äàâàÿ òàêîå îïðåäåëåíèå, èñõîäèì èç
ïîñòóëàòà î òîì, ÷òî ôèçè÷åñêàÿ ðåàëüíîñòü âêëþ÷à-
åò â ñåáÿ ôóíäàìåíòàëüíûå îáúåêòû, ïðèìåðîì êîòî-
ðûõ ñëóæàò ôóíäàìåíòàëüíûå ÷àñòèöû, à îáîáùåííîå
ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ � ýòî îêðóæåíèå, â êîòîðîì ñóùå-
ñòâóþò ôóíäàìåíòàëüíûå îáúåêòû.

1. Êîíå÷íîå ÷èñëî èçìåðåíèé èñêðèâëåííîãî
ïðîñòðàíñòâà ïîäàëãåáðû

Óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè è åâêëèäîâîñòè
ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî èñêðèâëåííîå ïðîñòðàíñòâî ïî-
äàëãåáðû Y èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî èçìåðåíèé (êîíå÷-
íîå ÷èñëî áàçèñíûõ âåêòîðîâ). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîÿñ-
íèòü ýòî, ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî òåíçîðîâ ïîðÿäêà
p � Y p. Áàçèñíûå âåêòîðû ýòîãî ïðîñòðàíñòâà èìåþò
âèä

ei1 ◦ ei2 ◦ . . . ◦ eip = ei1i2...ip .

Â ëåâóþ ÷àñòü ýòîãî âûðàæåíèÿ íå ìîãóò âõîäèòü
äâà îäèíàêîâûõ îáðàçóþùèõ áàçèñíûõ âåêòîðà. Åñ-
ëè òàêîå èìååò ìåñòî, òî ñ ïîìîùüþ óñëîâèÿ ñîñåä-
íåé òðàíñïîçèöèè è óñëîâèÿ åâêëèäîâîñòè òàêîé áà-
çèñíûé âåêòîð ìîæåò áûòü ñâåäåí ê áàçèñíîìó âåêòî-
ðó, â ïðîèçâåäåíèè êîòîðîãî îäèíàêîâûå îáðàçóþùèå
áàçèñíûå âåêòîðû îòñóòñòâóþò, òî åñòü, òàêîé áàçèñ-
íûé âåêòîð ei1i2...ip íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûì

5 Êîíêðåòíîå çíà÷åíèå sign(i1, i2) îïðåäåëÿåò ïîäàëãåáðó èñ-
êðèâëåííîé óíèâåðñàëüíîé êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðû ïðî-
ñòðàíñòâà-âðåìåíè.

âåêòîðîì è íå ÿâëÿåòñÿ áàçèñíûì âåêòîðîì ïî îïðå-
äåëåíèþ.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîðÿäîê p ïðîñòðàíñòâà òåíçî-

ðîâ Y p íå ïðåâûøàåò ÷èñëî èçìåðåíèé îáðàçóþùåãî
ïðîñòðàíñòâà n. À òàê êàê îáðàçóþùåå ïðîñòðàíñòâî
Y 1 � ýòî ÷åòûðåõìåðíîå èñêðèâëåííîå ïðîñòðàíñòâî-
âðåìÿ, òî p ≤ 4. Òàêèì îáðàçîì, â êðàéíåì ñëó÷àå

Y = Y 0 + Y 1 + Y 2 + Y 3 + Y 4 .

Åñëè ÷èñëî èçìåðåíèé îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà
Y 1 îáîçíà÷èòü ÷åðåç n, òî ÷èñëî èçìåðåíèé ïîäàëãåá-
ðû èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ðàâíî

N = dimY = 2n.

Â íàøåì ñëó÷àå îáðàçóþùåå ïðîñòðàíñòâî � ýòî
÷åòûðåõìåðíîå èñêðèâëåííîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ, òî
åñòü

dimY 1 = 4 ,

ïîýòîìó

dimY = 24 = 16 .

dimY 2 = 6 , dimY 3 = 4 , dimY 4 = 1 .

Âåêòîð èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè (2) â
íàøåì ñëó÷àå èìååò âèä

Y = e0 y
0 + ei y

i + eij y
ij + eijk y

ijk + e1324 y
1324 .

Áóäåì çàïèñûâàòü ýòî ñîîòíîøåíèå, èñïîëüçóÿ ñî-
áèðàòåëüíûå èíäåêñû

I , J ,K ,L ,∼ (0, i, ij, ijk , 1324),

Y = eI y
I .

2. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð

Óñëîâèå ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè è óñëîâèå åâêëèäî-
âîñòè ïîçâîëÿþò îáîáùèòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â
îáðàçóþùåì ïðîñòðàíñòâå äî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäå-
íèÿ â ïîäàëãåáðå Y.
Äëÿ I1 = I2

eI1 ◦ eI2 = eI1 · eI2 = GI1I2 .

Çäåñü GI1I2 � ìåòðè÷åñêèé òåíçîð â ïîäàëãåáðå èñ-
êðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè Y. Óêàçàííîå ñêà-
ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ñêàëÿðíûå
ïðîèçâåäåíèÿ îáðàçóþùèõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ. Î÷å-
âèäíî, ÷òî îïðåäåëåííûé òàêèì îáðàçîì ìåòðè÷åñêèé
òåíçîð íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ
âåêòîðîâ, òî åñòü

GK1K2
= GK2K1

.
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Âìåñòå ñ òåì, ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñò-
íûì ñëó÷àåì óíèâåðñàëüíîãî óìíîæåíèÿ. Îòñþäà äëÿ
ïðàâîé èñêðèâëåííîé óíèâåðñàëüíîé ïîäàëãåáðû rY
èç (5) äëÿ I1 = I2 èìååì

eI1 · eI2 = e0 · rC0
I1I2 .

Îòñþäà

GI1I2 = rC
0
I1I2 .

Òàê æå äëÿ ëåâîé èñêðèâëåííîé óíèâåðñàëüíîé ïî-
äàëãåáðû lY èç (6) äëÿ I1 = I2 èìååì

eI2 · eI1 = e0 · lC0
I1I2 .

Îòñþäà

GI1I2 = lC
0
I1I2 .

Åñëè ó÷åñòü, ÷òî

rC
I
I1I2 = lC

I
I2I1 ,

ïîëó÷èì: â ïðàâîé è ëåâîé ïîäàëãåáðàõ èñêðèâëåííî-
ãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè Y èìååò ìåñòî îäèí è òîò æå
ìåòðè÷åñêèé òåíçîð.
Óñòàíîâèì åùå îäíó ñâÿçü ìåæäó ìåòðè÷åñêèì òåí-

çîðîì è ñòðóêòóðíûìè ïîñòîÿííûìè ïîäàëãåáðû. Äëÿ
ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ àññîöèàòèâíîñòüþ óìíîæåíèÿ â
ïðàâîé ïîäàëãåáðå rY ïî îòíîøåíèþ ê áàçèñíûì âåê-
òîðàì

( reI1 ◦ reI2) ◦ reI3 = reI1 ◦ ( reI2 ◦ reI3) .

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ çàêîí óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåê-
òîðîâ (5), ïîëó÷èì

rC
I
I1I2 ( reI ◦ reI3) = ( reI1 ◦ reI) rCII2I3 .

Îòêóäà, èñïîëüçóÿ åùå ðàç çàêîí óìíîæåíèÿ áàçèñ-
íûõ âåêòîðîâ (5), ïîëó÷èì

rC
I
I1I2 · rCI4II3 = rC

I4
I1I · rCII2I3 . (10)

Âûïîëíèì â ýòîì óðàâíåíèè ñâåðòêó ïî èíäåêñàì
I4 è I1. Ïîëó÷èì

rC
I
I1I2 · rCI1II3 = rC

I1
I1I · rCII2I3 . (11)

Òàê êàê ïðîèçâåäåíèå áàçèñíîãî âåêòîðà eI íà áà-
çèñíûé âåêòîð, îòëè÷íûé îò e0, íå ïðîåöèðóåòñÿ íà
ñåáÿ, òî âñå ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû, çà èñêëþ÷åíèåì
CML0, ÿâëÿþòñÿ áåññëåäîâûìè. Ïîýòîìó ñîîòíîøåíèå
(11) èìååò âèä

rC
I
I1I2 · rCI1II3 = rC

I1
I10 · rC0

I2I3 .

Îòñþäà ïîëó÷èì

GI2I3 =
1

N
· rCII1I2 · rCI1II3 ,

ãäå N�÷èñëî èçìåðåíèé ïîäàëãåáðû rY.
Àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå ïîëó÷èì äëÿ ñòðóêòóð-

íûõ ïîñòîÿííûõ ëåâîé ïîäàëãåáû lY. Äëÿ ýòîãî âîñ-
ïîëüçóåìñÿ àññîöèàòèâíîñòüþ óìíîæåíèÿ â ëåâîé ïî-
äàëãåáðå lY ïî îòíîøåíèþ ê áàçèñíûì âåêòîðàì

( leI1 ◦ leI2) ◦ leI3 = leI1 ◦ ( leI2 ◦ leI3) .

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ çàêîí óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåê-
òîðîâ (6), ïîëó÷èì

lC
I
I2I1 ( leI ◦ leI3) = ( leI1 ◦ leI) lCII3I2 .

Îòêóäà, èñïîëüçóÿ åùå ðàç çàêîí óìíîæåíèÿ áàçèñ-
íûõ âåêòîðîâ (6), ïîëó÷èì

lC
I
I2I1 · lCI4I3I = lC

I4
II1 · lCII3I2

èëè èíà÷å

lC
I4
II1 · lCII3I2 = lC

I4
I3I · lCII2I1 . (12)

Âûïîëíèì â ýòîì óðàâíåíèè ñâåðòêó ïî èíäåêñàì
I4 è I1. Ïîëó÷èì

lC
I1
II1 · lCII3I2 = lC

I1
I3I · lCII2I1 . (13)

Òàê êàê ïðîèçâåäåíèå áàçèñíîãî âåêòîðà eI íà áà-
çèñíûé âåêòîð, îòëè÷íûé îò e0, íå ïðîåöèðóåòñÿ íà
ñåáÿ, òî âñå ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû, çà èñêëþ÷åíèåì
CM 0L, ÿâëÿþòñÿ áåññëåäîâûìè. Ïîýòîìó ñîîòíîøåíèå
(13) èìååò âèä

lC
I1
0I1 · lC0

I3I2 = lC
I1
I3I · lCII2I1

Îòñþäà ïîëó÷èì

GI3I2 =
1

N
· lCI1I3I · lCII2I1 ,

ãäå N�÷èñëî èçìåðåíèé ïîäàëãåáðû lY.
Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà ïðîñòðàíñòâà-âðå-

ìåíè íà ñåáÿ îïðåäåëÿåò åãî êâàäðàò äëèíû

Y · Y = GI1I2 y
I1 yI2 .

Ïîäàëãåáðó èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè
Y íåîáõîäèìî ïîä÷èíèòü óñëîâèþ: êâàäðàò äëèíû
âåêòîðà Y ðàâåí íóëþ6:

Y · Y ≡ GI1I2 yI1 yI2 = 0 .

Ïî ñóùåñòâó ýòî óñëîâèå ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü
êîîðäèíàòû y0 êàê îáîáùåíèå èíòåðâàëà ïðîñòðàí-
ñòâà-âðåìåíè ÑÒÎ.

6 Ïîÿñíåíèÿ ê ýòîìó óñëîâèþ ïðèâåäåíû â Ãëàâå 1.1 Ðàçäåë
IV.5.
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V. ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ ÈÑÊÐÈÂËÅÍÍÎÃÎ
ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ-ÂÐÅÌÅÍÈ Â ÑÈÑÒÅÌÅ

ÎÒÑ×ÅÒÀ

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ òåë â ñèëîâîì ïîëå
íåîáõîäèìî ïîëîæèòü, ÷òî íà îäíîì è òîì æå ìíîæå-
ñòâå òî÷åê-ñîáûòèé óñòàíîâëåíû äâà âåêòîðíûõ ïðî-
ñòðàíñòâà: èñêðèâëåííîå ïðîñòðàíñòâî Y è ñèñòåìà
îòñ÷åòà X. Ïîñòàâèì çàäà÷ó ïðåäñòàâëåíèÿ èñêðèâ-
ëåííîãî ïðîñòðàíñòâà Y â ñèñòåìå îòñ÷åòà X. Ïðè ýòîì
íóæíî ó÷åñòü, ÷òî îáå àëãåáðû Y è X ÿâëÿþòñÿ íåêîì-
ìóòàòèâíûìè è ñóùåñòâóþò â äâóõ ìîäèôèêàöèÿõ ñî-
îòâåòñòâåííî: lY, rY è lX, rX. Ïîýòîìó çàäà÷à ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ðàñïàäàåòñÿ íà äâå: ëåâîå � ïðåäñòàâëåíèÿ
ëåâîãî èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà lY â ëåâîé ñèñòå-
ìå îòñ÷åòà lX � è ïðàâîå � ïðåäñòàâëåíèÿ ïðàâîãî èñ-
êðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà rY â ïðàâîé ñèñòåìå îòñ÷å-
òà rX.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ëåâîå ïðåäñòàâëåíèå óñòàíîâëå-

íî, åñëè îïðåäåëåíî ïðåîáðàçîâàíèå lf : lX→ lY èëè

lY = lf( lX). Èíà÷å ãîâîðÿ, ñòàâèòñÿ çàäà÷à ïîèñêà
ôóíêöèè

lY = lf( lx) ,

ãäå lY ∈ lY, à lx ∈ lX.
Ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ â äâà ýòàïà.
Íà ïåðâîì ýòàïå óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå

ëåâîãî èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà lY â ëåâîå äâè-
æóùååñÿ ïðîñòðàíñòâî lX′ � lf : lX′→ lY ( lY =

lf( l|BX ′)).
Íà âòîðîì ýòàïå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå

óñòàíîâëåííîãî ëåâîãî äâèæóùåãîñÿ ïðîñòðàíñòâà lX′

â ëåâóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà lX � lf : lX→ lX′ ( lX′ =

lf( lX)).
Èíà÷å ãîâîðÿ, íà ïåðâîì ýòàïå óñòàíàâëèâàåòñÿ

ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü âåêòîðà ëåâîãî èñêðèâ-
ëåííîãî ïðîñòðàíñòâà îò âåêòîðà ëåâîãî äâèæóùåãîñÿ
ïðîñòðàíñòâà

lY = lf( ly) ,

ãäå lY ∈ lY, à ly ∈ lX′.
Íà âòîðîì ýòàïå ðàññìàòðèâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ

çàâèñèìîñòü âåêòîðà óñòàíîâëåííîãî ëåâîãî äâèæóùå-
ãîñÿ ïðîñòðàíñòâà îò âåêòîðà ëåâîé ñèñòåìû îòñ÷åòà

ly = lf( lx) ,

ãäå ly ∈ lX′, à lx ∈ lX.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðàâîå ïðåäñòàâëåíèå óñòàíîâ-

ëåíî, åñëè îïðåäåëåíî ïðåîáðàçîâàíèå rf : rX→ rY
èëè rY = rf( rX). Èíà÷å ãîâîðÿ, ñòàâèòñÿ çàäà÷à
ïîèñêà ôóíêöèè

rY = rf( rx) ,

ãäå rY ∈ rY, à rx ∈ rX.

Ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ â äâà ýòàïà.
Íà ïåðâîì ýòàïå óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå

ïðàâîãî èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà rY â ïðàâîå
äâèæóùååñÿ ïðîñòðàíñòâî rX′ � rf : rX′→ rY ( rY =

rf( r|BX ′)).
Íà âòîðîì ýòàïå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå

óñòàíîâëåííîãî ïðàâîãî äâèæóùåãîñÿ ïðîñòðàíñòâà

rX′ â ïðàâóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà rX � rf : rX→ rX′

( rX′ = rf( rX)).
Èíà÷å ãîâîðÿ, íà ïåðâîì ýòàïå óñòàíàâëèâàåòñÿ

ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü âåêòîðà ïðàâîãî èñ-
êðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà îò âåêòîðà ïðàâîãî äâè-
æóùåãîñÿ ïðîñòðàíñòâà

rY = rf( ry) ,

ãäå rY ∈ rY, à ry ∈ rX′.
Íà âòîðîì ýòàïå ðàññìàòðèâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ

çàâèñèìîñòü âåêòîðà óñòàíîâëåííîãî ïðàâîãî äâèæó-
ùåãîñÿ ïðîñòðàíñòâà îò âåêòîðà ïðàâîé ñèñòåìû îò-
ñ÷åòà

ry = rf( rx) ,

ãäå ry ∈ rX′, à rx ∈ rX.

2. Ñîîòâåòñòâèå âåêòîðîâ èñêðèâëåííîãî
ïðîñòðàíñòâà è âåêòîðîâ äâèæóùåãîñÿ

ïðîñòðàíñòâà

Ðåøàÿ çàäà÷ó ïðåäñòàâëåíèÿ èñêðèâëåííîãî ïðî-
ñòðàíñòâà-âðåìåíè â ñèñòåìå îòñ÷åòà, íà ïåðâîì ýòàïå
íåîáõîäèìî óñòàíîâèòü ïðåîáðàçîâàíèå èñêðèâëåííî-
ãî ïðîñòðàíñòâà â äâèæóùååñÿ ïðîñòðàíñòâî. Òàêîå
ïðåîáðàçîâàíèå óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîöåäó-
ðû ñîîòâåòñòâèÿ, èñïîëüçóþùåé òî îáñòîÿòåëüñòâî,
÷òî îáà âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâà ðàñïîëîæåíû íà îä-
íîì è òîì æå ìíîæåñòâå òî÷åê-ñîáûòèé. Ñäåëàåì ñëå-
äóþùåå îïðåäåëåíèå. Íàçîâåì âåêòîð y è âåêòîð Y
ñîîòâåòñòâóþùèìè, åñëè èõ íà÷àëà è êîíöû ñîâïà-
äàþò (ñì. Ðèñ. 1).Îáîçíà÷àòü ñîîòâåòñòâèå âåêòîðîâ
áóäåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

y ∼ Y .

'
�
�
�
�3

Y
y

Ðèñ. 1

3. Äâèæóùååñÿ ïðîñòðàíñòâî

Ïðåîáðàçîâàíèå óñòàíîâëåííîãî äâèæóùåãîñÿ ïðî-
ñòðàíñòâà X′ â ñèñòåìó îòñ÷åòà X � f : X→X′ (X′ =
f(X)) èññëåäóåòñÿ ïóòåì ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè f â ðÿä
Òåéëîðà.
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Äëÿ àíèëèçà ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà ðàçëîæåíèÿ
Df íåîáõîäèìî îáðàòèòüñÿ ê äâèæóùåìóñÿ ïðîñòðàí-
ñòâó, ïðåäñòàâëåííîìó ïåðâûì ëèíåéíûì ïðåîáðàçî-
âàíèåì l : X→X′ (X′ = l(X)). Ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé l îáîçíà÷èì L.
Äëÿ àíèëèçà âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà ðàçëîæåíèÿ

D2f íåîáõîäèìî îáðàòèòüñÿ ê äâèæóùåìóñÿ ïðî-
ñòðàíñòâó, ïðåäñòàâëåííîìó âòîðûì ëèíåéíûì ïðå-
îáðàçîâàíèåì a : X→L (L = a(X)). Ìíîæåñòâî âòî-
ðûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé îáîçíà÷èì A.
Äëÿ àíèëèçà òðåòüåãî äèôôåðåíöèàëà ðàçëîæå-

íèÿ D3f íåîáõîäèìî îáðàòèòüñÿ ê äâèæóùåìóñÿ ïðî-
ñòðàíñòâó, ïðåäñòàâëåííîìó òðåòüèì ëèíåéíûì ïðå-
îáðàçîâàíèåì b : X→A (A = b(X)). Ìíîæåñòâî òðå-
òüèõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé b îáîçíà÷èì B.
Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî X ñîâìåñòíî ñ ëèíåéíû-

ìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè L îáðàçóþò àëãåáðó, êîòîðàÿ
áûëà îáîçíà÷åíà

T1 = X+ L
è íàçâàíà ïåðâîé êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðîé7.
Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî X ñîâìåñòíî ñ ëèíåéíûìè

ïðåîáðàçîâàíèÿìè L è A îáðàçóþò àëãåáðó, êîòîðàÿ
áûëà îáîçíà÷åíà

T2 = X+ L+ A
è íàçâàíà âòîðîé êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðîé.
Â îáùåì ñëó÷àå âêëþ÷åíèå ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâà-

íèé n-ãî ïîðÿäêà, òî åñòü îòîáðàæåíèé âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà X íà ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé (n− 1)-ãî ïîðÿäêà, ïðèâîäèò ê êèíåìàòè÷åñêîé
àëãåáðå n-ãî ïîðÿäêà. Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ èñêðèâëåí-
íûõ âåêòîðîâ îãðàíè÷èìñÿ òðåòüåé êèíåìàòè÷åñêîé
àëãåáðîé, òî åñòü

T3 = X+ L+ A+ B ,
ãäå B ýòî ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, îñó-
ùåñòâëÿþùèõ ïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòðàíñòâà X â ïðî-
ñòðàíñòâî âòîðûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé A

B ◦ X→ A .
Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî Ðàçäåëà íàïîìíèì, ÷òî êàæäàÿ

èç âûøåóêàçàííûõ àëãåáð ñóùåñòâóåò â äâóõ ìîäèôè-
êàöèÿõ � ëåâîé è ïðàâîé.

4. Ïåðâàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà T1 = X+ L

Ðàññìàòðèâàÿ àëãåáðó T1 = X + L, íåîáõîäèìî îò-
ìåòèòü, ÷òî óìíîæåíèå â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè X è
êîìïîçèöèÿ (óìíîæåíèå) ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé â
àëãåáðå L ÿâëÿþòñÿ íåêîììóòàòèâíûìè, ïîýòîìó àë-
ãåáðà T1 ñóùåñòâóåò â äâóõ ìîäèôèêàöèÿõ � ëåâàÿ
ïåðâàÿ êìíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà lT1 è ïðàâàÿ ïåðâàÿ
êìíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà rT1.

7 Çàìå÷àíèå: òåðìèí ïåðâàÿ çäåñü èìååò òîò æå ñìûñë , ÷òî è
ïåðâàÿ â îòíîøåíèè ê ïðîèçâîäíîé.

4.1. Ëåâàÿ ïåðâàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà

lT1 = lX+ lL

Â àëãåáðå lT1 íàðÿäó ñ óìíîæåíèÿìè

lX ◦ lX→ lX è lL ◦ lL→ lL

ðàññìàòðèâàþòñÿ óìíîæåíèÿ

lX ◦ lL→ ∅ è lL ◦ lX→ lX .

Óêàçàííûå óìíîæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùåé
òàáëèöåé óìíîæåíèé áàçèñíûõ âåêòîðîâ

leI ◦ leK = leL · lCLKI ,
lI
L
K ◦ leM = δLM · leK ,

leK ◦ lIIM = 0 ,

lI
L
K ◦ lIIM = δLM · lIIK + δIK · δLM .

(14)

Óìíîæåíèå âåêòîðîâ â ëåâîé ïåðâîé êèíåìàòè÷å-
ñêîé àëãåáðå çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

lt = lt2 ◦ lt1 .

Çäåñü lt, lt1, lt2 ∈ lT1.

4.2. Ïðàâàÿ ïåðâàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà

rT1 = rX+ rL

Â àëãåáðå rT1 íàðÿäó ñ óìíîæåíèÿìè

rX ◦ rX→ rX è rL ◦ rL→ rL

ðàññìàòðèâàþòñÿ óìíîæåíèÿ

rX ◦ rL→ rX è rL ◦ rX→ ∅

Óêàçàííûå óìíîæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùåé òàá-
ëèöåé óìíîæåíèé áàçèñíûõ âåêòîðîâ

reI ◦ reK = reL · rCLKI ,
rI
L
K ◦ reM = 0 ,

reK ◦ rIIM = δKI · reM ,

rI
L
K ◦ rIIM = δIK · rILM + δIK · δLM .

(15)

Óìíîæåíèå âåêòîðîâ â ïðàâîé ïåðâîé êèíåìàòè÷å-
ñêîé àëãåáðå çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì

rt = rt1 ◦ rt2 .

Çäåñü rt, rt1, rt2 ∈ rT1.



V. Ïðåäñòàâëåíèå èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè â ñèñòåìå îòñ÷åòà 261

5. Âòîðàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà T2 = X+ L+ A

5.1. Ëåâàÿ âòîðàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà

lT2 = lX+ lL+ lA

Ëåâàÿ âòîðàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà lT2 âêëþ÷à-
åò â ñåáÿ âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî lA ëèíåéíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè lX â lL . Òàêèì
îáðàçîì, â ëåâîé âòîðîé êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðå lT2

ðàññìàòðèâàþòñÿ óìíîæåíèÿ

lA ◦ lX→ lL .

Áàçèñíûå âåêòîðû â lA îáîçíà÷èì lJ
LK

I . Ðàçëî-
æåíèå âåêòîðà la ∈ lA ïî áàçèñíûì âåêòîðàì èìååò
âèä

la = lJ
LK

I · llIKL .

Óêàçàííîå îáîáùåíèå íàçûâàåòñÿ ëåâîé âòîðîé êè-
íåìàòè÷åñêîé àëãåáðîé

lT2 = lX+ lL+ lA .

Äëÿ òîãî ÷òîáû îïðåäåëèòü ýòó àëãåáðó, íåîáõîäè-
ìî ê ðàíåå îïðåäåëåííîé òàáëèöå óìíîæåíèÿ áàçèñ-
íûõ âåêòîðîâ ëåâîé ïåðâîé êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðû

lT1 äîáàâèòü ïðîèçâåäåíèÿ, â êîòîðûõ ó÷àñòâóþò áà-
çèñíûå âåêòîðû lJ

IK
L. Ýòè ïðîèçâåäåíèÿ ìîæíî âû-

÷èñëèòü íà îñíîâàíèè ïðàâèë òåíçîðíîé àëãåáðû.
Â ðåçóëüòàòå ëåâàÿ âòîðàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà

îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé òàáëèöåé óìíîæåíèÿ áàçèñ-
íûõ âåêòîðîâ:

leI ◦ leK = leL · lCLKI ,

leI ◦ lIKL = 0 ,

lI
I
M ◦ leK = δIK · leM ,

lI
L
K ◦ lIIM = δLM · lIIK + δIK · δLM ,

lJ
PI
M ◦ leK = δPK · lIIM ,

leM ◦ lJNLK = 0 ,

lJ
PI
M ◦ lILK = lJ

LI
M · δPK ,

lI
I
M ◦ lJNLK = lJ

NL
M · δIK ,

lJ
NL

K ◦ lJPIM = 0 .

(16)

Êâàäðàò äëèíû âåêòîðà â ýòîé àëãåáðå

t2 = gIK · lxI · lxK + ll
I
K · llKI .

Â äàëüíåéøåì áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ââåäåííûì â
Ãëàâå 1.7. âåêòîðîì, êîòîðûé áûë îáîçíà÷åí Γ è íà-
çâàí ñâÿçíîñòü ëåâîãî ïîëÿ. Ñâÿçíîñòü ëåâîãî ïîëÿ
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

la = ll ◦ Γ .

Âîñïîëüçóåìñÿ êîîðäèíàòíîé çàïèñüþ âåêòîðîâ â
ýòîì âûðàæåíèè

la = lJ
K2K1

i · llIK1K2 , ll = lI
M
I · llIM ,

Γ = lJ
K2K1

k · ΓKK1K2 .

Kîîðäèíàòû ΓKK1K2
íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè

ñâÿçíîñòè ëåâîãî ïîëÿ. Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ çàêîíîì
óìíîæåíèÿ

lI
M
I ◦ lJK2K1

K = lJ
K2K1

I · δMK

èç òàáëèöû óìíîæåíèÿ (16) è ïîëó÷èì âûðàæåíèå êî-
îðäèíàò ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ la ÷åðåç êîýôôè-
öèåíòû ñâÿçíîñòè

ll
I
K1K2

= ll
I
K · ΓKK1K2

.

Îòñþäà äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè ëåâîãî ïîëÿ
èìååì

ΓKK1K2
= l l̃

K
I · llIK1K2

.

5.2. Ïðàâàÿ âòîðàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà

rT2 = rX+ rL+ rA

Ïðàâàÿ âòîðàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà rT2 âêëþ-
÷àåò â ñåáÿ âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî rA ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè rX â rL .
Òàêèì îáðàçîì, â ïðàâîé âòîðîé êèíåìàòè÷åñêîé àë-
ãåáðå rT2 ðàññìàòðèâàþòñÿ óìíîæåíèÿ

rX ◦ rA→ rL .

Áàçèñíûå âåêòîðû â rA îáîçíà÷èì rJ
LK

I . Ðàçëî-
æåíèå âåêòîðà ra ∈ rA ïî áàçèñíûì âåêòîðàì èìååò
âèä

ra = rJ
LK

I · rlIKL .

Óêàçàííîå îáîáùåíèå íààçûâàåòñÿ ïðàâîé âòîðîé
êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðîé

rT2 = rX+ rL+ rA .

Äëÿ òîãî ÷òîáû îïðåäåëèòü ýòó àëãåáðó, íåîáõîäèìî
ê ðàíåå îïðåäåëåííîé òàáëèöå óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ
âåêòîðîâ ïðàâîé ïåðâîé êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðû rT1

äîáàâèòü ïðîèçâåäåíèÿ, â êîòîðûõ ó÷àñòâóþò áàçèñ-
íûå âåêòîðû rJ

IK
L. Ýòè ïðîèçâåäåíèÿ ìîæíî âû÷èñ-

ëèòü íà îñíîâàíèè ïðàâèë òåíçîðíîé àëãåáðû.

Â ðåçóëüòàòå ïðàâàÿ âòîðàÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåá-
ðà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé òàáëèöåé óìíîæåíèÿ áà-
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çèñíûõ âåêòîðîâ:

reI ◦ reK = reL · rCLIK ,

reI ◦ rIKL = δIK · reM ,

rI
I
M ◦ reK = 0 ,

rI
L
K ◦ rIIM = δIK · rILM + δIK · δLM ,

rJ
PI
M ◦ reK = 0 ,

reM ◦ rJNLK = δNM · rILK ,

rJ
PI
M ◦ rILK = rJ

PI
K · δLM ,

rI
I
M ◦ rJNLK = rJ

IL
K · δNM ,

rJ
NL

K ◦ rJPIM = 0 .

(17)

Êâàäðàò äëèíû âåêòîðà â ýòîé àëãåáðå

t2 = gIK · rxI · rxK + rl
I
K · rlKI .

Â äàëüíåéøåì áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ââåäåííûì â
Ãëàâå 1.7. âåêòîðîì, êîòîðûé áûë îáîçíà÷åí A è íà-
çâàí ïîòåíöèàëîì ïðàâîãî ïîëÿ. Ïîòåíöèàë ïðàâîãî
ïîëÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

ra = A ◦ rl .

Âîñïîëüçóåìñÿ êîîðäèíàòíîé çàïèñüþ âåêòîðîâ â
ýòîì âûðàæåíèè

ra = rJ
K2K1

i · rlIK1K2 , rl = rI
M
I · rlIM ,

A = rJ
K2K1

k ·AKK1K2 .

Kîîðäèíàòû AKK1K2
íàçûâàþòñÿ ïîòåíöèàëàìè

ïðàâîãî ïîëÿ. Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ çàêîíîì óìíîæå-
íèÿ

rI
M
I ◦ rJK2K1

K = rJ
K2K1

I · δMK

èç òàáëèöû óìíîæåíèÿ (17) è ïîëó÷èì âûðàæåíèå êî-
îðäèíàò ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ra ÷åðåç ïîòåíöè-
àëû ïðàâîãî ïîëÿ

rl
I
K1K2 = rl

I
K ·AKK1K2 .

Îòñþäà äëÿ ïîòåíöèàëîâ ïðàâîãî ïîëÿ

AKK1K2 = r l̃
K
I · rlIK1K2 .

6. Òðåòüÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà
T3 = X+ L+ A+ B

6.1. Ëåâàÿ òðåòüÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà

lT3 = lX+ lL+ lA+ lB

Ïîëíóþ òàáëèöó ïðîèçâåäåíèé áàçèñíûõ âåêòîðîâ
â lT3 çäåñü ïðèâîäèòü íå áóäåì. Ïðèâåäåì òîëüêî äâà
ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå ïîíàäîáÿòñÿ â äàëüíåéøåì.

Áàçèñíûå âåêòîðû â ìíîæåñòâå ëèíåéíûõ ïðåîáðà-
çîâàíèé lB îáîçíà÷èì ln

NLK
I . Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèÿ

lB ◦ lX→ lA , lL ◦ lB→ lB

ïî îòíîøåíèþ ê áàçèñíûì âåêòîðàì çàïèøóòñÿ òàê:

ln
MLK

I ◦ leN = δMN · lJLKI ,

lI
M
I ◦ lnK3K2K1

K = ln
K3K2K1

I · δMK .
(18)

Ðàçëîæåíèå âåêòîðà lb ∈ lB ïî áàçèñíûì âåêòîðàì
èìååò âèä

lb = ln
K3K2K1

I · llIK1K2K3
.

Êâàäðàò äëèíû âåêòîðà â ýòîé àëãåáðå

t2 = gIK · lxI · lxK + ll
I
K · llKI .

Â äàëüíåéøåì áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ íîâûì âåêòîðîì,
êîòîðûé îáîçíà÷èì R è íàçîâåì îáúåêòîì êðèâèçíû
ëåâîãî ïîëÿ. Îáúåêò êðèâèçíû ëåâîãî ïîëÿ îïðåäåëèì
ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

lb = ll ◦R .

Âîñïîëüçóåìñÿ êîîðäèíàòíîé çàïèñüþ âåêòîðîâ â
ýòîì âûðàæåíèè

lb = ln
K3K2K1

I · llIK1K2K3
, ll = lI

M
I · llIM ,

R = ln
K3K2K1

K ·RKK1K2K3
.

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ çàêîíîì óìíîæåíèÿ

lI
M
I ◦ lnK3K2K1

K = ln
K3K2K1

I · δMK

èç òàáëèöû óìíîæåíèÿ (18). Ïîëó÷èì âûðàæåíèå êî-
îðäèíàò ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ lb ÷åðåç êîîðäè-
íàòû îáúåêòà êðèâèçíû ëåâîãî ïîëÿ

ll
I
K1K2K3

= ll
I
K ·RKK1K2K3

.

Îòñþäà äëÿ êîîðäèíàò îáúåêòà êðèâèçíû ëåâîãî ïî-
ëÿ

RKK1K2K3 = l l̃
K
I · llIK1K2K3 .

6.2. Ïðàâàÿ òðåòüÿ êèíåìàòè÷åñêàÿ àëãåáðà

rT3 = rX+ rL+ rA+ rB

Ïîëíóþ òàáëèöó ïðîèçâåäåíèé áàçèñíûõ âåêòîðîâ â

rT3 çäåñü ïðèâîäèòü íå áóäåì. Ïðèâåäåì òîëüêî äâà
ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå ïîíàäîáÿòñÿ â äàëüíåéøåì.
Áàçèñíûå âåêòîðû â ìíîæåñòâå ëèíåéíûõ ïðåîáðà-

çîâàíèé rB îáîçíà÷èì rn
NLK

I . Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèÿ

rX ◦ rB→ rA , rB ◦ rL→ rB

ïî îòíîøåíèþ ê áàçèñíûì âåêòîðàì çàïèøóòñÿ òàê:

reN ◦ rnMLK
I = δMN · rJLKI ,

rn
K3K2K1

K ◦ rIMI = rn
K3K2K1

I · δMK .
(19)
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Ðàçëîæåíèå âåêòîðà rb ∈ rB ïî áàçèñíûì âåêòîðàì
èìååò âèä

rb = rn
K3K2K1

I · rlIK1K2K3
.

Êâàäðàò äëèíû âåêòîðà â ýòîé àëãåáðå

t2 = gIK · rxI · rxK + rl
I
K · rlKI .

Â äàëüíåéøåì áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ íîâûì âåêòîðîì,
êîòîðûé îáîçíà÷èì F è íàçîâåì îáúåêòîì ïðàâîãî ïî-
ëÿ. Îáúåêò ïðàâîãî ïîëÿ îïðåäåëèì ñëåäóþùèì ñîîò-
íîøåíèåì:

rb = F ◦ rl .

Âîñïîëüçóåìñÿ êîîðäèíàòíîé çàïèñüþ âåêòîðîâ â
ýòîì âûðàæåíèè

rb = rn
K3K2K1

I · rlIK1K2K3
, rl = rI

M
I · rlIM ,

F = rn
K3K2K1

K · FKK1K2K3
.

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ çàêîíîì óìíîæåíèÿ

rn
K3K2K1

K ◦ rIMI = rn
K3K2K1

I · δMK

èç òàáëèöû óìíîæåíèÿ (19). Ïîëó÷èì âûðàæåíèå êî-
îðäèíàò ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ rb ÷åðåç êîîðäè-
íàòû îáúåêòà ïðàâîãî ïîëÿ

rl
I
K1K2K3 = rl

I
K · FKK1K2K3 .

Îòñþäà äëÿ êîîðäèíàò îáúåêòà ïðàâîãî ïîëÿ èìååì

FKK1K2K3
= r l̃

K
I · rlIK1K2K3

.

VI. ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ ËÅÂÎÃÎ
ÈÑÊÐÈÂËÅÍÍÎÃÎ

ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ-ÂÐÅÌÅÍÈ Â ÑÈÑÒÅÌÅ
ÎÒÑ×ÅÒÀ

Â ýòîì Ðàçäåëå ñèñòåìà îòñ÷åòà X ðàññìàòðèâàåòñÿ
êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, óìíîæåíèå âåêòîðîâ â
êîòîðîì ñâîäèòñÿ ê ñêàëÿðíîìó óìíîæåíèþ. Â ýòîì
ñëó÷àå ëåâûå âåêòîðû íå îòëè÷èìû îò ïðàâûõ, òî åñòü

lx ≡ rx ≡ x .

Çàäà÷à ïðåäñòàâëåíèÿ ëåâîãî èñêðèâëåííîãî ïðîñ-
òðàíñòâà-âðåìåíè â ñèñòåìå îòñ÷åòà ðåøàåòñÿ â äâà
ýòàïà.
Íà ïåðâîì ýòàïå óñòàíàâëèâàåòñÿ ñîîòâåòñòâèå ìåæ-

äó âåêòîðàìè lY èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà lY è
âåêòîðàìè ly äâèæóùåãîñÿ ïðîñòðàíñòâà lX′

ly ∼ lY .

Íà âòîðîì ýòàïå óñòàíîâëåííûé âåêòîð ly äâèæó-
ùåãîñÿ ïðîñòðàíñòâà lX′ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ôóíê-
öèÿ âåêòîðà x ñèñòåìû îòñ÷åòà X

ly = lf(x) ,

ãäå ly ∈ lX′, à x ∈ X.
Óêàçàííàÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü çàäàåòñÿ

ðÿäîì Òåéëîðà äëÿ ëåâûõ âåêòîðîâ

ly(x+ dx) = ly(x) + ll(x) ◦ dx+

+( la(x) ◦ d2x) ◦ d1x+

+(( lb(x) ◦ d3x) ◦ d2x) ◦ d1x+ . . . (20)

Ïåðåéäåì ê êîîðäèíàòíîé çàïèñè ðÿäà Òåéëîðà.
Äëÿ ýòîãî çàïèøåì âåêòîðû ÷åðåç áàçèñíûå âåêòîðû
è êîîðäèíàòû

ly = eI · lyI , dx = eL · dxL ,

ll = lI
K
I · llIK , la = lJ

K2K1
I · llIK1K2

,

lb ◦ dx = lJ
K2K1

I · llIK1K2K3 · dxK3

è ó÷òåì ñëåäóþùèå çàêîíû óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåê-
òîðîâ:

lI
K
I ◦ eL = δKL · eI ,

lJ
K2K1

I ◦ eL = δK2
L · lIK1

I .

Ïîëó÷èì

ly
I(x+ dx) = ly

I(x) + ll
I
K · dxK +

+ ll
I
K1K2

· d1xK1 · d2xK2 +

+ ll
I
K1K2K3 · d1xK1 · d2xK2 · d3xK3 + . . . (21)

Â ðÿäå ñëó÷àåâ áóäåì èñïîëüçîâàòü ïåðåîáîçíà÷å-
íèå

ll→ l .

Òîãäà âûðàæåíèå (21) óïðîùàåòñÿ:

ly
I(x+ dx) = ly

I(x) + lIK · dxK +

+lIK1K2
· d1xK1 · d2xK2 +

+lIK1K2K3 · d1xK1 · d2xK2 · d3xK3 + . . . (22)

Ïîìèìî ðÿäà Òåéëîðà (20), áóäåì îáðàùàòüñÿ ê ðÿ-
äó Òåéëîðà, â êîòîðîì èñïîëüçîâàíû ñâÿçíîñòü ëåâîãî
ïîëÿ Γ è îáúåêò êðèâèçíû ëåâîãî ïîëÿ R:

ly(x+ dx) = ly(x) + ll(x) ◦ dx+

+(( ll ◦ Γ) ◦ d2x) ◦ d1x+

+((( ll ◦R) ◦ d3x) ◦ d2x) ◦ d1x+ . . . (23)

Ýòî âûðàæåíèå ïî îòíîøåíèþ ê êîîðäèíàòàì ïðè-
îáðåòàåò âèä

ly
I(xK + dxK) = ly

I(xK) + lIK · dxK +

+ lIK · ΓKK1K2 · d1xK1 · d2xK2 +

+ lIK ·RKK1K2K3 · d1xK1 · d2xK2 · d3xK3 +

+ lIK ·RKK1K2K3K4
· d1xK1 · d2xK2 · d3xK3 · d4xK4 + . . .

(24)
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Çäåñü

ΓKK1K2
= l̃KI · lIK1K2

≡ l̃KI ·
DlIK1

∂xK2
(25)

� êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè ëåâîãî ïîëÿ,

RKK1K2K3 = l̃KI · lIK1K2K3 ≡ l̃
K
I ·
DlIK1K2

∂xK3
(26)

� îáúåêò êðèâèçíû ëåâîãî ïîëÿ,

RKK1K2K3K4
= l̃KI · lIK1K2K3K4

≡ l̃KI ·
DlIK1K2K3

∂xK4

(27)
� âòîðîé îáúåêò êðèâèçíû ëåâîãî ïîëÿ.
Ðàñêðûâàÿ ïðàâóþ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (25), ïîëó-

÷èì êàëèáðîâî÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå êîýôôèöèåíòîâ
ñâÿçíîñòè ëåâîãî ïîëÿ8

ΓKK1K2
= l̃KI ·

∂lIK1

∂xK2
+ Γ′K

K1K2
.

Ðàñêðûâàÿ ïðàâóþ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (26), ïîëó-
÷èì êàëèáðîâî÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå îáúåêòà êðèâèçíû
ëåâîãî ïîëÿ

RKK1K2K3
= l̃KI ·

∂lIK1K2

∂xK3
+R′K

K1K2K2
.

Èç âûðàæåíèÿ (26) ñëåäóåò, ÷òî îáúåêò êðèâèçíû
ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

RKK1K2K3
=
D(l̃KI · lIK1K2)

∂xK3
− Dl̃KI
∂xK3

· lIK1K2
.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ïðåîáðàçóåì ñëå-
äóþùèì îáðàçîì. Âî-ïåðâûõ, ó÷òåì, ÷òî

l̃KI · lIK1K2
= ΓKK1K2

è, âî-âòîðûõ, ó÷òåì, ÷òî äëÿ ãåîìåòðèè Ðèìàíà9

δΓKK1K2
= 0 .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ãåîìåòðèè Ðèìàíà

DΓKK1K2

∂xK3
=
∂ΓKK1K2

∂xK3
.

Âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ïðåîáðàçóåì ñëå-
äóþùèì îáðàçîì. Âî-ïåðâûõ, ïåðåïèøåì åãî òàê:(

Dl̃KI4
∂xK3

· lI4K4

)
·
(
l̃K4

I · lIK1K2

)

8 Êàëèáðîâî÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå îñòàâëÿåò èíâàðèàíòíûìè
óðàâíåíèÿ ëåâîãî ïîëÿ.

9 Ñì. Ðàçäåë IV.4 Ãëàâû 2.3.

è, âî-âòîðûõ, ó÷òåì, ÷òî

l̃K4
I · lIK1K2

= ΓK4
K1K2

è10

Dl̃KI4
∂xK3

· lI4K4
= −ΓKK4K3

.

Ñ ó÷åòîì âûïîëíåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì
âûðàæåíèå äëÿ îáúåêòà êðèâèçíû ëåâîãî ïîëÿ

RKK1K2K3
=
∂ΓKK1K2

∂xK3
+ ΓKK4K3

· ΓK4
K1K2

.

Ïîñëå àíòèñèììåòðèçàöèè ïî èíäåêñàì K2K3 ïîëó-
÷èì òåíçîð êðèâèçíû ëåâîãî ïîëÿ

RKK1[K2K3] =
∂ΓKK1K2

∂xK3
− ∂ΓKK1K3

∂xK2
+

+ ΓKK4K3 · ΓK4
K1K2 − ΓKK4K2 · ΓK4

K1K3 . (28)

1. Ïåðâûé äèôôåðåíöèàë

Îïðåäåëåíèå âåêòîðà D ly äâèæóùåãîñÿ ïðîñòðàí-
ñòâà, ñîîòâåòñòâóþùåãî äèôôåðåíöèàëó D lY â èñ-
êðèâëåííîì ïðîñòðàíñòâå, ïîÿñíèì ñëåäóþùèì ðè-
ñóíêîì.

'
�
�
�
�3

6
PPPPqD lY

D ly

d ly
δ ly

Ðèñ. 1

Ýòîò ðèñóíîê èëëþñòðèðóåò òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî
ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðû îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëî-
âèÿ, ÷òî ãðàíè÷íûå òî÷êè èñêðèâëåííûõ òåíçîðîâ è
òåíçîðîâ â äâèæóùåìñÿ ïðîñòðàíñòâå ñîâïàäàþò.
Èç Ðèñ. 1 ñëåäóåò, ÷òî âåêòîðó D lY ñòàâèòñÿ â ñî-

îòâåòñòâèå âåêòîð

D ly = d ly + δ ly . (29)

Èòàê, ñëåäóåò çàïèñàòü

D ly ∼ D lY . (30)

10 Äåéñòâèòåëüíî, èç

l̃KI4 · lI4K4
= δKK4

ïóòåì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èìååì

Dl̃KI4

∂xK3
· lI4K4

+ l̃KI4 ·
DlI4K4

∂xK3
=
DδKK4

∂xK3
=
∂δKK4

∂xK3
= 0 .

Îòñþäà
Dl̃KI4

∂xK3
· lI4K4

+ ΓK
K4K3

= 0 .
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Âåêòîð D ly � ýòî âåêòîð äâèæóùåãîñÿ ïðîñòðàí-
ñòâà, ñâÿçàííîãî ñ ñèñòåìîé îòñ÷åòà ëèíåéíûì ïðåîá-
ðàçîâàíèåì. Ïîýòîìó

D ly = ll ◦ dx . (31)

Çäåñü ll � ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå íà X, ll ∈ lL.
Åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ êîîðäèíàòíîé çàïèñüþ âåêòî-
ðîâ dx è ll:

dx = eK · dxK , ll = lI
M
I · lIM

è ïðàâèëàìè ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (14), òî
ïîëó÷èì êîîðäèíàòíóþ çàïèñü âåêòîðà D ly

D ly = eI · lIK · dxK . (32)

Âîñïîëüçóåìñÿ îáîáùåíèåì ôîðìóëû (7) Ãëàâû 2.2.

D ly
I = lIK · dxK .

Ïîëó÷èì

D ly = eI ·D ly
I .

Âûøåïðèâåäåííûå ôîðìóëû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïåðå-
õîä îò ñèñòåìû îòñ÷åòà ê äâèæóùåìóñÿ ïðîñòðàíñòâó
ìîæíî ñâÿçàòü ñ ïðåîáðàçîâàíèåì êîîðäèíàò. Âîç-
ìîæíà äðóãàÿ òî÷êà çðåíèÿ, êîãäà ïåðåõîä îò ñèñòåìû
îòñ÷åòà ê äâèæóùåìóñÿ ïðîñòðàíñòâó ñâÿçûâàåòñÿ ñ
ïðåîáðàçîâàíèåì áàçèñíûõ âåêòîðîâ. Îáîçíà÷èì ïðå-
îáðàçîâàííûå áàçèñíûå âåêòîðû (áàçèñíûå âåêòîðû
äâèæóùåãîñÿ ïðîñòðàíñòâà) lnK . Ïðè ýòîì

lnK = eI · lIK . (33)

Äëÿ íèõ

D ly = lnK · dxK .

1.1. Ëåâûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ïðåäñòàâëåíèÿ

Ñîîòâåòñòâèå âåêòîðîâ D lY è D ly íåîáõîäèìî äî-
ïîëíèòü ñîîòâåòñòâèåì ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé

(D lY ·D lY) è (D ly ·D ly).

Åñëè ó÷åñòü, ÷òî

D lY ·D lY = D ly
2 ,

ãäåD ly � äëèíà âåêòîðàD lY, òî íåîáõîäèìî çàïèñàòü

D lY ·D lY = D ly ·D ly = D ly
2 . (34)

Ó÷òåì, ÷òî èñêðèâëåííûé äèôôåðåíöèàë îò ñêà-
ëÿðíîé âåëè÷èíû ñâÿçàí ñ îáû÷íûì äèôôåðåíöèàëîì
îò ýòîé âåëè÷èíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

D ly = f( ly) · d ly .

Îáîçíà÷èì ls ïåðâîîáðàçíóþ ôóíêöèè f( ly). Òîãäà

D ly = d ls

è

D ly ·D ly = d ls
2 .

Èñïîëüçóÿ (32), ïîëó÷èì

d ls
2 = D ly ·D ly = (eI1 · eI2) · lI1K1

· lI2K2
· dxK1 · dxK2

èëè

d ls
2 = gI1I2 · lI1K1 · lI2K2 · dxK1 · dxK2 , (35)

ãäå

gI1I2 = (eI1 · eI2)

ýòî ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ñèñòåìû îòñ÷åòà, èëè ñ ó÷å-
òîì (33)

d ls
2 = ( lnK1

· lnK2
) · dxK1 · dxK2 .

Ââåäåì ëåâûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ïðåäñòàâëå-
íèÿ èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà â ñèñòåìå îòñ÷åòà
(èëè êîðî÷å ëåâûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ïðåäñòàâëå-
íèÿ)

lgK1K2
= ( lnK1 · lnK2) ,

èëè

lgK1K2
= gI1I2 · lI1K1

· lI2K2
. (36)

Òîãäà

d ls
2 = lgk1k2 · dx

k1 · dxk2 .

2. Âòîðîé äèôôåðåíöèàë. Óðàâíåíèå ëåâîé
ãåîäåçè÷åñêîé

Äèôôåðåíöèðóÿ ñîîòíîøåíèå (30), ïîëó÷èì ñëåäó-
þùåå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âòîðûìè äèôôåðåíöèàëà-
ìè:

D2
ly ∼ D2

lY . (37)

Çàïèøåì äèôôåðåíöèàë D2
ly ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ

(31). Ïîëó÷èì

D(D ly) = D( ll ◦ dx) = ll ◦D(dx) +D( ll) ◦ dx . (38)

Ýòî âûðàæåíèå ïðåîáðàçóåì, èìåÿ â âèäó, âî-ïåðâûõ,
÷òî

D(dx) = d(dx) (39)

è, âî-âòîðûõ, ïîä÷èíèì D( ll) � èñêðèâëåííûé äèô-
ôåðåíöèàë îò ll � ñîîòíîøåíèÿì, àíàëîãè÷íûì (29):

D ll = d ll+ δ ll , (40)
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äàëåå âåêòîð D ll áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíî
ïðåîáðàçîâàííûé âåêòîð dx, òî åñòü çàïèøåì

D ll = la ◦ dx

èëè11

D ll = ( ll ◦ Γ) ◦ dx . (41)

Çäåñü la = ll ◦ Γ ∈ lA, à Γ � âåêòîð, íàçâàííûé ñâÿç-
íîñòüþ ëåâîãî ïîëÿ.
Ïîëàãàÿ

δ ll = ( ll ◦ γ) ◦ dx ,

ãäå òàêæå ll ◦ γ ∈ lA, ñîîòíîøåíèå (40) ìîæíî çàïè-
ñàòü òàê:

D ll = d ll+ ll ◦ γ ◦ dx .

Ñðàâíèâàÿ ýòî âûðàæåíèå è ñîîòíîøåíèå (41), ïî-
ëó÷èì

Γ ◦ dx = l l̃ ◦ d ll+ γ ◦ dx . (42)

Çäåñü l l̃ � ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, îáðàòíîå ëè-
íåéíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ll, äëÿ êîòîðîãî

l l̃ ◦ ll = IKI · δIK .

Èñïîëüçóÿ êîîðäèíàòíóþ çàïèñü âåêòîðîâ dx, ll, Γ
è γ

dx = eK · dxK , ll = lI
K
I · lIK ,

Γ = lJ
K2K1

K · ΓKK1K2
, γ = lJ

K2K1
K · γKK1K2

è ïðàâèëà ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (16), ïî-
ëó÷èì óðàâíåíèå (42) â êîîðäèíàòíîé çàïèñè:

ΓKK1K2 · dxK2 = l̃KI · dlIK1 + γKK1K2
· dxK2 .

Îòñþäà

ΓKK1K2 = l̃KI · lIK1,K2 + γKK1K2
. (43)

Çäåñü è äàëåå èíäåêñ, îòäåëåííûé çàïÿòîé, îçíà÷à-
åò ÷àñòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî êîîðäèíàòå ñ ýòèì
èíäåêñîì. Íàïðèìåð, â íàøåì ñëó÷àå

lIK1,K2
=
∂lIK1

∂xK2
.

Ïîäñòàâëÿÿ ñîîòíîøåíèÿ (39) è (41) ââûðàæåíèå (38),
èìååì

D(D ly) = ll ◦ d(dx) + ( ll ◦ (Γ ◦ dx)) ◦ dx .

11 Ïîðÿäîê óìíîæåíèÿ ñîìíîæèòåëåé â ïðàâîé ÷àñòè ìîæåò
áûòü ëþáûì. Äàëåå ìû âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì ïîðÿäêîì
óìíîæåíèÿ:

ll ◦ (Γ ◦ dx) .

Äàëåå ó÷òåì, ÷òî ñêîáêè â ïîñëåäíåì ñëàãàåìîì ìî-
ãóò áûòü çàïèñàíû èíà÷å:

( ll ◦ (Γ ◦ dx)) ◦ dx = ll ◦ ((Γ ◦ dx) ◦ dx) .

Ïîýòîìó çàïèøåì

D(D ly) = ll ◦ (d2x+ (Γ ◦ dx) ◦ dx) . (44)

Â Ãëàâå 2.1. ïîêàçàíî, ÷òî óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêîé
â íîðìàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èñêðèâëåííîãî ïðî-
ñòðàíñòâà èìååò âèä

D2Y
Dy2

= 0 .

Îïèðàÿñü íà ðàññìîòðåííîå ñîîòâåòñòâèå, èìååì

D2
ly

D ly2
∼ D2

lY
D ly2

.

Ïîýòîìó óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêîé â äâèæóùåìñÿ
ïðîñòðàíñòâå ñëåäóåò çàïèñàòü òàê:

D2
ly

D ly2
= 0 .

Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå (44) è òî îáñòîÿòåëüñòâî,
÷òî

det ||lIK || ≠ 0 ,

ïðèõîäèì ê èíâàðèàíòíîìó óðàâíåíèþ ëåâîé ãåîäåçè-
÷åñêîé â ñèñòåìå îòñ÷åòà

d2x

d ls2
+

(
Γ ◦ dx

d ls

)
◦ dx
d ls

= 0 . (45)

Èñïîëüçóÿ êîîðäèíàòíóþ çàïèñü âåêòîðîâ dx è Γ

dx = eK · dxK , Γ = lJ
K2K1

K · ΓKK1K2

è ïðàâèëà ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (16), ïî-
ëó÷èì óðàâíåíèå ëåâîé ãåîäåçè÷åñêîé îòíîñèòåëüíî
êîîðäèíàò ñèñòåìû îòñ÷åòà

d2xK

d ls2
+ ΓKK1K2

· dx
K1

d ls
· dx

K2

d ls
= 0 .

2.1. Äèôôåðåíöèðîâàíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ lnK

Îáðàòèìñÿ ê áàçèñíûì âåêòîðàì äâèæóùåãîñÿ ïðî-
ñòðàíñòâà (33)

eI · lIK = lnK .

Ðàññìîòðèì èñêðèâëåííûé äèôôåðåíöèàë ýòîãî
âûðàæåíèÿ. Èìååì

DeI · lIK + eI ·DlIK = D lnK .
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Ó÷òåì, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé êîâàðèàíòíûé äèôôåðåíöèàë áàçèñ-
íûõ âåêòîðîâ lnK

DeI · lIK = D lnK .

Êðîìå òîãî, ó÷òåì, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå â ëåâîé
÷àñòè ìîæåò áûòü çàïèñàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(eI · lIN ) · (l̃NM ·DlMK) = lnN · ΓNKL · dxL .
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì êîâàðèàíòíûé äèôôåðåíöè-

àë áàçèñíûõ âåêòîðîâ lnK

D lnK = D lnK − lnN · ΓNKL · dxL . (46)

Ñîîòâåòñòâåííî êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ èìååò
âèä

lnK;L = XL( lnK)− lnN · ΓNKL .
Ïðèâåäåì ÷àñòíûå ñëó÷àè óêàçàííîãî êîâàðèàíòíî-

ãî äèôôåðåíöèàëà.
1.

D lnK = d lnK .

Òîãäà êîâàðèàíòíûé äèôôåðåíöèàë áàçèñíûõ âåê-
òîðîâ lnK ïðèîáðåòàåò âèä

D lnK = d lnK − lnN · ΓNKL · dxL ,
à êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ

lnK;L =
∂ lnK
∂xL

− lnN · ΓNKL .

2.

D lnK = 0 .

Â ýòîì ñëó÷àå

D lnK = lnN · ΓNKL · dxL

îòêóäà

ΓNKL = lN
N ·XL( lnK) .

3. Ñëó÷àé, êîãäà èìåþò ìåñòî îáà ïðåäûäóùèõ
÷àñòíûõ óñëîâèÿ

D lnK = 0 , D lnK = d lnK .

Â ýòîì ñëó÷àå

∂ lnK
∂xL

= lnI · ΓIKL ,
îòêóäà

ΓIKL = lN
I · lnK,L . (47)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå òåíçîð êðèâèç-
íû èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà òîæäåñòâåííî ðàâåí
íóëþ12

RIKLM = ΓIKL,M − ΓIKM,L+

+ΓINM · ΓNKL − ΓINL · ΓNKM ≡ 0 .

12 Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ àíàëîãè÷íî òîìó, êîòîðîå
ïðèâîäèòñÿ â Ðàçäåëå IV.3. Ãëàâû 2.3.

2.2. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ëåâîãî ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà
ïðåäñòàâëåíèÿ

Ïðèâåäåì äâà âàðèàíòà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ëåâîãî
ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ïðåäñòàâëåíèÿ. Â îäíîì èç íèõ
èñïîëüçóþòñÿ áàçèñíûå âåêòîðû, â äðóãîì � íåò.
Ïåðâûé âàðèàíò.
Âîçüìåì êîâàðèàíòíûé äèôôåðåíöèàë îò ñîîòíî-

øåíèÿ, îïðåäåëÿþùåãî ëåâûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð
ïðåäñòàâëåíèÿ

lgK1K2
= ( lnK1

· lnK2
) . (48)

Ïîëó÷èì

D lgK1K2
= (D lnK1

· lnK2
) + ( lnK1

· D lnK2
) .

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ êîâàðèàíòíûì äèôôåðåíöèà-
ëîì áàçèñíûõ âåêòîðîâ (46), ñãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå
è âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (48). Â ðåçóëüòàòå ïîëó-
÷èì êîâàðèàíòíûé äèôôåðåíöèàë ìåòðè÷åñêîãî òåí-
çîðà ïðåäñòàâëåíèÿ

D lgK1K2
= D lgK1K2

−
− lgNK2

· ΓNK1L · dxL − lgK1N · Γ
N
K2L · dxL .

(49)

Êîâàðèàíòíîìó äèôôåðåíöèàëó ìåòðè÷åñêîãî òåí-
çîðà ïðåäñòàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò êîâàðèàíòíàÿ ïðî-
èçâîäíàÿ

lgK1K2;L = XL( lgK1K2
)− lgNK2

·ΓNK1L− lgK1N ·Γ
N
K2L .
(50)

Âòîðîé âàðèàíò.
Â ýòîì ñëó÷àå èñõîäèì èç ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåòðè÷å-

ñêîãî òåíçîðà ïðåäñòàâëåíèÿ (36)

gI1I2 · lI1K1
· lI2K2

= lgK1K2
.

Ðàññìîòðèì èñêðèâëåííûé äèôôåðåíöèàë ýòîãî
âûðàæåíèÿ. Èìååì

DgI1I2 · lI1K1
· lI2K2

+ gI1I2 ·DlI1K1
· lI2K2

+

+gI1I2 · lI1K1
·DlI2K2

= D lgK1K2
.

Ó÷òåì, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé êîâàðèàíòíûé äèôôåðåíöèàë ìåòðè-
÷åñêîãî òåíçîðà ïðåäñòàâëåíèÿ lgK1K2

DgI1I2 · lI1K1
· lI2K2

= D lgK1K2
.

Êðîìå òîãî, ó÷òåì, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå â ëåâîé
÷àñòè ìîæåò áûòü çàïèñàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

gI1I2 · lI1N · (l̃
N
M ·DlMK1

) · lI2K2
= lgNK2

·ΓNK1L ·dxL .

Êðîìå òîãî, ó÷òåì, ÷òî òðåòüå ñëàãàåìîå â ëåâîé
÷àñòè ìîæåò áûòü çàïèñàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

gI1I2 · lI1K1 · lI2N · (l̃
N
M ·DlMK2) = lgK1N ·Γ

N
K2L ·dxL .
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Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì êîâàðèàíòíûé äèôôåðåíöè-
àë ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà lgK1K2

, ñîâïàäàþùèé ñ âû-
ðàæåíèåì (49).
Èç ñîîòíîøåíèÿ (48) ñëåäóåò, ÷òî ðàâåíñòâî íóëþ

êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé îò ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà
ïðåäñòàâëåíèÿ

lgK1K2;L = 0

ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó íóëþ êîâàðèàíòíîé ïðîèç-
âîäíîé îò áàçèñíûõ âåêòîðîâ lnK

lnK;L = 0 .

3. Òðåòèé äèôôåðåíöèàë. Îáúåêò êðèâèçíû

Äèôôåðåíöèðóÿ ñîîòíîøåíèå (37), ïîëó÷èì ñëåäó-
þùåå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òðåòüèìè äèôôåðåíöèàëà-
ìè:

D3
ly ∼ D3

lY . (51)

Çàïèøåì äèôôåðåíöèàë D3
ly ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà

(44). Ïîëó÷èì

D(D2
ly) = ll ◦D(d2x+ (Γ ◦ dx) ◦ dx)+
D ll ◦ (d2x+ (Γ ◦ dx) ◦ dx) .

(52)

Ýòî âûðàæåíèå ïðåîáðàçóåì, ó÷èòûâàÿ, âî-ïåðâûõ,
÷òî

D(d2x) = d(d2x)

è, âî-âòîðûõ, ïîä÷èíèì D(Γ) � èñêðèâëåííûé äèôôå-
ðåíöèàë îò Γ � ñîîòíîøåíèÿì, àíàëîãè÷íûì âûðàæå-
íèÿì (29) è (40):

DΓ = dΓ+ δΓ . (53)

Äàëåå âåêòîð DΓ áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíî
ïðåîáðàçîâàííûé âåêòîð dx, òî åñòü

DΓ = r ◦ dx . (54)

Çäåñü r � ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, äëÿ êîòîðîãî

ll ◦ r ∈ lB.

Ïîëàãàÿ òàêæå

δΓ = ρ ◦ dx ,

ñîîòíîøåíèå (53) ìîæíî çàïèñàòü òàê:

DΓ = dΓ+ ρ ◦ dx .

Ñðàâíèâàÿ ýòî âûðàæåíèå è ðàâåíñòâî (54), ïîëó÷èì

r ◦ dx = dΓ+ ρ ◦ dx . (55)

Èñïîëüçóÿ êîîðäèíàòíóþ çàïèñü âåêòîðîâ dx, Γ, r
è ρ

dx = eI · dxI , Γ = lJ
LK

I · ΓIKL ,
r = ln

MLK
I · rIKLM , ρ = ln

MLK
I · γIKLM

è ïðàâèëà ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (16) è
(18), ïîëó÷èì óðàâíåíèå (55) â êîîðäèíàòíîé çàïèñè:

rIKLM · dxM = dΓIKL + γIKLM · dxM . (56)

Îòñþäà

rIKLM = ΓIKL,M + γIKLM .

Ïîäñòàâëÿÿ ñîîòíîøåíèÿ (41) è (54) â âûðàæåíèå
(52), èìååì

D(D2
ly) = ll ◦

(
d3x+ (Γ ◦ dx) ◦ d2x+

(Γ ◦ d2x) ◦ dx+ ((r ◦ dx) ◦ dx) ◦ dx+

(Γ ◦ dx) ◦ d2x+ (Γ ◦ dx) ◦ (Γ ◦ dx) ◦ dx
)
.

(57)

Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ âûäåëèì äâà ñëàãàåìûõ

((r ◦ dx) ◦ dx) ◦ dx è (Γ ◦ dx) ◦ (Γ ◦ dx) ◦ dx

è ââåäåì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:

((R ◦ dx) ◦ dx) ◦ dx ≡
((r ◦ dx) ◦ dx) ◦ dx+ (Γ ◦ dx) ◦ (Γ ◦ dx) ◦ dx .

(58)

Âåëè÷èíà R ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåêò êðèâèçíû
ëåâîãî ïîëÿ. Âîñïîëüçîâàâøèñü êîîðäèíàòíîé çàïè-
ñüþ âåêòîðîâ dx è R

dx = eI · dxI , R = ln
MLK

I ·RIKLM

è ïðàâèëàìè ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (16) è
(18), ïîëó÷èì êîîðäèíàòíóþ çàïèñü ïðàâîé ÷àñòè ñî-
îòíîøåíèÿ (58)

((R ◦ dx) ◦ dx) ◦ dx =

= (((nMLK
I ·RIKLM ) ◦ dx) ◦ dx) ◦ dx =

= eI ·RIKLM · dxK · dxL · dxM .

Âû÷èñëèì êîîðäèíàòíóþ çàïèñü ñëàãàåìûõ â ëåâîé
÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (58):

((r ◦ dx) ◦ dx) ◦ dx =

eI · (γIKLM + ΓIKL,M ) · dxK · dxL · dxM .

(Γ ◦ dx) ◦ (Γ ◦ dx) ◦ dx =

eI · ΓINM · ΓNKL · dxK · dxL · dxM .

Â ðåçóëüòàòå äëÿ êîîðäèíàò îáúåêòà êðèâèçíû ëå-
âîãî ïîëÿ ïîëó÷èì

RIKLM = γIKLM + ΓIKL,M + ΓINM · ΓNKL .
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4. Êèíåìàòè÷åñêîå ïîëå âíåøíåé ñèììåòðèè

4.1. Êèíåìàòè÷åñêàÿ ãðóïïà âíåøíåé ñèììåòðèè

Â Ãëàâå 1.5. ëåâàÿ àëãåáðà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé lL ðàññìàòðèâàëàñü êàê ëèíåéíàÿ ÷àñòü íåïðå-
ðûâíîé ëåâîé ãðóïïû lG. Ýòà ãðóïïà áûëà íàçâàíà
êèíåìàòè÷åñêîé ãðóïïîé âíåøíåé ñèììåòðèè.13 Íà-
ïðèìåð, ïî íàøèì ïðåäñòàâëåíèÿì ãðóïïà ãðàâèòàöèè
ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé êèíåìàòè÷åñêîé ãðóïïû âíåø-
íåé ñèììåòðèè lG.
Â ïðîäîëæåíèå óêàçàííîãî îïðåäåëåíèÿ ãðóïïû lG

ëåâîå êèíåìàòè÷åñêîå ïîëå â Ðàçäåëå III.3 Ãëàâû 1.7.
áûëî íàçâàíî êèíåìàòè÷åñêèì ïîëåì âíåøíåé ñèì-
ìåòðèè. Íàïðèìåð, ãðàâèòàöèîííîå ïîëå îòíåñåì ê
êèíåìàòè÷åñêîìó ïîëþ âíåøíåé ñèììåòðèè.

4.2. Êèíåìàòè÷åñêîå ïîëå âíåøíåé ñèììåòðèè

Êèíåìàòè÷åñêîå ïîëå âíåøíåé ñèììåòðèè (ëåâîå
ïîëå) îïðåäåëÿåòñÿ òðåìÿ íàáîðàìè ôóíêöèé, êàæäàÿ
èç êîòîðûõ çàâèñèò îò òî÷åê ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.
Ïåðâûé íàáîð ôóíêöèé îïðåäåëÿåòñÿ íà îñíîâà-

íèè äèôôåðåíöèàëà âåêòîðà äâèæóùåãîñÿ ïðîñòðàí-
ñòâà14

D ly
I = ll

I
K · dxK . (59)

Îòñþäà ê ïåðâîìó íàáîðó ôóíêöèé êèíåìàòè÷åñêîãî
ïîëÿ âíåøíåé ñèììåòðèè îòíîñÿòñÿ çàâèñèìîñòè

ll(x) , ll
I
K(x) ,

à äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ çòî çàâèñè-
ìîñòü

ll
I
K(φ(x)) .

Òàêèì îáðàçîì, ê ïåðâîìó íàáîðó ôóíêöèé êèíåìà-
òè÷åñêîãî ïîëÿ âíåøíåé ñèììåòðèè îòíåñåíû ïîëå ëå-
âîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, åãî êîîðäèíàò è ïîëå
ïàðàìåòðîâ ïðåäñòàâëåíèÿ ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

ll(x) , ll
I
K(x) , lφ

α(x) .

Âòîðîé íàáîð ôóíêöèé êèíåìàòè÷åñêîãî ïîëÿ âíåø-
íåé ñèììåòðèè îïðåäåëÿåòñÿ íà îñíîâàíèè äèôôåðåí-
öèàëà ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

D ll
I
K1 = d ll

I
K1 + ll

′I
K1K2 · dxK2 . (60)

13 Òåðìèí âíåøíÿÿ ñèììåòðèÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïðîäèêòîâàí
ïðåäñòàâëåíèåì î âíóòðåííåé ñèììåòðèè, èñïîëüçóåìîé â
ñîâðåìåííîé ôèçèêå, à, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ââåäåí äëÿ ïîä÷åð-
êèâàíèÿ îòëè÷èÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèììåòðèè îò âíóòðåííåé
ñèììåòðèè.

14 Äèôôåðåíöèàë, îòíîñÿùèéñÿ ê äâèæóùåìóñÿ ïðîñòðàíñòâó,
îáîçíà÷åí ñèìâîëîì D.

Ýòèìè ôóíêöèÿìè ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû

la , ll
′I
K1K2 .

Èñïîëüçóåì ìàòðèöó îáðàòíîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ l l̃

K
I , äëÿ êîòîðîé

ll
I
K · l l̃KI1 = δII1 , l l̃

K
I · llIK1

= δKK1
,

è ïåðåéäåì îò êîýôôèöèåíòîâ ll
′I
K1K2 ê êîýôôèöè-

åíòàì

ΓKK1K2
= l l̃

K
I · ll′IK1K2

,

êîòîðûå íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ñâÿçíîñòè êè-
íåìàòè÷åñêîãî ïîëÿ âíåøíåé ñèììåòðèè.
Òàêèì îáðàçîì, ê âòîðîìó íàáîðó ôóíêöèé êèíå-

ìàòè÷åñêîãî ïîëÿ âíåøíåé ñèììåòðèè îòíåñåíû ïîëå
âòîðîãî ëåâîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, åãî êîîð-
äèíàò è ïîëå êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè

la(x) , ll
I
K1K2(x) , ΓKK1K2(x) .

Òðåòèé íàáîð ôóíêöèé êèíåìàòè÷åñêîãî ïîëÿ âíåø-
íåé ñèììåòðèè îïðåäåëÿåòñÿ íà îñíîâàíèè äèôôåðåí-
öèàëà

D ll
I
K1K2

= d ll
I
K1K2

+ ll
′I
K1K2K3

· dxK3 . (61)

Ýòèìè ôóíêöèÿìè ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû

lb , ll
′I
K1K2K3

.

Èñïîëüçóÿ ìàòðèöó îáðàòíîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ, ïåðåéäåì îò êîýôôèöèåíòîâ ll

′I
K1K2K3

ê êî-
ýôôèöèåíòàì

RKK1K2K3 = l l̃
K
I · ll′IK1K2K3 ,

êîòîðûå íàçûâàþòñÿ îáúåêòîì êðèâèçíû êèíåìàòè÷å-
ñêîãî ïîëÿ âíåøíåé ñèììåòðèè.15

Òàêèì îáðàçîì, ê òðåòüåìó íàáîðó ôóíêöèé êèíå-
ìàòè÷åñêîãî ïîëÿ âíåøíåé ñèììåòðèè îòíåñåíû ïîëå
òðåòüåãî ëåâîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, åãî êîîð-
äèíàò è ïîëå îáúåêòà êðèâèçíû

lb(x) , ll
I
K1K2K3

(x) , RKK1K2K3
(x) .

VII. ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ ÏÐÀÂÎÃÎ
ÈÑÊÐÈÂËÅÍÍÎÃÎ

ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ-ÂÐÅÌÅÍÈ Â ÑÈÑÒÅÌÅ
ÎÒÑ×ÅÒÀ

Â ýòîì Ðàçäåëå ñèñòåìà îòñ÷åòà X ðàññìàòðèâàåòñÿ
êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, óìíîæåíèå âåêòîðîâ â

15 Àíòèñèììåòðèçàöèÿ îáúåêòà êðèâèçíû ïî êîýôôèöèåíòàì
K2 èK3 ïðèâîäèò ê âåëè÷èíå, íàçûâåìîé òåíçîðîì êðèâèçíû
ïîëÿ âíåøíåé ñèììåòðèè.
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êîòîðîì ñâîäèòñÿ ê ñêàëÿðíîìó óìíîæåíèþ. Â ýòîì
ñëó÷àå ëåâûå âåêòîðû íå îòëè÷èìû îò ïðàâûõ, òî åñòü

lx ≡ rx ≡ x .

Çàäà÷à ïðåäñòàâëåíèÿ ïðàâîãî èñêðèâëåííîãî ïðîñ-
òðàíñòâà-âðåìåíè â ñèñòåìå îòñ÷åòà ðåøàåòñÿ â äâà
ýòàïà.
Íà ïåðâîì ýòàïå óñòàíàâëèâàåòñÿ ñîîòâåòñòâèå ìåæ-

äó âåêòîðàìè rY èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà rY è
âåêòîðàìè ry äâèæóùåãîñÿ ïðîñòðàíñòâà rX′

ry ∼ rY .

Íà âòîðîì ýòàïå óñòàíîâëåííûé âåêòîð ry äâèæó-
ùåãîñÿ ïðîñòðàíñòâà rX′ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ôóíê-
öèÿ âåêòîðà x ñèñòåìû îòñ÷åòà X

ry = rf(x) ,

ãäå ry ∈ rX′, à x ∈ X.
Óêàçàííàÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü çàäàåòñÿ

ðÿäîì Òåéëîðà äëÿ ïðàâûõ âåêòîðîâ

ry(x+ dx) = ry(x) + dx ◦ rl(x) +
+d1x ◦ (d2x ◦ ra(x)) +
+d1x ◦ (d2x ◦ (d3x ◦ rb(x))) + . . . (62)

Ïåðåéäåì ê êîîðäèíàòíîé çàïèñè ðÿäà Òåéëîðà.
Äëÿ ýòîãî çàïèøåì âåêòîðû ÷åðåç áàçèñíûå âåêòîðû
è êîîðäèíàòû

ry = eI · ryI , dx = eL · dxL ,

rl = rI
K
I · rlIK , ra = rJ

K2K1
I · rlIK1K2

,

rb ◦ dx = rJ
K2K1

I · rlIK1K2K3 · dxK3

è ó÷òåì ñëåäóþùèå çàêîíû óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåê-
òîðîâ â ïðàâîé àëãåáðå

eL ◦ rIKI = δKL · eI ,

eL ◦ rJK2K1
I = δK2

L · rIK1
I ,

Ïîëó÷èì

ry
I(x+ dx) = ry

I(x) + rl
I
K · dxK +

+ rl
I
K1K2

· d1xK1 · d2xK2 +

+ rl
I
K1K2K3

· d1xK1 · d2xK2 · d3xK3 + . . . (63)

Â ðÿäå ñëó÷àåâ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ïåðåîáîçíà-
÷åíèå rl→ L . Òîãäà âûðàæåíèå (63) óïðîùàåòñÿ:

ry
I(x+ dx) = ry

I(x) + LIK · dxK +

+LIK1K2
· d1xK1 · d2xK2 +

+LIK1K2K3
· d1xK1 · d2xK2 · d3xK3 + . . . (64)

Ïîìèìî ðÿäà Òåéëîðà (62), áóäåì îáðàùàòüñÿ ê ðÿ-
äó Òåéëîðà, â êîòîðîì èñïîëüçîâàíû ïîòåíöèàë ïðà-
âîãî ïîëÿ A è îáúåêò ïðàâîãî ïîëÿ F:

ry(x+ dx) = ry(x) + dx ◦ rl(x) +
+d1x ◦ (d2x ◦ (A ◦ rl)) +
+d1x ◦ (d2x ◦ (d3x ◦ (F ◦ rl))) + . . . (65)

Ýòî âûðàæåíèå ïî îòíîøåíèþ ê êîîðäèíàòàì ïðè-
îáðåòàåò âèä

ry
I(xK + dxK) = ry

I(xK) + LIK · dxK +

+ LIK ·AKK1K2 · d1xK1 · d2xK2 +

+ LIK · FKK1K2K3 · d1xK1 · d2xK2 · d3xK3 +

+ LIK · FKK1K2K3K4
· d1xK1 · d2xK2 · d3xK3 · d4xK4 . . .

(66)

Çäåñü

AKK1K2
= L̃KI · LIK1K2

≡ L̃KI ·
DLIK1

∂xK2
(67)

� ïîòåíöèàëû ïðàâîãî ïîëÿ,

FKK1K2K3
= L̃KI · LIK1K2K3

≡ L̃KI ·
DLIK1K2

∂xK3
(68)

� îáúåêò ïðàâîãî ïîëÿ,

FKK1K2K3K4
= L̃KI ·LIK1K2K3K4

≡ L̃KI ·
DLIK1K2K3

∂xK4

(69)
� âòîðîé îáúåêò ïðàâîãî ïîëÿ.
Ðàñêðûâàÿ ïðàâóþ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (67), ïîëó-

÷èì êàëèáðîâî÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîòåíöèàëîâ ïðà-
âîãî ïîëÿ16

AKK1K2
= L̃KI ·

∂LIK1

∂xK2
+A′K

K1K2
.

Ðàñêðûâàÿ ïðàâóþ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (68), ïîëó-
÷èì êàëèáðîâî÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå îáúåêòà ïðàâîãî
ïîëÿ

FKK1K2K3 = L̃KI ·
∂LIK1K2

∂xK3
+ F ′K

K1K2K2 .

Èç âûðàæåíèÿ (68) ñëåäóåò, ÷òî îáúåêò ïðàâîãî ïî-
ëÿ ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

FKK1K2K3
=
D(L̃KI · LIK1K2)

∂xK3
− DL̃KI

∂xK3
· LIK1K2

.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ïðåîáðàçóåì ñëåäó-
þùèì îáðàçîì. Âî-ïåðâûõ, ó÷òåì, ÷òî

L̃KI · LIK1K2 = AKK1K2 ,

16 Êàëèáðîâî÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îñòàâëÿþò èíâàðèàíòíûìè
óðàâíåíèÿ ïðàâîãî ïîëÿ.
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è, âî-âòîðûõ, ïîòðåáóåì, ÷òîáû17

δAKK1K2
= 0 .

Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå

DAKK1K2

∂xK3
=
∂AKK1K2

∂xK3
.

Âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ïðåîáðàçóåì ñëå-
äóþùèì îáðàçîì. Âî-ïåðâûõ, ïåðåïèøåì åãî òàê:(

DL̃KI4
∂xK3

· LI4K4

)
·
(
L̃K4

I · LIK1K2

)
è, âî-âòîðûõ, ó÷òåì, ÷òî

L̃K4
I · LIK1K2

= AK4
K1K2

è18

DL̃KI4
∂xK3

· LI4K4 = −AKK4K3 .

Ñ ó÷åòîì âûïîëíåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì
âûðàæåíèå äëÿ îáúåêòà ïðàâîãî ïîëÿ

FKK1K2K3 =
∂AKK1K2

∂xK3
+AKK4K3 ·AK4

K1K2 .

Ïîñëå àíòèñèììåòðèçàöèè ïî èíäåêñàì K2K3 ïîëó-
÷èì òåíçîð ïðàâîãî ïîëÿ

FKK1[K2K3] =
∂AKK1K2

∂xK3
− ∂AKK1K3

∂xK2
+

+ AKK4K3
·AK4

K1K2
−AKK4K2

·AK4
K1K3

.(70)

1. Ïåðâûé äèôôåðåíöèàë

Îïðåäåëåíèå âåêòîðà D ry äâèæóùåãîñÿ ïðîñòðàí-
ñòâà, ñîîòâåòñòâóþùåãî äèôôåðåíöèàëó D rY â èñ-
êðèâëåííîì ïðîñòðàíñòâå, ïîÿñíèì ñëåäóþùèì ðè-
ñóíêîì.

17 Ñì. Ðàçäåë IV.4 Ãëàâû 2.3.
18 Äåéñòâèòåëüíî, èç

L̃K
I4 · LI4

K4
= δKK4

ïóòåì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èìååì

DL̃K
I4

∂xK3
· LI4

K4 + L̃K
I4 ·

DLI4
K4

∂xK3
=
DδKK4

∂xK3
=
∂δKK4

∂xK3
= 0 .

Îòñþäà
DL̃K

I4

∂xK3
· LI4

K4
+AK

K4K3
= 0 .

'
�
�
�
�3

6
PPPPqD rY

D ry

d ry
δ ry

Ðèñ. 2

Ýòîò ðèñóíîê èëëþñòðèðóåò òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî
ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðû îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëî-
âèÿ, ÷òî ãðàíè÷íûå òî÷êè èñêðèâëåííûõ òåíçîðîâ è
òåíçîðîâ â äâèæóùåìñÿ ïðîñòðàíñòâå ñîâïàäàþò.
Èç Ðèñ. 2 ñëåäóåò, ÷òî âåêòîðó D rY ñòàâèòñÿ â ñî-

îòâåòñòâèå âåêòîð

D ry = d ry + δ ry . (71)

Èòàê, ñëåäóåò çàïèñàòü

D ry ∼ D rY . (72)

Âåêòîð D ry � ýòî âåêòîð äâèæóùåãîñÿ ïðîñòðàíñòâà,
ñâÿçàííîãî ñ ñèñòåìîé îòñ÷åòà ëèíåéíûì ïðåîáðàçî-
âàíèåì. Ïîýòîìó çàïèøåì

D ry = dx ◦ rl . (73)

Çäåñü rl � ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå íà X, rl ∈ rL.
Åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ êîîðäèíàòíîé çàïèñüþ âåêòî-
ðîâ dx è rl

dx = eK · dxK , rl = rI
M
I · LIM

è ïðàâèëàìè ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (15), òî
ïîëó÷èì êîîðäèíàòíóþ çàïèñü âåêòîðà D ry

D ry = eI · LIK · dxK . (74)

Âîñïîëüçóåìñÿ îáîáùåíèåì ôîðìóëû (7) Ãëàâû 2.2.

D ry
I = LIK · dxK .

Ïîëó÷èì

D ry = eI ·D ry
I .

Âûøåïðèâåäåííûå ôîðìóëû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïåðå-
õîä îò ñèñòåìû îòñ÷åòà ê äâèæóùåìóñÿ ïðîñòðàíñòâó
ìîæíî ñâÿçàòü ñ ïðåîáðàçîâàíèåì êîîðäèíàò. Âîç-
ìîæíà äðóãàÿ òî÷êà çðåíèÿ, êîãäà ïåðåõîä îò ñèñòåìû
îòñ÷åòà ê äâèæóùåìóñÿ ïðîñòðàíñòâó ñâÿçûâàåòñÿ ñ
ïðåîáðàçîâàíèåì áàçèñíûõ âåêòîðîâ. Îáîçíà÷èì ïðå-
îáðàçîâàííûå áàçèñíûå âåêòîðû (áàçèñíûå âåêòîðû
äâèæóùåãîñÿ ïðîñòðàíñòâà) rnK . Ïðè ýòîì

rnK = eI · LIK . (75)

Äëÿ íèõ

D ry = rnK · dxK .
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1.1. Ïðàâûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ïðåäñòàâëåíèÿ

Ñîîòâåòñòâèå âåêòîðîâ D rY è D ry íåîáõîäèìî äî-
ïîëíèòü ñîîòâåòñòâèåì ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé

(D rY ·D rY) è (D ry ·D ry).

Åñëè ó÷åñòü, ÷òî

D rY ·D rY = D ry
2 ,

ãäå D ry � äëèíà âåêòîðà D rY òî

D rY ·D rY = D ry ·D ry = D ry
2 . (76)

Ó÷òåì, ÷òî èñêðèâëåííûé äèôôåðåíöèàë îò ñêà-
ëÿðíîé âåëè÷èíû ñâÿçàí ñ îáû÷íûì äèôôåðåíöèàëîì
îò ýòîé âåëè÷èíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

D ry = f( ry) · d ry .

Îáîçíà÷èì rs ïåðâîîáðàçíóþ ôóíêöèè f( ry). Òîãäà

D ry = d rs

è

D ry ·D ry = d rs
2 .

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (74), ïîëó÷èì

d rs
2 = D ry ·D ry = (eI1 ·eI2)·LI1K1

·LI2K2
·dxK1 ·dxK2

èëè

d rs
2 = gI1I2 · LI1K1

· LI2K2
· dxK1 · dxK2 , (77)

ãäå

gI1I2 = (eI1 · eI2)

� ýòî ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ñèñòåìû îòñ÷åòà; èëè ñ ó÷å-
òîì (75)

d rs
2 = ( rnK1 · rnK2) · dxK1 · dxK2 .

Ââåäåì ïðàâûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ïðåäñòàâëå-
íèÿ èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà â ñèñòåìå îòñ÷åòà
(èëè êîðî÷å ïðàâûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ïðåäñòàâëå-
íèÿ)

rgK1K2
= ( rnK1 · rnK2) ,

èëè

rgK1K2
= gI1I2 · LI1K1

· LI2K2
. (78)

Òîãäà

d rs
2 = rgk1k2 · dx

k1 · dxk2 .

2. Âòîðîé äèôôåðåíöèàë. Óðàâíåíèå ïðàâîé
ãåîäåçè÷åñêîé

Äèôôåðåíöèðóÿ ñîîòíîøåíèå (72), ïîëó÷èì ñëåäó-
þùåå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âòîðûìè äèôôåðåíöèàëà-
ìè:

D2
ry ∼ D2

rY . (79)

Çàïèøåì äèôôåðåíöèàë D2
ry ñ ó÷åòîì (73). Ïîëó-

÷èì

D(D ry) = D(dx ◦ rl) = D(dx) ◦ rl+ dx ◦D( rl) . (80)

Ýòî âûðàæåíèå ïðåîáðàçóåì, èìåÿ â âèäó, âî-ïåðâûõ,
÷òî

D(dx) = d(dx) , (81)

è, âî-âòîðûõ, ïîä÷èíèì D( rl) � èñêðèâëåííûé äèô-
ôåðåíöèàë îò rl � ñîîòíîøåíèÿì, àíàëîãè÷íûì (71):

D rl = d rl+ δ rl ; (82)

äàëåå âåêòîð D rl áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíî
ïðåîáðàçîâàííûé âåêòîð dx, òî åñòü çàïèøåì

D rl = dx ◦ ra

èëè19

D rl = dx ◦ (A ◦ rl) . (83)

Çäåñü ra = A ◦ rl ∈ rA, à A � âåêòîð, íàçâàåìûé
ïîòåíöèàëîì ïðàâîãî ïîëÿ.
Ïîëàãàÿ

δ rl = dx ◦ (A′ ◦ rl) ,

ãäå òàêæå A′ ◦ rl ∈ rA, ñîîòíîøåíèå (82) ìîæíî çà-
ïèñàòü òàê:

D rl = d rl+ dx ◦A′ ◦ rl .

Ñðàâíèâàÿ ýòî âûðàæåíèå è ðàâåíñòâî (83), ïîëó-
÷èì

dx ◦A = d rl ◦ r l̃+ dx ◦A′ . (84)

Çäåñü r l̃ � ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, îáðàòíîå ëè-
íåéíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ rl, äëÿ êîòîðîãî

rl ◦ r l̃ = rI
K
I · δIK .

19 Ïîðÿäîê óìíîæåíèÿ ñîìíîæèòåëåé â ïðàâîé ÷àñòè ìîæåò
áûòü ëþáûì. Äàëåå ìû âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì ïîðÿäêîì
óìíîæåíèÿ:

(dx ◦A) ◦ rl .
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Èñïîëüçóÿ êîîðäèíàòíóþ çàïèñü âåêòîðîâ dx, rl, A
è A′

dx = eK · dxK , rl = rI
K
I · LIK ,

A = rJ
K2K1

K ·AKK1K2
, A′ = rJ

K2K1
K ·A′K

K1K2

è ïðàâèëà ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (17), ïî-
ëó÷èì óðàâíåíèå (84) â êîîðäèíàòíîé çàïèñè

AKK1K2
· dxK2 = L̃KI · dLIK1

+A′K
K1K2

· dxK2 .

Îòñþäà

AKK1K2
= L̃KI · LIK1,K2

+A′K
K1K2

. (85)

Çäåñü è äàëåå èíäåêñ, îòäåëåííûé çàïÿòîé, îçíà÷àåò
÷àñòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî êîîðäèíàòå ñ ýòèì èí-
äåêñîì. Íàïðèìåð, â íàøåì ñëó÷àå

LIK1,K2 =
∂LIK1

∂xK2
.

Ïîäñòàâëÿÿ ñîîòíîøåíèÿ (81) è (83) â âûðàæåíèå (80),
èìååì

D(D ry) = d(dx) ◦ rl+ dx ◦ ((dx ◦A) ◦ rl) .

Äàëåå ó÷òåì, ÷òî ñêîáêè â ïîñëåäíåì ñëàãàåìîì ìî-
ãóò áûòü çàïèñàíû èíà÷å:

dx ◦ ((dx ◦A) ◦ rl) = (dx ◦ (dx ◦A)) ◦ rl .

Ïîýòîìó çàïèøåì

D(D ry) = (d2x+ dx ◦ (dx ◦A)) ◦ rl . (86)

Â Ãëàâå 2.1. îòìå÷åíî, ÷òî óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêîé
â íîðìàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èñêðèâëåííîãî ïðî-
ñòðàíñòâà èìååò âèä

D2Y
Dy2

= 0 .

Îïèðàÿñü íà ðàññìîòðåííîå ñîîòâåòñòâèå, èìååì

D2
ry

D ry2
∼ D2

rY
D ry2

.

Ïîýòîìó óðàâíåíèå ïðàâîé ãåîäåçè÷åñêîé â äâèæó-
ùåìñÿ ïðîñòðàíñòâå ñëåäóåò çàïèñàòü òàê:

D2
ry

D ry2
= 0 .

Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå (44) è òî îáñòîÿòåëüñòâî,
÷òî

det ||LIK || ≠ 0 ,

ïðèõîäèì ê èíâàðèàíòíîìó óðàâíåíèþ ïðàâîé ãåîäå-
çè÷åñêîé â ñèñòåìå îòñ÷åòà

d2x

d rs2
+

dx

d rs
◦
(
dx

d rs
◦A

)
= 0 . (87)

Èñïîëüçóÿ êîîðäèíàòíóþ çàïèñü âåêòîðîâ dx è A

dx = eK · dxK , A = rJ
K2K1

K ·AKK1K2

è ïðàâèëà ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (17), ïî-
ëó÷èì óðàâíåíèå ïðàâîé ãåîäåçè÷åñêîé îòíîñèòåëüíî
êîîðäèíàò ñèñòåìû îòñ÷åòà

d2xK

d rs2
+AKK1K2

· dx
K1

d rs
· dx

K2

d rs
= 0 .

2.1. Äèôôåðåíöèðîâàíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ rnK

Îáðàòèìñÿ ê áàçèñíûì âåêòîðàì äâèæóùåãîñÿ ïðî-
ñòðàíñòâà (75)

eI · LIK = rnK .

Ðàññìîòðèì èñêðèâëåííûé äèôôåðåíöèàë ýòîãî
âûðàæåíèÿ. Èìååì

DeI · LIK + eI ·DLIK = D rnK .

Ó÷òåì, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé êîâàðèàíòíûé äèôôåðåíöèàë áàçèñ-
íûõ âåêòîðîâ rnK

DeI · LIK = D rnK .

Êðîìå òîãî, ó÷òåì, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå â ëåâîé
÷àñòè ìîæåò áûòü çàïèñàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(eI · LIN ) · (L̃NM ·DLMK) = rnN ·ANKL · dxL .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì êîâàðèàíòíûé äèôôåðåíöè-
àë áàçèñíûõ âåêòîðîâ rnK

D rnK = D rnK − rnN ·ANKL · dxL . (88)

Ñîîòâåòñòâåííî êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ èìååò
âèä

rnK;L = XL( rnK)− rnN ·ANKL .

Ïðèâåäåì ÷àñòíûå ñëó÷àè óêàçàííîãî êîâàðèàíòíî-
ãî äèôôåðåíöèàëà.
1.

D rnK = d rnK .

Òîãäà êîâàðèàíòíûé äèôôåðåíöèàë áàçèñíûõ âåê-
òîðîâ rnK ïðèîáðåòàåò âèä

D rnK = d rnK − rnN ·ANKL · dxL ,

à êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ

rnK;L =
∂ rnK
∂xL

− rnN ·ANKL .

2.

D rnK = 0 .
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Â ýòîì ñëó÷àå

D rnK = rnN ·ANKL · dxL .

Îòêóäà

ANKL = rN
N ·XL( rnK) .

3. Ñëó÷àé, êîãäà èìåþò ìåñòî îáà ïðåäûäóùèõ
÷àñòíûõ óñëîâèÿ:

D rnK = 0 , D rnK = d rnK .

Â ýòîì ñëó÷àå

∂ rnK
∂xL

= rnI ·AIKL .

Îòêóäà

AIKL = rN
I · rnK,L . (89)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå òåíçîð ïðàâîãî
ïîëÿ èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà òîæäåñòâåííî ðà-
âåí íóëþ20:

F IKLM = AIKL,M −AIKM,L+

+AINM ·ANKL −AINL ·ANKM ≡ 0 .

2.2. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ïðàâîãî ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà
ïðåäñòàâëåíèÿ

Ïðèâåäåì äâà âàðèàíòà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðàâî-
ãî ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ïðåäñòàâëåíèÿ. Â îäíîì èç
íèõ èñïîëüçóþòñÿ áàçèñíûå âåêòîðû, â äðóãîì � íåò.
Ïåðâûé âàðèàíò.
Âîçüìåì êîâàðèàíòíûé äèôôåðåíöèàë îò ñîîòíî-

øåíèÿ, îïðåäåëÿþùåãî ïðàâûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð
ïðåäñòàâëåíèÿ

rgK1K2
= ( rnK1

· rnK2
) . (90)

Ïîëó÷èì

D rgK1K2
= (D rnK1

· rnK2
) + ( rnK1

· D rnK2
) .

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ êîâàðèàíòíûì äèôôåðåíöèà-
ëîì áàçèñíûõ âåêòîðîâ (88), ñãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå
è âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (90). Â ðåçóëüòàòå ïîëó-
÷èì êîâàðèàíòíûé äèôôåðåíöèàë ìåòðè÷åñêîãî òåí-
çîðà ïðåäñòàâëåíèÿ

D rgK1K2
= D rgK1K2

−
− rgNK2

·ANK1L · dxL − rgK1N ·A
N
K2L · dxL .

(91)

20 Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ àíàëîãè÷íî òîìó, êîòîðîå
ïðèâîäèòñÿ â Ðàçäåëå IV.3. Ãëàâû 2.3.

Êîâàðèàíòíîìó äèôôåðåíöèàëó ìåòðè÷åñêîãî òåí-
çîðà ïðåäñòàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò êîâàðèàíòíàÿ ïðî-
èçâîäíàÿ

rgK1K2;L=XL(rgK1K2
)−rgNK2

·ANK1L− rgK1N ·A
N
K2L.
(92)

Âòîðîé âàðèàíò.
Â ýòîì ñëó÷àå èñõîäèì èç ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðàâîãî

ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ïðåäñòàâëåíèÿ (78)

gI1I2 · LI1K1
· LI2K2

= rgK1K2
.

Ðàññìîòðèì èñêðèâëåííûé äèôôåðåíöèàë ýòîãî
âûðàæåíèÿ. Èìååì

DgI1I2 · LI1K1
· LI2K2

+ gI1I2 ·DLI1K1
· LI2K2

+

+gI1I2 · LI1K1
·DLI2K2

= D rgK1K2
.

Ó÷òåì, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé êîâàðèàíòíûé äèôôåðåíöèàë ìåòðè-
÷åñêîãî òåíçîðà ïðåäñòàâëåíèÿ rgK1K2

DgI1I2 · LI1K1 · LI2K2 = D rgK1K2
.

Êðîìå òîãî, ó÷òåì, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå â ëåâîé
÷àñòè ìîæåò áûòü çàïèñàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

gI1I2 ·LI1N ·(L̃
N
M ·DLMK1)·LI2K2 = rgNK2

·ANK1L·dxL.

Êðîìå òîãî, ó÷òåì, ÷òî òðåòüå ñëàãàåìîå â ëåâîé
÷àñòè ìîæåò áûòü çàïèñàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

gI1I2 ·LI1K1
·LI2N ·(L̃NM ·DLMK2

) = rgK1N ·A
N
K2L·dxL.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì êîâàðèàíòíûé äèôôåðåíöè-
àë ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà rgK1K2

, ñîâïàäàþùèé ñ âû-
ðàæåíèåì (91).
Îòìåòèì, ÷òî èç ñîîòíîøåíèÿ (90) ñëåäóåò, ÷òî ðà-

âåíñòâî íóëþ êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé îò ìåòðè÷å-
ñêîãî òåíçîðà ïðåäñòàâëåíèÿ

rgK1K2;L = 0

ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó íóëþ êîâàðèàíòíîé ïðîèç-
âîäíîé îò áàçèñíûõ âåêòîðîâ rnK

rnK;L = 0 .

3. Òðåòèé äèôôåðåíöèàë. Îáúåêò ïðàâîãî ïîëÿ

Äèôôåðåíöèðóÿ ñîîòíîøåíèå (79), ïîëó÷èì ñëåäó-
þùåå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òðåòüèìè äèôôåðåíöèàëà-
ìè

D3
ry ∼ D3

rY . (93)

Çàïèøåì äèôôåðåíöèàë D3
ry ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ

(86). Ïîëó÷èì

D(D2
ry) = D(d2x+ (dx ◦ (dx ◦A))) ◦ rl+
(d2x+ dx ◦ (dx ◦A)) ◦D rl .

(94)
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Ýòî âûðàæåíèå ïðåîáðàçóåì, ó÷èòûâàÿ, âî-ïåðâûõ,
÷òî

D(d2x) = d(d2x)

è, âî-âòîðûõ, ïîä÷èíèì D(A) � èñêðèâëåííûé äèô-
ôåðåíöèàë îò A � ñîîòíîøåíèÿì, àíàëîãè÷íûì âûðà-
æåíèÿì (71) è (82):

DA = dA+ δA . (95)

Äàëåå âåêòîðDA áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíî
ïðåîáðàçîâàííûé âåêòîð dx, òî åñòü

DA = dx ◦ f . (96)

Çäåñü f � ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, äëÿ êîòîðîãî

f ◦ rl ∈ rB.

Ïîëàãàÿ òàêæå

δA = dx ◦ φ ,

ñîîòíîøåíèå (95) ìîæíî çàïèñàòü òàê:

DA = dA+ dx ◦ φ .

Ñðàâíèâàÿ ýòî âûðàæåíèå è ñîîòíîøåíèå (96), ïîëó-
÷èì

dx ◦ f = dA+ dx ◦ φ . (97)

Èñïîëüçóÿ êîîðäèíàòíóþ çàïèñü âåêòîðîâ dx, A, f
è φ:

dx = eI · dxI , A = rJ
LK

I ·AIKL ,
f = rn

MLK
I · f IKLM , φ = rn

MLK
I · φIKLM

è ïðàâèëà ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (17) è
(19), ïîëó÷èì óðàâíåíèå (97) â êîîðäèíàòíîé çàïèñè

f IKLM · dxM = dAIKL + φIKLM · dxM . (98)

Îòñþäà

f IKLM = AIKL,M + φIKLM .

Ïîäñòàâëÿÿ ñîîòíîøåíèÿ (83) è (96) â âûðàæåíèå
(94), èìååì

D(D2
ry) =

(
d3x+ d2x ◦ (dx ◦A) +

+dx ◦ (d2x ◦A) + dx ◦ (dx ◦ (dx ◦ ◦f)) +
+ d2x ◦ (dx ◦A) + dx ◦ (dx ◦A) ◦ (dx ◦A)

)
◦ rl .
(99)

Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ âûäåëèì äâà ñëàãàåìûõ

dx ◦ (dx ◦ (dx ◦ f)) è dx ◦ ◦(dx ◦A) ◦ (dx ◦A)

è ââåäåì îáîçíà÷åíèå

dx ◦ (dx ◦ (dx ◦ F)) ≡
dx ◦ (dx ◦ (dx ◦ f)) + dx ◦ (dx ◦A) ◦ (dx ◦A) .

(100)

Âåëè÷èíà F íàçûâàåòñÿ îáúåêòîì ïðàâîãî ïîëÿ.
Âîñïîëüçîâàâøèñü êîîðäèíàòíîé çàïèñüþ âåêòîðîâ

dx è F

dx = eI · dxI , F = rn
MLK

I · F IKLM

è ïðàâèëàìè ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (17) è
(19), ïîëó÷èì êîîðäèíàòíóþ çàïèñü ïðàâîé ÷àñòè ñî-
îòíîøåíèÿ (100)

dx ◦ (dx ◦ (dx ◦ F)) =
= dx ◦ (dx ◦ (dx ◦ ( rnMLK

I · F IKLM ))) =

= eI · F IKLM · dxK · dxL · dxM .

Âû÷èñëèì êîîðäèíàòíóþ çàïèñü ñëàãàåìûõ â ëåâîé
÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (100).

dx ◦ (dx ◦ (dx ◦ f)) =
= eI · (φIKLM +AIKL,M ) · dxK · dxL · dxM .

dx ◦ (dx ◦A) ◦ (dx ◦A) =

= eI ·AINM ·ANKL · dxK · dxL · dxM .

Â ðåçóëüòàòå äëÿ êîîðäèíàò îáúåêòà ïðàâîãî ïîëÿ
ïîëó÷èì

F IKLM = φIKLM +AIKL,M +AINM ·ANKL .

Òàê æå, êàê äëÿ ëåâîãî ïîëÿ, áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî
ïðè îïèñàíèè ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé íåîáõîäèìî ïîëà-
ãàòü

DA = dA

èëè

δA = 0

èëè

φ = 0 .

Â ýòîì ñëó÷àå îáúåêò ïðàâîãî ïîëÿ ïðèîáðåòàåò âèä

F IKLM = AIKL,M +AINM ·ANKL .

4. Êèíåìàòè÷åñêîå ïîëå âíóòðåííåé ñèììåòðèè

4.1. Íåïðåðûâíàÿ ãðóïïà âíóòðåííåé ñèììåòðèè

Â Ãëàâå 1.5. ïðàâàÿ àëãåáðà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé rL ðàññìàòðèâàëàñü êàê ëèíåéíàÿ ÷àñòü íåïðå-
ðûâíîé ïðàâîé ãðóïïû rG. Ýòà ãðóïïà áûëà íàçâàíà
êèíåìàòè÷åñêîé ãðóïïîé âíóòðåííåé ñèììåòðèè.21

21 Òåðìèí âíóòðåííÿÿ ñèììåòðèÿ èñïîëüçóåòñÿ çäåñü â òîì
ñìûñëå, â êîòîðîì îí èñïîëüçóåòñÿ â ñîâðåìåííîé ôèçèêå.
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Íàïðèìåð, ýëåêòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé
âíóòðåííåé ñèììåòðèè è ïîäîáíà ïîäãðóïïå êèíåìà-
òè÷åñêîé ãðóïïû âíóòðåííåé ñèììåòðèè rG.
Â ïðîäîëæåíèå óêàçàííîãî îïðåäåëåíèÿ ãðóïïû

rG ïðàâîå êèíåìàòè÷åñêîå ïîëå â Ðàçäåëå III.3 Ãëàâû
1.7. áûëî íàçâàíî êèíåìàòè÷åñêèì ïîëåì âíóòðåí-
íåé ñèììåòðèè. Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå îòíåñåíî ê
êèíåìàòè÷åñêîìó ïîëþ âíóòðåííåé ñèììåòðèè.

4.2. Êèíåìàòè÷åñêîå ïîëå âíóòðåííåé ñèììåòðèè

Êèíåìàòè÷åñêîå ïîëå âíóòðåííåé ñèììåòðèè (ïðà-
âîå ïîëå) îïðåäåëÿåòñÿ òðåìÿ íàáîðàìè ôóíêöèé,
êàæäàÿ èç êîòîðûõ çàâèñèò îò òî÷åê ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè.
Ïåðâûé íàáîð ôóíêöèé îïðåäåëÿåòñÿ íà îñíîâà-

íèè äèôôåðåíöèàëà âåêòîðà äâèæóùåãîñÿ ïðîñòðàí-
ñòâà22

D ry
I = rl

I
K · dxK . (101)

Îòñþäà ê ïåðâîìó íàáîðó ôóíêöèé êèíåìàòè÷åñêî-
ãî ïîëÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè îòíîñÿòñÿ çàâèñèìîñòè

rl(x) , rl
I
K(x) ,

à äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ � ýòî çàâèñè-
ìîñòü

rl
I
K(φ(x)) .

Òàêèì îáðàçîì, ê ïåðâîìó íàáîðó ôóíêöèé êèíåìà-
òè÷åñêîãî ïîëÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè îòíåñåíû ïîëå
ïðàâîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, åãî êîîðäèíàò è
ïîëå ïàðàìåòðîâ ïðåäñòàâëåíèÿ ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

rl(x) , rl
I
K(x) , rφ

α(x) .

Âòîðîé íàáîð ôóíêöèé êèíåìàòè÷åñêîãî ïîëÿ âíóò-
ðåííåé ñèììåòðèè îïðåäåëÿåòñÿ íà îñíîâàíèè äèôôå-
ðåíöèàëà ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

D rl
I
K1

= d rl
I
K1

+ rl
′I
K1K2

· dxK2 . (102)

Ýòèìè ôóíêöèÿìè ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû

ra , rl
′I
K1K2 .

Èñïîëüçóåì ìàòðèöó îáðàòíîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ r l̃

K
I , äëÿ êîòîðîé

rl
I
K · r l̃KI1 = δII1 , r l̃

K
I · rlIK1

= δKK1
,

è ïåðåéäåì îò êîýôôèöèåíòîâ rl
′I
K1K2

ê êîýôôèöè-
åíòàì

AII1K2
= r l̃

K1
I1 · rl′IK1K2

,

22 Äèôôåðåíöèàë, îòíîñÿùèéñÿ ê äâèæóùåìóñÿ ïðîñòðàíñòâó,
ÿâëÿåòñÿ èñêðèâëåííûì è îáîçíà÷åí ñèìâîëîì D.

êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ïîòåíöèàëàìè êèíåìàòè÷åñêîãî
ïîëÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè.
Òàêèì îáðàçîì, ê âòîðîìó íàáîðó ôóíêöèé êèíå-

ìàòè÷åñêîãî ïîëÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè îòíåñåíû ïî-
ëå âòîðîãî ïðàâîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, åãî êî-
îðäèíàò è ïîëå ïîòåíöèàëîâ

ra(x) , rl
I
K1K2

(x) , AKK1K2
(x) .

Òðåòèé íàáîð ôóíêöèé êèíåìàòè÷åñêîãî ïîëÿ âíóò-
ðåííåé ñèììåòðèè îïðåäåëÿåòñÿ íà îñíîâàíèè äèôôå-
ðåíöèàëà

D rl
I
K1K2

= d rl
I
K1K2

+ rl
′I
K1K2K3

· d rxK3 . (103)

Ýòèìè ôóíêöèÿìè ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû

rb , rl
′I
K1K2K3 .

Èñïîëüçóÿ ìàòðèöó îáðàòíîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ, ïåðåéäåì îò êîýôôèöèåíòîâ rl

′I
K1K2K3 ê êî-

ýôôèöèåíòàì

F II1K2K3 = r l̃
K1
I1 · rl′IK1K2K3 ,

êîòîðûå íàçûâàþòñÿ îáúåêòîì êèíåìàòè÷åñêîãî ïîëÿ
âíóòðåííåé ñèììåòðèè.23

Òàêèì îáðàçîì, ê òðåòüåìó íàáîðó ôóíêöèé êè-
íåìàòè÷åñêîãî ïîëÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè îòíåñåíû
ïîëå òðåòüåãî ïðàâîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, åãî
êîîðäèíàò è ïîëå îáúåêòà ïîëÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè

rb(x) , rl
I
K1K2K3

(x) , F II1K2K3
(x) .

VIII. ÂÛÂÎÄÛ ÏÎ ÃËÀÂÅ

� Èñêðèâëåííîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ Y ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü êîíòðàâàðèàíòíûõ òåí-
çîðîâ âñåõ ðàíãîâ, èñïîëüçóþùèõ èñêðèâëåííîå
÷åòûðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ êàê îáðàçó-
þùåå ïðîñòðàíñòâî.

� Èñêðèâëåííîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ Y ÿâëÿåòñÿ
óíèâåðñàëüíîé êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðîé, òàê
êàê íà íåì îïðåäåëåíî íå òîëüêî ñëîæåíèå êîí-
òðàâàðèàíòíûõ âåêòîðîâ, íî è óíèâåðñàëüíîå
óìíîæåíèå ýòèõ âåêòîðîâ.

� Òàê êàê óíèâåðñàëüíîå óìíîæåíèå ÿâëÿåòñÿ
íåêîììóòàòèâíûì, òî èñêðèâëåííîå ïðîñòðàíñòâî-
âðåìÿ Y âûñòóïâåò â äâóõ ìîäèôèêàöèÿõ: èñ-
êðèâëåííàÿ ëåâàÿ óíèâåðñàëüíàÿ êîíòðàâàðè-
àíòíàÿ àëãåáðà lY è èñêðèâëåííàÿ ïðàâàÿ óíè-
âåðñàëüíàÿ êîíòðàâàðèàíòíàÿ àëãåáðà rY � â
çàâèñèìîñòè îò ïîðÿäêà óìíîæåíèÿ âåêòîðîâ.

23 Àíòèñèììåòðèçàöèÿ îáúåêòà ïîëÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè ïî
êîýôôèöèåíòàì K2 è K3 ïðèâîäèò ê âåëè÷èíå, íàçûâåìîé
òåíçîðîì ïîëÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè. Â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ
ýòîò òåíçîð ñâîäèòñÿ ê òåíçîðó Ìàêñâåëëà è òåíçîðó ßíãà-
Ìèëëñà.



VIII. Âûâîäû ïî Ãëàâå 277

� Èñêðèâëåííîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ Y ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ äâèæóùèìñÿ ïðîñòðàíñòâîì-âðåìåíåì
X′; òî÷íåå, èñêðèâëåííàÿ ëåâàÿ óíèâåðñàëüíàÿ
êîíòðàâàðèàíòíàÿ àëãåáðà lY ïðåäñòàâëÿåòñÿ
ëåâûì äâèæóùèìñÿ ïðîñòðàíñòâîì-âðåìåíåì

lX′, à èñêðèâëåííàÿ ïðàâàÿ óíèâåðñàëüíàÿ êîí-
òðàâàðèàíòíàÿ àëãåáðà rY ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðà-
âûì äâèæóùèìñÿ ïðîñòðàíñòâîì-âðåìåíåì rX′.

� Êèíåìàòè÷åñêîå ïîëå â îáùåì ïîíèìàíèè � ýòî
ïîëå âåêòîðîâ äâèæóùåãîñÿ ïðîñòðàíñòâà X′,
ïîñòàâëåííûõ â ñîîòâåòñòâèå òî÷êàì ñèñòåìû
îòñ÷åòà, òî åñòü ýòî ïîëå y(x). Â äåòàëüíîì
îïðåäåëåíèè êèíåìàòè÷åñêîå ïîëå � ýòî ïîëå êî-
ýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè y(x) â ðÿä
Òåéëîðà. Ýòî ïîëÿ

1) ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé l(x), lIK(x),

2) âòîðûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé a(x),
lIK1K2

(x),

3) òðåòüèõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé b(x),
lIK1K2K3(x).

� Äâèæåíèå ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâëÿåòñÿ êèíå-
ìàòè÷åñêèìè àëãåáðàìè ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêîâ.
Â îáùåì ñëó÷àå ýòè êèíåìàòè÷åñêèå àëãåáðû
ÿâëÿþòñÿ íåêîììóòàòèâíûìè. Ïîýòîìó ïðåä-
ñòàâëåíèå äâèæåíèÿ ñ ïîìîùüþ ðÿäà Òåéëîðà
ñóùåñòâóåò â äâóõ ìîäèôèêàöèÿõ: ëåâûå è ïðà-
âûå ïðåäñòàâëåíèÿ. Îòñþäà âîçíèêàåò íåîáõî-
äèìîñòü ðàçëè÷àòü ëåâûå è ïðàâûå êèíåìàòè÷å-
ñêèå ïîëÿ. Ëåâîå êèíåìàòè÷åñêîå ïîëå îïðåäåëå-
íî êàê êèíåìàòè÷åñêîå ïîëå âíåøíåé ñèììåò-
ðèè. Ïðàâîå êèíåìàòè÷åñêîå ïîëå îïðåäåëåíî
êàê êèíåìàòè÷åñêîå ïîëå âíóòðåííåé ñèììåò-
ðèè.

� Êèíåìàòè÷åñêîå ïîëå âíåøíåé ñèììåòðèè (ëåâîå
êèíåìàòè÷åñêîå ïîëå) ïðåäñòàâëÿåòñÿ

1) ïîëåì ëåâûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ll
I
K(x);

ëåâûå ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îïðåäåëåíû êàê
àëãåáðà âíåøíåé ñèììåòðèè lL; â ñâîþ î÷åðåäü
àëãåáðà âíåøíåé ñèììåòðèè lL ÿâëÿåòñÿ ëèíåé-
íîé ÷àñòüþ êèíåìàòè÷åñêîé ãðóïïû âíåøíåé
ñèììåòðèè lG;
2) ïîëåì ëåâûõ âòîðûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé ll

I
K1K2(x) èëè ïîëåì êîýôôèöèåíòîâ ñâÿç-

íîñòè ΓKK1K2(x);

3) ïîëåì ëåâûõ òðåòüèõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé ll

I
K1K2K3

(x) èëè ïîëåì îáúåêòà êðèâèçíû
RKK1K2K3

(x).

� Êèíåìàòè÷åñêîå ïîëå âíóòðåííåé ñèììåòðèè
(ïðàâîå êèíåìàòè÷åñêîå ïîëå) ïðåäñòàâëÿåòñÿ

1) ïîëåì ïðàâûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé rl
I
K(x);

ïðàâûå ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îïðåäåëåíû
êàê àëãåáðà âíóòðåííåé ñèììåòðèè rL; â ñâîþ

î÷åðåäü àëãåáðà âíóòðåííåé ñèììåòðèè rL ÿâëÿ-
åòñÿ ëèíåéíîé ÷àñòüþ êèíåìàòè÷åñêîé ãðóïïû
âíóòðåííåé ñèììåòðèè rG;
2) ïîëåì ïðàâûõ âòîðûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé rl

I
K1K2

(x) ïîòåíöèàëîì ïîëÿ âíóòðåííåé
ñèììåòðèè AII1K2

(x);

3) ïîëåì ïðàâûõ òðåòüèõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé rl

I
K1K2K3(x) èëè îáúåêòîì ïîëÿ âíóòðåííåé

ñèììåòðèè F II1K2K3(x).
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Äèíàìèêà. Äåéñòâèå.
Ôóíäàìåíòàëüíûå ôèçè÷åñêèå îáúåêòû

Ôèçè÷åñêàÿ ðåàëüíîñòü, ïîìèìî ïðîñòðàíñòâåííî-
âðåìåííûõ, êèíåìàòè÷åñêèõ ÿâëåíèé, âêëþ÷àåò ýíåð-
ãåòè÷åñêèå, äèíàìè÷åñêèå ÿâëåíèÿ. Äëÿ îïèñàíèÿ
ýòîé ÷àñòè ôèçè÷åñêîé ðåàëüíîñòè ââåäåì ñïåöèàëü-
íûé âåêòîð � âåêòîð äåéñòâèÿ. Êîíêðåòèçàöèÿ ýòîãî
ïîíÿòèÿ ñâÿçàíà, ïðåæäå âñåãî, ñ âûäåëåíèåì òðåõ âè-
äîâ ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ, âûïîëíåííûì â Ãëàâàõ 1.2.,
1.5., 1.7. Ýòè îáúåêòû íàçâàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì.

� Ôóíäàìåíòàëüíûå ôèçè÷åñêèå îáúåêòû.

� Ïðîìåæóòî÷íûå ôèçè÷åñêèå îáúåêòû.

� Âòîðûå ïðîìåæóòî÷íûå ôèçè÷åñêèå îáúåêòû
(èëè ïðîìåæóòî÷íûå ôèçè÷åñêèå îáúåêòû âòî-
ðîãî ðîäà).

Òàêîå ðàçäåëåíèå ïðîäèêòîâàíî, ïðåæäå âñåãî, ôàê-
òîì ðàçäåëåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö íà
1) ôóíäàìåíòàëüíûå, ê êîòîðûì îòíîñÿòñÿ ëåïòî-

íû è êâàðêè, à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå èì ãèïîòåòè-
÷åñêèå ñóïåð÷àñòèöû,
2) ïðîìåæóòî÷íûå ÷àñòèöû, êëþ÷åâûì ñâîéñòâîì

êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ îáåñïå÷åíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó
ôóíäàìåíòàëüíûìè ÷àñòèöàìè,
3) ãèïîòåòè÷åñêèå ïðîìåæóòî÷íûå ÷àñòèöû âòîðîãî

ðîäà1, êëþ÷åâûì ñâîéñòâîì êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ îáåñïå-
÷åíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ôóíäàìåíòàëüíûìè ÷à-
ñòèöàìè ñ îäíîé ñòîðîíû è ïðîìåæóòî÷íûìè ÷àñòè-
öàìè ñ äðóãîé.
Äðóãèì ïðèìåðîì ðàçäåëåíèÿ ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ

ìîæåò ñëóæèòü ïëàíåòàðíàÿ ñèñòåìà Ñîëíöà: ïëàíå-
òû è Ñîëíöå ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ôóíäàìåí-
òàëüíûå ôèçè÷åñêèå îáúåêòû � òî÷å÷íûå îáúåêòû, îá-
ëàäàþùèå ìàññîé è ìîìåíòîì, à ãðàâèòàöèîííîå ïîëå,
èõ ñâÿçûâàþùåå, � ýòî ïðîìåæóòî÷íûé ôèçè÷åñêèé
îáúåêò.
Êðîìå ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ, íåîáõîäèìî ââåñòè

ôèçè÷åñêèå àíòèîáúåêòû è ðàçäåëèòü èõ íà òðè âè-
äà:

� ôóíäàìåíòàëüíûå ôèçè÷åñêèå àíòèîáúåêòû;

� ïðîìåæóòî÷íûå ôèçè÷åñêèå àíòèîáúåêòû;

� âòîðûå ïðîìåæóòî÷íûå ôèçè÷åñêèå àíòèîáúåê-
òû (èëè ïðîìåæóòî÷íûå ôèçè÷åñêèå àíòèîáúåê-
òû âòîðîãî ðîäà).

1 Ýòî íàçâàíèå èìååò â âèäó, ÷òî âûøåóêàçàííûå ïðîìåæóòî÷-
íûå ÷àñòèöû ýòî ïðîìåæóòî÷íûå ÷àñòèöû ïåðâîãî ðîäà.

Íåîáõîäèìîñòü ââåäåíèÿ ôèçè÷åñêèõ àíòèîáúåêòîâ
ïðîäèêòîâàíà, ïðåæäå âñåãî, ôàêòîì ñóùåñòâîâàíèÿ
àíòè÷àñòèö. Ýòî
1) ôóíäàìåíòàëüíûå àíòè÷àñòèöû, ê êîòîðûì îò-

íîñÿòñÿ àíòèëåïòîíû è àíòèêâàðêè, à òàêæå ñîîòâåò-
ñòâóþùèå èì ãèïîòåòè÷åñêèå ñóïåðàíòè÷àñòèöû;
2) ïðîìåæóòî÷íûå àíòè÷àñòèöû, êëþ÷åâûì ñâîé-

ñòâîì êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ îáåñïå÷åíèå âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó ôóíäàìåíòàëüíûìè àíòè÷àñòèöàìè;
3) ãèïîòåòè÷åñêèå ïðîìåæóòî÷íûå ÷àñòèöû âòîðîãî

ðîäà, êëþ÷åâûì ñâîéñòâîì êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ îáåñïå-
÷åíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ôóíäàìåíòàëüíûìè àí-
òè÷àñòèöàìè ñ îäíîé ñòîðîíû è ïðîìåæóòî÷íûìè àí-
òè÷àñòèöàìè ñ äðóãîé.
Èòàê, ïðåæäå ÷åì îáðàòèòüñÿ ê îïèñàíèþ äèíàìè-

÷åñêèõ ÿâëåíèé, ïîñòóëèðóåì ñëåäóþùåå.
1. Ñóùåñòâîâàíèå ôóíäàìåíòàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ

îáúåêòîâ. Òàêèìè îáúåêòàìè, ïðåæäå âñåãî, ÿâëÿþòñÿ
ôóíäàìåíòàëüíûå ÷àñòèöû. Ôóíäàìåíòàëüíûå ôèçè-
÷åñêèå îáúåêòû â òîì âèäå, â êîòîðîì îíè ó÷àñòâóþò
â ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ÿâëåíèÿõ, îòîæäåñòâ-
ëÿþòñÿ ñ ïðîñòðàíñòâîì-âðåìåíåì X. Òàêèì îáðàçîì,
ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ X � ýòî ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåí-
íàÿ õàðàêòåðèñòèêà ôóíäàìåíòàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ
îáúåêòîâ.
2. Ñóùåñòâîâàíèå ôóíäàìåíòàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ

àíòèîáúåêòîâ. Òàêèìè îáúåêòàìè, ïðåæäå âñåãî, ÿâ-
ëÿþòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûå àíòè÷àñòèöû. Ôóíäàìåí-
òàëüíûå àíòèîáúåêòû â òîì âèäå, â êîòîðîì îíè
ó÷àñòâóþò â ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ÿâëåíèÿõ,
îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ ñîïðÿæåííûì ïðîñòðàíñòâîì-âðå-
ìåíåì X∗. Òàêèì îáðàçîì, ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî-
âðåìÿ X∗ � ýòî ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ õàðàêòå-
ðèñòèêà ôóíäàìåíòàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ àíòèîáúåê-
òîâ.
3. Ñóùåñòâîâàíèå ïðîìåæóòî÷íûõ ôèçè÷åñêèõ îáú-

åêòîâ. Òàêèìè îáúåêòàìè, ïðåæäå âñåãî, ÿâëÿþòñÿ
ïðîìåæóòî÷íûå ÷àñòèöû. Ïðîìåæóòî÷íûå ôèçè÷å-
ñêèå îáúåêòû â òîì âèäå, â êîòîðîì îíè ó÷àñòâóþò â
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ÿâëåíèÿõ, îòîæäåñòâëÿ-
þòñÿ ñ àëãåáðîé L ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé l : X→X.
Òàêèì îáðàçîì, àëãåáðà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
L � ýòî ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ õàðàêòåðèñòèêà
ïðîìåæóòî÷íûõ ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ.
4. Ñóùåñòâîâàíèå ïðîìåæóòî÷íûõ ôèçè÷åñêèõ àí-

òèîáúåêòîâ. Òàêèìè îáúåêòàìè, ïðåæäå âñåãî, ÿâëÿ-
þòñÿ ïðîìåæóòî÷íûå àíòè÷àñòèöû. Ïðîìåæóòî÷íûå
ôèçè÷åñêèå àíòèîáúåêòû â òîì âèäå, â êîòîðîì îíè
ó÷àñòâóþò â ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ÿâëåíèÿõ,
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îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ àëãåáðîé L∗ ëèíåéíûõ ñîïðÿæåí-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé l∗ : X∗→X∗. Òàêèì îáðàçîì, àë-
ãåáðà ëèíåéíûõ ñîïðÿæåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé L∗ �
ýòî ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ õàðàêòåðèñòèêà ïðî-
ìåæóòî÷íûõ ôèçè÷åñêèõ àíòèîáúåêòîâ.
5. Ñóùåñòâîâàíèå âòîðûõ ïðîìåæóòî÷íûõ ôèçè-

÷åñêèõ îáúåêòîâ. Âòîðûå ïðîìåæóòî÷íûå ôèçè÷å-
ñêèå îáúåêòû â òîì âèäå, â êîòîðîì îíè ó÷àñòâóþò â
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ÿâëåíèÿõ, òîæäåñòâåííû
âåêòîðíîìó ïðîñòðàíñòâó A ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé a : X→L. Ñëåäóåò ïðåäïîëîæèòü ñóùåñòâîâàíèå
ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö âòîðîãî ðîäà, ðåàëèçóþùèõ
ïðåäñòàâëåíèå î âòîðûõ ïðîìåæóòî÷íûõ ôèçè÷åñêèõ
îáúåêòàõ.
6. Ñóùåñòâîâàíèå âòîðûõ ïðîìåæóòî÷íûõ ôèçè-

÷åñêèõ àíòèîáúåêòîâ. Âòîðûå ïðîìåæóòî÷íûå ôèçè-
÷åñêèå îáúåêòû â òîì âèäå, â êîòîðîì îíè ó÷àñòâóþò
â ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ÿâëåíèÿõ, òîæäåñòâåí-
íû âåêòîðíîìó ïðîñòðàíñòâó A∗ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé a∗ : X∗→L∗. Ñëåäóåò ïðåäïîëîæèòü ñóùåñòâî-
âàíèå ïðîìåæóòî÷íûõ àíòè÷àñòèö âòîðîãî ðîäà, ðå-
àëèçóþùèõ ïðåäñòàâëåíèå î âòîðûõ ïðîìåæóòî÷íûõ
ôèçè÷åñêèõ àíòèîáúåêòàõ.
Äëÿ îïèñàíèÿ ýíåðãåòè÷åñêèõ è äèíàìè÷åñêèõ ÿâ-

ëåíèé ñ ó÷àñòèåì ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ ââåäåì âåê-
òîðû äåéñòâèÿ äëÿ êàæäîãî èç òðåõ âèäîâ ôèçè÷å-
ñêèõ îáúåêòîâ è êàæäîãî èç òðåõ âèäîâ ôèçè÷åñêèõ
àíòèîáúåêòîâ.
1. Äëÿ îïèñàíèÿ ýíåðãåòè÷åñêèõ è äèíàìè÷åñêèõ

ÿâëåíèé ñ ó÷àñòèåì ôóíäàìåíòàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ
îáúåêòîâ ââåäåì êîíòðàâàðèàíòíûé âåêòîð

S ,

êîòîðûé íàçîâåì âåêòîðîì äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëü-
íûõ îáúåêòîâ. Ìíîæåñòâî óêàçàííûõ âåêòîðîâ äåé-
ñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì, êîòîðîå
îáîçíà÷èì S. Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî S ïîäîáíî ïðî-
ñòðàíñòâó-âðåìåíè X. Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî S ÿâ-
ëÿåòñÿ òàêæå àëãåáðîé, êîòîðóþ íàçîâåì àëãåáðîé
äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ îáúåêòîâ.
2. Äëÿ îïèñàíèÿ ýíåðãåòè÷åñêèõ è äèíàìè÷åñêèõ

ÿâëåíèé ñ ó÷àñòèåì ïðîìåæóòî÷íûõ ôèçè÷åñêèõ îáú-
åêòîâ ââåäåì âåêòîð

S ,

êîòîðûé íàçîâåì âåêòîðîì äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷-
íûõ ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ äåé-
ñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ, êîòîðîå îáîçíà÷èì
S1, ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé, êîòîðóþ íàçîâåì àëãåáðîé äåé-
ñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ. Ýòà àëãåáðà ïîäîá-
íà àëãåáðå ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñèñòåìû îòñ÷åòà
L.
3. Äëÿ îïèñàíèÿ ýíåðãåòè÷åñêèõ è äèíàìè÷åñêèõ

ÿâëåíèé ñ ó÷àñòèåì âòîðûõ ïðîìåæóòî÷íûõ ôèçè÷å-
ñêèõ îáúåêòîâ ââåäåì âåêòîð

S ,

êîòîðûé íàçîâåì âåêòîðîì äåéñòâèÿ âòîðûõ ïðîìå-
æóòî÷íûõ ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Ìíîæåñòâî âåêòî-
ðîâ äåéñòâèÿ âòîðûõ ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ îáðà-
çóåò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå îáîçíà÷èì S2.
Ýòî ïðîñòðàíñòâî ïîäîáíî ïðîñòðàíñòâó ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé A ñèñòåìû îòñ÷åòà.
4. Äëÿ îïèñàíèÿ ýíåðãåòè÷åñêèõ è äèíàìè÷åñêèõ

ÿâëåíèé ñ ó÷àñòèåì ôóíäàìåíòàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ
àíòèîáúåêòîâ ââåäåì êîâàðèàíòíûé âåêòîð

S∗ ,

êîòîðûé íàçîâåì âåêòîðîì äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëü-
íûõ àíòèîáúåêòîâ. Ìíîæåñòâî óêàçàííûõ âåêòîðîâ
äåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðñòðàíñòâîì, êîòî-
ðîå îáîçíà÷èì S∗. Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî S∗ ïîäîáíî
ñîïðÿæåííîìó ïðîñòðàíñòâó-âðåìåíè X∗. Âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî S∗ ÿâëÿåòñÿ òàêæå àëãåáðîé, êîòîðóþ
íàçîâåì àëãåáðîé äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ àíòè-
îáúåêòîâ.
5. Äëÿ îïèñàíèÿ ýíåðãåòè÷åñêèõ è äèíàìè÷åñêèõ

ÿâëåíèé ñ ó÷àñòèåì ïðîìåæóòî÷íûõ ôèçè÷åñêèõ àí-
òèîáúåêòîâ ââåäåì âåêòîð

S
∗ ,

êîòîðûé íàçîâåì âåêòîðîì äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷-
íûõ ôèçè÷åñêèõ àíòèîáúåêòîâ. Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ
äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ îáðàçóåò àëãåáðó,
êîòîðóþ îáîçíà÷èì S∗1. Ýòà àëãåáðà ïîäîáíà àëãåáðå
ñîïðÿæåííûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñèñòåìû îò-
ñ÷åòà L∗.
6. Äëÿ îïèñàíèÿ ýíåðãåòè÷åñêèõ è äèíàìè÷åñêèõ

ÿâëåíèé ñ ó÷àñòèåì âòîðûõ ïðîìåæóòî÷íûõ ôèçè÷å-
ñêèõ àíòèîáúåêòîâ ââåäåì âåêòîð

S∗ ,

êîòîðûé íàçîâåì âåêòîðîì äåéñòâèÿ âòîðûõ ïðî-
ìåæóòî÷íûõ ôèçè÷åñêèõ àíòèîáúåêòîâ. Ìíîæåñòâî
âåêòîðîâ äåéñòâèÿ âòîðûõ ïðîìåæóòî÷íûõ àíòèîáú-
åêòîâ îáðàçóåò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå îáî-
çíà÷èì S∗2. Ýòî ïðîñòðàíñòâî ïîäîáíî ïðîñòðàíñòâó
ñîïðÿæåííûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñèñòåìû îò-
ñ÷åòà A∗.
Âåêòîð äåéñòâèÿ çàäàí â êàæäîé òî÷êå ñèñòåìû îò-

ñ÷åòà, è â ýòîì ñìûñëå çàäàíî ïîëå âåêòîðîâ äåéñòâèÿ.
Ôèçè÷åñêèé îáúåêò ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îñîáåííîñòü
ïîëÿ äåéñòâèÿ. Ñîîòâåòñòâåííî
1) ôóíäàìåíòàëüíûé ôèçè÷åñêèé îáúåêò � ýòî îñî-

áåííîñòü ïîëÿ âåêòîðîâ äåéñòâèÿ S;
2) ïðîìåæóòî÷íûé ôèçè÷åñêèé îáúåêò � ýòî îñîáåí-

íîñòü ïîëÿ âåêòîðîâ äåéñòâèÿ S;
3) âòîðîé ïðîìåæóòî÷íûé ôèçè÷åñêèé îáúåêò � ýòî

îñîáåííîñòü ïîëÿ âåêòîðîâ äåéñòâèÿ S;
4) ôóíäàìåíòàëüíûé ôèçè÷åñêèé àíòèîáúåêò � ýòî

îñîáåííîñòü ïîëÿ âåêòîðîâ äåéñòâèÿ S∗;
5) ïðîìåæóòî÷íûé ôèçè÷åñêèé àíòèîáúåêò � ýòî

îñîáåííîñòü ïîëÿ âåêòîðîâ äåéñòâèÿ S∗;
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6) âòîðîé ïðîìåæóòî÷íûé ôèçè÷åñêèé àíòèîáúåêò
� ýòî îñîáåííîñòü ïîëÿ âåêòîðîâ äåéñòâèÿ S∗.
Ïîìèìî âåêòîðîâ äåéñòâèÿ, äëÿ îïèñàíèÿ ýíåðãåòè-

÷åñêèõ è äèíàìè÷åñêèõ ÿâëåíèé ââîäèòñÿ ñêàëÿðíîå
äåéñòâèå. Îïðåäåëåíèå ñêàëÿðíîãî äåéñòâèÿ è óñòà-
íîâëåíèå ñâÿçè ìåæäó ýòèì ñêàëÿðîì è âûøåïðèâå-
äåííûìè âåêòîðàìè äåéñòâèÿ ðàññìîòðèì â ïîñëåäó-
þùèõ Ðàçäåëàõ.2

Äàëåå îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà ôîðìèðîâàíèè
âåêòîðà äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ îáú-
åêòîâ è ñâîéñòâàõ óíèâåðñàëüíîé êîíòðàâàðèàíòíîé
àëãåáðû äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ îáúåêòîâ S, à
òàêæå íà ôîðìèðîâàíèè âåêòîðà äåéñòâèÿ ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ àíòèîáúåêòîâ è ñâîéñòâàõ
óíèâåðñàëüíîé êîâàðèàíòíîé àëãåáðû äåéñòâèÿ ôóí-
äàìåíòàëüíûõ àíòèîáúåêòîâ S∗.

2 Ðàçìåðíîñòü âåêòîðîâ äåéñòâèÿ è ñêàëÿðíîãî äåéñòâèÿ �
Äæ·ñåê.



Ãëàâà 3.1 Àëãåáðû äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ îáúåêòîâ è

àíòèîáúåêòîâ

Àëãåáðà äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ îáúåêòîâ îñíî-
âûâàåòñÿ íà óíèâåðñàëüíîé êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåá-
ðå äåéñòâèÿ, êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, îïèðàåòñÿ íà
òåíçîðíóþ êîíòðàâàðèàíòíóþ àëãåáðó äåéñòâèÿ. Ïî-
ýòîìó ñíà÷àëà ðàññìîòðèì òåíçîðíóþ êîíòðàâàðèàíò-
íóþ àëãåáðó äåéñòâèÿ, çàòåì îò íåå ïåðåéäåì ê óíè-
âåðñàëüíîé êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðå äåéñòâèÿ è äà-
ëåå îáðàòèìñÿ ê àëãåáðå äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ
îáúåêòîâ.

I. ÒÅÍÇÎÐÍÀß ÊÎÍÒÐÀÂÀÐÈÀÍÒÍÀß
ÀËÃÅÁÐÀ ÄÅÉÑÒÂÈß

1. Îáðàçóþùåå ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèÿ

Â îñíîâå òåíçîðíîé êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðû äåé-
ñòâèÿ ëåæèò ÷åòûðåõìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë IR, êîòîðîå îáîçíà-
÷èì S1 . Îíî ïîäîáíî (èçîìîðôíî) ïðîñòðàíñòâó-âðå-
ìåíè ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè (ÑÒÎ).
Âåêòîð ýòîãî ïðîñòðàíñòâà S ∈ S1 çàïèøåì ÷åðåç
áàçèñíûå âåêòîðû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

S = ek · Sk

ãäå Sk � êîîðäèíàòû âåêòîðà S, à ek � ýòî áàçèñíûå
âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ÑÒÎ. Çäåñü èíäåêñ k
ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 1, 2, 3, 4. e1, e2, e3 � ýòî áàçèñíûå
âåêòîðû ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, à e4 � áàçèñ-
íûé âåêòîð âðåìåíè. Âåêòîðû è êîîðäèíàòû èìåþò
ðàçìåðíîñòü äåéñòâèÿ, òî åñòü

[S] = [Sk] = Äæ · ñåê .

Áàçèñíûå âåêòîðû ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê áåçðàç-
ìåðíûå âåëè÷èíû, îïðåäåëÿþùèå òîëüêî íàïðàâëåíèå
âåêòîðà.

Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî S1 íàçûâàåòñÿ îáðàçóþ-
ùèì ïðîñòðàíñòâîì òåíçîðíîé êîíòðàâàðèàíòíîé àë-
ãåáðû äåéñòâèÿ. Áàçèñíûå âåêòîðû ek òàêæå íàçû-
âàþòñÿ îáðàçóþùèìè. Â ðÿäå ñëó÷àåâ â êà÷åñòâå îá-
ðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà áóäåì èñïîëüçîâàòü ïîäïðî-
ñòðàíñòâî, ïîäîáíîå ãåîìåòðè÷åñêîìó ïîäïðîñòðàí-
ñòâó ÑÒÎ. Áóäåì îáîçíà÷àòü åãî S1

3. Â ýòîì ñëó÷àå
âåêòîð S ∈ S1

3 áóäåì çàïèñûâàòü ÷åðåç áàçèñíûå âåê-
òîðû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

S = ea · Sa .

Çäåñü èíäåêñ a ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 1, 2, 3.

2. Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ
îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà äåéñòâèÿ

Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ S1 è S2, ïðèíàä-
ëåæàùèõ îáðàçóþùåìó ïðîñòðàíñòâó äåéñòâèÿ, çàïè-
øåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1

S0
S1 ⊗ S2 .

Çäåñü êîýôôèöèåíò S0 èìååò ðàçìåðíîñòü äåéñòâèÿ
è åãî íàçíà÷åíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðèâåñòè ðàç-
ìåðíîñòü òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ âåêòîðîâ ê
ðàçìåðíîñòè îäíîãî âåêòîðà, òî åñòü ê äåéñòâèþ.
Áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå âåêòîðîâ S1 è S2 îáùåãî

âèäà çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1

S0
F2(S1, S2) .

Ïî îïðåäåëåíèþ òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåê-
òîðîâ îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ áèëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì
îáùåãî âèäà ýòèõ âåêòîðîâ

1

S0
S1 ⊗ S2 ≡

1

S0
F2(S1, S2) .

Ôîðìóëèðîâêà "îáùåãî âèäà" îçíà÷àåò, ÷òî îòîáðà-
æåíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ áåçîòíîñèòåëüíî ê êîíêðåòíî-
ìó âåêòîðíîìó ïðîñòðàíñòâó, â êîòîðîå îñóùåñòâëÿ-
åòñÿ îòîáðàæåíèå. "Îáùíîñòü" òåíçîðíîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå â
êîíêðåòíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, íàïðèìåð

G2(S1, S2) ,

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå L2

òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â óêàçàííîå êîíêðåòíîå âåê-
òîðíîå ïðîñòðàíñòâî

G2(S1, S2) =
1

S0
L2(S1 ⊗ S2) .

Âñëåäñòâèå áèëèíåéíîñòè ìîæíî çàïèñàòü

1

S0
F2(S1 , S2) =

1

S0
F2(ek1 S

k1 , ek2 S
k2) =

= F2(ek1 , ek2)
1

S0
Sk1 Sk2 .

Òàêèì îáðàçîì,

1

S0
S1 ⊗ S2 = F2(ek1 , ek2)

1

S0
Sk1 Sk2

èëè, åñëè ââåñòè âåêòîð

ek1k2 = ek1 ⊗ ek2 = F2(ek1 , ek2) ,



282 ÃËÀÂÀ 3.1 Àëãåáðû äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ îáúåêòîâ è àíòèîáúåêòîâ

òî

1

S0
S1 ⊗ S2 = ek1k2

1

S0
Sk1 Sk2 .

Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ýòîãî âåêòîðà

1

S0
· L2(S1 ⊗ S2)

ïðèâîäèò ê âåêòîðó

ek1k2 · lk1k2i1i2 ·
1

S0
Si1 Si2 .

Çäåñü ââåäåì îáîçíà÷åíèå

Sk1k2 = lk1k2i1i2
1

S0
Si1 Si2 .

Â ðåçóëüòàòå òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ
èìååò âèä âåêòîðà

1

S0
· L2(S1 ⊗ S2) = ek1k2 · Sk1k2 .

Îáîçíà÷èì ýòîò âåêòîð
2

S . Òàêèì îáðàçîì,

2

S= ek1k2 · Sk1k2 .

Ìíîæåñòâî òàêèõ âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ òåíçîðíîé ñòå-
ïåíüþ âòîðîãî ïîðÿäêà îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà S1

è îáîçíà÷àåòñÿ S2 . Âåêòîðû ek1k2 ðàññìàòðèâàþòñÿ
êàê áàçèñíûå âåêòîðû â S2, à ÷èñëà Sk1k2 � êàê êîîð-

äèíàòû âåêòîðà
2

S. Êîîðäèíàòû Sk1k2 èìåþò ðàçìåð-
íîñòü äåéñòâèÿ.

3. Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå n âåêòîðîâ
îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà äåéñòâèÿ

Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ S1, S2, . . . , Sn çà-
ïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1

(S0)n−1
S1 ⊗ S2 ⊗ . . .⊗ Sn .

Çäåñü êîýôôèöèåíò S0 èìååò ðàçìåðíîñòü äëèíû, à
íàçíà÷åíèå ìíîæèòåëÿ

1

(S0)n−1

ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðèâåñòè ðàçìåðíîñòü òåíçîð-
íîãî ïðîèçâåäåíèÿ n âåêòîðîâ ê ðàçìåðíîñòè îäíîãî
âåêòîðà, òî åñòü ê äåéñòâèþ.
Ïîëèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå îáùåãî âèäà âåêòîðîâ

S1, S2 , . . . , Sn, ïðèíàäëåæàùèõ îáðàçóþùåìó ïðî-
ñòðàíñòâó äåéñòâèÿ, çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì

1

(S0)n−1
Fn(S1, S2, . . . , Sn) .

Ïî îïðåäåëåíèþ òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå n âåêòî-
ðîâ îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïîëèëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì
îáùåãî âèäà ýòèõ âåêòîðîâ

1

(S0)n−1
S1⊗S2⊗. . .⊗Sn ≡

1

(S0)n−1
Fn(S1, S2, . . . , Sn) .

Ôîðìóëèðîâêà "îáùåãî âèäà" îçíà÷àåò, ÷òî îòîáðà-
æåíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ áåçîòíîñèòåëüíî ê êîíêðåòíî-
ìó âåêòîðíîìó ïðîñòðàíñòâó, â êîòîðîå îñóùåñòâëÿ-
åòñÿ îòîáðàæåíèå. "Îáùíîñòü" òåíçîðíîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïîëèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå
â êîíêðåòíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, íàïðèìåð

Gn(S1, S2, . . . , Sn) ,

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå Ln
òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â óêàçàííîå êîíêðåòíîå âåê-
òîðíîå ïðîñòðàíñòâî

Gn(S1, S2, . . . , Sn) =
1

(S0)n−1
Ln(S1 ⊗ S2 ⊗ . . .⊗ Sn) .

Âñëåäñòâèå ïîëèëèíåéíîñòè ìîæíî çàïèñàòü

1

(S0)n−1
Fn(S1 , S2, . . . , Sn) =

=
1

(S0)n−1
Fn(ek1 S

k1 , ek2 S
k2 , . . . , ekn S

kn) =

= Fn(ek1 , ek2 , . . . , ekn)
1

(S0)n−1
Sk1 Sk2 . . . Skn .

Òàêèì îáðàçîì,

1

(S0)n−1
S1 ⊗ S2 ⊗ . . .⊗ Sn =

=
1

(S0)n−1
Fn(ek1 , ek2 , . . . , ekn)S

k1 Sk2 . . . Skn

èëè, åñëè ââåñòè âåêòîðû

ek1k2...kn = ek1⊗ek2⊗. . .⊗ekn = Fn(ek1 , ek2 , . . . , ekn) ,

òî

1

(S0)n−1
S1 ⊗ S2 ⊗ . . .⊗ Sn =

= ek1k2...kn ·
1

(S0)n−1
Sk1 Sk2 . . . Skn .

Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ýòîãî âåêòîðà

1

(S0)n−1
Ln(S1 ⊗ S2 ⊗ . . .⊗ Sn)

ïðèâîäèò ê âåêòîðó

ek1k2...kn · lk1k2...kni1i2...in ·
1

(S0)n−1
Si1 Si2 . . . Skn .
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Çäåñü ââåäåì îáîçíà÷åíèå

Sk1k2...kn = lk1k2...kni1i2...in ·
1

(S0)n−1
Si1 Si2 . . . Skn .

Â ðåçóëüòàòå òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå n âåêòîðîâ
èìååò âèä âåêòîðà:

1

(S0)n−1
Ln(S1 ⊗ S2 ⊗ . . .⊗ Sn) = ek1k2...kn · Sk1k2...kn .

Îáîçíà÷èì ýòîò âåêòîð
n

S . Òàêèì îáðàçîì,

n

S= ek1k2...kn · Sk1k2...kn .

Ìíîæåñòâî òàêèõ âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ òåíçîðíîé
ñòåïåíüþ n-ãî ïîðÿäêà îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà S1

è îáîçíà÷àåòñÿ Sn . Âåêòîðû ek1k2...kn ðàññìàòðèâàþò-
ñÿ êàê áàçèñíûå âåêòîðû â Sn, à ÷èñëà Sk1k2...kn � êàê

êîîðäèíàòû âåêòîðà
n

S. Êîîðäèíàòû Sk1k2...kn èìåþò
ðàçìåðíîñòü äåéñòâèÿ.

4. Òåíçîðíàÿ êîíòðàâàðèàíòíàÿ àëãåáðà
äåéñòâèÿ

Ïîìèìî ïðîñòðàíñòâ òåíçîðíûõ ñòåïåíåé ïîðÿäêà
2 è áîëåå, ââåäåì ïðîñòðàíñòâî òåíçîðíîé ñòåïåíè 0,
ïîëàãàÿ1

S0 = IR · S0 .

Îáðàçóþùåå ïðîñòðàíñòâî S1 íàçîâåì ïðîñòðàí-
ñòâîì òåíçîðíîé ñòåïåíè 1.
Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ïðåäñòàâëåí-

íîå ñóììîé âñåõ òåíçîðíûõ ñòåïåíåé. Ýòî ïðîñòðàí-
ñòâî îáîçíà÷èì ⊗S. Òàêèì îáðàçîì,

⊗S = S0 + S1 + S2 + . . . .

Ïðîñòðàíñòâî ⊗S ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî âåêòîðíûì
ïðîñòðàíñòâîì2, íî è àëãåáðîé, â êîòîðîé óìíîæå-
íèå âåêòîðîâ ïðåäñòàâëåíî òåíçîðíûì óìíîæåíèåì è
óìíîæåíèåì òåíçîðîâ íà ÷èñëî. Ïîýòîìó ïðîñòðàí-
ñòâî ⊗S íàçûâàåòñÿ òåíçîðíîé êîíòðàâàðèàíòíîé àë-
ãåáðîé äåéñòâèÿ. Âåêòîð òåíçîðíîé êîíòðàâàðèàíòíîé
àëãåáðû äåéñòâèÿ çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

S = e0 · S0 + ek1 · Sk1 + ek1k2 · Sk1k2 + . . . .

Çäåñü e0 � äåéñòâèòåëüíàÿ åäèíèöà. Ýòîò âåêòîð óäîá-
íî çàïèñàòü, èñïîëüçóÿ ñîáèðàòåëüíûé èíäåêñ

K ∼ 0 , k , k1k2 , k1k2k3 , . . . ,

1 Íàïîìíèì, ÷òî IR � ýòî ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, à
S0 � ìíîæèòåëü ðàçìåðíîñòè äåéñòâèÿ.

2 Îòìåòèì, ÷òî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî êîíòðàâàðèàíòíûõ
òåíçîðîâ áåñêîíå÷íîìåðíî.

îáîáùåííûé áàçèñíûé âåêòîð

eK = e0, ek1 , ek1k2 , . . .

è îáîáùåííûå êîîðäèíàòû

SK = S0, Sk1 , Sk1k2 , . . . ,

â êîìïàêòíîì âèäå

S = eK · SK .

Íàïîìíèì, ÷òî âåêòîðû è êîîðäèíàòû âåêòîðîâ â
òåíçîðíîé êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðå äåéñòâèÿ ⊗S
ñíàáæåíû ðàçìåðíîñòüþ äåéñòâèÿ

[S] = [SK ] = Äæ · ñåê .

5. Ñèììåòðèè òåíçîðîâ. Ðàçëîæåíèå òåíçîðîâ íà
ñèììåòðèè

Ðàçëîæåíèå òåíçîðîâ íà ñèììåòðèè íà÷íåì ñ òåíçî-
ðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà è êîíêðåòíåå ñ áàçèñíûõ òåíçî-
ðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà

ek1k2 = ek1 ⊗ ek2 .

Çàïèøåì ýòîò òåíçîð â âèäå ñóììû:

ek1 ⊗ ek2 = [ek1 ⊗ ek2 ] + ⟨ek1 ⊗ ek2⟩ , (1)

ãäå îáîçíà÷åíî

[ek1 ⊗ ek2 ] =
1

2!
(ek1 ⊗ ek2 − ek2 ⊗ ek1)

è

⟨ek1 ⊗ ek2⟩ =
1

2!
(ek1 ⊗ ek2 + ek2 ⊗ ek1) .

Òåíçîð [ek1⊗ek2 ] àíòèñèììåòðè÷åí ïðè ïåðåñòàíîâ-
êå ñîìíîæèòåëåé, à òåíçîð ⟨ek1 ⊗ ek2⟩ ñèììåòðè÷åí
ïðè ïåðåñòàíîâêå ñîìíîæèòåëåé. Âûðàæåíèå [ek1 ⊗
ek2 ] îáîçíà÷èì (ek1 ⊗ek2)1 è íàçîâåì ïåðâîé ñèììåò-
ðèåé, à âûðàæåíèå ⟨ek1 ⊗ ek2⟩ îáîçíà÷èì (ek1 ⊗ ek2)2
è íàçîâåì âòîðîé ñèììåòðèåé. Îòñþäà ðàâåíñòâî (1)
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçëîæåíèå òåíçîðà âòîðîãî ïî-
ðÿäêà íà äâå ñèììåòðèè

ek1 ⊗ ek2 = (ek1 ⊗ ek2)1 + (ek1 ⊗ ek2)2 .

Ðàññìîòðèì òåïåðü ðàçëîæåíèå òåíçîðà òðåòüåãî
ïîðÿäêà

ek1k2k3 = ek1 ⊗ ek2 ⊗ ek3 .

Ïðåäâàðèòåëüíî çàìåòèì, ÷òî äëÿ èçëîæåíèÿ ñóùå-
ñòâà âîïðîñà íåò íåîáõîäèìîñòè óêàçûâàòü íè áàçèñ-
íûå âåêòîðû, íè èõ èíäåêñû. Äîñòàòî÷íî óêàçûâàòü
òîëüêî íîìåðà èíäåêñîâ. Äëÿ òîãî ÷òîáû íå ïóòàòü
íîìåðà èíäåêñîâ ñ ÷èñëàìè, áóäåì îáîçíà÷àòü íîìåðà
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èíäåêñîâ æèðíûìè öèôðàìè. Â ïðèíèìàåìûõ îáîçíà-
÷åíèÿõ ïðåäûäóùåå ðàçëîæåíèå òåíçîðà âòîðîãî ïî-
ðÿäêàíà ñèììåòðèè âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

12 = (12)1 + (12)2 ,

(12)1 ≡ [12] =
1

2
(12− 21) ,

(12)2 ≡ ⟨12⟩ =
1

2
(12+ 21) .

Ïîñëå ñêàçàííîãî âåðíåìñÿ ê òåíçîðó òðåòüåãî ðàí-
ãà, êîòîðûé ñ ó÷åòîì ïðåäûäóùåãî çàìå÷àíèÿ çàïè-
øåì òàê:

123 .

Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî åñëè ïîëîæèòü, ÷òî ïå-
ðåñòàíîâêà êàæäîé ïàðû ñîìíîæèòåëåé àíòèñèììåò-
ðè÷íà, òî åñòü

12 = −21 , 23 = −32 , 13 = −31 (2)

èëè ⟨12⟩ = 0 , ⟨23⟩ = 0 , ⟨13⟩ = 0 ,

òî ìîæíî ïîñòðîèòü àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð òðå-
òüåãî ïîðÿäêà

[123] =
1

3!
(123− 213+ 231− 321+ 312− 132) .

Ïîäîáíûì îáðàçîì, ïîëàãàÿ, ÷òî ïåðåñòàíîâêà êàæ-
äîé ïàðû ñîìíîæèòåëåé ñèììåòðè÷íà, òî åñòü

12 = 21 , 23 = 32 , 13 = 31 (3)

èëè [12] = 0 , [23] = 0 , [13] = 0 ,

ìîæíî ïîñòðîèòü ñèììåòðè÷íûé òåíçîð òðåòüåãî ïî-
ðÿäêà

⟨123⟩ = 1

3!
(123+ 213+ 231+ 321+ 312+ 132) .

Ñóììà

[123] + ⟨123⟩ = 1

3
(123+ 231+ 312) ̸= 123 , (4)

è îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñèììåòðèè [123] è ⟨123⟩ íå èñ-
÷åðïûâàþò âåñü íåîáõîäèìûé íàáîð ñèììåòðèé. Äëÿ
ïîñòðîåíèÿ îñòàâøèõñÿ ñèììåòðèé çàìåòèì, ÷òî ïî-
ìèìî àíòèñèììåòðè÷íûõ ñîîòíîøåíèé (2) è ñèììåò-
ðè÷íûõ ñîîòíîøåíèé (3) âîçìîæíû ñìåøàííûå ïåðå-
ñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ
1)

12 = −21 , 23 = −32 , 13 = 31 , (5)

(äâà àíòèñèììåòðè÷íûõ è îäíî ñèììåòðè÷íîå ñîîòíî-
øåíèÿ),

2)

12 = 21 , 23 = 32 , 13 = −31 , (6)

(äâà ñèììåòðè÷íûõ è îäíî àíòèñèììåòðè÷íîå ñîîò-
íîøåíèÿ). Ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ (5) ñîîòâåò-
ñòâóþò ñèììåòðèè, êîòîðóþ îáîçíà÷èì

(123)2 =
1

3!
(123− 213− 231+ 321− 312− 132) .

Ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ (6) ñîîòâåòñòâóþò
ñèììåòðèè, êîòîðóþ îáîçíà÷èì

(123)3 =
1

3!
(123+ 213− 231− 321− 312+ 132) .

Èõ ñóììà

(123)2 + (123)3 =
1

3
(123− 231− 312) .

Ñðàâíèâàÿ ýòî âûðàæåíèå ñ ðàâåíñòâîì (4), çàìå÷à-
åì, ÷òî ðàçëîæåíèå òåíçîðà òðåòüåãî ïîðÿäêà íà ñèì-
ìåòðèè èìååò âèä

123 =
3

2
((123)1 + (123)2 + (123)3 + (123)4) ,

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

(123)1 = [123] , (123)4 = ⟨123⟩ .

Ïîäðîáíåå ñèììåòðèè òåíçîðà òðåòüåãî ïîðÿäêà, à
òàêæå ñèììåòðèè òåíçîðà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà áóäóò
ðàññìîòðåíû â Ðàçäåëå I.2. Ãëàâû 3.4, îòíîñÿùåìñÿ ê
êëàññèôèêàöèè ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö.

II. ÓÍÈÂÅÐÑÀËÜÍÀß
ÊÎÍÒÐÀÂÀÐÈÀÍÒÍÀß ÀËÃÅÁÐÀ

ÄÅÉÑÒÂÈß

Îò òåíçîðíîé êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðû äåéñòâèÿ
ïåðåéäåì ê óíèâåðñàëüíîé êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðå
äåéñòâèÿ. Äëÿ ýòîãî íàðÿäó ñ òåíçîðíûì ïðîèçâåäå-
íèåì âåêòîðîâ áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñêàëÿðíîå è âåê-
òîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ.

1. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ
îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà äåéñòâèÿ

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ îáðàçóþùåãî
ïðîñòðàíñòâà äåéñòâèÿ, êîòîðîå çàïèøåì ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

1

S0
· S1 · S2 ,

� ýòî áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

1

S0
· F0(S1 , S2)
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âåêòîðîâ â ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë IR · S0:

1

S0
· S1 · S2 ≡

1

S0
· F0(S1 , S2) ∈ IR · L0 .

Âñëåäñòâèå áèëèíåéíîñòè ìîæíî çàïèñàòü

F0(S1, S2) = F0(ek1 S
k1 , ek2 S

k2) = F0(ek1 , ek2)S
k1 Sk2 .

×èñëîâàÿ âåëè÷èíà

gk1k2 = ek1 · ek2 ≡ F0(ek1 , ek2) .

íàçûâàåòñÿìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì îáðàçóþùåãî ïðî-
ñòðàíñòâà äåéñòâèÿ. Ïðèìåì, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-
äåíèå íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà èñïîëüçóåìûõ ñîìíîæè-
òåëåé. Îòñþäà

gk1k2 = gk2k1 .

2. Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ
îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà äåéñòâèÿ

Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ îáðàçóþùåãî ïðî-
ñòðàíñòâà äåéñòâèÿ, êîòîðîå çàïèøåì ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

1

S0
· S1 × S2 ,

� ýòî áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

1

S0
· F1(S1 , S2)

âåêòîðîâ S1, S2 â îáðàçóþùåå ïðîñòðàíñòâî S
1

1

S0
· S1 × S2 ≡

1

S0
· F1(S1 , S2) ∈ S1 .

Â ñèëó áèëèíåéíîñòè

1

S0
· S1 × S2 ≡ F1(ek1 , ek2)

1

S0
· Sk1 Sk2 .

Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ

ek1 × ek2 = F1(ek1 , ek2)

òàêæå ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà
S1. Ïîýòîìó

ek1 × ek2 = ek · Ckk1k2 ,

ãäå ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû Ckk1k2 � ýòî êîîðäèíà-
òû âåêòîðà ek1 × ek2 .

3. Óíèâåðñàëüíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ.
Óíèâåðñàëüíàÿ êîíòðàâàðèàíòíàÿ àëãåáðà

äåéñòâèÿ

Ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ S1 è S2, ñîñòàâëåííîå
èç ñêàëÿðíîãî, âåêòîðíîãî è òåíçîðíîãî ïðîèçâåäå-
íèé, íàçîâåì óíèâåðñàëüíûì è çàïèøåì ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

S1 ◦ S2 = S1 · S2 + S1 × S2 + S1 ⊗ S2 .

Ïî îòíîøåíèþ ê áàçèñíûì âåêòîðàì îáðàçóþùå-
ãî ïðîñòðàíñòâà äåéñòâèÿ óíèâåðñàëüíîå ïðîèçâåäå-
íèå ïðèíèìàåò âèä

ek1 ◦ ek2 = ek1 · ek2 + ek1 × ek2 + ek1 ⊗ ek2 =

= gk1k2 + ek · Ckk1k2 + ek1k2 . (7)

Òàêæå óíèâåðñàëüíîå ïðîèçâåäåíèå n îáðàçóþùèõ
áàçèñíûõ âåêòîðîâ

ek1 ◦ ek2 ◦ . . . ◦ ekn

ðàçëàãàåòñÿ ïî áàçèñíûì âåêòîðàì òåíçîðíûõ ñòåïå-
íåé ïîðÿäêîâ îò 0 äî n. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì
ðàçëîæåíèå óíèâåðñàëüíîãî ïðîèçâåäåíèÿ òðåõ îáðà-
çóþùèõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ïî áàçèñíûì âåêòîðàì
òåíçîðíûõ ñòåïåíåé ïîðÿäêîâ îò 0 äî 3.

3.1. Ðàçëîæåíèå ïðîèçâåäåíèÿ ek1 ◦ ek2 ◦ ek3

Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå óíèâåðñàëüíîãî ïðîèçâåäå-
íèÿ òðåõ îáðàçóþùèõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ

ek1 ◦ ek2 ◦ ek3

ïî áàçèñíûì âåêòîðàì òåíçîðíûõ ñòåïåíåé ïîðÿäêîâ
îò 0 äî 3. Ïðè âû÷èñëåíèè âûáåðåì ñëåäóþùåå ïîëî-
æåíèå ñêîáîê3

(ek1 ◦ ek2) ◦ ek3 .

Èìååì

(ek1 ◦ ek2) ◦ ek3 =

= (gk1k2 + ek · Ckk1k2 + ek1k2) ◦ ek3 =

= gk1k2 · ek3 + ek ◦ ek3 · Ckk1k2 + ek1k2 ◦ ek3 =

= gk1k2 · ck3 +
+gkk3 · Ckk1k2 + ek4 · Ck4kk3 · Ckk1k2 + ekk3 · Ckk1k2 +
+ek1 · gk2k3 + ek1 ◦ ek4 · Ck4k2k3 + ek1k2k3 .

3 Óíèâåðñàëüíîå óìíîæåíèå àññîöèàòèâíî. Ïîýòîìó

(ek1
◦ ek2

) ◦ ek3
= ek1

◦ (ek2
◦ ek3

)

è ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèé íå çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ ñêîáîê.
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Ðàñêðûâàÿ ïðåäïîñëåäíåå ñëàãàåìîå, îêîí÷àòåëüíî
ïîëó÷èì

(ek1 ◦ ek2) ◦ ek3 = gk1k2 · ek3 +
+gkk3 · Ckk1k2 + ek4 · Ck4kk3 · Ckk1k2 + ekk3 · Ckk1k2 +
+ek1 · gk2k3 + gk1k4 · Ck4k2k3 + ek5 · Ck5k1k4 · Ck4k2k3 +
+ek1k4 · Ck4k2k3 + ek1k2k3 . (8)

Íàêîíåö, ñãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå ïî ìåðå âîçðàñòàíèÿ
òåíçîðíûõ ñòåïåíåé:

(ek1 ◦ ek2) ◦ ek3 = (gkk3 · Ckk1k2 + gk1k4 · Ck4k2k3) +
+(gk1k2 · ek3 + ek4 · Ck4kk3 · Ckk1k2 +
+ek1 · gk2k3 + ek5 · Ck5k1k4 · Ck4k2k3) +
+(ekk3 · Ckk1k2 + ek1k4 · Ck4k2k3) + ek1k2k3 . (9)

3.2. Óíèâåðñàëüíàÿ êîíòðàâàðèàíòíàÿ àëãåáðà
äåéñòâèÿ

Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ âèäà

ek1 ◦ ek2 S′k1k2

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óíèâåðñàëüíóþ ñòåïåíü âòîðîãî
ïîðÿäêà îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà S1. Îáîçíà÷èì

åãî
2◦ S . Àíàëîãè÷íî ìíîæåñòâî âåêòîðîâ âèäà

ek1 ◦ ek2 ◦ . . . ◦ ekn S′k1k2...kn

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óíèâåðñàëüíóþ ñòåïåíü n-ãî ïî-
ðÿäêà îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà S1. Îáîçíà÷èì åãî
n◦ S .Ïîìèìî ïðîñòðàíñòâ óíèâåðñàëüíûõ ñòåïåíåé ïî-
ðÿäêà 2 è áîëåå ââåäåì ïðîñòðàíñòâî óíèâåðñàëüíîé
ñòåïåíè 0, ïîëàãàÿ4

0◦ S = IR · S0 ,

è ïðîñòðàíñòâî òåíçîðíîé ñòåïåíè 1, ïîëàãàÿ

1◦ S = S1 .

Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ïðåäñòàâëåí-
íîå ñóììîé âñåõ óíèâåðñàëüíûõ ñòåïåíåé. Ýòî ïðî-
ñòðàíñòâî îáîçíà÷èì S è íàçîâåì îáîáùåííûì êîí-
òðàâàðèàíòíûì óíèâåðñàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì äåé-
ñòâèÿ. Òàêèì îáðàçîì,

S =
0◦ S+

1◦ S+
2◦ S + . . .

Ïðîñòðàíñòâî S ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî âåêòîðíûì ïðî-
ñòðàíñòâîì5, íî è àëãåáðîé, â êîòîðîé óìíîæåíèå

4 Íàïîìíèì, ÷òî IR � ýòî ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, à
S0 � ìíîæèòåëü ðàçìåðíîñòè äåéñòâèÿ.

5 Îòìåòèì, ÷òî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî S áåñêîíå÷íîìåðíî.

âåêòîðîâ ïðåäñòàâëåíî óíèâåðñàëüíûì óìíîæåíèåì è
óìíîæåíèåì òåíçîðîâ íà ÷èñëî. Ïîýòîìó S íàçûâàåò-
ñÿ òàêæå óíèâåðñàëüíîé êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðîé
äåéñòâèÿ. Âåêòîð óíèâåðñàëüíîé êîíòðàâàðèàíòíîé
àëãåáðû äåéñòâèÿ çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

S = e0 · S′0 + ek1 · S′k1 + ek1 ◦ ek2 · S′k1k2 + . . . .

Ýòîò âåêòîð ïîñëå ðàçëîæåíèÿ óíèâåðñàëüíûõ ïðî-
èçâåäåíèé îáðàçóþùèõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ïî áàçèñ-
íûì âåêòîðàì òåíçîðíûõ ñòåïåíåé è ïåðåîáîçíà÷åíèÿ
êîîðäèíàò ìîæåò áûòü çàïèñàí êàê âåêòîð òåíçîðíîé
êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðû äåéñòâèÿ

S = e0 · S0 + ek1 · Sk1 + ek1k2 · Sk1k2 + . . . .

Ïîíÿòíî, ÷òî âåêòîðû è êîîðäèíàòû óíèâåðñàëüíîé
êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðû äåéñòâèÿ èìåþò ðàçìåð-
íîñòü äåéñòâèÿ.

4. Åäèíè÷íûå ÷èñëîâûå òåíçîðû

Óíèâåðñàëüíîå ïðîèçâåäåíèå n òåíçîðîâ ïðîåöèðó-
åòñÿ íà ñóììó òåíçîðîâ ïîðÿäêà îò íóëÿ äî n. Íàïðè-
ìåð, äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ

ek1 ◦ ek2 = gk1k2 + ek · Ckk1k2 + ek1k2 .

Ïðîèçâåäåíèå òðåõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (9) ìîæíî çà-
ïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

ek1 ◦ ek2 ◦ ek3 = gk1k2k3 + ek4 · Ck4k1k2k3 +
+ek4k5 · Ck4k5k1k2k3 + ek1k2k3 .

Òàêèì îáðàçîì, óíèâåðñàëüíîå óìíîæåíèå ââîäèò
íàáîð ÷èñëîâûõ òåíçîðîâ

gk1k2 , C
k3
k1k2 ,

gk1k2k3 , C
k4
k1k2k3 , C

k4k5
k1k2k3 ,

gk1k2k3k4 , C
k5
k1k2k3k4 , C

k5k6
k1k2k3k4 , C

k5k6k7
k1k2k3k4 ,

. . .

Êîíêðåòèçàöèÿ ÷èñëîâûõ òåíçîðîâ ñâÿçàíà ñ äâóìÿ
äåéñòâèÿìè:
1) ðàçëîæåíèåì ÷èñëîâûõ òåíçîðîâ ïî ñèììåòðèÿì;
2) ââåäåíèåì óñëîâèé, ïîçâîëÿþùèõ ðàññìàòðèâàòü

÷èñëîâûå òåíçîðû êàê åäèíè÷íûå, òî åñòü òàêèå, êîì-
ïîíåíòû êîòîðûõ ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ ëèáî +1, ëèáî
-1, ëèáî 0.
Íàïðèìåð, äëÿ íîðìèðîâàííûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ

îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà e1, e2, e3, e4 âûïîëíÿþòñÿ
ðàâåíñòâà

g11 = g22 = g33 = −g44 = 1 ,

à äëÿ îðòîãîíàëüíûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ èìååì

gk1k2 = 0 ïðè k1 ̸= k2 .
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Äðóãîé ïðèìåð: â òåîðèè âåêòîðíîãî ïîëÿ6

Cabc = εabc ,

ãäå εabc � àíòèñèììåòðè÷íûé, åäèíè÷íûé ÷èñëîâîé
òåíçîð.

III. ÀËÃÅÁÐÀ ÄÅÉÑÒÂÈß
ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÛÕ ÎÁÚÅÊÒÎÂ

Èç óíèâåðñàëüíîé êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðû äåé-
ñòâèÿ S âûäåëèì ïîäàëãåáðó, êîòîðóþ íàçîâåì àëãåá-
ðîé äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ îáúåêòîâ. Çà àëãåá-
ðîé äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ îáúåêòîâ çàêðåïèì
òî æå îáîçíà÷åíèå, ÷òî è çà óíèâåðñàëüíîé êîíòðà-
âàðèàíòíîé àëãåáðîé äåéñòâèÿ, � S.
Àëãåáðó äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ îáúåêòîâ âû-

äåëèì, íàêëàäûâàÿ íà ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ (7) ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) óñëîâèå åâêëèäîâîñòè, â êîòîðîå âêëþ÷èì äâà

òðåáîâàíèÿ
a) ïðè k1 = k2

ek1 ◦ ek2 = ek1 · ek2 ,

ïðè÷åì

e1 · e1 = 1 , e2 · e2 = 1 , e3 · e3 = 1 , e4 · e4 = −1 ;

á) ïðè k1 ̸= k2

ek1 ◦ ek2 = ek1 ⊗ ek2 ;

2) óñëîâèå ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè
ïðè k1 ̸= k2

ek1 ◦ ek2 = sign(k1, k2) · ek2 ◦ ek1 .

Çäåñü sign(k1, k2) � çíàê ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè, çà-
âèñÿùèé îò íîìåðîâ ïåðåñòàâëÿåìûõ áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ7.
Èç âûøåóêàçàííûõ óñëîâèé âûòåêàåò, ÷òî âåêòîð-

íîå ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ îáðàçóþùåãî
ïðîñòðàíñòâà â àëãåáðå äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ
îáúåêòîâ íå ðàññìàòðèâàåòñÿ.
Ïðîñòðàíñòâî óíèâåðñàëüíûõ ñòåïåíåé, ñíàáæåííîå

óìíîæåíèåì â ñîîòâåòñòâèè ñ âûøåóêàçàííûìè óñëî-
âèÿìè, ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé, êîòîðóþ íàçîâåì àëãåáðîé
äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ îáúåêòîâ.

6 Èíäåêñû a ,b ,c , ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 1 ,2 ,3 .
7 Êîíêðåòíîå çíà÷åíèå sign(k1, k2) ïðèíèìàåòñÿ íà îñíîâàíèè
äîïîëíèòåëüíûõ ñîîáðàæåíèé, ñâÿçàííûõ ñ êëàññèôèêàöèåé
ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö.

1. Êîíå÷íîå ÷èñëî èçìåðåíèé àëãåáðû äåéñòâèÿ
ôóíäàìåíòàëüíûõ îáúåêòîâ

Óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè è åâêëèäîâîñòè â
ñî÷åòàíèè ñ àññîöèàòèâíîñòüþ ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî
àëãåáðà äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ îáúåêòîâ S èìååò
êîíå÷íîå ÷èñëî èçìåðåíèé. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîÿñíèòü
ýòî, ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî óíèâåðñàëüíîé ñòåïåíè

ïîðÿäêà p �
p
◦S. Áàçèñíûå âåêòîðû ýòîãî ïðîñòðàíñòâà

èìåþò âèä

ek1 ◦ ek2 ◦ . . . ◦ ekp .

Â ýòî âûðàæåíèå íå ìîãóò âõîäèòü äâà îäèíàêîâûõ
îáðàçóþùèõ áàçèñíûõ âåêòîðà. Åñëè òàêîå èìååò ìå-
ñòî, òî ñ ïîìîùüþ óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè è
óñëîâèÿ åâêëèäîâîñòè òàêîé áàçèñíûé âåêòîð ìîæåò
áûòü ñâåäåí ê áàçèñíîìó âåêòîðó, â ïðîèçâåäåíèè êî-
òîðîãî îäèíàêîâûå îáðàçóþùèå áàçèñíûå âåêòîðû îò-
ñóòñòâóþò, òî åñòü òàêîé áàçèñíûé âåêòîð ek1 ◦ ek2 ◦
. . . ◦ ekp íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûì âåêòîðîì
(íå ÿâëÿåòñÿ áàçèñíûì âåêòîðîì ïî îïðåäåëåíèþ).
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîðÿäîê n ïðîñòðàíñòâà òåíçî-

ðîâ Sn íå ïðåâûøàåò ÷èñëî èçìåðåíèé îáðàçóþùåãî
ïðîñòðàíñòâà. À òàê êàê îáðàçóþùåå ïðîñòðàíñòâî S1

ïîäîáíî ïðîñòðàíñòâó-âðåìåíè ÑÒÎ, òî n ≤ 4. Òàêèì
îáðàçîì, â êðàéíåì ñëó÷àå

S = S0 + S1 + S2 + S3 + S4 .

Åñëè ÷èñëî èçìåðåíèé ïðîñòðàíñòâà S1 îáîçíà÷èòü
÷åðåç n, òî ÷èñëî èçìåðåíèé ïðîñòðàíñòâà Sp ðàâíî
÷èñëó ñî÷åòàíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî p

n (n− 1) . . . (n− p+ 1)

p!
= Cpn .

Îòñþäà ñëåäóåò ÷òî

dimSp = dimSn−p , dimSn = 1 , dimSn−1 = n .

Ïðîñòðàíñòâî àëãåáðû äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ
îáúåêòîâ S â îáùåì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó
ïðîñòðàíñòâ

S = S0 + S1 + . . .+ Sn .

×èñëî èçìåðåíèé ïðîñòðàíñòâà S (÷èñëî áàçèñíûõ
âåêòîðîâ)

N = C0
n + C1

n + . . .+ Cnn = (1 + 1)n = 2n.

Â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè äëÿ ïðîñòðàíñòâà àëãåáðû
äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ îáúåêòîâ áóäåì èñïîëüçî-
âàòü îáîçíà÷åíèå Sn, ïîä÷åðêèâàÿ ðàçìåðíîñòü n îá-
ðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà S1. Â òîì ñëó÷àå, åñëè îá-
ðàçóþùåå ïðîñòðàíñòâî ÷åòûðåõìåðíî (ïîäîáíî ïðî-
ñòðàíñòâó-âðåìåíè ÑÒÎ), òî

dimS4 = 24 = 16 .
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Âåêòîð äåéñòâèÿ â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä

S = e0 S
0 + ek S

k + ek1k2 S
k1k2+

+ek1k2k3 S
k1k2k3 + e1324 S

1324 .

Áóäåì çàïèñûâàòü ýòî ñîîòíîøåíèå, èñïîëüçóÿ ñîáè-
ðàòåëüíûé èíäåêñ

K ∼ (0, k, k1k2, k1k2k3 , 1324),

S = eK S
K .

Åñëè îáðàçóþùåå ïðîñòðàíñòâî òðåõìåðíî (ïîäîáíî
ãåîìåòðè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó),

dimS3 = 23 = 8 .

Âåêòîð äåéñòâèÿ â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä

S = e0 S
0 + ea S

a + ea1a2 S
a1a2 + e123 S

123 .

Áóäåì çàïèñûâàòü ýòî ñîîòíîøåíèå, èñïîëüçóÿ ñî-
áèðàòåëüíûå èíäåêñû

A ,∼ (0, a, a1a2, 123),

S = eA S
A .

IV. ÓÌÍÎÆÅÍÈÅ Â ÀËÃÅÁÐÅ ÄÅÉÑÒÂÈß
ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÛÕ ÎÁÚÅÊÒÎÂ

1. Ëåâàÿ è ïðàâàÿ àëãåáðû äåéñòâèÿ
ôóíäàìåíòàëüíûõ îáúåêòîâ

Îáðàòèìñÿ ê óìíîæåíèþ âåêòîðîâ â àëãåáðå äåé-
ñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ îáúåêòîâ. Ïóñòü ñíà÷àëà
ðàññìàòðèâàåòñÿ âåêòîð S1, à çàòåì âåêòîð S2. Ñ ýòîé
òî÷êè çðåíèÿ âåêòîð S1 áóäåì íàçûâàòü íà÷àëüíûì,
à âåêòîð S2 � ïîñëåäóþùèì. Âîçìîæíû äâà âàðèàíòà
óìíîæåíèÿ óêàçàííûõ âåêòîðîâ:

S1 ◦ S2 ,

êîãäà ïîñëåäóþùèé âåêòîð óìíîæàåòñÿ íà íà÷àëüíûé
ñïðàâà, è

S2 ◦ S1 ,

êîãäà ïîñëåäóþùèé âåêòîð óìíîæàåòñÿ íà íà÷àëüíûé
ñëåâà. Â îáùåì ñëó÷àå óìíîæåíèå âåêòîðîâ íåêîììó-
òàòèâíî

S1 ◦ S2 ̸= S2 ◦ S1 .

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå äëÿ ïðàâîãî ïðîèçâåäåíèÿ

rS =
1

S0
S1 ◦ S2 . (10)

Çäåñü êîýôôèöèåíò S0 èìååò ðàçìåðíîñòü äåéñòâèÿ è
ñîãëàñóåò ðàçìåðíîñòè ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòåé óðàâíå-
íèÿ. Ëåâîå ïðîèçâåäåíèå ñîîòâåòñòâåííî çàïèøåì òàê:

lS =
1

S0
S2 ◦ S1 . (11)

Àëãåáðó, îñíîâàííóþ íà óìíîæåíèè (10), íàçîâåì ïðà-
âîé è îáîçíà÷èì rS. Àëãåáðó, îñíîâàííóþ íà óìíî-
æåíèè (11), íàçîâåì ëåâîé è îáîçíà÷èì lS. Åäèíèöåé
àëãåáð ÿâëÿåòñÿ âåêòîð, ðàâíûé ÷èñëó S0.
Ïðåäûäóùèå ïîñòðîåíèÿ ïîâòîðèì äëÿ óìíîæåíèÿ

áàçèñíûõ âåêòîðîâ. Ïóñòü áàçèñíûå âåêòîðû eK1
ÿâ-

ëÿþòñÿ íà÷àëüíûìè, à áàçèñíûå âåêòîðû eK2
ÿâëÿþò-

ñÿ ïîñëåäóþùèìè. Òîãäà ïðàâîå ïðîèçâåäåíèå áàçèñ-
íûõ âåêòîðîâ çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

eK1 ◦ eK2 = eK · rCKK1K2 , (12)

ãäå rC
K
K1K2 � ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå ïðàâîé àë-

ãåáðû äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ îáúåêòîâ rS. Ëå-
âîå ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ ñîîòâåòñòâåííî
çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

eK2
◦ eK1

= eK · lCKK1K2
, (13)

ãäå lC
K
K1K2

� ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå ëåâîé àëãåá-
ðû äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ îáúåêòîâ lS.
Äëÿ áîëåå ÷åòêîãî ðàçëè÷èÿ ìåæäó ïðàâûì (12) è

ëåâûì (13) óìíîæåíèÿìè óäîáíî ââåñòè ïðàâûå è ëå-
âûå áàçèñíûå âåêòîðû

reK è leK .

Îíè îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà òîëüêî òåì, ÷òî ïðè
óìíîæåíèè ïðàâûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ íîìåð ñòðóê-
òóðíîé ìàòðèöû ñîâïàäàåò ñ èíäåêñîì áàçèñíîãî âåê-
òîðà, ñòîÿùåãî ñïðàâà, òî åñòü

reK1 ◦ reK2 = reK · rCKK1K2 , (14)

à ïðè óìíîæåíèè ëåâûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ íîìåð
ñòðóêòóðíîé ìàòðèöû ñîâïàäàåò ñ èíäåêñîì áàçèñíî-
ãî âåêòîðà, ñòîÿùåãî ñëåâà, òî åñòü

leK2
◦ leK1

= leK · lCKK1K2
. (15)

Î÷åâèäíî, ÷òî

rC
K
K1K2 = lC

K
K2K1 . (16)

Ó÷èòûâàÿ

S1 = eK1
· SK1

1 , S2 = eK2
· SK1

2 ,

ñîîòíîøåíèÿ (12) è (13), èç ðàâåíñòâ (10) è (11) ïîëó-
÷èì

rS
K =

1

S0
· rCKK1K2

· SK1
1 · SK2

2 (17)

è

lS
K =

1

S0
· lCKK1K2

· SK1
1 · SK2

2 . (18)
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Äàëåå ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè óìíîæåíèÿ âåê-
òîðîâ äåéñòâèÿ. Âáëèçè åäèíèöû èìååì
ïðè SK1

1 → S0
1 = S0

rS
K = SK2 , rC

K
0K2

= δKK2
,

lS
K = SK2 , lC

K
0K2 = δKK2 ;

ïðè SK2
2 → S0

2 = S0

rS
K = SK1 , rC

K
K10 = δKK1

,

lS
K = SK1 , lC

K
K10 = δKK1

.

Êðîìå òîãî, ðàññìîòðèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
áàçèñíûõ âåêòîðîâ

eK1 · eK2 = gK1K2 · e0 .

Çäåñü gK1K2 � ìåòðè÷åñêèé òåíçîð â àëãåáðå äåéñòâèÿ
ôóíäàìåíòàëüíûõ îáúåêòîâ. Îòñþäà

rC
0
K1K2 = lC

0
K2K1 = gK1K2 .

2. Àëãåáðû è ãðóïïû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé,
àññîöèèðîâàííûå ñ óìíîæåíèåì

êîíòðàâàðèàíòíûõ âåêòîðîâ äåéñòâèÿ

Óìíîæåíèå âåêòîðà S1 (ñïðàâà èëè ñëåâà) íà âåêòîð
S2 ñâîäèòñÿ ê ëèíåéíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ýòîãî âåê-
òîðà. Äåéñòâèòåëüíî, ââåäåì ìàòðèöó ëèíåéíîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ

rl
K
K1 =

1

S0
· rCKK1K2 · S

K2
2 =

=
1

S0
· rCKK10 · S0

2 +
1

S0
· rCKK1α · Sα2 .

Òîãäà âûðàæåíèå (17) çàïèøåòñÿ êàê ëèíåéíîå ïðå-
îáðàçîâàíèå

rS
K = rl

K
K1 · S

K1
1 .

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå rl
K
K1

êàê ýëåìåíò àëãåáðû, êîòîðóþ îáîçíà÷èì rL′, íåêî-
òîðîé íåïðåðûâíîé ãðóïïû, êîòîðóþ îáîçíà÷èì rG′.
Íàçîâåì rL′ è rG′ ñîîòâåòñòâåííî ïðàâûìè àëãåáðîé
è ãðóïïîé, àññîöèèðîâàííûìè ñ ïðàâûì óìíîæåíè-
åì âåêòîðîâ äåéñòâèÿ.8 Ïðåîáðàçîâàíèå (ýëåìåíò)

rL
K
K1

ýòîé ãðóïïû ñòðîèòñÿ ïî ýëåìåíòó rl
K
K1

àë-
ãåáðû rL′ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

rL
K
K1 =

1

exp(1)
· exp( rlKK1) èëè

8 Ê ãðóïïå, ïîäîáíîé rG′, ïðèíàäëåæàò ãðóïïû ýëåêòðè÷åñêî-
ãî çàðÿäà è ñëàáîãî çàðÿäà ÷àñòèö (Ñì. Ãëàâà 4.2. Ðàçäåë II.1
è Ãëàâà 4.3. Ðàçäåë II.1).

rL
K
K1 =

1

exp(1)
· exp

(
1

S0
· rCKK1K2 · S

K2
2

)
(19)

Â ìàëîì ýëåìåíò ãðóïïû äîëæåí ñâîäèòüñÿ ê ýëå-
ìåíòó àëãåáðû. Â íàøåì ñëó÷àå èìååì9

rdL
K
K1

∣∣
(S

0=S0
Sα=0 )

= rdl
K
K1 =

1

S0
· rCKK1K2

· dSK2
2 .

Òàêæå èñïîëüçóåì ìàòðèöó

ll
K
K1 =

1

S0
· lCKK1K2 · S

K2
2 =

=
1

S0
· lCKK10 · S0

2 +
1

S0
· lCKK1α · Sα2

è çàïèøåì âûðàæåíèå (18) êàê ëèíåéíîå ïðåîáðàçî-
âàíèå

lS
K = ll

K
K1
· SK1

1 .

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèíåé-
íîå ïðåîáðàçîâàíèå ll

K
K1

êàê ýëåìåíò àëãåáðû lL′

íåêîòîðîé ãðóïïû lG′. Íàçîâåì lL′ è lG′ ñîîòâåò-
ñòâåííî ëåâûìè àëãåáðîé è ãðóïïîé, àññîöèèðîâàííû-
ìè ñ ëåâûì óìíîæåíèåì âåêòîðîâ.10 Ïðåîáðàçîâàíèå
(ýëåìåíò) lL

K
K1

ýòîé ãðóïïû ñòðîèòñÿ ïî ýëåìåíòó

ll
K
K1

àëãåáðû lL′ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

lL
K
K1 =

1

exp(1)
· exp( llKK1) èëè

lL
K
K1 =

1

exp(1)
· exp

(
1

S0
· lCKK1K2 · S

K2
2

)
. (20)

Â ìàëîì ýëåìåíò ãðóïïû äîëæåí ñâîäèòüñÿ ê ýëå-
ìåíòó àëãåáðû. Â íàøåì ñëó÷àå èìååì11

ldL
K
K1

∣∣
(S

0=S0
Sα=0 )

= ldl
K
K1

=
1

S0
· lCKK1K2

· dSK2
2 .

3. Îáðàòíûé âåêòîð

Ïî îïðåäåëåíèþ îáðàòíûé âåêòîð S−1 óäîâëåòâîðÿ-
åò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

S ◦ S−1 = e0 , (21)

S−1 ◦ S = e0 . (22)

9 Ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè íåîáõîäèìî ó÷åñòü, ÷òî rCK
K10 =

δKK1 è exp(δKK1 ) = exp(1) · δKK1 .
10 Ê ãðóïïå, ïîäîáíîé lG′, ïðèíàäëåæàò ãðóïïû íåðåëÿòèâèñò-

ñêîãî è ðåëÿòèâèñòñêîãî ñïèíà ÷àñòèö (Ñì. Ãëàâà 4.2. Ðàçäåë
II.2 è Ãëàâà 4.3. Ðàçäåë II.2).

11 Ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè íåîáõîäèìî ó÷åñòü, ÷òî lC
K
K10 =

δKK1 è exp(δKK1 ) = exp(1) · δKK1 .
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Èç óðàâíåíèÿ (21) ñëåäóåò

rC
0
K1K2 · (S−1)K1 · SK2 = 1 , (23)

rC
α
K1K2

· (S−1)K1 · SK2 = 0 (24)

èëè èíà÷å

lC
0
K1K2

· (S−1)K2 · SK1 = 1 , (25)

lC
α
K1K2 · (S−1)K2 · SK1 = 0 . (26)

Â óðàâíåíèÿõ (24) è (26) èíäåêñ α ïðîáåãàåò çíà÷å-
íèÿ

α ∼ (k, k1k2, k1k2k3 , 1324),

Èç óðàâíåíèÿ (22) ñëåäóåò

rC
0
K1K2

· (S−1)K2 · SK1 = 1 , (27)

rC
α
K1K2 · (S−1)K2 · SK1 = 0 (28)

èëè èíà÷å

lC
0
K1K2

· (S−1)K1 · SK2 = 1 , (29)

lC
α
K1K2

· (S−1)K1 · SK2 = 0 . (30)

Âû÷èñëèì ïîëóñóììû óðàâíåíèé (23), (29) è (24),
(30)

1

2
· ( rC0

K1K2
+ lC

0
K1K2

) · (S−1)K1 · SK2 = 1 ,(31)

1

2
· ( rCαK1K2

+ lC
α
K1K2

) · (S−1)K1 · SK2 = 0 (32)

è, êðîìå òîãî, ïîëóñóììû óðàâíåíèé (25), (27) è (26),
(28)

1

2
· ( lC0

K1K2 + rC
0
K1K2) · (S−1)K2 · SK1 = 1 ,(33)

1

2
· ( lCαK1K2 + rC

α
K1K2) · (S−1)K2 · SK1 = 0 .(34)

Óðàâíåíèå (33) ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ (31). Äëÿ ýòî-
ãî íåîáõîäèìî â âûðàæåíèè (33) ñäåëàòü ïåðåñòàíîâêó
èíäåêñîâ è ó÷åñòü, ÷òî

lC
0
K2K1 = rC

0
K1K2 è

rC
0
K2K1

= lC
0
K1K2

.

Òàêæå óðàâíåíèå (34) ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ (32).
Òàêèì îáðàçîì, êîîðäèíàòû îáðàòíîãî âåêòîðà îïðå-
äåëÿþòñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé óðàâíåíèé:

1

2
· (gK1K2

+ gK2K1
) · SK2 · (S−1)K1 = 1 , (35)

1

2
· ( rCαK1K2

+ lC
α
K1K2

) · SK2 · (S−1)K1 = 0 .(36)

Èç âûðàæåíèÿ (10) ñëåäóåò, ÷òî îáðàòíûé âåêòîð
ïðàâîãî ïðîèçâåäåíèÿ çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç óìíîæåíèå
îáðàòíûõ âåêòîðîâ òàê:

( rS)
−1 = S0 · S−1

2 ◦ S
−1
1 . (37)

Äåéñòâèòåëüíî, âû÷èñëÿÿ

( rS)
−1 ◦ rS ,

ïîëó÷èì

S0 · S−1
2 ◦ (S

−1
1 ◦

1

S0
S1) ◦ S2 = e0 .

Àíàëîãè÷íî èç ñîîòíîøåíèÿ (11) ñëåäóåò, ÷òî îáðàò-
íûé âåêòîð ëåâîãî ïðîèçâåäåíèÿ çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç
óìíîæåíèå îáðàòíûõ âåêòîðîâ òàê:

( lS)
−1 = S0 · S−1

1 ◦ S
−1
2 . (38)

4. Äèôôåðåíöèðîâàíèå â êîíòðàâàðèàíòíîé
óíèâåðñàëüíîé àëãåáðå äåéñòâèÿ S

Äèôôåðåíöèàë â àëãåáðå S îáîçíà÷èì d. Áàçèñíûå
âåêòîðû eK � âåëè÷èíû ïîñòîÿííûå â òîì ñìûñëå, ÷òî

deK = 0 ,

ïîýòîìó

dS = eK · dSK .

Íàëè÷èå çàêîíà óìíîæåíèÿ çàñòàâëÿåò ââåñòè äèô-
ôåðåíöèàë ïî íàïðàâëåíèþ. Òàê äëÿ ïðàâîãî óìíîæå-
íèÿ

d1 rS =
1

S0
dS1 ◦ S2 . (39)

Çäåñü äèôôåðåíöèàë d1 � äèôôåðåíöèàë ïî íàïðàâ-
ëåíèþ 1 îçíà÷àåò ïðèðàùåíèå âåêòîðà rS ïðè ïðèðà-
ùåíèè âåêòîðà S1. Ñîîòâåòñòâåííî,

d2 rS =
1

S0
S1 ◦ dS2 (40)

� äèôôåðåíöèàë ïî íàïðàâëåíèþ 2 îçíà÷àåò ïðèðà-
ùåíèå âåêòîðà rS ïðè ïðèðàùåíèè âåêòîðà S2.
Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ èìåþò ìåñòî äëÿ ëåâîãî

óìíîæåíèÿ

d1 lS =
1

S0
S2 ◦ dS1 , (41)

d2 lS =
1

S0
dS2 ◦ S1 . (42)

4.1. Óðàâíåíèå ñòðóêòóðû

Ðàññìàòðèâàÿ âòîðîé äèôôåðåíöèàë îò çàêîíà óìíî-
æåíèÿ, äîãîâîðèìñÿ, ÷òî ñíà÷àëà äèôôåðåíöèðîâà-
íèå âûïîëíÿåòñÿ ïî âåêòîðó S1, à çàòåì ïî âåêòîðó
S2. Òîãäà èìååì äëÿ ïðàâîãî óìíîæåíèÿ

d2d1 rS =
1

S0
dS1 ◦ dS2 (43)
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è äëÿ ëåâîãî

d2d1 lS =
1

S0
dS2 ◦ dS1 . (44)

Îòñþäà ñëåäóåò âòîðîé äèôôåðåíöèàë îò ïðàâîãî
ïðîèçâåäåíèÿ êîîðäèíàò âåêòîðîâ

d2d1 rS
K =

1

S0
· rCKK1K2

· dSK1
1 · dSK2

2 , (45)

à òàêæå âòîðîé äèôôåðåíöèàë îò ëåâîãî ïðîèçâåäå-
íèÿ êîîðäèíàò âåêòîðîâ

d2d1 lS
K =

1

S0
· lCKK1K2

· dSK1
1 · dSK2

2 . (46)

Âáëèçè åäèíèöû àëãåáðû, â ÷àñòíîñòè äëÿ S2 → S0,
âûðàæåíèé èç (39) è (41) èìååì

dS1 = d1 rS , (47)

dS2 = d2 lS . (48)

Âáëèçè åäèíèöû àëãåáðû, â ÷àñòíîñòè äëÿ S1 → S0,
èçâûðàæåíèé (40) è (42) èìååì

dS1 = d1 lS , (49)

dS2 = d2 rS . (50)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (47) è (50) â ñîîòíîøåíèè
(43), ïîëó÷èì

d2d1 rS =
1

S0
d1 rS ◦ d2 rS . (51)

Ýòî ñîîòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ ïðàâûì óðàâíåíèåì
ñòðóêòóðû êîíòðàâàðèàíòíîé óíèâåðñàëüíîé àëãåá-
ðû S.
Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (48) è (49) â ñîîòíîøåíèè

(44), ïîëó÷èì

d2d1 lS =
1

S0
d2 lS ◦ d1 lS . (52)

Ýòî ñîîòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ ëåâûì óðàâíåíèåì
ñòðóêòóðû êîíòðàâàðèàíòíîé óíèâåðñàëüíîé àëãåá-
ðû S. Ïî îòíîøåíèþ ê êîîðäèíàòàì âåêòîðîâ ïðàâîå
óðàâíåíèå ñòðóêòóðû èìååò âèä

d2d1 rS
K =

1

S0
· rCKK1K2

· d1 rSK1 · d2 rSK2 . (53)

Ïî îòíîøåíèþ ê êîîðäèíàòàì âåêòîðîâ ëåâîå óðàâ-
íåíèå ñòðóêòóðû èìååò âèä

d2d1 lS
K =

1

S0
· lCKK1K2

· d1 lSK1 · d2 lSK2 . (54)

Âûâåäåì óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû â îáùåì ñëó÷àå (íå
âáëèçè åäèíèöû). Äëÿ ýòîãî èç ñîîòíîøåíèÿ (39) âû-
ðàçèì dS1. Èìååì

d1 rS ◦ S−1
2 =

1

S0
dS1 ◦ S2 ◦ S−1

2 .

Îòñþäà

d1 rS ◦ S−1
2 =

1

S0
· dS1

è

dS1 = S0 · d1 rS ◦ S−1
2 .

Àíàëîãè÷íî âûâîäèòñÿ

dS2 = S0 · S−1
1 ◦ d2 rS .

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå äèôôåðåíöèàëû â ñîîòíî-
øåíèå (43), ïîëó÷èì

d2d1 rS = S0 · d1 rS ◦ S−1
2 ◦ S

−1
1 ◦ d2 rS

è îêîí÷àòåëüíî ñ èñïîëüçîâàíèåì âûðàæåíèÿ (37)

d2d1 rS = d1 rS ◦ rS−1 ◦ d2 rS (55)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðàâîå óðàâ-
íåíèå ñòðóêòóðû â îáùåì ñëó÷àå. Àíàëîãè÷íî âûâî-
äèòñÿ ëåâîå óðàâíåíèå ñòðóêòóðû â îáùåì ñëó÷àå

d2d1 lS = d2 lS ◦ lS−1 ◦ d1 lS . (56)

4.2. Ïðàâûé è ëåâûé äèôôåðåíöèàëû

Ïðàâûé äèôôåðåíöèàë îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

rdS = S0 · (S+ dS) ◦ S−1 − S0 .

Îòñþäà

rdS = S0 · dS ◦ S−1 . (57)

Ïî îòíîøåíèþ ê êîîðäèíàòàì âåêòîðà ïðàâûé äèô-
ôåðåíöèàë çàïèøåòñÿ â âèäå

rdS
K = S0 · rCKK1K2

· (S−1)K2 ·dSK1 = rΩ
K
K1
·dSK1 ,

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

rΩ
K
K1 = S0 · rCKK1K2 · (S−1)K2 .

Ëåâûé äèôôåðåíöèàë îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

ldS = S0 · S−1 ◦ (S+ dS)− S0 .

Îòñþäà

ldS = S0 · S−1 ◦ dS . (58)

Ïî îòíîøåíèþ ê êîîðäèíàòàì âåêòîðà ëåâûé äèô-
ôåðåíöèàë çàïèøåòñÿ â âèäå

ldS
K = S0 · lCKK1K2

· (S−1)K2 · dSK1 = lΩ
K
K1
· dSK1 ,
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ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

lΩ
K
K1

= S0 · lCKK1K2
· (S−1)K2 .

Óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó ïðàâûì è ëåâûì äèôôå-
ðåíöèàëàìè. Äëÿ ýòîãî ïðîäèôôåðåíöèðóåì (21), ïî-
ëó÷èì

dS ◦ S−1 + S ◦ dS−1 = 0 .

Îòñþäà è èç âûðàæåíèÿ (57)

rdS = −S ◦ dS−1 .

Ñðàâíèâàÿ ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà ñ ñîîòíîøåíèåì
(58), ïîëó÷èì

rdS = − ldS
−1 .

Àíàëîã÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó ëåâûì è
ïðàâûì äèôôåðåíöèàëàìè. Äëÿ ýòîãî ïðîäèôôåðåí-
öèðóåì (22), ïîëó÷èì

dS−1 ◦ S+ S−1d ◦ S = 0 .

Îòñþäà è èç ñîîòíîøåíèÿ (58)

ldS = −dS−1 ◦ S .

Ñðàâíèâàÿ ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà ñ (57), ïîëó÷èì

ldS = − rdS
−1 .

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàÿ àëãåáðàè÷åñêèå ñâîé-
ñòâà äåéñòâèÿ, íåîáõîäèìî ïðèâëåêàòü äâà òèïà âåê-
òîðîâ � ïðàâûå è ëåâûå � è èõ äèôôåðåíöèàëû.

V. ÒÅÍÇÎÐÍÀß ÊÎÂÀÐÈÀÍÒÍÀß ÀËÃÅÁÐÀ
ÄÅÉÑÒÂÈß

Àëãåáðà äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ àíòèîáúåêòîâ
îñíîâûâàåòñÿ íà óíèâåðñàëüíîé êîâàðèàíòíîé àëãåá-
ðå äåéñòâèÿ, êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, îïèðàåòñÿ íà
òåíçîðíóþ êîâàðèàíòíóþ àëãåáðó äåéñòâèÿ. Ïîýòîìó
ñíà÷àëà ðàññìîòðèì òåíçîðíóþ êîâàðèàíòíóþ àëãåá-
ðó äåéñòâèÿ, çàòåì îò íåå ïåðåéäåì ê óíèâåðñàëüíîé
êîâàðèàíòíîé àëãåáðå äåéñòâèÿ è äàëåå îáðàòèìñÿ ê
àëãåáðå äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ àíòèîáúåêòîâ.

1. Îáðàçóþùåå ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî
äåéñòâèÿ

Â îñíîâå òåíçîðíîé êîâàðèàíòíîé àëãåáðû äåéñòâèÿ
ëåæèò ÷åòûðåõìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä
ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë IR, êîòîðîå îáîçíà÷èì
S∗1 . Îíî ïîäîáíî (èçîìîðôíî) ñîïðÿæåííîìó ïðîñ-
òðàíñòâó-âðåìåíè ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíî-
ñòè (ÑÒÎ). Âåêòîð ýòîãî ïðîñòðàíñòâà S∗ ∈ S∗1 çàïè-
øåì ÷åðåç áàçèñíûå âåêòîðû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

S∗ = Sk ·Ek ,

ãëå Sk � êîîðäèíàòû âåêòîðà S∗, à Ek � ýòî áàçèñ-
íûå âåêòîðû ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè
ÑÒÎ. Çäåñü èíäåêñ k ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 1, 2, 3,
4. E1,E2,E3 � ýòî áàçèñíûå âåêòîðû ñîïðÿæåííîãî
ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, à E4 � áàçèñíûé âåê-
òîð ñîïðÿæåííîãî âðåìåíè. Âåêòîðû è êîîðäèíàòû
ïðîñòðàíñòâà S∗1 èìåþò ðàçìåðíîñòü äåéñòâèÿ, òî
åñòü

[S∗] = [Sk] = Äæ · ñåê .

Áàçèñíûå âåêòîðû ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê áåçðàç-
ìåðíûå âåëè÷èíû, îïðåäåëÿþùèå òîëüêî íàïðàâëåíèå
âåêòîðà.
Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî S∗1 íàçûâàåòñÿ îáðàçóþ-

ùèì ïðîñòðàíñòâîì òåíçîðíîé êîâàðèàíòíîé àëãåá-
ðû äåéñòâèÿ. Áàçèñíûå âåêòîðû Ek òàêæå íàçûâàþò-
ñÿ îáðàçóþùèìè. Â ðÿäå ñëó÷àåâ â êà÷åñòâå îáðàçóþ-
ùåãî ïðîñòðàíñòâà áóäåì èñïîëüçîâàòü ïîäïðîñòðàí-
ñòâî, ïîäîáíîå ãåîìåòðè÷åñêîìó ñîïðÿæåííîìó ïîä-
ïðîñòðàíñòâó ÑÒÎ. Îáîçíà÷èì åãî S∗1

3 . Â ýòîì ñëó-
÷àå âåêòîð S∗ ∈ S∗1

3 çàïèøåì ÷åðåç áàçèñíûå âåêòîðû
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

S∗ = Sa ·Ea .

Çäåñü èíäåêñ a ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 1, 2, 3.

2. Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ
îáðàçóþùåãî ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà

äåéñòâèÿ

Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ S∗
1 è S

∗
2, ïðèíàä-

ëåæàùèõ îáðàçóþùåìó ïðîñòðàíñòâó S∗1, çàïèøåì
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1

S0
S∗
1 ⊗ S∗

2 .

Çäåñü êîýôôèöèåíò S0 èìååò ðàçìåðíîñòü äëèíû è
åãî íàçíà÷åíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðèâåñòè ðàçìåð-
íîñòü òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ âåêòîðîâ ê ðàç-
ìåðíîñòè îäíîãî âåêòîðà, òî åñòü ê äåéñòâèþ.
Áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå âåêòîðîâ S∗

1 è S
∗
2 îáùåãî

âèäà çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1

S0
F ∗(S∗

1, S
∗
2) .

Ïî îïðåäåëåíèþ òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåê-
òîðîâ îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ áèëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì-
ýòèõ âåêòîðîâ îáùåãî âèäà

1

S0
S∗
1 ⊗ S∗

2 ≡
1

S0
F ∗(S∗

1, S
∗
2) .

Ôîðìóëèðîâêà "îáùåãî âèäà" îçíà÷àåò, ÷òî îòîáðà-
æåíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ áåçîòíîñèòåëüíî ê êîíêðåòíî-
ìó âåêòîðíîìó ïðîñòðàíñòâó, â êîòîðîå îñóùåñòâëÿ-
åòñÿ îòîáðàæåíèå. "Îáùíîñòü" òåíçîðíîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå â
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êîíêðåòíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, íàïðèìåð

G∗(S∗
1, S

∗
2) ,

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå L
òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â óêàçàííîå êîíêðåòíîå âåê-
òîðíîå ïðîñòðàíñòâî

G∗(S∗
1, S

∗
2) =

1

S0
L(S∗

1 ⊗ S∗
2) .

Âñëåäñòâèå áèëèíåéíîñòè ìîæíî çàïèñàòü

1

S0
F ∗ (S∗

1 , S
∗
2) =

1

S0
F ∗ ((S1)k1 E

k1 , (S2)k2 E
k2
)
=

=
1

S0
(S1)k1 · (S2)k2 · F ∗(Ek1 , Ek2) .

Òàêèì îáðàçîì,

1

S0
S1 ⊗ S2 =

1

S0
(S1)k1 · (S2)k2 · F ∗(Ek1 , Ek2) .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ
âåêòîðîâ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âåêòîð, ïðèíàä-
ëåæàùèé ìíîæåñòâó âåêòîðîâ âèäà

2

S∗= Sk1k2 ·Ek1k2 .

Çäåñü

Ek1k2 = Ek1 ⊗Ek2 = F ∗(Ek1 , Ek2) .

Óêàçàííîå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ êîâàðè-
àíòíîé òåíçîðíîé ñòåïåíüþ âòîðîãî ïîðÿäêà ïðî-

ñòðàíñòâà S∗1 è îáîçíà÷àåòñÿ
2
⊗ S∗ . Âåêòîðû Ek1k2

ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê áàçèñíûå âåêòîðû â
2
⊗ S∗. ×èñëà

Sk1k2 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîîðäèíàòû âåêòîðà
2

S∗,
îíè èìåþò ðàçìåðíîñòü äåéñòâèÿ.

3. Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå n âåêòîðîâ
îáðàçóþùåãî ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà

äåéñòâèÿ

Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå n âåêòîðîâ S∗
1, S

∗
2, . . . , S

∗
n,

ïðèíàäëåæàùèõ îáðàçóþùåìó ïðîñòðàíñòâó, çàïè-
øåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1

(S0)n−1
S∗
1 ⊗ S∗

2 ⊗ . . .⊗ S∗
n .

Çäåñü êîýôôèöèåíò S0 èìååò ðàçìåðíîñòü äåéñòâèÿ, à
íàçíà÷åíèå ìíîæèòåëÿ

1

(S0)n−1

ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðèâåñòè ðàçìåðíîñòü òåíçîð-
íîãî ïðîèçâåäåíèÿ n âåêòîðîâ ê ðàçìåðíîñòè îäíîãî
âåêòîðà, òî åñòü ê äåéñòâèþ.

Ïîëèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå îáùåãî âèäà n âåêòî-
ðîâ S∗

1, S
∗
2 , . . . , S∗

n, ïðèíàäëåæàùèõ îáðàçóþùåìó
ïðîñòðàíñòâó, çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1

(S0)n−1
F ∗(S∗

1, S
∗
2, . . . , S

∗
n) .

Ïî îïðåäåëåíèþ òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå n âåêòî-
ðîâ îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïîëèëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì
îáùåãî âèäà ýòèõ âåêòîðîâ

1

(S0)n−1
S∗
1⊗S∗

2⊗. . .⊗S∗
n ≡

1

(S0)n−1
F ∗(S∗

1, S
∗
2, . . . , S

∗
n) .

Ôîðìóëèðîâêà "îáùåãî âèäà" îçíà÷àåò, ÷òî îòîáðà-
æåíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ áåçîòíîñèòåëüíî ê êîíêðåòíî-
ìó âåêòîðíîìó ïðîñòðàíñòâó, â êîòîðîå îñóùåñòâëÿ-
åòñÿ îòîáðàæåíèå. "Îáùíîñòü" òåíçîðíîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïîëèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå
â êîíêðåòíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, íàïðèìåð

G(S∗
1, S

∗
2, . . . , S

∗
n) ,

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå L
òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â óêàçàííîå êîíêðåòíîå âåê-
òîðíîå ïðîñòðàíñòâî

G(S∗
1, S

∗
2, . . . , S

∗
n) =

1

(S0)n−1
L(S∗

1 ⊗ S∗
2 ⊗ . . .⊗ S∗

n) .

Âñëåäñòâèå ïîëèëèíåéíîñòè ìîæíî çàïèñàòü

1

(S0)n−1
F ∗(S∗

1 , S
∗
2, . . . , S

∗
n) =

=
1

(S0)n−1
F ∗ ((S1)k1 E

k1 , . . . , (Sn)kn Ekn
)
=

=
1

(S0)n−1
(S1)k1 · . . . · (Sn)kn · F ∗(Ek1 , . . . , Ekn) .

Òàêèì îáðàçîì,

1

(S0)n−1
S∗
1 ⊗ S∗

2 ⊗ . . .⊗ S∗
n =

=
1

(S0)n−1
(S1)k1 · . . . · (Sn)kn · F ∗(Ek1 , . . . , Ekn) .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå n âåê-
òîðîâ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âåêòîð, ïðèíàäëåæà-
ùèé ìíîæåñòâó âåêòîðîâ âèäà

n

S∗= Sk1k2...kn ·Ek1k2...kn .

Çäåñü

Ek1k2...kn = Ek1 ⊗ . . .⊗Ekn = F ∗(Ek1 , . . . , Ekn) .

Óêàçàííîå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ êîâàðè-
àíòíîé òåíçîðíîé ñòåïåíüþ n-ãî ïîðÿäêà ïðîñòðàí-

ñòâà S∗1 è îáîçíà÷àåòñÿ
n
⊗ S∗ . Âåêòîðû Ek1k2...kn ðàñ-

ñìàòðèâàþòñÿ êàê áàçèñíûå âåêòîðû â
n
⊗ S∗. ×èñ-

ëà Sk1k2...kn ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîîðäèíàòû âåêòîðà
n

S∗, îíè èìåþò ðàçìåðíîñòü äåéñòâèÿ.
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4. Òåíçîðíàÿ êîâàðèàíòíàÿ àëãåáðà äåéñòâèÿ

Ïîìèìî ïðîñòðàíñòâ òåíçîðíûõ ñòåïåíåé ïîðÿäêà
2 è áîëåå ââåäåì ïðîñòðàíñòâî òåíçîðíîé ñòåïåíè 0,
ïîëàãàÿ12

0
⊗ S∗ = IR · S0 ,

è ïðîñòðàíñòâî òåíçîðíîé ñòåïåíè 1, ïîëàãàÿ

1
⊗ S∗ = S∗1 .

Òåïåðü ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ïðåä-
ñòàâëåííîå ñóììîé âñåõ òåíçîðíûõ ñòåïåíåé. Ýòî ïðî-
ñòðàíñòâî îáîçíà÷èì ⊗S∗ è íàçîâåì ïðîñòðàíñòâîì
êîâàðèàíòíûõ òåíçîðîâ äåéñòâèÿ. Òàêèì îáðàçîì,

⊗S∗ =
0
⊗ S∗ +

1
⊗ S∗ +

2
⊗ S∗ + . . .

Ïðîñòðàíñòâî ⊗S∗ ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî âåêòîðíûì
ïðîñòðàíñòâîì13, íî è àëãåáðîé, â êîòîðîé óìíîæå-
íèå âåêòîðîâ ïðåäñòàâëåíî òåíçîðíûì óìíîæåíèåì è
óìíîæåíèåì òåíçîðîâ íà ÷èñëî. Ïîýòîìó ⊗S∗ íàçû-
âàåòñÿ òàêæå òåíçîðíîé êîâàðèàíòíîé àëãåáðîé äåé-
ñòâèÿ. Âåêòîð òåíçîðíîé êîâàðèàíòíîé àëãåáðû äåé-
ñòâèÿ çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

S∗ = S0 ·E0 + Sk1 ·Ek1 + Sk1k2 ·Ek1k2 + . . . .

Çäåñü E0 � äåéñòâèòåëüíàÿ åäèíèöà. Ýòîò âåêòîð
óäîáíî çàïèñàòü, èñïîëüçóÿ ñîáèðàòåëüíûé èíäåêñ

K ∼ 0 , k1 , k1k2 , k1k2k3 , . . . ,

îáîáùåííûé áàçèñíûé âåêòîð

EK = E0, Ek1 , Ek1k2 , . . .

è îáîáùåííûå êîîðäèíàòû

SK = S0, Sk1 , Sk1k2 , . . . ;

â êîìïàêòíîì âèäå

S∗ = SK ·EK .

Íàïîìíèì, ÷òî âåêòîðû è êîîðäèíàòû òåíçîðíîé
êîâàðèàíòíîé àëãåáðû äåéñòâèÿ èìåþò ðàçìåðíîñòü
äåéñòâèÿ.
Ðàçëîæåíèå êîâàðèàíòíûõ òåíçîðîâ íà ñèììåòðèè

çäåñü ðàññìàòðèâàòüñÿ íå áóäåò, ïîòîìó ÷òî ýòî ðàç-
ëîæåíèå âûïîëíÿåòñÿ òàê æå, êàê è äëÿ êîíòðàâàðè-
àíòíûõ òåíçîðîâ.

12 Íàïîìíèì, ÷òî IR � ýòî ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, à
S0 ìíîæèòåëü ðàçìåðíîñòè äåéñòâèÿ.

13 Îòìåòèì, ÷òî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî êîâàðèàíòíûõ òåíçî-
ðîâ áåñêîíå÷íîìåðíî.

VI. ÓÍÈÂÅÐÑÀËÜÍÀß ÊÎÂÀÐÈÀÍÒÍÀß
ÀËÃÅÁÐÀ ÄÅÉÑÒÂÈß

Îò òåíçîðíîé êîâàðèàíòíîé àëãåáðû äåéñòâèÿ ïå-
ðåéäåì ê óíèâåðñàëüíîé êîâàðèàíòíîé àëãåáðå äåé-
ñòâèÿ. Äëÿ ýòîãî íàðÿäó ñ òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì
âåêòîðîâ îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà S∗1 áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü ñêàëÿðíîå è âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèÿ âåê-
òîðîâ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.

1. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ
îáðàçóþùåãî ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà

äåéñòâèÿ

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ

1

S0
S∗
1 · S∗

2

� ýòî áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

1

S0
F ∗
0 (S

∗
1 , S

∗
2)

âåêòîðîâ â ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë IR · S0

1

S0
S∗
1 · S∗

2 ≡
1

S0
F ∗
0 (S

∗
1 , S

∗
2) ∈ IR · S0 .

Âñëåäñòâèå áèëèíåéíîñòè ìîæíî çàïèñàòü

F ∗
0 (S

∗
1 , S

∗
2) = F ∗

0

(
(S1)k1 ·Ek1 , (S2)k2 ·Ek2

)
=

= (S1)k1 · (S2)k2 · F ∗
0 (E

k1 , Ek2) .

×èñëîâàÿ âåëè÷èíà

gk1k2 = Ek1 ·Ek2 ≡ F ∗
0 (E

k1 , Ek2)

íàçûâàåòñÿ êîíòðàâàðèàíòíûì ìåòðè÷åñêèì òåíçî-
ðîì14.
Ïîïðåæíåìó áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèç-

âåäåíèå íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà èñïîëüçóåìûõ ñîìíî-
æèòåëåé. Îòñþäà

gk1k2 = gk2k1 .

2. Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ
îáðàçóþùåãî ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà

äåéñòâèÿ

Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ îáðàçóþùåãî ïðî-
ñòðàíñòâà äåéñòâèÿ

1

S0
S∗
1 × S∗

2

14 Â îòëè÷èå îò ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà gk1k2
, êîòîðûé íàçûâà-

åòñÿ êîâàðèàíòíûì.
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� ýòî áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

1

S0
F ∗
1 (S

∗
1 , S

∗
2)

âåêòîðîâ S∗
1, S

∗
2 â âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî S

∗:

1

S0
S∗
1 × S∗

2 ≡
1

S0
F ∗
1 (S

∗
1 , S

∗
2) ∈ S∗ .

Â ñèëó áèëèíåéíîñòè

1

S0
S∗
1 × S∗

2 =
1

S0
(S1)k1 · (S2)k2 · F ∗

1 (E
k1 , Ek2) .

Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ

Ek1 ×Ek2 = F ∗
1 (E

k1 , Ek2)

òàêæå ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà
S∗1. Ïîýòîìó

Ek1 ×Ek2 = Ck1k2k ·Ek ,

ãäå ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû Ck1k2k � ýòî êîîðäèíà-
òû âåêòîðà Ek1 ×Ek2 .

3. Óíèâåðñàëüíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ.
Óíèâåðñàëüíàÿ êîâàðèàíòíàÿ àëãåáðà äåéñòâèÿ

Ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ îáðàçóþùåãî ïðîñòðàí-
ñòâà S∗

1 è S
∗
2, ñîñòàâëåííîå èç ñêàëÿðíîãî, âåêòîðíîãî

è òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèé, íàçîâåì óíèâåðñàëüíûì
è çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

S∗
1 ◦ S∗

2 = S∗
1 · S∗

2 + S∗
1 × S∗

2 + S∗
1 ⊗ S∗

2 .

Ïî îòíîøåíèþ ê áàçèñíûì âåêòîðàì óíèâåðñàëüíîå
ïðîèçâåäåíèå ïðèíèìàåò âèä

Ek1 ◦Ek2 = Ek1 ·Ek2 +Ek1 ×Ek2 +Ek1 ⊗Ek2 =

= gk1k2 + Ck1k2k ·Ek +Ek1k2 . (59)

Àëãåáðó, ïîñòðîåííóþ íà óíèâåðñàëüíîì ïðîèçâåäå-
íèè, íàçîâåì óíèâåðñàëüíîé êîâàðèàíòíîé äåéñòâèÿ
è áóäåì îáîçíà÷àòü S∗. Àññîöèàòèâíîñòü óíèâåðñàëü-
íîãî óìíîæåíèÿ äëÿ óíèâåðñàëüíîé êîâàðèàíòíîé àë-
ãåáðû äåéñòâèÿ S∗ äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê
ýòî áûëî äîêàçàíî äëÿ óíèâåðñàëüíîé êîíòðàâàðèàíò-
íîé àëãåáðû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè X â Ãëàâå 1.2 Ðàç-
äåë III.3.1.
C óíèâåðñàëüíûì óìíîæåíèåì â îáèõîä ââîäèòñÿ

íàáîð ÷èñëîâûõ òåíçîðîâ

gk1k2 , Ck1k2k3 ,

gk1k2k3 , Ck1k2k3k4 , C
k1k2k3

k4k5 ,

gk1k2k3k4 , Ck1k2k3k4k5 , C
k1k2k3k4

k5k6 , C
k1k2k3k4

k5k6k7 ,

. . .

Êîíêðåòèçàöèÿ ÷èñëîâûõ òåíçîðîâ ñâÿçàíà ñ äâóìÿ
äåéñòâèÿìè:

1) ðàçëîæåíèåì ÷èñëîâûõ òåíçîðîâ ïî ñèììåòðèÿì;
2) ââåäåíèåì óñëîâèé, ïîçâîëÿþùèõ ðàññìàòðèâàòü

÷èñëîâûå òåíçîðû êàê åäèíè÷íûå, òî åñòü òàêèõ, êîì-
ïîíåíòû êîòîðûõ ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ ëèáî +1, ëèáî
-1, ëèáî 0.
Íàïðèìåð, äëÿ íîðìèðîâàííûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ

îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà E1, E2, E3, E4 âûïîëíÿ-
þòñÿ ðàâåíñòâà

g11 = g22 = g33 = −g44 = 1 ,

à äëÿ îðòîãîíàëüíûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ èìååì

gk1k2 = 0 ïðè k1 ̸= k2 .

Äðóãîé ïðèìåð: â òåîðèè âåêòîðíîãî ïîëÿ15

Ccba = εcba ,

ãäå εcba - àíòèñèììåòðè÷íûé, åäèíè÷íûé ÷èñëîâîé
òåíçîð.
Âåêòîð óíèâåðñàëüíîé êîâàðèàíòíîé àëãåáðû äåé-

ñòâèÿ S∗ çàïèñûâàåòñÿ òàê æå, êàê âåêòîð òåíçîðíîé
êîâàðèàíòíîé àëãåáðû äåéñòâèÿ ⊗S∗:

S∗ = S0 ·E0 + Sk1 ·Ek1 + Sk1k2 ·Ek1k2 + . . . . (60)

Ýòîò âåêòîð óäîáíî çàïèñàòü, èñïîëüçóÿ îáîáùåí-
íûé áàçèñíûé âåêòîð

EK = E0, Ek1 , Ek1k2 , . . .

è îáîáùåííûå êîîðäèíàòû

SK = S0, Sk1 , Sk1k2 , . . .

â êîìïàêòíîì âèäå

S∗ = SK ·EK .

Íàïîìíèì, ÷òî áàçèñíûå âåêòîðû EK ñâÿçàíû ñ êî-
âàðèàíòíûìè áàçèñíûìè âåêòîðàìè eI ñîîòíîøåíèåì

EK · eI = δKI . (61)

VII. ÀËÃÅÁÐÀ ÄÅÉÑÒÂÈß
ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÛÕ ÀÍÒÈÎÁÚÅÊÒÎÂ

Èç óíèâåðñàëüíîé êîâàðèàíòíîé àëãåáðû ïðîñòðàí-
ñòâà-âðåìåíè S∗ âûäåëèì ïîäàëãåáðó, íàêëàäûâàÿ
íà ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ (59) ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ:
1) óñëîâèå åâêëèäîâîñòè, â êîòîðîå âêëþ÷èì äâà

òðåáîâàíèÿ:
a) ïðè k1 = k2

Ek1 ◦Ek2 = Ek1 ·Ek2 ,

15 Èíäåêñû a ,b ,c , ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 1 ,2 ,3 .
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ïðè÷åì

E1 ·E1 = 1 , E2 ·E2 = 1 , E3 ·E3 = 1 , E4 ·E4 = −1 .

á) ïðè k1 ̸= k2

Ek1 ◦Ek2 = Ek1 ⊗Ek2 ;

2) óñëîâèå ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè
ïðè k1 ̸= k2

Ek1 ◦Ek2 = sign(k1, k2) ·Ek2 ◦Ek1 .

Çäåñü sign(k1, k2) � çíàê ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè, çà-
âèñÿùèé îò íîìåðîâ ïåðåñòàâëÿåìûõ áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ16.
Èç âûøåóêàçàííûõ óñëîâèé âûòåêàåò, ÷òî âåêòîð-

íîå ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ îáðàçóþùåãî
ïðîñòðàíñòâà â ïîäàëãåáðå íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Êðî-
ìå òîãî, èç íèõ ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ÷åòíîãî
êîëè÷åñòâà îäèíàêîâûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ îáðàçóþ-
ùåãî ïðîñòðàíñòâà ñâîäèòñÿ ê áàçèñíîìó âåêòîðó E0.
Íàïðèìåð,

E1111 = E1 ◦E1 ◦E1 ◦E1 = E0 .

Ñîâîêóïíîñòü ïîäàëãåáð, ñíàáæåííûõ óìíîæåíèåì
â ñîîòâåòñòâèè ñ âûøåóêàçàííûìè óñëîâèÿìè, íàçî-
âåì àëãåáðîé äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ àíòèîáú-
åêòîâ. Çà àëãåáðîé äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ àíòè-
îáúåêòîâ çàêðåïèì òî æå îáîçíà÷åíèå, ÷òî è çà óíè-
âåðñàëüíîé êîâàðèàíòíîé àëãåáðîé äåéñòâèÿ � S∗.

1. Êîíå÷íîå ÷èñëî èçìåðåíèé àëãåáðû äåéñòâèÿ
ôóíäàìåíòàëüíûõ àíòèîáúåêòîâ

Óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè è åâêëèäîâîñòè
ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ïîäàëãåáðû S∗
èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî èçìåðåíèé (êîíå÷íîå ÷èñëî áà-
çèñíûõ âåêòîðîâ). ×òîáû ïîÿñíèòü ýòî, ðàññìîòðèì
ïðîñòðàíñòâî òåíçîðîâ ïîðÿäêà p � S∗p. Áàçèñíûå
âåêòîðû ýòîãî ïðîñòðàíñòâà èìåþò âèä

Ei1 ◦Ei2 ◦ . . . ◦Eip .

Â ýòî âûðàæåíèå íå ìîãóò âõîäèòü äâà îäèíàêî-
âûõ îáðàçóþùèõ áàçèñíûõ âåêòîðà. Åñëè òàêîå èìå-
åò ìåñòî, òî ñ ïîìîùüþ óñëîâèÿ ñîñåäíåé òðàíñïî-
çèöèè è óñëîâèÿ åâêëèäîâîñòè òàêîé áàçèñíûé âåê-
òîð ìîæåò áûòü ñâåäåí ê áàçèñíîìó âåêòîðó, â ïðîèç-
âåäåíèè êîòîðîãî îäèíàêîâûå îáðàçóþùèå áàçèñíûå
âåêòîðû îòñóòñòâóþò, òî åñòü òàêîé áàçèñíûé âåêòîð
Ei1 ◦Ei2 ◦ . . . ◦Eip íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûì
âåêòîðîì è íå ÿâëÿåòñÿ áàçèñíûì âåêòîðîì ïî îïðå-
äåëåíèþ.

16 Êîíêðåòíîå çíà÷åíèå sign(k1, k2) îïðåäåëÿåò ïîäàëãåáðó óíè-
âåðñàëüíîé êîâàðèàíòíîé àëãåáðû äåéñòâèÿ.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîðÿäîê p ïðîñòðàíñòâà òåí-
çîðîâ S∗p íå ïðåâûøàåò ÷èñëî èçìåðåíèé îáðàçóþùå-
ãî ïðîñòðàíñòâà n. À òàê êàê îáðàçóþùåå ïðîñòðàí-
ñòâî S∗1 � ýòî ÷åòûðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, ïîäîáíîå
ñîïðÿæåííîìó ïðîñòðàíñòâó-âðåìåíè ÑÒÎ, òî p ≤ 4.
Òàêèì îáðàçîì, â êðàéíåì ñëó÷àå

S∗ = S∗0 + S∗1 + S∗2 + S∗3 + S∗4 .

Åñëè ÷èñëî èçìåðåíèé îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà
S∗1 îáîçíà÷èòü ÷åðåç n17

dimS∗1 = n ,

òî ÷èñëî èçìåðåíèé18 ïðîñòðàíñòâà S∗p ðàâíî ÷èñëó
ñî÷åòàíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî p

dimS∗p =
n (n− 1) . . . (n− p+ 1)

p!
= Cpn .

Îòñþäà ñëåäóåò ÷òî

dimS∗p = dimS∗(n−p) , dimS∗n = 1 , dimS∗(n−1) = n .

Àëãåáðà äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ àíòèîáúåêòîâ
S∗ â îáùåì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ïðî-
ñòðàíñòâ:

S∗ = S∗0 + S∗1 + . . .+ S∗n .

×èñëî èçìåðåíèé àëãåáðû äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëü-
íûõ àíòèîáúåêòîâ

N = dimS∗ = C0
n + C1

n + . . .+ Cnn = (1 + 1)n = 2n.

Â íàøåì ñëó÷àå îáðàçóþùåå ïðîñòðàíñòâî ÷åòûðåõ-
ìåðíî:

dimS1 = 4 ,

ïîýòîìó

dimS∗ = 24 = 16 ,

dimS∗2 = 6 , dimS∗3 = 4 , dimS∗4 = 1 .

Âåêòîð ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè (60) â íàøåì ñëó÷àå
èìååò âèä

S∗ = S0 ·E0+Si ·Ei+Sij ·Eij+Sijk ·Eijk+S1324 ·E1324 .

17 Îáùèé ñëó÷àé ÷èñëà èçìåðåíèé ðàññìàòðèâàåòñÿ çàòåì, ÷òî-
áû ïðè íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàòü îáðàçóþùåå ïðîñòðàí-
ñòâî ñ ÷èñëîì èçìåðåíèé, îòëè÷íûì îò ÷åòûðåõ. Íàïðèìåð,
êîãäà îáðàçóþùåå ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèÿ ïîäîáíî ñîïðÿæåí-
íîìó ãåîìåòðè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó, êîãäà n = 3.

18 Âûðàæåíèå dimA îçíà÷àåò ÷èñëî èçìåðåíèé âåêòîðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà A.
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Áóäåì çàïèñûâàòü ýòî ñîîòíîøåíèå, èñïîëüçóÿ ñîáè-
ðàòåëüíûå èíäåêñû

I , J ,K ,L ,∼ (0, i, ij, ijk , 1324),

S∗ = SI ·EI .

Åñëè îáðàçóþùåå ïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî19, òî

N = dimS3 = 23 = 8 ,

dimS∗2 = 3 , dimS∗3 = 1 .

Âåêòîð ïîäàëãåáðû äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ àí-
òèîáúåêòîâ (60) â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä

S∗ = S0 ·E0 + Sa ·Ea + Sab ·Eab + S123 ·E123 .

Áóäåì çàïèñûâàòü ýòî ñîîòíîøåíèå, èñïîëüçóÿ ñî-
áèðàòåëüíûå èíäåêñû

A ,B ,C ,D ,∼ (0, a, ab, 123),

S∗ = SA ·EA .

VIII. ÓÌÍÎÆÅÍÈÅ Â ÀËÃÅÁÐÅ ÄÅÉÑÒÂÈß
ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÛÕ ÀÍÒÈÎÁÚÅÊÒÎÂ

1. Ëåâàÿ è ïðàâàÿ àëãåáðû äåéñòâèÿ
ôóíäàìåíòàëüíûõ àíòèîáúåêòîâ

Îáðàòèìñÿ ê óìíîæåíèþ âåêòîðîâ â óíèâåðñàëü-
íîé êîâàðèàíòíîé àëãåáðå äåéñòâèÿ S∗. Ïóñòü ñíà÷àëà
ðàññìàòðèâàåòñÿ âåêòîð S∗

1, à çàòåì âåêòîð S∗
2. Ñ ýòîé

òî÷êè çðåíèÿ âåêòîð S∗
1 áóäåì íàçûâàòü íà÷àëüíûì,

à âåêòîð S∗
2 � ïîñëåäóþùèì. Âîçìîæíû äâà âàðèàíòà

óìíîæåíèÿ óêàçàííûõ âåêòîðîâ:

S∗
1 ◦ S∗

2 ,

êîãäà ïîñëåäóþùèé âåêòîð óìíîæàåòñÿ íà íà÷àëüíûé
ñïðàâà, è

S∗
2 ◦ S∗

1 ,

êîãäà ïîñëåäóþùèé âåêòîð óìíîæàåòñÿ íà íà÷àëüíûé
ñëåâà. Â îáùåì ñëó÷àå óìíîæåíèå âåêòîðîâ íåêîììó-
òàòèâíî, ïîýòîìó

S∗
1 ◦ S∗

2 ̸= S∗
2 ◦ S∗

1 .

19 Èíîãäà áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå S∗n äëÿ àëãåáðû äåé-
ñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ àíòèîáúåêòîâ, ïîä÷åðêèâàÿ ðàçìåð-
íîñòü n îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà S∗1.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå äëÿ ïðàâîãî ïðîèçâåäåíèÿ

rS
∗ =

1

S0
S∗
1 ◦ S∗

2 . (62)

Çäåñü êîýôôèöèåíò S0 èìååò ðàçìåðíîñòü äåéñòâèÿ
è ñîãëàñóåò ðàçìåðíîñòè ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòåé óðàâ-
íåíèÿ. Ëåâîå ïðîèçâåäåíèå ñîîòâåòñòâåííî çàïèøåì
òàê:

lS
∗ =

1

S0
S∗
2 ◦ S∗

1 . (63)

Àëãåáðó, îñíîâàííóþ íà óìíîæåíèè (62), íàçîâåì
ïðàâîé è îáîçíà÷èì rS∗.
Àëãåáðó, îñíîâàííóþ íà óìíîæåíèè (63), íàçîâåì

ëåâîé è îáîçíà÷èì lS∗. Åäèíèöåé àëãåáð ÿâëÿåòñÿ âåê-
òîð, ðàâíûé ÷èñëó S0.
Ïðåäûäóùèå ïîñòðîåíèÿ ïîâòîðèì äëÿ óìíîæåíèÿ

áàçèñíûõ âåêòîðîâ. Ïóñòü áàçèñíûå âåêòîðû EK1 ÿâ-
ëÿþòñÿ íà÷àëüíûìè, à áàçèñíûå âåêòîðû EK2 ÿâëÿ-
þòñÿ ïîñëåäóþùèìè. Òîãäà ïðàâîå ïðîèçâåäåíèå áà-
çèñíûõ âåêòîðîâ çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

EK1 ◦EK2 = rC
K2K1

K ·EK , (64)

ãäå rC
K2K1

K - ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå ïðàâîé óíè-
âåðñàëüíîé êîâàðèàíòíîé àëãåáðû rS∗.
Ëåâîå ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ ñîîòâåò-

ñòâåííî çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

EK2 ◦EK1 = lC
K2K1

K ·EK , (65)

ãäå lC
K2K1

K - ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå ëåâîé óíè-
âåðñàëüíîé êîâàðèàíòíîé àëãåáðû lS∗.
Î÷åâèäíî, ÷òî

rC
K2K1

K = lC
K1K2

K . (66)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íå âîçíèêàëà ïóòàííèöà ìåæäó
ôîðìóëàìè (64) è (65), óäîáíî ââåñòè ðàçíîå îáîçíà-
÷åíèå äëÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ëåâîé è ïðàâîé àëãåáð
ñîîòâåòñòâåííî20:

lE
K − ëåâûå áàçèñíûå âåêòîðû ,

rE
K − ïðàâûå áàçèñíûå âåêòîðû .

Òîãäà óìíîæåíèå ëåâûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ çàäàåò-
ñÿ ñòðóêòóðíûìè ïîñòîÿííûìè lC

lE
K2 ◦ lEK1 = lC

K2K1
K · lEK ,

à óìíîæåíèå ïðàâûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ çàäàåòñÿ
ñòðóêòóðíûìè ïîñòîÿííûìè rC

rE
K1 ◦ rEK2 = rC

K2K1
K · rEK .

20 Òàêîå ðàçëè÷èå òåðÿåò ñìûñë, êîãäà óìíîæåíèå âåêòîðîâ è
ñîîòâåòñòâåííî àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà ìíîæåñòâ âåêòîðîâ
íå ðàññìàòðèâàþòñÿ.
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Ó÷èòûâàÿ

S∗
1 = (S1)K1

·EK1 , S∗
2 = (S2)K1

·EK2 ,

âûðàæåíèÿ (64) è (65), èç óðàâíåíèé (62) è (63) ïîëó-
÷èì

rSK =
1

S0
· (S2)K2 · (S1)K1 · rCK2K1

K (67)

è

lSK =
1

S0
· (S2)K2

· (S1)K1
· lCK2K1

K . (68)

Ôîðìóëû (67) è (68) çàäàþò óìíîæåíèå âåêòîðîâ ïî
îòíîøåíèþ ê êîîðäèíàòàì âåêòîðîâ.
Äàëåå ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè óìíîæåíèÿ âåê-

òîðîâ âáëèçè åäèíèöû àëãåáðû. Èìååì
ïðè (S1)K1 → (S1)0 = S0

rSK = (S2)K , rC
K20

K = δK2
K ,

lSK = (S2)K , lC
K20

K = δK2
K ;

ïðè (S2)K2
→ (S2)0 = S0

rSK = (S1)K , rC
0K1

K = δK1
K ,

lSK = (S1)K , lC
0K1

K = δK1
K .

2. Àëãåáðà è ãðóïïà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé,
àññîöèèðîâàííûå ñ óìíîæåíèåì êîâàðèàíòíûõ

âåêòîðîâ äåéñòâèÿ

Óìíîæåíèå âåêòîðà S∗
1 (ñïðàâà èëè ñëåâà) íà âåêòîð

S∗
2 ñâîäèòñÿ ê ëèíåéíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ýòîãî âåê-

òîðà. Äåéñòâèòåëüíî, ââåäåì ìàòðèöó ëèíåéíîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ

rl
∗K1

K =
1

S0
· (S2)K2

· rCK2K1
K =

=
1

S0
· (S2)0 · rC0K1

K +
1

S0
· (S2)α · rCαK1

K .

Òîãäà âûðàæåíèå (67) çàïèøåòñÿ êàê ëèíåéíîå ïðå-
îáðàçîâàíèå

rSK = (S1)K1 · rl∗K1
K .

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå rl
∗K1

K

êàê ýëåìåíò àëãåáðû, êîòîðóþ îáîçíà÷èì rL∗′, íåêî-
òîðîé ãðóïïû, êîòîðóþ, â ñâîþ î÷åðåäü, îáîçíà÷èì

rG∗′. Íàçîâåì rL∗′ è rG∗′ ñîîòâåòñòâåííî ïðàâû-
ìè àëãåáðîé è ãðóïïîé, àññîöèèðîâàííûìè ñ ïðàâûì
óìíîæåíèåì êîâàðèàíòíûõ âåêòîðîâ äåéñòâèÿ äåé-
ñòâèÿ.21 Ïðåîáðàçîâàíèå (ýëåìåíò) rL

∗K1
K ýòîé ãðóï-

ïû ñòðîèòñÿ ïî ýëåìåíòó rl
∗K1

K àëãåáðû rL∗′ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

rL
∗K1

K =
1

exp(1)
· exp( rl∗K1

K) .

21 Ê ãðóïïå rL∗′ ïðèíàäëåæàò ãðóïïû ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà è
ñëàáîãî çàðÿäà àíòè÷àñòèö (Ñì. Ãëàâà 4.2. Ðàçäåë II è Ãëàâà
4.3. Ðàçäåë II).

Â ìàëîì ýëåìåíò ãðóïïû äîëæåí ñâîäèòüñÿ ê ýëå-
ìåíòó àëãåáðû. Â íàøåì ñëó÷àå èìååì22

rdL
∗K1

K

∣∣
(S0=S0

Sα=0 )
= rdl

∗K1
K =

1

S0
· d(S2)K2

· rCK2K1
K .

Ò àêæå èñïîëüçóåì ìàòðèöó

ll
∗K1

K =
1

S0
· (S2)K2

· lCK2K1
K =

=
1

S0
· (S2)0 · lC0K1

K +
1

S0
· (S2)α · lCαK1

K

è çàïèøåì âûðàæåíèå (68) êàê ëèíåéíîå ïðåîáðàçî-
âàíèå

lSK = (S1)K1
· ll∗K1

K .

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ll
∗K1

K

êàê ýëåìåíò àëãåáðû, êîòîðóþ îáîçíà÷èì lL∗′, íåêî-
òîðîé ãðóïïû, êîòîðóþ îáîçíà÷èì lG∗′. Íàçîâåì lL∗′

è lG∗′ ñîîòâåòñòâåííî ëåâûìè àëãåáðîé è ãðóïïîé,
àññîöèèðîâàííûìè ñ ëåâûì óìíîæåíèåì êîâàðèàíò-
íûõ âåêòîðîâ äåéñòâèÿ.23 Ïðåîáðàçîâàíèå (ýëåìåíò)

lL
∗K1

K ýòîé ãðóïïû ñòðîèòñÿ ïî ýëåìåíòó ll
∗K1

K àë-
ãåáðû lL∗′ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

lL
∗K1

K =
1

exp(1)
· exp( ll∗K1

K) .

Â ìàëîì ýëåìåíò ãðóïïû äîëæåí ñâîäèòüñÿ ê ýëå-
ìåíòó àëãåáðû. Â íàøåì ñëó÷àå èìååì24

ldL
∗K1

K

∣∣
(S0=S0

Sα=0 )
= ldl

∗K1
K =

1

S0
d(S2)K2

· lCK2K1
K .

3. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Êîíòðàâàðèàíòíûé
ìåòðè÷åñêèé òåíçîð

Óñëîâèå ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè è óñëîâèå åâêëèäî-
âîñòè ïîçâîëÿþò îáîáùèòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â
îáðàçóþùåì ïðîñòðàíñòâå äî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäå-
íèÿ â àëãåáðå äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ àíòèîáúåê-
òîâ S∗.
Äëÿ K1 = K2

EK1 ◦EK2 = EK1 ·EK2 = gK1K2 .

Çäåñü gK1K2 � êîíòðàâàðèàíòíûé ìåòðè÷åñêèé òåí-
çîð â àëãåáðå äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ àíòèîáúåê-
òîâ S∗. Óêàçàííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëÿ-
åòñÿ ÷åðåç ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ îáðàçóþùèõ áà-
çèñíûõ âåêòîðîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî îïðåäåëåííûé òàêèì

22 Ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè íåîáõîäèìî ó÷åñòü, ÷òî rC0K1
K =

δK1
K è exp(δK1

K) = exp(1) · δK1
K .

23 Ê ãðóïïå lG∗′ ïðèíàäëåæàò ãðóïïû íåðåëÿòèâèñòñêîãî è ðå-
ëÿòèâèñòñêîãî ñïèíà àíòè÷àñòèö (Ñì. Ãëàâà 4.2. Ðàçäåë II è
Ãëàâà 4.3. Ðàçäåë II).

24 Ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè íåîáõîäèìî ó÷åñòü, ÷òî lC
0K1

K =
δK1

K è exp(δK1
K) = exp(1) · δK1

K .
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îáðàçîì ìåòðè÷åñêèé òåíçîð íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà
óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ, òî åñòü

gK1K2 = gK2K1 .

Âìåñòå ñ òåì ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñò-
íûì ñëó÷àåì óíèâåðñàëüíîãî óìíîæåíèÿ. Îòñþäà äëÿ
ïðàâîé àëãåáðû äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ àíòèîáú-
åêòîâ rS∗ èç (64) äëÿ K1 = K2 èìååì

EK1 ·EK2 = rC
K2K1

0 ·E0 .

Îòñþäà

gK1K2 = rC
K2K1

0 .

Òàêæå äëÿ ëåâîé àëãåáðû äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëü-
íûõ àíòèîáúåêòîâ lS∗ èç (65) äëÿ K1 = K2 èìååì

EK2 ·EK1 = lC
K2K1

0 ·E0 .

Îòñþäà

gK2K1 = lC
K2K1

0 .

Åñëè ó÷åñòü, ÷òî

rC
K2K1

K = lC
K1K2

K ,

òî ïîëó÷èì: â ïðàâîé è ëåâîé àëãåáðàõ äåéñòâèÿ ôóí-
äàìåíòàëüíûõ àíòèîáúåêòîâ S∗ èìååò ìåñòî îäèí è
òîò æå ìåòðè÷åñêèé òåíçîð.
Óñòàíîâèì åùå îäíó ñâÿçü ìåæäó ìåòðè÷åñêèì òåí-

çîðîì è ñòðóêòóðíûìè ïîñòîÿííûìè ïîäàëãåáðû. Äëÿ
ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ àññîöèàòèâíîñòüþ óìíîæåíèÿ â
ïðàâîé àëãåáðå rS∗ ïî îòíîøåíèþ ê áàçèñíûì âåêòî-
ðàì

( rE
K1 ◦ rEK2) ◦ rEK3 = rE

K1 ◦ ( rEK2 ◦ rEK3) .

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ çàêîí óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåê-
òîðîâ (64),ïîëó÷èì

rC
K2K1

K ( rE
K ◦ rEK3) = ( rE

K1 ◦ rEK) rC
K3K2

K .

Îòêóäà, èñïîëüçóÿ åùå ðàç çàêîí óìíîæåíèÿ áàçèñ-
íûõ âåêòîðîâ (64), ïîëó÷èì

rC
K2K1

K · rCK3K
K4 = rC

KK1
K4 · rCK3K2

K . (69)

Âûïîëíèì â ýòîì óðàâíåíèè ñâåðòêó ïî èíäåêñàì
K4 è K1. Ïîëó÷èì

rC
K2K1

K · rCK3K
K1

= rC
KK1

K1
· rCK3K2

K . (70)

Òàê êàê ïðîèçâåäåíèå áàçèñíîãî âåêòîðà EK íà áà-
çèñíûé âåêòîð, îòëè÷íûé îò E0, íå ïðîåöèðóåòñÿ íà
ñåáÿ, òî âñå ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû, çà èñêëþ÷åíèåì
C0L

M , ÿâëÿþòñÿ áåññëåäîâûìè. Ïîýòîìó ñîîòíîøåíèå
(70) èìååò âèä

rC
K2K1

K · rCK3K
K1

= rC
0K1

K1
· rCK3K2

0 .

Îòñþäà ïîëó÷èì

gK3K2 =
1

N
· rCK2K1

K · rCK3K
K1 ,

ãäå N�÷èñëî èçìåðåíèé àëãåáðû rS∗.
Àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå ïîëó÷èì äëÿ ñòðóêòóð-

íûõ ïîñòîÿííûõ ëåâîé ïîäàëãåáû lS∗. Äëÿ ýòîãî âîñ-
ïîëüçóåìñÿ àññîöèàòèâíîñòüþ óìíîæåíèÿ â ëåâîé àë-
ãåáðå lS∗ ïî îòíîøåíèþ ê áàçèñíûì âåêòîðàì

( lE
K1 ◦ lEK2) ◦ lEK3 = lE

K1 ◦ ( lEK2 ◦ lEK3) .

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ çàêîí óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåê-
òîðîâ (65), ïîëó÷èì

lC
K1K2

K ( lE
K ◦ lEK3) = ( lE

K1 ◦ lEK) lC
K2K3

K .

Îòêóäà, èñïîëüçóÿ åùå ðàç çàêîí óìíîæåíèÿ áàçèñ-
íûõ âåêòîðîâ (65), ïîëó÷èì

lC
K1K2

K · lCKK3
K4 = lC

K1K
K4 · lCK2K3

K

èëè èíà÷å

lC
K1K

K4
· lCK2K3

K = lC
KK3

K4
· lCK1K2

K . (71)

Âûïîëíèì â ýòîì óðàâíåíèè ñâåðòêó ïî èíäåêñàì
K4 è K1. Ïîëó÷èì

lC
K1K

K1 · lCK2K3
K = lC

KK3
K1 · lCK1K2

K . (72)

Òàê êàê ïðîèçâåäåíèå áàçèñíîãî âåêòîðà EK íà áà-
çèñíûé âåêòîð, îòëè÷íûé îò E0, íå ïðîåöèðóåòñÿ íà
ñåáÿ, òî âñå ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû, çà èñêëþ÷åíèåì
CL0M , ÿâëÿþòñÿ áåññëåäîâûìè. Ïîýòîìó ñîîòíîøåíèå
(72) èìååò âèä

lC
K10

K1 · lCK2K3
0 = lC

KK3
K1 · lCK1K2

K .

Îòñþäà ïîëó÷èì

gK2K3 =
1

N
· lCKK3

K1
· lCK1K2

K ,

ãäå N�÷èñëî èçìåðåíèé àëãåáðû lS∗.
Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà äåéñòâèÿ ôóí-

äàìåíòàëüíûõ àíòèîáúåêòîâ íà ñåáÿ îïðåäåëÿåò åãî
êâàäðàò äëèíû

S∗ · S∗ = gIK SI SK .

Àëãåáðó äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ àíòèîáúåêòîâ
S∗ íåîáõîäèìî ïîä÷èíèòü óñëîâèþ: êâàäðàò äëèíû
âåêòîðà S∗ ðàâåí íóëþ25:

S∗ · S∗ ≡ gIK SI SK = 0 .

Ïî ñóùåñòâó ýòî óñëîâèå ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü
êîîðäèíàòû S0 êàê îáîáùåíèå èíòåðâàëà îáðàçóþùå-
ãî ïðîñòðàíñòâà äåéñòâèÿ.

25 Ïîÿñíåíèÿ ê ýòîìó óñëîâèþ ïðèâåäåíû â Ãëàâå 1.1 Ðàçäåë
IV.5.
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IX. ÁÅÇÐÀÇÌÅÐÍÀß ÀËÃÅÁÐÀ
ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÛÕ ÎÁÚÅÊÒÎÂ

Áàçèñíûå âåêòîðû eI ó÷àñòâóþò â ïîñòðîåíèè êàê
êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðû äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëü-
íûõ îáúåêòîâ S, òàê è êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðû
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ôóíäàìåíòàëüíûõ îáúåêòîâ
X. Ïðèíàäëåæíîñòü âåêòîðà èëè àëãåáðå äåéñòâèÿ
èëè àëãåáðå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè îïðåäåëÿåòñÿ ðàç-
ìåðíîñòüþ êîîðäèíàò âåêòîðà. Ïîýòîìó, åñëè íå ðàñ-
ñìàòðèâàòü ðàçìåðíîñòü âåêòîðà èëè ñ÷èòàòü âåê-
òîð áåçðàçìåðíûì, òî ìîæíî ãîâîðèòü âîîáùå î êîí-
òðàâàðèàíòíîé àëãåáðå ôóíäàìåíòàëüíûõ îáúåêòîâ.
Îáîçíà÷èì áåçðàçìåðíóþ àëãåáðó ôóíäàìåíòàëüíûõ
îáúåêòîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì: (S, X). Íåîáõîäèìî îò-
ìåòèòü, ÷òî óìíîæåíèå â êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðå
(S, X) ÿâëÿåòñÿ íåêîììóòàòèâíûì, ïîýòîìó àëãåáðà
(S, X) ñóùåñòâóåò â äâóõ ìîäèôèêàöèÿõ: ïðàâîé �

r(S, X) è ëåâîé � l(S, X). Äëÿ ïðàâîé êîíòðàâàðè-
àíòíîé àëãåáðû ôóíäàìåíòàëüíûõ îáúåêòîâ r(S, X)
óìíîæåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ èìååò âèä

reK ◦ reI = reL · rCLKI .

Äëÿ ëåâîé êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðû ôóíäàìåí-
òàëüíûõ îáúåêòîâ l(S, X) óìíîæåíèå áàçèñíûõ âåê-
òîðîâ èìååò âèä

leI ◦ leK = leL · lCLKI .

Êðîìå òîãî, íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ñòðóêòóðíûå
ïîñòîÿííûå

CLKI ∼ rC
L
KI , lC

L
KI

ó÷àñòâóþò â ôîðìèðîâàíèè îïåðàòîðà íàáëà ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ àíòèîáúåêòîâ. Ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå

rC
L
KI ó÷àñòâóþò â ôîðìèðîâàíèè ëåâîãî îïåðàòîðà

íàáëà, à ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå lC
L
KI ó÷àñòâóþò â

ôîðìèðîâàíèè ïðàâîãî îïåðàòîðà íàáëà.

X. ÁÅÇÐÀÇÌÅÐÍÀß ÀËÃÅÁÐÀ
ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÛÕ ÀÍÒÈÎÁÚÅÊÒÎÂ

Áàçèñíûå âåêòîðû EI ó÷àñòâóþò â ïîñòðîåíèè êàê
êîâàðèàíòíîé àëãåáðû äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ
àíòèîáúåêòîâ S∗, òàê è êîâàðèàíòíîé àëãåáðû ïðî-
ñòðàíñòâà-âðåìåíè ôóíäàìåíòàëüíûõ àíòèîáúåêòîâ
X∗. Ïðèíàäëåæíîñòü âåêòîðà èëè àëãåáðå äåéñòâèÿ
èëè àëãåáðå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ôóíäàìåíòàëüíûõ
àíòèîáúåêòîâ îïðåäåëÿåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ âåêòîðà.
Ïîýòîìó, åñëè íå ðàññìàòðèâàòü ðàçìåðíîñòü âåêòîðà
èëè ñ÷èòàòü âåêòîð áåçðàçìåðíûì, òî ìîæíî ãîâî-
ðèòü âîîáùå î êîâàðèàíòíîé àëãåáðå ôóíäàìåíòàëü-
íûõ àíòèîáúåêòîâ. Îáîçíà÷èì áåçðàçìåðíóþ àëãåáðó
ôóíäàìåíòàëüíûõ àíòèîáúåêòîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
(S, X)∗. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî óìíîæåíèå â êîâà-
ðèàíòíîé àëãåáðå (S, X)∗ ÿâëÿåòñÿ íåêîììóòàòèâíûì,

ïîýòîìó àëãåáðà (S, X)∗ ñóùåñòâóåò â äâóõ ìîäèôè-
êàöèÿõ: ïðàâîé � r(S, X)∗ è ëåâîé � l(S, X)∗. Äëÿ
ïðàâîé êîâàðèàíòíîé àëãåáðû ôóíäàìåíòàëüíûõ àí-
òèîáúåêòîâ r(S, X)∗ óìíîæåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ
èìååò âèä

rE
K ◦ rEI = rC

IK
L · rEL .

Äëÿ ëåâîé êîâàðèàíòíîé àëãåáðû ôóíäàìåíòàëü-
íûõ àíòèîáúåêòîâ l(S, X)∗ óìíîæåíèå áàçèñíûõ âåê-
òîðîâ èìååò âèä

lE
I ◦ lEK = lC

IK
L · lEL .

Êðîìå òîãî, íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ñòðóêòóðíûå
ïîñòîÿííûå

CIKL ∼ rC
IK
L , lC

IK
L

ó÷àñòâóþò â ôîðìèðîâàíèè îïåðàòîðà íàáëà ôóí-
äàìåíòàëüíûõ îáúåêòîâ. Ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå

rC
IK
L ó÷àñòâóþò â ôîðìèðîâàíèè ëåâîãî îïåðàòîðà

íàáëà, à ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå lC
IK
L ó÷àñòâóþò â

ôîðìèðîâàíèè ïðàâîãî îïåðàòîðà íàáëà.

XI. ÑÊÀËßÐÍÎÅ ÄÅÉÑÒÂÈÅ ÄËß
ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÎÃÎ ÎÁÚÅÊÒÀ

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ñêàëÿðíîìó äåéñòâèþ äëÿ ôóí-
äàìåíòàëüíîãî îáúåêòà. Ñíà÷àëà ââåäåì ñêàëÿðíóþ
ôóíêöèþ, îïðåäåëÿåìóþ êàê ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, êî-
òîðóþ îáîçíà÷èì

L .

Ñêàëÿðíîå äåéñòâèå äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåê-
òà îïðåäåëèì êàê íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë îò ôóíê-
öèè Ëàãðàíæà ïî íåêîòîðîìó "îáúåìó" dΩ

S =

∫
L ·dΩ . (73)

Â äàëüíåéøåì äëÿ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ ýëåìåíò
îáúåìà dΩ, ïî êîòîðîìó âûïîëíÿåòñÿ èíòåãðèðîâàíèå,
è åãî òðàíñôîðìàöèîííûå ñâîéñòâà íå ðàññìàòðèâà-
þòñÿ, è ïîýòîìó, â ÷àñòíîñòè, íå áóäåì äåëàòü ðàçëè-
÷èå ìåæäó ôóíêöèåé Ëàãðàíæà è ëàãðàíæåâîé ïëîò-
íîñòüþ.
Â îïðåäåëåíèè ôóíêöèè Ëàãðàíæà è ñêàëÿðíîì

äåéñòâèè ó÷àñòâóþò äâå ôóíêöèîíàëüíûå çàâèñèìî-
ñòè.
1. Ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü âåêòîðà äåéñòâèÿ

îò âåêòîðà èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè

S(Y) .

2. Ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü âåêòîðà èñêðèâ-
ëåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè îò âåêòîðà ñèñòåìû
îòñ÷åòà

Y(x) .
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Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñêàëÿðíîå äåéñòâèå ïî ìåðå
óñëîæíåíèÿ ýòîãî ïîíÿòèÿ. Ñíà÷àëà äàäèì îïðåäåëå-
íèå ñêàëÿðíîãî äåéñòâèÿ, íå îáðàùàÿñü ê àëãåáðàè÷å-
ñêèì ñâîéñòâàì âåêòîðîâ äåéñòâèÿ è âåêòîðîâ èñêðèâ-
ëåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.

1. Óïðîùåííîå ñêàëÿðíîå äåéñòâèå

Ââåäåì äâà âåêòîðíûõ îïåðàòîðà íàáëà. Îïåðàòîð
íàáëà â èñêðèâëåííîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè � êðàñ-
íûé îïåðàòîð �

∇ =
∂

DY
.

Îïåðàòîð íàáëà â ñèñòåìå îòñ÷åòà � ñèíèé îïåðàòîð
�

∇ =
D

∂x
.

Ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà ∇ ñôîðìèðóåì ïðîèçâîäíóþ
îò ôóíêöèè S(Y)

∇(S) = ∂S

DY
. (74)

Ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà ∇ ñôîðìèðóåì ïðîèçâîäíóþ
îò ôóíêöèè Y(x)

∇(Y) = DY
∂x

. (75)

È òåïåðü, èñïîëüçóÿ ïðîèçâîäíûå (74) è (75), ñôîð-
ìèðóåì ñêàëÿðíóþ âåëè÷èíó

∇(S) · ∇(Y) = ∂S

DY
· DY
∂x

,

ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå êàê
êðàñíûõ òàê è ñèíèõ âåêòîðîâ, è îòîæäåñòâèì ýòó âå-
ëè÷èíó ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà, òî åñòü ïîëîæèì

L =
∂S

DY
· DY
∂x

. (76)

Îòñþäà óïðîùåííîå ñêàëÿðíîå äåéñòâèå äëÿ ôóí-
äàìåíòàëüíîãî îáúåêòà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

S =

∫
∂S

DY
· DY
∂x
· dΩ .

Âûðàçèì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ÷åðåç êîîðäèíàòû
âåêòîðîâ. Ñíà÷àëà îáðàòèìñÿ ê ñèíèì âåêòîðàì. Ïîä-
ñòàâèì â (76) âûðàæåíèÿ

S = eK · SK , ∇ = ∇K1
·EK1 =

D

∂xK1
·EK1

è ó÷òåì, ÷òî

eK ·EK1 = δK1
K .

Ïîëó÷èì

L =
∂SK

DY
· DY
∂xK

. (77)

Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê êðàñíûì âåêòîðàì. Ñîãëàñíî
Ðàçäåëó V Ãëàâû 2.4. âåêòîð èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè Y îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì âåêòîðîì
äâèæóùåãîñÿ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, êîòîðûé, â ñâîþ
î÷åðåäü, îïðåäåëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿ
ïî âåêòîðàì ñèñòåìû îòñ÷åòà. Òàêèì îáðàçîì, èìååì
ñîîòâåòñòâèå

Y ∼ y(x), l(x), a(x),

ãäå

y(x) = eI · yI(x) ,

l(x) = IKI · lIK(x) = IKI ·
DyI(x)

∂xK
,

a(x) = JK2K1
I · lIK1K2

(x) = JK2K1
I ·
DlIK1

(x)

∂xK2
=

= JK2K1
I ·
D2D1y

I(x)

∂xK2∂xK1
.

Ïîýòîìó ôóíêöèþ Ëàãðàíæà (77) ìîæíî çàïèñàòü
òàê

L =
∂SK(y, l,a)

Dy
· Dy

∂xK
+
∂SK(y, l,a)

Dl
· Dl

∂xK
+

+
∂SK(y, l,a)

Da
· Da

∂xK
.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé âåêòîðîâ y, l, a ÷å-
ðåç êîîðäèíàòû, ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî

L =
∂SK(y, l, a)

DyI
· Dy

I

∂xK
+
∂SK(y, l, a)

DlIK1

· Dl
I
K1

∂xK
+

+
∂SK(y, l, a)

DlIK1K2

· Dl
I
K1K2

∂xK
. (78)

Íà ýòîì îñíîâàíèè äëÿ óïðîùåííîãî ñêàëÿðíîãî
äåéñòâèÿ ôóäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà èìååì

S =

∫ (
∂SK(y, l, a)

DyI
· Dy

I

∂xK
+
∂SK(y, l, a)

DlIK1

· Dl
I
K1

∂xK
+

+
∂SK(y, l, a)

DlIK1K2

· Dl
I
K1K2

∂xK

)
dΩ . (79)

2. Ñêàëÿðíîå äåéñòâèå â îáùåì ñëó÷àå

Ïðè ïîñòðîåíèè ñêàëÿðíîãî äåéñòâèÿ äëÿ ôóí-
äàìåíòàëüíîãî îáúåêòà â îáùåì ñëó÷àå íåîáõîäèìî
ó÷åñòü, ÷òî âåêòîðû äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî îáú-
åêòà ñîñòàâëÿþò àëãåáðó äåéñòâèÿ, à âåêòîðû èñêðèâ-
ëåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ñîñòàâëÿþò àëãåáðó
èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.
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À èìåííî, íåîáõîäèìî ó÷åñòü ÷òî âåêòîðû äåéñòâèÿ
ñóùåñòâóþò â äâóõ ìîäèôèêàöèÿõ26: ëåâûé âåêòîð lS
ñ êîîðäèíàòàìè lS

K è ïðàâûé âåêòîð rS ñ êîîðäèíà-
òàìè rS

K . Äëÿ ëåâîãî âåêòîðà äåéñòâèÿ èìååò ìåñòî
ëåâîå óðàâíåíèå ñòðóêòóðû (52):

d2d1 lS =
1

S0
d2 lS ◦ d1 lS .

èëè â êîîðäèíàòíîé ôîðìå (54)

d2d1 lS
K =

1

S0
· lCKK1K2 · d1 lSK1 · d2 lSK2 .

Äëÿ ïðàâîãî âåêòîðà äåéñòâèÿ èìååò ìåñòî ïðàâîå
óðàâíåíèå ñòðóêòóðû (51):

d2d1 rS =
1

S0
d1 rS ◦ d2 rS .

èëè â êîîðäèíàòíîé ôîðìå (53)

d2d1 rS
K =

1

S0
· rCKK1K2

· d1 rSK1 · d2 rSK2 .

Êðîìå òîãî íåîáõîäèìî ó÷åñòü, ÷òî êèíåìàòè÷åñêèå
ïåðåìåííûå y, l, a òàêæå ñóùåñòâóþò â äâóõ ìîäè-
ôèêàöèÿõ: ëåâûå êèíåìàòè÷åñêèå ïåðåìåííûå ly, ll,

la ñ êîîðäèíàòàìè ly
I , ll

I
K , ll

I
K1K2

ñîîòâåòñòâåííî è
ïðàâûå êèíåìàòè÷åñêèå ïåðåìåííûå ry, rl, ra ñ êî-
îðäèíàòàìè ry

I , rl
I
K , rl

I
K1K2

ñîîòâåòñòâåííî.
Äëÿ ó÷åòà àëãåáðàè÷åñêèõ ñâîéñòâ âåêòîðîâ äåé-

ñòâèÿ è âåêòîðîâ èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè
íåîáõîäèìî ââåñòè ëåâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

lL =
∂ lS

K( ly, ll, la)

D lyI
· D ly

I

∂xK
+

+
∂ lS

K( ly, ll, la)

D llIK1

· D ll
I
K1

∂xK
+

+
∂ lS

K( ly, ll, la)

D llIK1K2

· D ll
I
K1K2

∂xK
(80)

è ïðàâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

rL =
∂ rS

K( ry, rl, ra)

D ryI
· D ry

I

∂xK
+

+
∂ rS

K( ry, rl, ra)

D rlIK1

· D rl
I
K1

∂xK
+

+
∂ rS

K( ry, rl, ra)

D rlIK1K2

· D rl
I
K1K2

∂xK
. (81)

Èì ñîîòâåòñòâóþò ëåâîå ñêàëÿðíîå äåéñòâèå äëÿ
ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

lS =

∫
lL ·dΩ (82)

26 Ñì. Ðàçäåë V Ãëàâû 3.1.

è ïðàâîå ñêàëÿðíîå äåéñòâèå äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî
îáúåêòà

rS =

∫
rL ·dΩ . (83)

Ñêàëÿðíîå äåéñòâèå äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåê-
òà â îáùåì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

S = lS + rS =

∫
( lL + rL ) · dΩ . (84)

XII. ÂÛÂÎÄÛ ÏÎ ÃËÀÂÅ

� Ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ îáú-
åêòîâ S ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü êîí-
òðàâàðèàíòíûõ òåíçîðîâ âñåõ ðàíãîâ, èñïîëüçó-
þùèõ â êà÷åñòâå îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà ÷å-
òûðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèÿ, ïîäîáíîå
ïðîñòðàíñòâó-âðåìåíè ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíî-
ñèòåëüíîñòè.

� Ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ îáú-
åêòîâ S ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé êîíòðàâàðè-
àíòíîé àëãåáðîé, òàê êàê íà íåì îïðåäåëåíî íå
òîëüêî ñëîæåíèå êîíòðàâàðèàíòíûõ âåêòîðîâ
äåéñòâèÿ, íî è óíèâåðñàëüíîå óìíîæåíèå ýòèõ
âåêòîðîâ.

� Òàê êàê óíèâåðñàëüíîå óìíîæåíèå ÿâëÿåòñÿ
íåêîììóòàòèâíûì, òî àëãåáðà äåéñòâèÿ ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ îáúåêòîâ S âûñòóïâåò â äâóõ ìîäè-
ôèêàöèÿõ: ëåâàÿ óíèâåðñàëüíàÿ êîíòðàâàðèàíò-
íàÿ àëãåáðà äåéñòâèÿ lS è ïðàâàÿ óíèâåðñàëüíàÿ
êîíòðàâàðèàíòíàÿ àëãåáðà äåéñòâèÿ rS � â çà-
âèñèìîñòè îò ïîðÿäêà óìíîæåíèÿ âåêòîðîâ.

� Äèôôåðåíöèðîâàíèå çàêîíà óìíîæåíèÿ àëãåá-
ðû äåéñòâèÿ ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì ñòðóêòó-
ðû, êîòîðûå îáúÿñíÿþò êâàíòîâàíèå äåéñòâèÿ
ôóíäàìåíòàëüíûõ îáúåêòîâ.

� Ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ àí-
òèîáúåêòîâ S∗ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü
êîâàðèàíòíûõ òåíçîðîâ âñåõ ðàíãîâ, èñïîëüçó-
þùèõ â êà÷åñòâå îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà ñî-
ïðÿæåííîå ÷åòûðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî äåé-
ñòâèÿ, ïîäîáíîå ñîïðÿæåííîìó ïðîñòðàíñòâó-
âðåìåíè ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè.

� Ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ àíòè-
îáúåêòîâ S∗ ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé êîâàðèàíò-
íîé àëãåáðîé, òàê êàê íà íåì îïðåäåëåíî íå òîëü-
êî ñëîæåíèå êîâàðèàíòíûõ âåêòîðîâ äåéñòâèÿ,
íî è óíèâåðñàëüíîå óìíîæåíèå ýòèõ âåêòîðîâ.

� Òàê êàê óíèâåðñàëüíîå óìíîæåíèå ÿâëÿåòñÿ
íåêîììóòàòèâíûì, òî àëãåáðà äåéñòâèÿ ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ àíòèîáúåêòîâ S∗ âûñòóïàåò â äâóõ
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ìîäèôèêàöèÿõ: ëåâàÿ óíèâåðñàëüíàÿ êîâàðèàíò-
íàÿ àëãåáðà äåéñòâèÿ lS è ïðàâàÿ óíèâåðñàëüíàÿ
êîâàðèàíòíàÿ àëãåáðà äåéñòâèÿ rS � â çàâèñè-
ìîñòè îò ïîðÿäêà óìíîæåíèÿ âåêòîðîâ.



Ãëàâà 3.2 Ñêàëÿðíîå äåéñòâèå äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà.

Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ

I. ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÛÅ ÇÀÌÅ×ÀÍÈß

Â ýòîé Ãëàâå àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà ìíîæåñòâà
âåêòîðîâ äåéñòâèÿ S íå ðàññìàòðèâàþòñÿ. Óìíîæåíèå
âåêòîðîâ äåéñòâèÿ ñâîäèòñÿ ê èõ ñêàëÿðíîìó óìíî-
æåíèþ. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî âåêòîðîâ äåéñòâèÿ S ñâî-
äèòñÿ ê âåêòîðíîìó ïðîñòðàíñòâó, è ïîýòîìó ëåâûå
âåêòîðû äåéñòâèÿ íå îòëè÷èìû îò ïðàâûõ, òî åñòü

lS ≡ rS ≡ S .

Âåêòîð äåéñòâèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ôóíêöèÿ âåê-
òîðîâ ñèñòåìû îòñ÷åòà X. Â ýòîé Ãëàâå àëãåáðàè÷å-
ñêèå ñâîéñòâà ìíîæåñòâà âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà-âðå-
ìåíè ñèñòåìû îòñ÷åòà X òàêæå íå ðàññìàòðèâàþòñÿ.
Óìíîæåíèå âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ñâîäèòñÿ
ê èõ ñêàëÿðíîìó óìíîæåíèþ. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî âåê-
òîðîâ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè X ñâîäèòñÿ ê âåêòîðíîìó
ïðîñòðàíñòâó, è ïîýòîìó ëåâûå âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè íå îòëè÷èìû îò ïðàâûõ, òî åñòü

lx ≡ rx ≡ x .

Òàêèì îáðàçîì, â ýòîé Ãëàâå âåêòîð äåéñòâèÿ ôóí-
äàìåíòàëüíîãî îáúåêòà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ôóíêöèÿ
êîîðäèíàò âåêòîðîâ ñèñòåìû îòñ÷åòà

S = S(x) .

II. ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÀÐÀÌÅÒÐÛ
ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÎÃÎ ÎÁÚÅÊÒÀ

Âåêòîð äåéñòâèÿ S = eKS
K ïðèçâàí îïèñûâàòü

ýíåðãåòè÷åñêèå è äèíàìè÷åñêèå ÿâëåíèÿ ñ ó÷àñòèåì
ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà, ïîýòîìó áóäåì íàçûâàòü
åãî ïåðâè÷íûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðîì ôóíäà-
ìåíòàëüíîãî îáúåêòà.

1. Âíåøíèå äèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû
ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

Â ýòîì Ðàçäåëå ïîëàãàåì, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíûé
îáúåêò íàõîäèòñÿ â ïîëå âíåøíåé ñèììåòðèè (ëåâîì
êèíåìàòè÷åñêîì ïîëå). Íàïîìíèì, ÷òî ïîëå âíåøíåé
ñèììåòðèè (ëåâîå êèíåìàòè÷åñêîì ïîëå) îïðåäåëÿåò-
ñÿ ëåâûìè êèíåìàòè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè, êîòîðûå
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ êî-
îðäèíàò óíèâåðñàëüíîé êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðû
ëåâîãî èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè â ðÿä
Òåéëîðà ïî êîîðäèíàòàì ñèñòåìû îòñ÷åòà (ôîðìóëà

(21) Ãëàâû 2.4.):

ly
I(x+ dx) = ly

I(x) + ll
I
K · dxK +

+ ll
I
K1K2

· d1xK1 · d2xK2 +

+ ll
I
K1K2K3

· d1xK1 · d2xK2 · d3xK3 + . . . (1)

Äëÿ óäîáñòâà áóäåì èñïîëüçîâàòü ïåðåîáîçíà÷åíèå

ly → y , ll→ l

è çàïèñûâàòü óêàçàííûé ðÿä Òåéëîðà â ñëåäóþùåì
âèäå:

yI(xK + dxK) = yI(xK) + lIK · dxK +

+lIK1K2
· d1xK1 · d2xK2 + . . . ,

Íà ýòîì îñíîâàíèè ñ÷èòàåì, ÷òî âåêòîð äåéñòâèÿ
ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà, íàõîäÿùåãîñÿ â ïîëå âíåø-
íåé ñèììåòðèè, ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ëåâûõ êèíåìàòè-
÷åñêèõ ïåðåìåííûõ1

yI(x) , lIK(x) , lIK1K2
(x)

è â ðåçóëüòàòå âåêòîð äåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé
ôóíêöèåé îò êîîðäèíàò âåêòîðîâ ñèñòåìû îòñ÷åòà

S(x) = S
(
yI(x) , lIK(x) , lIK1K2

(x)
)

èëè â äðóãîé çàïèñè

S = S

(
yI(x) ,

DyI(x)

∂xK
,
D2D1y

I(x)

∂xK2∂xK1

)
.

Êîîðäèíàòû âåêòîðà x ñèñòåìû îòñ÷åòà ðàññìàòðè-
âàþòñÿ êàê íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå, à êèíåìàòè÷å-
ñêèå ïåðåìåííûå yI(x), lIK(x), lIK1K2

(x), íàïðîòèâ,
êàê çàâèñèìûå ïåðåìåííûå. Äèôôåðåíöèàë ïî íåçà-
âèñèìûì ïåðåìåííûì îáîçíà÷åí d, äèôôåðåíöèàë ïî
êèíåìàòè÷åñêèì ïåðåìåííûì îáîçíà÷åí D. Çàïèøåì
äèôôåðåíöèàë dS ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dS = PI(S)·DyI+MK
I(S)·DlIK+WK2K1

I(S)·DlIK1K2
.

Çäåñü èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ
îïåðàòîðîâ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

�

PI( ) =
∂

DyI
,

1 Äëÿ öåëåé ôèçèêè îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì òðåõ óêàçàí-
íûõ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ.
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�

MK
I( ) =

∂

DlIK
,

�

WK2K1
I( ) =

∂

DlIK1K2

.

Ââåäåì âåëè÷èíû, êîòîðûå âìåñòå ñ âåêòîðîì äåé-
ñòâèÿ S áóäåì íàçûâàòü äèíàìè÷åñêèìè ïàðàìåòðà-
ìè ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà, òî÷íåå âíåøíèìè äè-
íàìè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè ôóíäàìåíòàëüíîãî îáú-
åêòà:

� èìïóëüñ ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

pI = −PI(S) = −
∂S

DyI
,

� ìîìåíò ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

mK
I = −MK

I(S) = −
∂S

DlIK
,

� âòîðîé ìîìåíò ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

wK2K1
I = −WK2K1

I(S) = −
∂S

DlIK1K2

.

Â ñâÿçè ñ ýòèì îïåðàòîð −PI( ) áóäåì íàçûâàòü îïå-
ðàòîðîì èìïóëüñà, îïåðàòîð −MK

I( ) áóäåì íàçûâàòü
îïåðàòîðîì ìîìåíòà, îïåðàòîð −WK2K1

I( ) áóäåì íà-
çûâàòü îïåðàòîðîì âòîðîãî ìîìåíòà.
Åñëè ó÷åñòü, ÷òî

dS = eK · dSK , òàê êàê deK = 0 ,

òî âûøåóêàçàííûå äèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû âûðàæà-
þòñÿ ÷åðåç êîîðäèíàòû âåêòîðà äåéñòâèÿ:

� èìïóëüñ ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

pI = −eK · PI(SK) = −eK
∂SK

DyI
,

� ìîìåíò ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

mK1
I = −eK ·MK1

I(S
K) = −eK

∂SK

DlIK1

,

� âòîðîé ìîìåíò ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

wK2K1
I = −eK ·WK2K1

I(S
K) = −eK

∂SK

DlIK1K2

.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ êîîðäèíàò

� èìïóëüñà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

pKI = −PI(SK) = −∂S
K

DyI
,

� ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

mKK1
I = −MK1

I(S
K) = − ∂SK

DlIK1

,

� âòîðîãî ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

wKK2K1
I = −WK2K1

I(S
K) = − ∂SK

DlIK1K2

.

Ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè îò ëåâûõ êèíåìàòè÷åñêèõ
ïåðåìåííûõ ñîîòâåòñòâóåò îïåðàòîðíîå äèôôåðåíöè-
àëüíîå óðàâíåíèå

d = PK( ) ·DyK +MK
I( ) ·DlIK +WK2K1

I( ) ·DlIK1K2 .

2. Âíóòðåííèå äèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû
ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

Â ýòîì Ðàçäåëå ïîëàãàåì, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíûé
îáúåêò íàõîäèòñÿ â ïîëå âíóòðåííåé ñèììåòðèè (ïðà-
âîì êèíåìàòè÷åñêîì ïîëå). Íàïîìíèì, ÷òî ïîëå âíóò-
ðåííåé ñèììåòðèè (ïðàâîå êèíåìàòè÷åñêîì ïîëå) îïðå-
äåëÿåòñÿ ïðàâûìè êèíåìàòè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè,
êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîýôôèöèåíòû ðàçëî-
æåíèÿ êîîðäèíàò óíèâåðñàëüíîé êîíòðàâàðèàíòíîé
àëãåáðû ïðàâîãî èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìå-
íè â ðÿä Òåéëîðà ïî êîîðäèíàòàì ñèñòåìû îòñ÷åòà
(ôîðìóëà (63) Ãëàâû 2.4.):

ry
I(x+ dx) = ry

I(x) + rl
I
K · dxK +

+ rl
I
K1K2

· d1xK1 · d2xK2 +

+ rl
I
K1K2K3 · d1xK1 · d2xK2 · d3xK3 + . . . (2)

Äëÿ óäîáñòâà áóäåì èñïîëüçîâàòü ïåðåîáîçíà÷åíèå

ry → Y , rl→ L

è çàïèñûâàòü óêàçàííûé ðÿä Òåéëîðà â ñëåäóþùåì
âèäå:

Y I(xK + dxK) = Y I(xK) + LIK · dxK +

+LIK1K2
· d1xK1 · d2xK2 + . . . ,

Íà ýòîì îñíîâàíèè ñ÷èòàåì, ÷òî âåêòîð äåéñòâèÿ
ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà, íàõîäÿùåãîñÿ â ïîëå âíóò-
ðåííåé ñèììåòðèè, ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïðàâûõ êèíå-
ìàòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ2

Y I(x) , LIK(x) , LIK1K2
(x)

è â ðåçóëüòàòå âåêòîð äåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé
ôóíêöèåé îò êîîðäèíàò âåêòîðîâ ñèñòåìû îòñ÷åòà

S(x) = S
(
Y I(x) , LIK(x) , LIK1K2

(x)
)

èëè â äðóãîé çàïèñè

S = S

(
Y I(x) ,

DY I(x)

∂xK
,
D2D1Y

I(x)

∂xK2∂xK1

)
.

2 Äëÿ öåëåé ôèçèêè îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì òðåõ óêàçàí-
íûõ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ.
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Êîîðäèíàòû âåêòîðà x ñèñòåìû îòñ÷åòà ðàññìàòðè-
âàþòñÿ êàê íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå, à êèíåìàòè÷å-
ñêèå ïåðåìåííûå Y I(x), LIK(x), LIK1K2

(x), íàïðîòèâ,
êàê çàâèñèìûå ïåðåìåííûå. Äèôôåðåíöèàë ïî íåçà-
âèñèìûì ïåðåìåííûì îáîçíà÷åí d, äèôôåðåíöèàë ïî
êèíåìàòè÷åñêèì ïåðåìåííûì îáîçíà÷åí D. Çàïèøåì
äèôôåðåíöèàë dS ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dS = QI(S) ·DY I +
+IKI(S) ·DLIK + JK2K1

I(S) ·DLIK1K2
.

Çäåñü èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ
îïåðàòîðîâ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ:

�

QI( ) =
∂

DY I
,

�

IKI( ) =
∂

DLIK
,

�

JK2K1
I( ) =

∂

DLIK1K2

.

Ââåäåì âåëè÷èíû, êîòîðûå âìåñòå ñ âåêòîðîì äåé-
ñòâèÿ S áóäåì íàçûâàòü äèíàìè÷åñêèìè ïàðàìåòðà-
ìè, òî÷íåå âíóòðåííèìè äèíàìè÷åñêèìè ïàðàìåòðà-
ìè:

� çàðÿä ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

QI = −QI(S) = −
∂S

DY I
,

� òîê ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

IKI = −IKI(S) = −
∂S

DLIK
,

� âòîðîé òîê ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

JK2K1
I = −JK2K1

I(S) = −
∂S

DLIK1K2

.

Â ñâÿçè ñ ýòèì îïåðàòîð −QI( ) áóäåì íàçûâàòü
îïåðàòîðîì çàðÿäà, îïåðàòîð −IKI( ) áóäåì íàçûâàòü
îïåðàòîðîì òîêà, îïåðàòîð −JK2K1

I( ) áóäåì íàçû-
âàòü îïåðàòîðîì âòîðîãî òîêà.
Åñëè ó÷åñòü, ÷òî

dS = eK · dSK , òàê êàê deK = 0 ,

òî âûøåóêàçàííûå äèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû âûðàæà-
þòñÿ ÷åðåç êîîðäèíàòû âåêòîðà äåéñòâèÿ

� çàðÿä ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

QI = −eK ·QI(SK) = −eK
∂SK

DY I
,

� òîê ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

IK1
I = −eK · IK1

I(S
K) = −eK

∂SK

DLIK1

,

� âòîðîé òîê ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

JK2K1
I = −eK · JK2K1

I(S
K) = −eK

∂SK

DLIK1K2

.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ êîîðäèíàò

� çàðÿäà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

QKI = −QI(SK) = − ∂S
K

DY I
,

� òîêà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

IKK1
I = −IK1

I(S
K) = − ∂SK

DLIK1

,

� âòîðîãî òîêà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

JKK2K1
I = −JK2K1

I(S
K) = − ∂SK

DLIK1K2

.

Ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè îò ïðàâûõ êèíåìàòè÷åñêèõ
ïåðåìåííûõ ñîîòâåòñòâóåò îïåðàòîðíîå äèôôåðåíöè-
àëüíîå óðàâíåíèå

d = QK( ) ·DY K + IKI( ) ·DLIK + JK2K1
I( ) ·DLIK1K2

.

III. ÑÊÀËßÐÍÎÅ ÄÅÉÑÒÂÈÅ ÄËß
ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÎÃÎ ÎÁÚÅÊÒÀ

1. Ñêàëÿðíîå äåéñòâèå äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî
îáúåêòà â ïîëå âíåøíåé ñèììåòðèè

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ñêàëÿðíîìó äåéñòâèþ äëÿ ôóí-
äàìåíòàëüíîãî îáúåêòà, íàõîäÿùåãîñÿ â ïîëå âíåø-
íåé ñèììåòðèè. Ñíà÷àëà ââåäåì ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ,
îïðåäåëÿåìóþ êàê ëåâóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

lL = lL
(
yI(x) , lIK(x) , lIK1K2

(x)
)

èëè èíà÷å

lL = lL

(
yI(x) ,

DyI(x)

∂xK
,
D2D1y

I(x)

∂xK2∂xK1

)
. (3)

Ñêàëÿðíîå äåéñòâèå äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî îáú-
åêòà â ïîëå âíåøíåé ñèììåòðèè îïðåäåëÿåòñÿ êàê
íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë îò ôóíêöèè Ëàãðàíæà ïî
íåêîòîðîìó "îáúåìó" dΩ

lS =

∫
lL

(
yI(x) ,

DyI(x)

∂xK
,
D2D1y

I(x)

∂xK2∂xK1

)
dΩ . (4)

Â äàëüíåéøåì äëÿ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ ýëåìåíò
îáúåìà dΩ, ïî êîòîðîìó âûïîëíÿåòñÿ èíòåãðèðîâà-
íèå, è åãî òðàíñôîðìàöèîííûå ñâîéñòâà íå ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ, è ïîýòîìó íå áóäåì äåëàòü ðàçëè÷èå ìåæäó
ôóíêöèåé Ëàãðàíæà è ëàãðàíæåâîé ïëîòíîñòüþ.
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Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ïðîñòðàíñòâî ñèñòåìû îò-
ñ÷åòà X ñâîäèòñÿ ê ïðîñòðàíñòâó-âðåìåíè ñïåöèàëü-
íîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè,

xK → xk, ãäå èíäåêñ k ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 1, 2, 3, 4 ,

dΩ→ d4x = dx1dx2dx3dx4 ,

ñêàëÿðíîå äåéñòâèå ïðèíèìàåò âèä

lS =

∫
lL

(
yI(x) ,

DyI(x)

∂xk
,
D2D1y

I(x)

∂xk2∂xk1

)
d4x . (5)

Ýòî âûðàæåíèå ñëåäóåò ñðàâíèòü ñî ñêàëÿðíûì äåé-
ñòâèåì, ïðèíÿòûì â ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëü-
íîñòè. Åñëè âåëè÷èíû, îïðåäåëÿþùèå ñîñòîÿíèå ôè-
çè÷åñêîé ñèñòåìû, îáîçíà÷èòü q, íå êîíêðåòèçèðóÿ èõ
ñìûñë, òî äåéñòâèå â îáùåì ñëó÷àå � ýòî èíòåãðàë âè-
äà

S =

∫
L

(
q(x) ,

∂q(x)

∂xk

)
d4x , (6)

Ñðàâíåíèå âûðàæåíèé (5) è (6) ïîêàçûâàåò òðè êëþ-
÷åâûõ îòëè÷èÿ ââîäèìîãî íàìè ñêàëÿðíîãî äåéñòâèÿ:
1) ôóíêöèè q, îïðåäåëÿþùèå ñîñòîÿíèå ôèçè÷åñêîé

ñèñòåìû, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîîðäèíàòû èñêðèâëåí-
íîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè,
2) ïðîèçâîäíàÿ ∂

∂xk çàìåíÿåòñÿ íà èñêðèâëåííóþ
ïðîèçâîäíóþ,
3) ëàãðàíæèàí çàâèñèò íå òîëüêî îò ïðîèçâîäíîé

ïåðâîãî ïîðÿäêà îò ôóíêöèè, îïðåäåëÿþùåé ñîñòîÿ-
íèå ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû, íî è ïðîèçâîäíîé âòîðîãî
ïîðÿäêà îò ýòîé ôóíêöèè.
Ñâÿçü ìåæäó ñêàëÿðíûì äåéñòâèåì è âåêòîðîì äåé-

ñòâèÿ óñòàíîâèì, èñõîäÿ èç ñëåäóþùåãî ñîîòíîøåíèÿ:

lL =
dSK

dxK
,

è â ðàçâåðíóòîì âèäå

lL = lL

(
yI(x) ,

DyI(x)

∂xK
,
D2D1y

I(x)

∂xK2∂xK1

)
=

=

dSK
(
yI(x) ,

DyI(x)

∂xK1
,
D2D1y

I(x)

∂xK2∂xK1

)
dxK

. (7)

Îòñþäà

lS =

∫ dSK
(
yI(x) ,

DyI(x)

∂xK1
,
D2D1y

I(x)

∂xK2∂xK1

)
dxK

dΩ (8)

èëè

lS =

∫ (
∂SK

DyI
DyI(x)

∂xK
+

∂SK

DlIK1

DlIK1

∂xK
+

+
∂SK

DlIK1K2

DlIK1K2

∂xK

)
dΩ . (9)

Ïðèâåäåì äðóãèå çàïèñè ñêàëÿðíîãî äåéñòâèÿ:

lS =

∫ (
PI(S

K)
DyI(x)

∂xK
+MK1

I(S
K)
DlIK1

∂xK
+

+ WK2K1
I(S

K)
DlIK1K2

∂xK

)
dΩ (10)

è

lS = −
∫ (

pKI
DyI(x)

∂xK
+mKK1

I
DlIK1

∂xK
+

+ wKK2K1
I
DlIK1K2

∂xK

)
dΩ . (11)

Èíîãäà óäîáíî èñïîëüçîâàòü â çàïèñè ñêàëÿðíîãî
äåéñòâèÿ âåêòîðû â áåçèíäåêñíîé ôîðìå, âûïîëíÿÿ
çàìåíó

xK → x , yI → y , lIK → l ,

lIK1K2 → a , lIK1K2K3 → b ,

pKI → p , mKK1
I → m, wKK2K1

I → w ,

lS = −
∫ (

p · Dy
∂x

+m · Dl
∂x

+ w · Da
∂x

)
dΩ (12)

èëè

lS = −
∫

(p · l +m · a+ w · b) · dΩ .

Îòìåòèì ÷àñòíûé ñëó÷àé ñêàëÿðíîãî äåéñòâèÿ (8),
êîãäà ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ñêàëÿðíûå êîìïîíåí-
òû âåêòîðîâ:

SK → S0 , xK → x0 , dΩ→ dx0 .

Òîãäà èìååì

S =

∫
dS0

dx0
· dx0 .

Äèôôåðåíöèàë dx0 � ýòî äëèíà ëèíåéíîãî ýëåìåíòà
ñèñòåìû îòñ÷åòà. Â ïðèáëèæåíèè ñïåöèàëüíîé òåîðèè
îòíîñèòåëüíîñòè � ýòî äëèíà ëèíåéíîãî ýëåìåíòà ds:

dx0 ≡ ds .

Äëÿ ðåëÿòèâèñòñêîé òî÷êè ñ ìàññîé m

dS0

dx0
= −m · c

è ñêàëÿðíîå äåéñòâèå (8) ïðèíèìàåò èçâåñòíûé âèä

S = −
∫
m · c · ds .
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2. Ñêàëÿðíîå äåéñòâèå äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî
îáúåêòà â ïîëå âíóòðåííåé ñèììåòðèè

Ðàññìîòðèì ñêàëÿðíîå äåéñòâèå äëÿ ôóíäàìåíòàëü-
íîãî îáúåêòà, íàõîäÿùåãîñÿ â ïîëå âíóòðåííåé ñèì-
ìåòðèè. Äëÿ íåãî ôóíêöèþ Ëàãðàíæà íóæíî ïåðåïè-
ñàòü òàê:

rL = rL
(
Y I(x) , LIK(x) , LIK1K2

(x)
)

èëè èíà÷å

rL = rL

(
Y I(x) ,

DY I(x)

∂xK
,
D2D1Y

I(x)

∂xK2∂xK1

)
. (13)

Ýòî âûðàæåíèå îïðåäåëèì êàê ïðàâóþ ôóíêöèþ
Ëàãðàíæà.
Ñêàëÿðíîå äåéñòâèå äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî îáú-

åêòà â ïîëå âíóòðåííåé ñèììåòðèè îïðåäåëÿåòñÿ êàê
íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë îò ïðàâîé ôóíêöèè Ëàãðàí-
æà ïî íåêîòîðîìó "îáúåìó" Ω

rS =

∫
rL

(
Y I(x) ,

DY I(x)

∂xK
,
D2D1Y

I(x)

∂xK2∂xK1

)
dΩ .

(14)
Êàê è ïðåæäå, äëÿ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ ýëåìåíò

îáúåìà dΩ, ïî êîòîðîìó âûïîëíÿåòñÿ èíòåãðèðîâàíèå,
è åãî òðàíñôîðìàöèîííûå ñâîéñòâà íå ðàññìàòðèâà-
þòñÿ. Ïîýòîìó íå áóäåì äåëàòü ðàçëè÷èå ìåæäó ôóíê-
öèåé Ëàãðàíæà è ëàãðàíæåâîé ïëîòíîñòüþ.
Ñâÿçü ìåæäó ñêàëÿðíûì äåéñòâèåì è âåêòîðîì äåé-

ñòâèÿ óñòàíîâèì, èñõîäÿ èç ñëåäóþùåãî ñîîòíîøåíèÿ:

rL =
dSK

dxK
,

è â ðàçâåðíóòîì âèäå

rL = rL

(
Y I(x) ,

DY I(x)

∂xK
,
D2D1Y

I(x)

∂xK2∂xK1

)
=

=

dSK
(
Y I(x) ,

DY I(x)

∂xK1
,
D2D1Y

I(x)

∂xK2∂xK1

)
dxK

. (15)

Îòñþäà

rS =

∫ dSK
(
Y I(x) ,

DY I(x)

∂xK1
,
D2D1Y

I(x)

∂xK2∂xK1

)
dxK

dΩ

(16)
èëè

rS =

∫ (
∂SK

DY I
DY I(x)

∂xK
+

∂SK

DLIK1

DLIK1

∂xK
+

+
∂SK

DLIK1K2

DLIK1K2

∂xK

)
dΩ . (17)

Ïðèâåäåì äðóãèå çàïèñè ñêàëÿðíîãî äåéñòâèÿ:

rS =

∫ (
QI(S

K)
DY I(x)

∂xK
+ IK1

I(S
K)
DLIK1

∂xK
+

+ JK2K1
I(S

K)
DLIK1K2

∂xK

)
dΩ (18)

è

rS = −
∫ (

QKI
DY I(x)

∂xK
+ IKK1

I
DLIK1

∂xK
+

+ JKK2K1
I
DLIK1K2

∂xK

)
dΩ . (19)

Áóäåì òàêæå èñïîëüçîâàòü â çàïèñè ñêàëÿðíîãî äåé-
ñòâèÿ âåêòîðû â áåçèíäåêñíîé ôîðìå, âûïîëíÿÿ çàìå-
íó

xK → x , Y I → Y , LIK → L ,

LIK1K2
→ A , lIK1K2K3

→ B ,

QKI → Q , IKK1
I → I , JKK2K1

I → J ,

rS = −
∫ (

Q · DY
∂x

+ I · DL
∂x

+ J · DA
∂x

)
dΩ (20)

èëè

rS = −
∫

(Q · L+ I ·A+ J ·B) · dΩ .

3. Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ

Çàìå÷àòåëüíîå ñâîéñòâî ñêàëÿðíîãî äåéñòâèÿ ñîñòî-
èò â ñëåäóþùåì.
1. Ïðèðàâíèâàíèå íóëþ âàðèàöèè äåéñòâèÿ ïðè âà-

ðüèðîâàíèè äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ äàåò óðàâíå-
íèÿ äèíàìèêè ïàðàìåòðîâ ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà
â êèíåìàòè÷åñêîì ïîëå. 3 Â ÷àñòíîñòè:
1) Ïðèðàâíèâàíèå íóëþ âàðèàöèè äåéñòâèÿ lS (11)

ïðè âàðüèðîâàíèè âíåøíèõ äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ
äàåò óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âíåøíèõ äèíàìè÷åñêèõ ïà-
ðàìåòðîâ (èìïóëüñà, ìîìåíòà, âòîðîãî ìîìåíòà) ôóí-
äàìåíòàëüíîãî îáúåêòà â ïîëå âíåøíåé ñèììåòðèè.

3 Â ñëó÷àå íåðåëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêè, êîãäà íåçàâèñèìîé ïå-
ðåìåííîé ÿâëÿåòñÿ âðåìÿ t, ãåîìåòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû xa

ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè âðåìåíè

xK → t , yI(x) → xa(t) ,

à ñêàëÿðíîå äåéñòâèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåîïðåäåëåííûé èí-
òåãðàë

S =

∫
L

(
xa(t) ,

∂xa(t)

∂t

)
dt ,

ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Èç âñåõ ìûñëèìûõ òðàåêòîðèé äâèæåíèÿ ÷àñòèöû
íà âðåìåííîì îòðåçêå îò t1 äî t2 ìåæäó ôèêñèðîâàííûìè ãåî-
ìåòðè÷åñêèìè òî÷êàìè xa(t1) è xa(t2) äåéñòâèòåëüíàÿ òðà-
åêòîðèÿ îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî äëÿ íåå îïðåäåëåííûé
èíòåãðàë

S (xa(t), t)
∣∣∣t2
t1

=

t2∫
t1

L

(
xa(t) ,

∂xa(t)

∂t

)
dt =

= S (xa(t2), t2)− S (xa(t1), t1)

ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå.
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2) Ïðèðàâíèâàíèå íóëþ âàðèàöèè äåéñòâèÿ rS (19)
ïðè âàðüèðîâàíèè âíóòðåííèõ äèíàìè÷åñêèõ ïàðà-
ìåòðîâ äàåò óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âíóòðåííèõ äèíà-
ìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ (çàðÿäà, òîêà, âòîðîãî òîêà)
ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà â ïîëå âíóòðåííåé ñèì-
ìåòðèè.

2. Ïðèðàâíèâàíèå íóëþ âàðèàöèè äåéñòâèÿ ïðè âà-
ðüèðîâàíèè êèíåìàòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ äàåò óðàâíå-
íèÿ ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî ôóíäàìåíòàëüíûì îáúåêòîì.
Â ÷àñòíîñòè:

1) Ïðèðàâíèâàíèå íóëþ âàðèàöèè äåéñòâèÿ lS (11)
ïðè âàðüèðîâàíèè êèíåìàòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ l äà-
åò óðàâíåíèÿ ïîëÿ âíåøíåé ñèììåòðèè, ñîçäàâàåìîãî
ôóíäàìåíòàëüíûì îáúåêòîì. Èñòî÷íèêàìè ýòîãî ïî-
ëÿ ÿâëÿþòñÿ âíåøíèå äèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû ôóí-
äàìåíòàëüíîãî îáúåêòà � èìïóëüñ è ìîìåíò.

2) Ïðèðàâíèâàíèå íóëþ âàðèàöèè äåéñòâèÿ rS (19)
ïðè âàðüèðîâàíèè êèíåìàòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ L äà-
åò óðàâíåíèÿ ïîëÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè, ñîçäàâàå-
ìîãî ôóíäàìåíòàëüíûì îáúåêòîì. Èñòî÷íèêàìè ýòî-
ãî ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèå äèíàìè÷åñêèå ïàðàìåò-
ðû ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà � çàðÿä è òîê.

Âîò òî íàïðàâëåíèå, â êîòîðîì íåîáõîäèìî èññëåäî-
âàòü ââåäåííûå ñêàëÿðíûå äåéñòâèÿ.

IV. ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÄÈÍÀÌÈÊÈ
ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÎÃÎ

ÎÁÚÅÊÒÀ

1. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âíåøíèõ ïàðàìåòðîâ
ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

Ïðè âûâîäå óðàâíåíèé äèíàìèêè âíåøíèõ ïàðàìåò-
ðîâ ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà èñõîäèì èç ñêàëÿðíî-
ãî äåéñòâèÿ â âèäå âûðàæåíèÿ (11)

lS = −
∫ (

pKI
DyI(x)

∂xK
+mKK1

I
DlIK1

∂xK
+

+ wKK2K1
I
DlIK1K2

∂xK

)
dΩ .

Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì èñïîëüçîâàòü ýòî ñîîòíîøåíèå
â áåçèíäåêñíîé ôîðìå

lS = −
∫ (

p · Dy
∂x

+m · Dl
∂x

+ w · Da
∂x

)
dΩ . (21)

Çäåñü4

p = −P (S) , m = −M(S) , w = −W (S) . (22)

4 Â ýòèõ âûðàæåíèÿõ ÷åðåç S îáîçíà÷åí âåêòîð SK .

1.1. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè èìïóëüñà ôóíäàìåíòàëüíîãî
îáúåêòà

Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè èìïóëüñà óñòàíîâèì èç âàðèà-
öèîííîãî ïðèíöèïà, ñîãëàñíî êîòîðîìó âàðèàöèÿ äåé-
ñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà ïðè âàðèàöèè êèíå-
ìàòè÷åñêîé ïåðåìåííîé y ðàâíà íóëþ, òî åñòü èñõîä-
íûì ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå

δy( lS ) = 0 . (23)

Ïðè ýòîì íóæíî ó÷åñòü, ÷òî âàðèàöèÿ êàñàåòñÿ
òîëüêî äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ôóíäàìåíòàëüíîãî
îáúåêòà. Òàêèì îáðàçîì

δy( lS ) = −
∫ (

δyp ·
Dy

∂x
+ δym ·

Dl

∂x
+ δyw ·

Da

∂x

)
dΩ .

Ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèå (22) è

δy( ) = P ( ) · δy ,

ïîëó÷èì

δy( lS ) =

∫ (
PP (S) · Dy

∂x
+

+PM(S) · Dl
∂x

+ PW (S) · Da
∂x

)
δy · dΩ .

Äàëåå ïîìåíÿåì ìåñòàìè îïåðàòîðû äèôôåðåíöè-
ðîâàíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ

PP = PP + [PP ] , PM =MP + [PM ] ,

PW =WP + [PW ]

è ó÷òåì, ÷òî

PP (S) · Dy
∂x

+MP (S) · Dl
∂x

+WP (S) · Da
∂x

= −∂p
∂x

.

Ïîëó÷èì

δy( lS ) =

∫ (
−∂p
∂x

+ [PP ](S) · Dy
∂x

+

+ [PM ](S) · Dl
∂x

+ [PW ](S) · Da
∂x

)
δy · dΩ .

(24)

Èñõîäÿ èç âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà (23), ïîëó÷èì
óðàâíåíèå äèíàìèêè èìïóëüñà ôóíäàìåíòàëüíîãî
îáúåêòà

∂p

∂x
= [PP ](S)·Dy

∂x
+[PM ](S)·Dl

∂x
+[PW ](S)·Da

∂x
. (25)

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå äèíàìèêè èìïóëüñà ôóí-
äàìåíòàëüíîãî îáúåêòà îïðåäåëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâî÷-
íûìè ñîîòíîøåíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Óêàçàííûå ïåðåñòàíîâî÷íûå
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ñîîòíîøåíèÿ âûâåäåíû â Ãëàâå 6.2, à óðàâíåíèå äèíà-
ìèêè èìïóëüñà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà â ðàçâåð-
íóòîì âèäå ïðèâåäåíî â Ãëàâå 6.4.
Ïðåäñòàâèì ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (25) êàê âàðè-

àöèîííóþ ïðîèçâîäíóþ

δp

∂x
= −[PP ](S) · Dy

∂x
− [PM ](S) · Dl

∂x
− [PW ](S) · Da

∂x
.

Òîãäà óðàâíåíèå äèíàìèêè èìïóëüñà ôóíäàìåí-
òàëüíîãî îáúåêòà ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

∂p

∂x
+
δp

∂x
= 0

èëè â èíäåêñíîé ôîðìå

DpKI
∂xK

= 0 . (26)

Çàïèñàííîå òàêèì îáðàçîì óðàâíåíèå äèíàìèêè èì-
ïóëüñà èìååò ôîðìó çàêîíà ñîõðàíåíèÿ. Ïîýòîìó áó-
äåì íàçûâàòü óðàâíåíèå äèíàìèêè èìïóëüñà, çàïèñàí-
íîå â óêàçàííîì âèäå, çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà
ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà.

1.2. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî
îáúåêòà

Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ìîìåíòà óñòàíîâèì èç âàðèà-
öèîííîãî ïðèíöèïà, ñîãëàñíî êîòîðîìó âàðèàöèÿ äåé-
ñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà ïðè âàðèàöèè êèíå-
ìàòè÷åñêîé ïåðåìåííîé l ðàâíà íóëþ, òî åñòü èñõîä-
íûì ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå

δl( lS ) = 0 . (27)

Ïðè ýòîì íóæíî ó÷åñòü, ÷òî âàðèàöèÿ êàñàåòñÿ
òîëüêî äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ôóíäàìåíòàëüíîãî
îáúåêòà. Òàêèì îáðàçîì,

δl( lS ) = −
∫ (

δlp ·
Dy

∂x
+ δlm ·

Dl

∂x
+ δlw ·

Da

∂x

)
dΩ .

Ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèå (22) è

δl( ) =M( ) · δl ,

ïîëó÷èì

δl( lS ) =

∫ (
MP (S) · Dy

∂x
+

+MM(S) · Dl
∂x

+MW (S) · Da
∂x

)
δl · dΩ .

Äàëåå ïîìåíÿåì ìåñòàìè îïåðàòîðû äèôôåðåíöè-
ðîâàíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ

MP = PM + [MP ] , MM =MM + [MM ] ,

MW =WM + [MW ]

è ó÷òåì, ÷òî

PM(S) · Dy
∂x

+MM(S) · Dl
∂x

+WM(S) · Da
∂x

= −∂m
∂x

.

Ïîëó÷èì

δl( lS ) =

∫ (
−∂m
∂x

+ [MP ](S) · Dy
∂x

+

+ [MM ](S) · Dl
∂x

+ [MW ](S) · Da
∂x

)
δl · dΩ .

(28)

Èñõîäÿ èç âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà (27), ïîëó÷èì
óðàâíåíèå äèíàìèêè ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáú-
åêòà

∂m

∂x
= [MP ](S) · Dy

∂x
+ [MM ](S) · Dl

∂x
+ [MW ](S) · Da

∂x
.

(29)
Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå äèíàìèêè ìîìåíòà ôóí-

äàìåíòàëüíîãî îáúåêòà îïðåäåëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâî÷-
íûìè ñîîòíîøåíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Óêàçàííûå ïåðåñòàíîâî÷íûå
ñîîòíîøåíèÿ âûâåäåíû â Ãëàâå 6.2, à óðàâíåíèå äèíà-
ìèêè ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà â ðàçâåð-
íóòîì âèäå ïðèâåäåíî â Ãëàâå 6.4.
Ïðåäñòàâèì ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (29) êàê âàðè-

àöèîííóþ ïðîèçâîäíóþ

δm

∂x
= −[MP ](S) ·Dy

∂x
− [MM ](S) ·Dl

∂x
− [MW ](S) ·Da

∂x
.

Òîãäà óðàâíåíèå äèíàìèêè ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëü-
íîãî îáúåêòà ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

∂m

∂x
+
δm

∂x
= 0

èëè â èíäåêñíîé ôîðìå

DmKK1
I

∂xK
= 0 . (30)

Çàïèñàííîå òàêèì îáðàçîì óðàâíåíèå äèíàìèêè ìî-
ìåíòà èìååò ôîðìó çàêîíà ñîõðàíåíèÿ. Ïîýòîìó áó-
äåì íàçûâàòü óðàâíåíèå äèíàìèêè ìîìåíòà, çàïèñàí-
íîå â óêàçàííîì âèäå, çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ìîìåòà
ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà.

1.3. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âòîðîãî ìîìåíòà
ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âòîðîãî ìîìåíòà óñòàíîâèì èç
âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà, ñîãëàñíî êîòîðîìó âàðèà-
öèÿ äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà ïðè âàðèà-
öèè êèíåìàòè÷åñêîé ïåðåìåííîé a ðàâíà íóëþ, òî åñòü
èñõîäíûì ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå

δa( lS ) = 0 . (31)
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Ïðè ýòîì íóæíî ó÷åñòü, ÷òî âàðèàöèÿ êàñàåòñÿ
òîëüêî äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ôóíäàìåíòàëüíîãî
îáúåêòà. Òàêèì îáðàçîì,

δa( lS ) = −
∫ (

δap ·
Dy

∂x
+ δam ·

Dl

∂x
+ δaw ·

Da

∂x

)
dΩ .

Ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèå (22) è

δa( ) =W ( ) · δa ,

ïîëó÷èì

δa( lS ) =

∫ (
WP (S) · Dy

∂x
+

+WM(S) · Dl
∂x

+WW (S) · Da
∂x

)
δa · dΩ .

Äàëåå ïîìåíÿåì ìåñòàìè îïåðàòîðû äèôôåðåíöè-
ðîâàíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ

WP = PW + [WP ] , WM =MW + [WM ] ,

WW =WW + [WW ]

è ó÷òåì, ÷òî

PW (S) · Dy
∂x

+MW (S) · Dl
∂x

+WW (S) · Da
∂x

= −∂w
∂x

.

Ïîëó÷èì

δa( lS ) =

∫ (
−∂w
∂x

+ [WP ](S) · Dy
∂x

+

+ [WM ](S) · Dl
∂x

+ [WW ](S) · Da
∂x

)
δa · dΩ .

(32)

Èñõîäÿ èç âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà (31), ïîëó÷èì
óðàâíåíèå äèíàìèêè âòîðîãî ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëü-
íîãî îáúåêòà

∂w

∂x
= [WP ](S) · Dy

∂x
+ [WM ](S) · Dl

∂x
+ [WW ](S) · Da

∂x
.

(33)
Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå äèíàìèêè âòîðîãî ìî-

ìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà îïðåäåëÿåòñÿ ïå-
ðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Óêàçàííûå ïåðåñòà-
íîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ âûâåäåíû â Ãëàâå 6.2, à óðàâ-
íåíèå äèíàìèêè âòîðîãî ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî
îáúåêòà â ðàçâåðíóòîì âèäå ïðèâåäåíî â Ãëàâå 6.4.
Ïðåäñòàâèì ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (33) êàê âàðè-

àöèîííóþ ïðîèçâîäíóþ

δw

∂x
= −[WP ](S) · Dy

∂x
− [WM ](S) · Dl

∂x
− [WW ](S) · Da

∂x
.

Òîãäà óðàâíåíèå äèíàìèêè âòîðîãî ìîìåíòà ôóí-
äàìåíòàëüíîãî îáúåêòà ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì
âèäå:

∂w

∂x
+
δw

∂x
= 0

èëè â èíäåêñíîé ôîðìå

DwKK2K1
I

∂xK
= 0 . (34)

Çàïèñàííîå òàêèì îáðàçîì óðàâíåíèå äèíàìèêè
âòîðîãî ìîìåíòà èìååò ôîðìó çàêîíà ñîõðàíåíèÿ.
Ïîýòîìó áóäåì íàçûâàòü óðàâíåíèå äèíàìèêè âòîðî-
ãî ìîìåíòà, çàïèñàííîå â óêàçàííîì âèäå, çàêîíîì
ñîõðàíåíèÿ âòîðîãî ìîìåòà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáú-
åêòà.

2. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âíóòðåííèõ ïàðàìåòðîâ
ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

Ïðè âûâîäå óðàâíåíèé äèíàìèêè âíóòðåííèõ ïà-
ðàìåòðîâ ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà èñõîäèì èç ñêà-
ëÿðíîãî äåéñòâèÿ â âèäå âûðàæåíèÿ (19)

rS = −
∫ (

QKI
DY I(x)

∂xK
+ IKK1

I
DLIK1

∂xK
+

+ JKK2K1
I
DLIK1K2

∂xK

)
dΩ .

Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì èñïîëüçîâàòü ýòî ñîîòíîøåíèå
â áåçèíäåêñíîé ôîðìå

rS = −
∫ (

Q · DY
∂x

+ I · DL
∂x

+ J · DA
∂x

)
dΩ . (35)

Çäåñü5

Q = −Q(S) , I = −I(S) , J = −J(S) . (36)

2.1. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè çàðÿäà ôóíäàìåíòàëüíîãî
îáúåêòà

Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè çàðÿäà óñòàíîâèì èç âàðè-
àöèîííîãî ïðèíöèïà, ñîãëàñíî êîòîðîìó âàðèàöèÿ
äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà ïðè âàðèàöèè
ïðàâîé êèíåìàòè÷åñêîé ïåðåìåííîé Y ðàâíà íóëþ, òî
åñòü èñõîäíûì ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå

δY ( rS ) = 0 . (37)

Ïðè ýòîì íóæíî ó÷åñòü, ÷òî âàðèàöèÿ êàñàåòñÿ
òîëüêî âíóòðåííèõ äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ôóíäà-
ìåíòàëüíîãî îáúåêòà. Òàêèì îáðàçîì,

δY ( rS ) = −
∫ (

δYQ ·
DY

∂x
+ δY I ·

DL

∂x
+ δY J ·

DA

∂x

)
dΩ .

Ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèå (33) è

δY ( ) = Q( ) · δY ,

5 Â ýòèõ âûðàæåíèÿõ ÷åðåç S îáîçíà÷åí âåêòîð SK .



312 ÃËÀÂÀ 3.2 Ñêàëÿðíîå äåéñòâèå äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà. Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ

ïîëó÷èì

δY ( rS ) =

∫ (
QQ(S) · DY

∂x
+

+QI(S) · DL
∂x

+QJ(S) · DA
∂x

)
δY · dΩ .

Äàëåå ïîìåíÿåì ìåñòàìè îïåðàòîðû äèôôåðåíöè-
ðîâàíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ

QQ = QQ+ [QQ] , QI = IQ+ [QI] ,

QJ = JQ+ [QJ ]

è ó÷òåì, ÷òî

QQ(S) · DY
∂x

+ IQ(S) · DL
∂x

+ JQ(S) · DA
∂x

= −∂Q
∂x

.

Ïîëó÷èì

δY ( rS ) =

∫ (
−∂Q
∂x

+ [QQ](S) · DY
∂x

+

+ [QI](S) · DL
∂x

+ [QI](S) · DA
∂x

)
δY · dΩ .

(38)

Èñõîäÿ èç âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà (37), ïîëó÷èì
óðàâíåíèå äèíàìèêè çàðÿäà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáú-
åêòà

∂Q

∂x
= [QQ](S)·DY

∂x
+[QI](S)·DL

∂x
+[QJ ](S)·DA

∂x
. (39)

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå äèíàìèêè çàðÿäà ôóíäà-
ìåíòàëüíîãî îáúåêòà îïðåäåëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè
ñîîòíîøåíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ îïåðàòîðîâ. Óêàçàííûå ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîò-
íîøåíèÿ âûâåäåíû â Ãëàâå 6.2, à óðàâíåíèå äèíàìèêè
çàðÿäà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà â ðàçâåðíóòîì âè-
äå ïðèâåäåíî â Ãëàâå 6.4.
Ïðåäñòàâèì ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (39) êàê âàðè-

àöèîííóþ ïðîèçâîäíóþ

δQ

∂x
= −[QQ](S) · DY

∂x
− [QI](S) · DL

∂x
− [QJ ](S) · DA

∂x
.

Òîãäà óðàâíåíèå äèíàìèêè çàðÿäà ôóíäàìåíòàëü-
íîãî îáúåêòà ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

∂Q

∂x
+
δQ

∂x
= 0

èëè â èíäåêñíîé ôîðìå

DQKI
∂xK

= 0 . (40)

Çàïèñàííîå òàêèì îáðàçîì óðàâíåíèå äèíàìèêè çà-
ðÿäà èìååò ôîðìó çàêîíà ñîõðàíåíèÿ. Ïîýòîìó áóäåì
íàçûâàòü óðàâíåíèå äèíàìèêè çàðÿäà, çàïèñàííîå â
óêàçàííîì âèäå, çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà ôóíäà-
ìåíòàëüíîãî îáúåêòà.

2.2. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè òîêà ôóíäàìåíòàëüíîãî
îáúåêòà

Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè òîêà óñòàíîâèì èç âàðèàöèîí-
íîãî ïðèíöèïà, ñîãëàñíî êîòîðîìó âàðèàöèÿ äåéñòâèÿ
ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà ïðè âàðèàöèè êèíåìàòè-
÷åñêîé ïåðåìåííîé L ðàâíà íóëþ, òî åñòü, èñõîäíûì
ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå

δL( rS ) = 0 . (41)

Ïðè ýòîì íóæíî ó÷åñòü, ÷òî âàðèàöèÿ êàñàåòñÿ
òîëüêî äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ôóíäàìåíòàëüíîãî
îáúåêòà. Òàêèì îáðàçîì,

δL( rS ) = −
∫ (

δLQ ·
DY

∂x
+ δLI ·

DL

∂x
+ δLJ ·

DA

∂x

)
dΩ .

Ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèå (36) è

δL( ) = I( ) · δL ,

ïîëó÷èì

δL( rS ) =

∫ (
IQ(S) · DY

∂x
+

+II(S) · DL
∂x

+ IJ(S) · DA
∂x

)
δL · dΩ .

Äàëåå ïîìåíÿåì ìåñòàìè îïåðàòîðû äèôôåðåíöè-
ðîâàíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ

IQ = QI + [IQ] , II = II + [II] ,

IJ = JI + [IJ ]

è ó÷òåì, ÷òî

QI(S) · DY
∂x

+ II(S) · DL
∂x

+ JI(S) · DA
∂x

= −∂I
∂x

.

Ïîëó÷èì

δL( rS ) =

∫ (
−∂I
∂x

+ [IQ](S) · DY
∂x

+

+ [II](S) · DL
∂x

+ [IJ ](S) · DA
∂x

)
δL · dΩ .

(42)

Èñõîäÿ èç âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà (41), ïîëó÷èì
óðàâíåíèå äèíàìèêè òîêà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

∂I

∂x
= [IQ](S) ·DY

∂x
+[II](S) ·DL

∂x
+[IJ ](S) ·DA

∂x
. (43)

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå äèíàìèêè òîêà ôóíäà-
ìåíòàëüíîãî îáúåêòà îïðåäåëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè
ñîîòíîøåíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ îïåðàòîðîâ. Óêàçàííûå ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîò-
íîøåíèÿ âûâåäåíû â Ãëàâå 6.2, à óðàâíåíèå äèíàìèêè
òîêà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà â ðàçâåðíóòîì âèäå
ïðèâåäåíî â Ãëàâå 6.4.
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Ïðåäñòàâèì ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (43) êàê âàðè-
àöèîííóþ ïðîèçâîäíóþ

δI

∂x
= −[IQ](S) · DY

∂x
− [II](S) · DL

∂x
− [IJ ](S) · DA

∂x
.

Òîãäà óðàâíåíèå äèíàìèêè òîêà ôóíäàìåíòàëüíîãî
îáúåêòà ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

∂I

∂x
+
δI

∂x
= 0

èëè â èíäåêñíîé ôîðìå

DIKK1
I

∂xK
= 0 . (44)

Çàïèñàííîå òàêèì îáðàçîì óðàâíåíèå äèíàìèêè
òîêà èìååò ôîðìó çàêîíà ñîõðàíåíèÿ. Ïîýòîìó áó-
äåì íàçûâàòü óðàâíåíèå äèíàìèêè òîêà, çàïèñàííîå â
óêàçàííîì âèäå, çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ òîêà ôóíäàìåí-
òàëüíîãî îáúåêòà.

2.3. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âòîðîãî òîêà
ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âòîðîãî òîêà óñòàíîâèì èç âà-
ðèàöèîííîãî ïðèíöèïà, ñîãëàñíî êîòîðîìó âàðèàöèÿ
äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà ïðè âàðèàöèè
êèíåìàòè÷åñêîé ïåðåìåííîé A ðàâíà íóëþ, òî åñòü
èñõîäíûì ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå

δA( rS ) = 0 . (45)

Ïðè ýòîì íóæíî ó÷åñòü, ÷òî âàðèàöèÿ êàñàåòñÿ
òîëüêî äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ôóíäàìåíòàëüíîãî
îáúåêòà. Òàêèì îáðàçîì,

δA( rS ) = −
∫ (

δAQ
DY

∂x
+ δAI

DL

∂x
+ δAJ

DA

∂x

)
dΩ .

Ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèå (36) è

δA( ) = J( ) · δA ,

ïîëó÷èì

δA( rS ) =

∫ (
JQ(S) · DY

∂x
+

+JI(S) · DL
∂x

+ JJ(S) · DA
∂x

)
δA · dΩ .

Äàëåå ïîìåíÿåì ìåñòàìè îïåðàòîðû äèôôåðåíöè-
ðîâàíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ

JQ = QJ + [JQ] , JI = IJ + [JI] ,

JJ = JJ + [JJ ]

è ó÷òåì, ÷òî

QJ(S) · DY
∂x

+ IJ(S) · DL
∂x

+ JJ(S) · DA
∂x

= −∂J
∂x

.

Ïîëó÷èì

δA( rS ) =

∫ (
−∂J
∂x

+ [JQ](S) · DY
∂x

+

+ [JI](S) · DL
∂x

+ [JJ ](S) · DA
∂x

)
δA · dΩ .

(46)

Èñõîäÿ èç âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà (45), ïîëó÷èì
óðàâíåíèå äèíàìèêè âòîðîãî òîêà ôóíäàìåíòàëüíîãî
îáúåêòà

∂J

∂x
= [JQ](S)·DY

∂x
+[JI](S)·DL

∂x
+[JJ ](S)·DA

∂x
. (47)

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå äèíàìèêè âòîðîãî òîêà
ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà îïðåäåëÿåòñÿ ïåðåñòàíî-
âî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Óêàçàííûå ïåðåñòàíîâî÷-
íûå ñîîòíîøåíèÿ âûâåäåíû â Ãëàâå 6.2, à óðàâíåíèå
äèíàìèêè âòîðîãî òîêà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà â
ðàçâåðíóòîì âèäå ïðèâåäåíî â Ãëàâå 6.4.
Ïðåäñòàâèì ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (47) êàê âàðè-

àöèîííóþ ïðîèçâîäíóþ

δJ

∂x
= −[JQ](S) · DY

∂x
− [JI](S) · DL

∂x
− [JJ ](S) · DA

∂x
.

Òîãäà óðàâíåíèå äèíàìèêè âòîðîãî òîêà ôóíäàìåí-
òàëüíîãî îáúåêòà ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

∂J

∂x
+
δJ

∂x
= 0

èëè â èíäåêñíîé ôîðìå

DJKK2K1
I

∂xK
= 0 . (48)

Çàïèñàííîå òàêèì îáðàçîì óðàâíåíèå äèíàìèêè
âòîðîãî ìîìåíòà èìååò ôîðìó çàêîíà ñîõðàíåíèÿ.
Ïîýòîìó áóäåì íàçûâàòü óðàâíåíèå äèíàìèêè âòîðî-
ãî ìîìåíòà, çàïèñàííîå â óêàçàííîì âèäå, çàêîíîì
ñîõðàíåíèÿ âòîðîãî ìîìåòà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáú-
åêòà.

V. ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÛÉ ÎÁÚÅÊÒ ÊÀÊ
ÈÑÒÎ×ÍÈÊ ÏÎËß

1. Ôóíäàìåíòàëüíûé îáúåêò êàê èñòî÷íèê ïîëÿ
âíåøíåé ñèììåòðèè

×òîáû ðàññìîòðåòü ôóíäàìåíòàëüíûé îáúåêò êàê
èñòî÷íèê ïîëÿ, áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ ñëåäóþùèõ
ïðåäñòàâëåíèé è òåðìèíîëîãèè.
Ïîëå ñîçäàåòñÿ èñòî÷íèêîì. Èñòî÷íèê 1 ñîçäàåò

ïîëå 1. Èñòî÷íèê 2 ñîçäàåò ïîëå 2. Èñòî÷íèê 1 âçà-
èìîäåéñòâóåò ñ ïîëåì 2, ñîçäàâàåìûì èñòî÷íèêîì
2. Èñòî÷íèê 2 âçàèìîäåéñòâóåò ñ ïîëåì 1, ñîçäàâà-
åìûì èñòî÷íèêîì 1. Ïîëå 2 âçàèìîäåéñòâóåò êàê ñ
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èñòî÷íèêîì 1, òàê è ñ ïîëåì 1, ñîçäàâàåìûì èñòî÷-
íèêîì 1.
Ïðèâëå÷åì óêàçàííûå ïðåäñòàâëåíèÿ ïðè ðàññìîò-

ðåíèè ñêàëÿðíîãî äåéñòâèÿ (9):

lS =

∫ (
∂SK

DyI
DyI(x)

∂xK
+

∂SK

DlIK1

DlIK1

∂xK
+

+
∂SK

DlIK1K2

DlIK1K2

∂xK

)
· dΩ .

Â ýòîì âûðàæåíèè âíåøíèå äèíàìè÷åñêèå ïàðàìåò-
ðû ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

pKI = −
∂SK

DyI
, mKK1

I = −
∂SK

DlIK1

,

wKK2K1
I = −

∂SK

DlIK1K2

áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ïàðàìåòðû èñòî÷íèêà ïîëÿ
âíåøíåé ñèììåòðèè. Äëÿ òîãî ÷òîáû ýòè ïàðàìåòðû
îòëè÷àòü äðóã îò äðóãà, ìîæíî ââåñòè, íàïðèìåð, ñëå-
äóþùóþ òåðìèíîëîãèþ. Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëåâà
íàïðàâî � ýòî ïàðàìåòðû èñòî÷íèêà ïåðâîãî, âòîðîãî
è òðåòüåãî óðîâíåé.
Â ýòîì æå âûðàæåíèè âåëè÷èíû

DyI(x)

∂xK
,

DlIK1

∂xK
,

DlIK1K2

∂xK

èëè

lIK , lIK1K , lIK1K2K (49)

ðàññìàòðèâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî êàê ïåðâûå, âòîðûå
è òðåòüè ïåðåìåííûå ïîëÿ âíåøíåé ñèììåòðèè. Íà-
ïðèìåð, â òåîðèè ãðàâèòàöèè ïåðâûå ïåðåìåííûå ïî-
ëÿ � ýòî ìåòðè÷åñêèé òåíçîð, âòîðûå ïåðåìåííûå ïîëÿ
� ýòî êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè, à òðåòüè ïåðåìåííûå
ïîëÿ � ýòî òåíçîð êðèâèçíû.
Äàëåå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ïîäèíòåãðàëüíîå âûðà-

æåíèå â ñîîòíîøåíèè (9) (ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà) îïè-
ñûâàåò âçàèìîäåéñòâèå èñòî÷íèêà 1, êîòîðûì ÿâëÿ-
åòñÿ ðàññìàòðèâàåìûé ôóíäàìåíòàëüíûé îáúåêò 1, ñ
ïîëåì 2. Èñòî÷íèêîì ïîëÿ 2 ñëóæèò äðóãîé ôóíäà-
ìåíòàëüíûé îáúåêò 2, êîòîðûé ÿâíî íå ó÷àñòâóåò â
ôîðìèðîâàíèè ñêàëÿðíîãî äåéñòâèÿ.
Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ ñêàëÿðíîå äåéñòâèå ñëåäóåò çà-

ïèñàòü òàê:

lS =

∫ (
∂SK

DyI
(1)

DyI(x)

∂xK
(2) +

∂SK

DlIK1

(1)
DlIK1

∂xK
(2)+

+
∂SK

DlIK1K2

(1)
DlIK1K2

∂xK
(2)

)
dΩ .

(50)

Äàëåå ó÷òåì, ÷òî ïîëå 2 âçàèìîäåéñòâóåò êàê ñ ôóí-
äàìåíòàëüíûì îáúåêòîì 1, òàê è ñ ïîëåì 1, ñîçäàâà-
åìûì ýòèì ôóíäàìåíòàëüíûì îáúåêòîì. Ïîýòîìó ïà-
ðàìåòðû 1, âçàèìîäåéñòâóþùèå ñ ïîëåì 2, äîëæíû

ñîäåðæàòü äâà ñëàãàåìûõ, îäíî èç êîòîðûõ � ýòî ïà-
ðàìåòð ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà 1, à äðóãîå � ýòî
ïåðåìåííàÿ ïîëÿ 1. Íà ýòîì îñíîâàíèè â âûðàæåíèè
äëÿ ñêàëÿðíîãî äåéñòâèÿ ñëåäóåò ñäåëàòü çàìåíó:
äëÿ ïàðàìåòðîâ ïåðâîãî óðîâíÿ, âçàèìîäåéñòâóþ-

ùèõ ñ ïîëåì 2,

∂SK

DyI
(1)→ ∂SK

DyI
(1)− C1 · lKI(1) , (51)

äëÿ ïàðàìåòðîâ âòîðîãî óðîâíÿ, âçàèìîäåéñòâóþ-
ùèõ ñ ïîëåì 2,

∂SK

DlIK1

(1)→ ∂SK

DlIK1

(1)− C2 · lKK1
I(1) , (52)

äëÿ ïàðàìåòðîâ òðåòüåãî óðîâíÿ, âçàèìîäåéñòâóþ-
ùèõ ñ ïîëåì 2,

∂SK

DlIK1K2

(1)→ ∂SK

DlIK1K2

(1)− C3 · lKK2K1
I(1) . (53)

Ïåðåìåííûå ïîëÿ âíåøíåé ñèììåòðèè

lKI , lKK1
I , lKK2K1

I

� ýòî êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïðàâîé óíèâåðñàëü-

íîé êîâàðèàíòíîé àëãåáðû rX∗′
èñêðèâëåííîãî ïðî-

ñòðàíñòâà-âðåìåíè â ðÿä Òåéëîðà ïî êîîðäèíàòàì êî-
âàðèàíòíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà:

yI(xK + dxK) = yI(xK) + dxK · lKI +
+d2xK2 · d1xK1 · lK2K1

I + . . . .

Îíè ÿâëÿþòñÿ âåëè÷èíìè, ñîïðÿæåííûìè ïî îòíî-
øåíèþ ê ïåðåìåííûì ïîëÿ âíåøíåé ñèììåòðèè (49).
Â ÷àñòíîñòè, íàïðèìåð, 6

lKI = (gII1 · l
I1
K1
· gK1K)t .

Êîýôôèöèåíòû C1, C2, C3 õàðàêòåðèçóþò âçàèìî-
äåéñòâèå ïîëÿ 1 è ïîëÿ 2.
Òàêèì îáðàçîì, ñêàëÿðíîå äåéñòâèå äëÿ ôóíäàìåí-

òàëüíîãî îáúåêòà 1 è ïîëÿ 1, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ
ïîëåì 2, íóæíî çàïèñàòü òàê7:

lS = −
∫ ((

pKI(1) + C1 · lKI(1)
) DyI(x)

∂xK
(2)+

+
(
mKK1

I(1) + C2 · lKK1
I(1)

) DlIK1

∂xK
(2) +

+
(
wKK2K1

I(1) + C3 · lKK2K1
I(1)

) DlIK1K2

∂xK
(2)

)
dΩ .

(54)

6 Çäåñü ñèìâîëîì t îáîçíà÷åíà îïåðàöèÿ òðàíñïîíèðîâàíèÿ.
7 Çàìåòèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå ñêàëÿðíîå äåéñòâèå íå ñîäåð-
æèò ñëàãàåìûå, îòâåòñòâåííûå çà âçàèìîäåéñòâèå ôóíäàìåí-
òàëüíîãî îáúåêòà 1 ñ ñîáñòâåííûì ïîëåì 1.
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Ïðèðàâíèâàíèå íóëþ âàðèàöèè äåéñòâèÿ lS (54)
ïðè âàðüèðîâàíèè ïåðâûõ ïåðåìåííûõ ïîëÿ lIK1

(2)
äàåò ïåðâîå óðàâíåíèå ïîëÿ âíåøíåé ñèììåòðèè. Èñ-
òî÷íèêîì ýòîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ èìïóëüñ ôóíäàìåí-
òàëüíîãî îáúåêòà. Ïðèðàâíèâàíèå íóëþ âàðèàöèè
äåéñòâèÿ lS (54) ïðè âàðüèðîâàíèè âòîðûõ ïåðå-
ìåííûõ ïîëÿ lIK1K2(2) äàåò âòîðîå óðàâíåíèå ïîëÿ
âíåøíåé ñèììåòðèè. Èñòî÷íèêîì ýòîãî ïîëÿ ÿâëÿåò-
ñÿ ìîìåíò ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà. Âîò òî íàïðàâ-
ëåíèå, â êîòîðîì íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü ââåäåííîå
ñêàëÿðíîå äåéñòâèå (54).
Ïðè âûâîäå óðàâíåíèé ïîëÿ âíåøíåé ñèììåòðèè

íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü, ÷òî íà èìïóëüñ pKI , ìîìåíò
mKK1

I è âòîðîé ìîìåíò wKK2K1
I íàëîæåíû óñëîâèÿ

(40), (44), (48), êîòîðûå íàçâàíû çàêîíàìè ñîõðàíå-
íèÿ:
çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà

DpKI
∂xK

= 0 , (55)

çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà

DmKK1
I

∂xK
= 0 , (56)

çàêîí ñîõðàíåíèÿ âòîðîãî ìîìåíòà

DwKK2K1
I

∂xK
= 0 . (57)

2. Ôóíäàìåíòàëüíûé îáúåêò êàê èñòî÷íèê ïîëÿ
âíóòðåííåé ñèììåòðèè

Ïðèâëå÷åì óêàçàííûå ïðåäñòàâëåíèÿ ïðè ðàññìîò-
ðåíèè ñêàëÿðíîãî äåéñòâèÿ äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî
îáúåêòà â ïîëå âíóòðåííåé ñèììåòðèè (17):

rS =

∫ (
∂SK

DY I
DY I(x)

∂xK
+

∂SK

DLIK1

DLIK1

∂xK
+

+
∂SK

DLIK1K2

DLIK1K2

∂xK

)
· dΩ .

Â ýòîì âûðàæåíèè âíóòðåííèå äèíàìè÷åñêèå ïàðà-
ìåòðû ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

QKI = −
∂SK

DY I
, IKK1

I = −
∂SK

DLIK1

,

JKK2K1
I = −

∂SK

DLIK1K2

áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ïàðàìåòðû èñòî÷íèêà ïî-
ëÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè. Äëÿ òîãî ÷òîáû ýòè ïà-
ðàìåòðû îòëè÷àòü äðóã îò äðóãà, ìîæíî ââåñòè, íà-
ïðèìåð, ñëåäóþùóþ òåðìèíîëîãèþ. Â ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ñëåâà íàïðàâî � ýòî ïàðàìåòðû èñòî÷íèêà ïî-
ëÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüåãî
óðîâíåé.

Â ýòîì æå âûðàæåíèè âåëè÷èíû

DY I(x)

∂xK
,

DLIK1

∂xK
,

DLIK1K2

∂xK

èëè

LIK , LIK1K , LIK1K2K (58)

ðàññìàòðèâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî êàê ïåðâûå, âòîðûå
è òðåòüè ïåðåìåííûå ïîëÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè. Íà-
ïðèìåð, â òåîðèè ýëåêòðîìàãíåòèçìà ïåðâûå ïåðåìåí-
íûå ïîëÿ � ýòî ôàçà, âòîðûå ïåðåìåííûå ïîëÿ � ýòî
ïîòåíöèàë, à òðåòüè ïåðåìåííûå ïîëÿ � ýòî òåíçîð
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.
Êàê è â ïðåäûäóùåì Ðàçäåëå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî

ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â (17) (ïðàâàÿ ôóíêöèÿ
Ëàãðàíæà) îïèñûâàåò âçàèìîäåéñòâèå èñòî÷íèêà 1,
êîòîðûì ÿâëÿåòñÿ ðàññìàòðèâàåìûé ôóíäàìåíòàëü-
íûé îáúåêò 1, ñ ïîëåì 2. Èñòî÷íèêîì ïîëÿ 2 ñëóæèò
äðóãîé ôóíäàìåíòàëüíûé îáúåêò 2, êîòîðûé ÿâíî íå
ó÷àñòâóåò â ôîðìèðîâàíèè ñêàëÿðíîãî äåéñòâèÿ.
Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ ñêàëÿðíîå äåéñòâèå ñëåäóåò çà-

ïèñàòü òàê:

rS =

∫ (
∂SK

DY I
(1)

DY I(x)

∂xK
(2) +

∂SK

DLIK1

(1)
DLIK1

∂xK
(2)+

+
∂SK

DLIK1K2

(1)
DLIK1K2

∂xK
(2)

)
dΩ .

(59)

Äàëåå ó÷òåì, ÷òî ïîëå 2 âçàèìîäåéñòâóåò êàê ñ ôóí-
äàìåíòàëüíûì îáúåêòîì 1, òàê è ñ ïîëåì 1, ñîçäàâà-
åìûì ýòèì ôóíäàìåíòàëüíûì îáúåêòîì. Ïîýòîìó ïà-
ðàìåòðû 1, âçàèìîäåéñòâóþùèå ñ ïîëåì 2, äîëæíû
ñîäåðæàòü äâà ñëàãàåìûõ, îäíî èç êîòîðûõ � ýòî ïà-
ðàìåòð ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà 1, à äðóãîå � ýòî
ïåðåìåííàÿ ïîëÿ 1. Íà ýòîì îñíîâàíèè â âûðàæåíèè
äëÿ ñêàëÿðíîãî äåéñòâèÿ ñëåäóåò ñäåëàòü çàìåíó:
äëÿ ïàðàìåòðîâ ïåðâîãî óðîâíÿ, âçàèìîäåéñòâóþ-

ùèõ ñ ïîëåì 2,

∂SK

DY I
(1)→ ∂SK

DY I
(1)−K1 · LKI(1) , (60)

äëÿ ïàðàìåòðîâ âòîðîãî óðîâíÿ, âçàèìîäåéñòâóþ-
ùèõ ñ ïîëåì 2,

∂SK

DLIK1

(1)→ ∂SK

DLIK1

(1)−K2 · LKK1
I(1) , (61)

äëÿ ïàðàìåòðîâ òðåòüåãî óðîâíÿ, âçàèìîäåéñòâóþ-
ùèõ ñ ïîëåì 2,

∂SK

DLIK1K2

(1)→ ∂SK

DLIK1K2

(1)−K3 · LKK2K1
I(1) . (62)

Ïåðåìåííûå ïîëÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè

LKI , LKK1
I , LKK2K1

I
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� ýòî êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ëåâîé óíèâåðñàëü-

íîé êîâàðèàíòíîé àëãåáðû lX∗′
èñêðèâëåííîãî ïðî-

ñòðàíñòâà-âðåìåíè â ðÿä Òåéëîðà ïî êîîðäèíàòàì êî-
âàðèàíòíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà:

YI(xK + dxK) = YI(xK) + dxK · LKI +
+d2xK2 · d1xK1 · LK2K1

I + . . . .

Îíè ÿâëÿþòñÿ âåëè÷èíìè, ñîïðÿæåííûìè ïî îò-
íîøåíèþ ê ïåðåìåííûì ïîëÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè
(58). Â ÷àñòíîñòè, íàïðèìåð, 8

LKI = (gII1 · L
I1
K1
· gK1K)t .

Êîýôôèöèåíòû K1, K2, K3 õàðàêòåðèçóþò âçàèìî-
äåéñòâèå ïîëÿ 1 è ïîëÿ 2.
Òàêèì îáðàçîì, ñêàëÿðíîå äåéñòâèå äëÿ ôóíäàìåí-

òàëüíîãî îáúåêòà 1 è ïîëÿ 1, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ
ïîëåì 2, íóæíî çàïèñàòü òàê9:

rS = −
∫ ((

QKI(1) +K1 · LKI(1)
) DY I(x)

∂xK
(2)+

+
(
IKK1

I(1) +K2 · LKK1
I(1)

) DLIK1

∂xK
(2) +

+
(
JKK2K1

I(1) +K3 · LKK2K1
I(1)

) DLIK1K2

∂xK
(2)

)
dΩ .

(63)

Ïðèðàâíèâàíèå íóëþ âàðèàöèè äåéñòâèÿ rS (63)
ïðè âàðüèðîâàíèè ïåðâûõ ïåðåìåííûõ ïîëÿ LIK1

(2)
äàåò ïåðâîå óðàâíåíèå ïîëÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè.
Èñòî÷íèêîì ýòîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ çàðÿä ôóíäàìåí-
òàëüíîãî îáúåêòà. Ïðèðàâíèâàíèå íóëþ âàðèàöèè
äåéñòâèÿ rS (63) ïðè âàðüèðîâàíèè âòîðûõ ïåðå-
ìåííûõ ïîëÿ LIK1K2(2) äàåò âòîðîå óðàâíåíèå ïîëÿ
âíóòðåííåé ñèììåòðèè. Èñòî÷íèêîì ýòîãî ïîëÿ ÿâëÿ-
åòñÿ òîê ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà. Âîò òî íàïðàâ-
ëåíèå, â êîòîðîì íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü ââåäåííîå
ñêàëÿðíîå äåéñòâèå (63).
Ïðè âûâîäå óðàâíåíèé ïîëÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè

íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü, ÷òî íà çàðÿä QKI , òîê I
KK1

I

è âòîðîé òîê JKK2K1
I íàëîæåíû óñëîâèÿ (40), (44),

(48), êîòîðûå íàçâàíû çàêîíàìè ñîõðàíåíèÿ:
çàêîí ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà

DQKI
∂xK

= 0 , (64)

çàêîí ñîõðàíåíèÿ òîêà

DIKK1
I

∂xK
= 0 , (65)

çàêîí ñîõðàíåíèÿ âòîðîãî òîêà

DJKK2K1
I

∂xK
= 0 . (66)

8 Çäåñü ñèìâîëîì t îáîçíà÷åíà îïåðàöèÿ òðàíñïîíèðîâàíèÿ.
9 Çàìåòèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå ñêàëÿðíîå äåéñòâèå íå ñîäåð-
æèò ñëàãàåìûå, îòâåòñòâåííûå çà âçàèìîäåéñòâèå ôóíäàìåí-
òàëüíîãî îáúåêòà 1 ñ ñîáñòâåííûì ïîëåì 1.

VI. ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÏÎËß ÂÍÓÒÐÅÍÍÅÉ
ÑÈÌÌÅÒÐÈÈ

1. Ïåðâîå óðàâíåíèå ïîëÿ âíóòðåííåé
ñèììåòðèè

Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê âûâîäó ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïî-
ëÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè, ñîçäàâàåìîãî ôóíäàìåí-
òàëüíûì îáúåêòîì è ïîëåì, íà îñíîâàíèè ïðèíöèïà
íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ. Äëÿ ýòîãî ñêàëÿðíîå äåéñòâèå
(63) ïåðåïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

rS = −
∫ ((

QK1
I(1) +K1 · LK1

I(1)
)
· LIK1

(2)+

+
(
IKK1

I(1) +K2 · LKK1
I(1)

) DLIK1

∂xK
(2) +

+
(
JKK2K1

I(1) +K3 · LKK2K1
I(1)

) DLIK1K2

∂xK
(2)

)
dΩ

(67)

è ðàññìîòðèì åãî âàðèàöèþ ïðè âàðèàöèè ïåðåìåííûõ
ïîëÿ LIK1

(2). Äëÿ âàðèàöèè ïðàâîé ôóíêöèè Ëàãðàí-
æà rL ñ îáðàòíûì çíàêîì èìååì

−δ1( rL ) =
(
QK1

I(1) +K1 · LK1
I(1)

)
· δLIK1(2) +

+
(
IKK1

I(1) +K2 · LKK1
I(1)

) D
∂xK

δLIK1
(2) .

Âòîðîå ñëàãàåìîå çàïèøåì òàê:

D

∂xK
(
(IKK1

I(1) +K2 · LKK1
I(1)) · δLIK1

(2)
)
−

−D
∂xK

(
IKK1

I(1) +K2 · LKK1
I(1)

)
· δLIK1

(2) .

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ãàóññà è âàðèàöèîííûé ïðèí-
öèï, ïîëó÷èì ïåðâîå óðàâíåíèå ïîëÿ âíóòðåííåé ñèì-
ìåòðèè, ñîçäàâàåìîãî ôóíäàìåíòàëüíûì îáúåêòîì,

D

∂xK
(
IKK1

I +K2 · LKK1
I

)
= QK1

I +K1 · LK1
I .

Âñå âåëè÷èíû, âõîäÿùèå â ýòî óðàâíåíèå, îòíîñÿòñÿ
ê ïîëþ 1, ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùåå óêàçàíèå îïóùå-
íî. Ó÷èòûâàÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ òîêà (65), ïîëó÷èì

D

∂xK
(
LKK1

I

)
=

1

K2
(QK1

I +K1 · LK1
I) . (68)

Ïðåîáðàçóåì ýòî óðàâíåíèå, óìíîæèâ åãî íà LIK2
:

D

∂xK
(
LKK1

I

)
LIK2

=
1

K2
(QK1

K2
+K1 · LK1

I · LIK2
) .

(69)
Çäåñü ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

QK1
K2

= QK1
I · LIK2

.
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Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (69) ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

D

∂xK
(
LKK1

I

)
LIK2

=

D

∂xK
(
LKK1

I · LIK2

)
− LKK1

I
D

∂xK
(
LIK2

)
.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè � ýòî èñêðèâëåí-
íàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò âåëè÷èíû, ïðèíàäëåæàùåé ñè-
ñòåìå îòñ÷åòà. Ïîýòîìó èñêðèâëåííóþ ïðîèçâîäíóþ
íóæíî çàìåíèòü íà ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ â ñèñòåìå
îòñ÷åòà, òî åñòü ýòî ñëàãàåìîå äîëæíî áûòü çàïèñàíî
òàê:

∂

∂xK
(
LKK1

I · LIK2

)
.

Ïðåîáðàçóåì âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè, ïðè
ýòîì ó÷òåì, ÷òî

LIK3
· L̃K3

I1 = δII1 .

Â ðåçóëüòàòå âòîðîå ñëàãàåìîå ïðèíèìàåò âèä

LKK1
IL

I
K3 · L̃

K3
I1

D

∂xK
(
LI1K2

)
=(

LKK1
IL

I
K3

)
·
(
L̃K3

I1 · LI1K2K

)
= .

Äàëåå ó÷òåì, ÷òî

LKK1
I · LIK2

= AKK1
K2

� ýòî êîâàðèàíòíûé ïîòåíöèàë ïîëÿ âíóòðåííåé ñèì-
ìåòðèè, à

L̃K3
I1 · LI1K2K = AK3

K2K

� ýòî êîíòðàâàðèàíòíûé ïîòåíöèàë ïîëÿ âíóòðåííåé
ñèììåòðèè.
Ïî îòíîøåíèþ ê ïîòåíöèàëàì ïåðâîå óðàâíåíèå ïî-

ëÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè (69) ïðèîáðåòàåò âèä

∂

∂xK
AKK1

K2 −AKK1
K3 ·AK3

K2K =

=
1

K2
(QK1

K2
+K1 · LK1

I · LIK2) . (70)

Çàïèñàííîå óðàâíåíèå ñîîòâåòñòâóåò ãðóïïå è àë-
ãåáðå âíóòðåííåé ñèììåòðèè ñàìîãî îáùåãî âèäà. Åãî
ìîæíî ïåðåïèñàòü, åñëè ðå÷ü èäåò î ïîäãðóïïå è ïî-
äàëãåáðå. Ïðè ýòîì íóæíî ïåðåéòè îò ïîòåíöèàëîâ îá-
ùåãî âèäà ê ïîòåíöèàëàì ÷àñòíîãî ïîëÿ è îò òåíçîðà
çàðÿäà ê çàðÿäó ÷àñòíîãî âèäà. Äëÿ êîíòðàâàðèàíò-
íûõ ïîòåíöèàëîâ ýòîò ïåðåõîä âûïîëíÿåòñÿ â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ñîîòíîøåíèåì

AK3
K2K = rC

K3
K2α ·AαK . (71)

Çäåñü AαK � êîíòðàâàðèàíòíûå ïîòåíöèàëû ÷àñò-
íîãî ïîëÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè, rC

K3
K2α � ìàòðè-

öû ïðåäñòàâëåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ â êîíòðàâàðè-
àíòíîé ïîäàëãåáðå âíóòðåííåé ñèììåòðèè, èíäåêñ α
íóìåðóåò ïàðàìåòðû ïîäàëãåáðû.

Äëÿ êîâàðèàíòíûõ ïîòåíöèàëîâ ýòîò ïåðåõîä âû-
ïîëíÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèåì

AKK1
K2

= AKα · rCαK1
K2
. (72)

Çäåñü AKα � êîâàðèàíòíûå ïîòåíöèàëû ÷àñòíî-
ãî ïîëÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè, rC

αK1
K2

� ìàòðèöû
ïðåäñòàâëåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ â êîâàðèàíòíîé ïî-
äàëãåáðå âíóòðåííåé ñèììåòðèè, èíäåêñ α íóìåðóåò
ïàðàìåòðû ïîäàëãåáðû. Ìàòðèöû ïðåäñòàâëåíèÿ óäî-
âëåòâîðÿþò çàêîíó óìíîæåíèÿ

rC
K1
K3α · rCK3

K2β = rC
K1
K2γ · rCγαβ , (73)

à òàêæå

rC
βK1

K3
· rCK3

K2γ = rC
αK1

K2
· rCβγα , (74)

ãäå rC
β
γα � ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå êîíòðàâàðèàíò-

íîé ïîäàëãåáðû âíóòðåííåé ñèììåòðèè. Â ÷àñòíîì
ñëó÷àå âûðàæåíèå (74) äàåò

δK1
K2

= rC
βK1

K3
· rCK3

K2β = rC
αK1

K2
· rCββα . (75)

Ïåðåõîä îò òåíçîðà çàðÿäà ê çàðÿäó ÷àñòíîãî âèäà
âûïîëíÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèåì

QK1
K2

= Qα · rCαK1
K2
. (76)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (71), (72), (74), (75) è (76),
èç âûðàæåíèÿ (70) ïîëó÷èì ïåðâîå óðàâíåíèå ïîëÿ
âíóòðåííåé ñèììåòðèè ÷àñòíîãî âèäà

∂

∂xK
AKα− rC

β
γα·AKβ ·AγK =

1

K2
(Qα+K1·Lα) . (77)

Ïðèìåíèì ýòî óðàâíåíèå ê ýëåêòðîìàãíèòíîìó ïî-
ëþ. Ãðóïïîé ýëåêòðîìàãíèòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ îäíîìåðíàÿ ãðóïïà ïðàâûõ ïîâîðîòîâ â ïëîñ-
êîñòè 12. Ïîýòîìó

α = 12 , rC
β
γα = 0 ,

è ïåðâîå óðàâíåíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ èìååò
âèä

∂

∂xK
AK12 =

1

K2
Q12 .

Åãî íóæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùåíèå êàëèáðîâ-
êè Ëîðåíöà

Ak,k = 0 .

2. Âòîðîå óðàâíåíèå ïîëÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè

Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê âûâîäó âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïîëÿ
âíóòðåííåé ñèììåòðèè, ñîçäàâàåìîãî ôóíäàìåíòàëü-
íûì îáúåêòîì, íà îñíîâàíèè ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî
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äåéñòâèÿ. Äëÿ ýòîãî ñêàëÿðíîå äåéñòâèå (63) ïåðåïè-
øåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

rS = −
∫ ((

QK1
I(1) +K1 · LK1

I(1)
)
· LIK1

(2)+

+
(
IK2K1

I(1) +K2 · LK2K1
I(1)

)
· LIK1K2

(2) +

+
(
JKK2K1

I(1) +K3 · LKK2K1
I(1)

)
×

× D

∂xK
LIK1K2

(2)

)
dΩ .

(78)

è ðàññìîòðèì åãî âàðèàöèþ ïðè âàðèàöèè ïåðåìåí-
íûõ ïîëÿ LIK1K2

(2). Äëÿ âàðèàöèè ïðàâîé ôóíêöèè
Ëàãðàíæà rL ñ îáðàòíûì çíàêîì èìååì

−δ2(rL ) =
(
IK2K1

I(1) +K2 ·LK2K1
I(1)

)
·δLIK1K2(2) +

+
(
JKK2K1

I(1) +K3 · LKK2K1
I(1)

)
· D
∂xK

δLIK1K2
(2) .

Âòîðîå ñëàãàåìîå çàïèøåì òàê:

D

∂xK
((
JKK2K1

I(1) +K3 · LKK2K1
I(1)

)
· δLIK1K2

(2)
)
−

−D
∂xK

(
JKK2K1

I(1) +K3 · LKK2K1
I(1)

)
· δLIK1K2

(2) .

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ãàóññà è âàðèàöèîííûé ïðèí-
öèï, ïîëó÷èì âòîðîå óðàâíåíèå ïîëÿ âíóòðåííåé ñèì-
ìåòðèè, ñîçäàâàåìîãî ôóíäàìåíòàëüíûì îáúåêòîì:

D

∂xK
(
JKK2K1

I +K3 · LKK2K1
I

)
=

= IK2K1
I +K2 · LK2K1

I .

Âñå âåëè÷èíû, âõîäÿùèå â ýòî óðàâíåíèå, îòíîñÿò-
ñÿ ê ïîëþ 1, ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùåå óêàçàíèå îïó-
ùåíî. Ó÷èòûâàÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ âòîðîãî òîêà (66),
ïîëó÷èì

D

∂xK
(
LKK2K1

I

)
=

1

K3
(IK2K1

I +K2 · LK2K1
I) . (79)

Ïðåîáðàçóåì ýòî óðàâíåíèå, óìíîæèâ åãî íà LIK3
:

D

∂xK
(
LKK2K1

I

)
· LIK3 =

=
1

K3

(
IK2K1

K3
+K2 · LK2K1

I · LIK3

)
. (80)

Çäåñü ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

IK2K1
K3 = IK2K1

I · LIK3 .

Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (80) ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

D

∂xK
(
LKK2K1

I

)
· LIK3 =

D

∂xK
(
LKK2K1

I · LIK3

)
− LKK2K1

I
D

∂xK
(
LIK3

)
.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè � ýòî èñêðèâëåí-
íàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò âåëè÷èíû, ïðèíàäëåæàùåé ñè-
ñòåìå îòñ÷åòà. Ïîýòîìó èñêðèâëåííóþ ïðîèçâîäíóþ
íóæíî çàìåíèòü íà ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ â ñèñòåìå
îòñ÷åòà, òî åñòü ýòî ñëàãàåìîå äîëæíî áûòü çàïèñàíî
òàê:

∂

∂xK
(
LKK2K1

I · LIK3

)
.

Ïðåîáðàçóåì âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè; ïðè
ýòîì ó÷òåì, ÷òî

LIK4
· L̃K4

I1 = δII1 .

Â ðåçóëüòàòå âòîðîå ñëàãàåìîå ïðèíèìàåò âèä

LKK2K1
I ·
(
LIK4 · L̃

K4
I1

) D
∂xK

(
LI1K3

)
=(

LKK2K1
I · LIK4

)
·
(
L̃K4

I1 · LI1K3K

)
.

Äàëåå ó÷òåì, ÷òî

LKK2K1
I · LIK3 = FKK2K1

K3

� ýòî êîâàðèàíòíûé îáúåêò ïîëÿ âíóòðåííåé ñèììåò-
ðèè10,

L̃K4
I1 · LI1K3K = AK4

K3K

� ýòî êîíòðàâàðèàíòíûé ïîòåíöèàë ïîëÿ âíóòðåííåé
ñèììåòðèè, à

LK2K1
I · LIK3 = AK2K1

K3

� ýòî êîâàðèàíòíûé ïîòåíöèàë ïîëÿ âíóòðåííåé ñèì-
ìåòðèè.
Ïî îòíîøåíèþ ê îáúåêòó ïîëÿ âòîðîå óðàâíåíèå ïî-

ëÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè (79) ïðèîáðåòàåò âèä

∂

∂xK
FKK2K1

K3
− FKK2K1

K4
·AK4

K3K =

=
1

K3

(
IK2K1

K3
+K2 ·AK2K1

K3

)
. (81)

Çàïèñàííîå óðàâíåíèå ñîîòâåòñòâóåò ãðóïïå è àë-
ãåáðå âíóòðåííåé ñèììåòðèè ñàìîãî îáùåãî âèäà. Åãî
ìîæíî ïåðåïèñàòü, åñëè ðå÷ü èäåò î ïîäãðóïïå è ïî-
äàëãåáðå. Ïðè ýòîì íóæíî ïåðåéòè îò îáúåêòà ïîëÿ
è ïîòåíöèàëîâ îáùåãî âèäà ê îáúåêòó ïîëÿ è ïîòåí-
öèàëàì ÷àñòíîãî âèäà, à òàêæå îò òîêà îáùåãî âèäà
ê ÷àñòíîìó òîêó. Äëÿ îáúåêòà ïîëÿ ýòîò ïåðåõîä âû-
ïîëíÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèåì

FKK2K1
K3

= FKK2
α · rCαK1

K2
. (82)

10 Â ñëó÷àå, åñëè FKK2K1
K3

àíòèñèììåòðè÷åí ïî èíäåêñàì

KK2, âåëè÷èíà F [KK2]K1
K3

íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì ïîëÿ âíóò-
ðåííåé ñèììåòðèè.
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Äëÿ êîíòðàâàðèàíòíûõ ïîòåíöèàëîâ ýòîò ïåðåõîä
âûïîëíÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèåì (71). Äëÿ
êîâàðèàíòíûõ ïîòåíöèàëîâ ýòîò ïåðåõîä âûïîëíÿåòñÿ
â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèåì (72). Ïåðåõîä îò òîêà
îáùåãî âèäà ê ÷àñòíîìó òîêó âûïîëíÿåòñÿ â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ñîîòíîøåíèåì

IK2K1
K3

= IK2
α · rCαK1

K3
. (83)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (71), (72), (82), (83), èç âûðà-
æåíèÿ (81) ïîëó÷èì âòîðîå óðàâíåíèå ÷àñòíîãî ïîëÿ
âíóòðåííåé ñèììåòðèè

∂
∂xK F

KK2
α − rC

β
γα · FKK2

β ·AγK =
1
K3

(IK2
α +K2 ·AK2

α) .
(84)

Â ñëó÷àå K2 = 0 è FKK2
α = F [KK2]

α ýòî óðàâíåíèå
ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ßíãà-Ìèëëñà äëÿ áåçìàññîâîãî
ïîëÿ, îáóñëîâëåííîãî ãðóïïîé âíóòðåííåé ñèììåòðèè:

∂

∂xK
F [KK2]

α − rC
β
γα · FKK2

β ·AγK =
1

K3
IK2

α . (85)

Ïðèìåíèì ýòî óðàâíåíèå ê ýëåêòðîìàãíèòíîìó ïî-
ëþ. Ãðóïïîé ýëåêòðîìàãíèòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ îäíîìåðíàÿ ãðóïïà ïðàâûõ ïîâîðîòîâ â ïëîñ-
êîñòè 12. Ïîýòîìó

α = 12 , rC
β
γα = 0 ,

è âòîðîå óðàâíåíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðèíèìà-
åò âèä

∂

∂xK
F [KK2]

12 =
1

K3
IK2

12 .

ÏðèK → k èK3 = ε0 ·c èìååì óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà

∂

∂xk
F [kk2] =

1

ε0 · c
Ik2 .

Çäåñü ε0 � äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ, c � ñêî-
ðîñòü ñâåòà.

VII. ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÏÎËß ÂÍÅØÍÅÉ
ÑÈÌÌÅÒÐÈÈ

1. Ïåðâîå óðàâíåíèå ïîëÿ âíåøíåé ñèììåòðèè

Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê âûâîäó ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïîëÿ
âíåøíåé ñèììåòðèè, ñîçäàâàåìîãî ôóíäàìåíòàëüíûì
îáúåêòîì, íà îñíîâàíèè ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåé-
ñòâèÿ. Äëÿ ýòîãî ñêàëÿðíîå äåéñòâèå (54) ïåðåïèøåì
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

lS = −
∫ ((

pK1
I(1) + C1 · lK1

I(1)
)
· lIK1

(2)+

+
(
mKK1

I(1) + C2 · lKK1
I(1)

) DlIK1

∂xK
(2) +

+
(
wKK2K1

I(1) + C3 · lKK2K1
I(1)

) DlIK1K2

∂xK
(2)

)
dΩ

(86)

è ðàññìîòðèì åãî âàðèàöèþ ïðè âàðèàöèè ïåðåìåííûõ
ïîëÿ lIK1

(2). Äëÿ âàðèàöèè ëåâîé ôóíêöèè Ëàãðàíæà

lL ñ îáðàòíûì çíàêîì èìååì

−δ1( lL ) =
(
pK1

I(1) + C1 · lK1
I(1)

)
· δlIK1(2) +

+
(
mKK1

I(1) + C2 · lKK1
I(1)

)
· D
∂xK

δlIK1
(2) .

Âòîðîå ñëàãàåìîå çàïèøåì òàê:

D

∂xK
((
mKK1

I(1) + C2 · lKK1
I(1)

)
· δlIK1

(2)
)
−

−D
∂xK

(
mKK1

I(1) + C2 · lKK1
I(1)

)
· δlIK1(2) .

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ãàóññà è âàðèàöèîííûé ïðèíöèï,
ïîëó÷èì ïåðâîå óðàâíåíèå ïîëÿ âíåøíåé ñèììåòðèè,
ñîçäàâàåìîãî ôóíäàìåíòàëüíûì îáúåêòîì:

D

∂xK
(
mKK1

I + C2 · lKK1
I

)
= pK1

I + C1 · lK1
I .

Âñå âåëè÷èíû, âõîäÿùèå â ýòî óðàâíåíèå, îòíîñÿòñÿ
ê ïîëþ 1, ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùåå óêàçàíèå îïóùå-
íî. Ó÷èòûâàÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà (56), ïîëó-
÷èì

D

∂xK
(
lKK1

I

)
=

1

C2
(pK1

I + C1 · lK1
I) . (87)

Ïðåîáðàçóåì ýòî óðàâíåíèå, óìíîæèâ åãî íà lIK2
,

D

∂xK
(
lKK1

I

)
lIK2 =

1

C2
(TK1

K2 +C1 · lK1
I · lIK2) . (88)

Çäåñü ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

TK1
K2

= pK1
I · lIK2

.

Ýòó âåëè÷èíó íàçîâåì òåíçîðîì ýíåðãèè-èìïóëüñà
ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà. Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü
óðàâíåíèÿ (88) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

D

∂xK
(
lKK1

I

)
lIK2

=

=
D

∂xK
(
lKK1

I · lIK2

)
− lKK1

I
D

∂xK
(
lIK2

)
.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè � ýòî èñêðèâëåí-
íàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò âåëè÷èíû, ïðèíàäëåæàùåé ñè-
ñòåìå îòñ÷åòà. Ïîýòîìó èñêðèâëåííóþ ïðîèçâîäíóþ
íóæíî çàìåíèòü íà ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ â ñèñòåìå
îòñ÷åòà, òî åñòü ýòî ñëàãàåìîå äîëæíî áûòü çàïèñàíî
òàê:

∂

∂xK
(
lKK1

I · lIK2

)
.

Ïðåîáðàçóåì âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè, ïðè
ýòîì ó÷òåì, ÷òî

lIK3
· l̃K3

I1 = δII1 .



320 ÃËÀÂÀ 3.2 Ñêàëÿðíîå äåéñòâèå äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà. Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ

Â ðåçóëüòàòå âòîðîå ñëàãàåìîå ïðèíèìàåò âèä

lKK1
I

(
lIK3

· l̃K3
I1

) D
∂xK

(
lI1K2

)
=

=
(
lKK1

I · lIK3

)
·
(
l̃K3

I1 · lI1K2K

)
.

Äàëåå ó÷òåì, ÷òî

lKK1
I · lIK2

= ΓKK1
K2

� ýòî êîâàðèàíòíûå êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè ïîëÿ
âíåøíåé ñèììåòðèè, à

l̃K3
I1 · lI1K2K = ΓK3

K2K

� ýòî êîíòðàâàðèàíòíûå êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè ïî-
ëÿ âíåøíåé ñèììåòðèè.
Ïî îòíîøåíèþ ê êîýôôèöèåíòàì ñâÿçíîñòè ïåðâîå

óðàâíåíèå ïîëÿ âíåøíåé ñèììåòðèè (88) ïðèîáðåòàåò
âèä

∂

∂xK
ΓKK1

K2 − ΓKK1
K3 · ΓK3

K2K =

=
1

C2
(TK1

K2
+ C1 · lK1

I · lIK2
) . (89)

Çàìåòèì, ÷òî

∂

∂xK
ΓKK1

K2 − ΓKK1
K3 · ΓK3

K2K = RKK1
K2K

� ýòî ñâåðíóòûé îáúåêò êðèâèçíû, èñïîëüçóÿ êîòîðûé
ïåðåïèøåì ïåðâîå óðàâíåíèå:

RKK1
K2K =

1

C2
(TK1

K2
+ C1 · lK1

I · lIK2
) .

Ïðîåêöèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ íà ÷åòûðåõìåðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî-âðåìÿ (K → k)

Rkk1k2k =
1

C2
(T k1k2 + C1 · lk1I · lIk2) (90)

ïî ñâîåé ñòðóêòóðå ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì Ýéíøòåé-
íà äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ.11 Ñðàâíåíèå âûðàæå-
íèÿ (90) ñ óðàâíåíèåì Ýéíøòåéíà ïîçâîëÿåò ïðåäïî-
ëîæèòü, ÷òî

1

C2
= χ ≡ 2G

C4
, ãäå

G = 80 · 10−11Í · ì2

êã2
− ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ , .

Óðàâíåíèå (89) ñîîòâåòñòâóåò ãðóïïå è àëãåáðå
âíåøíåé ñèììåòðèè ñàìîãî îáùåãî âèäà. Åãî ìîæ-
íî ïåðåïèñàòü, åñëè ðå÷ü èäåò î ïîäãðóïïå è ïîäàë-
ãåáðå âíåøíåé ñèììåòðèè. Ïðè ýòîì íóæíî ïåðåéòè

11 Â ïðèâåäåííîì óðàâíåíèè îòñóòñòâóåò ñëàãàåìîå, ïðîïîðöè-
îíàëüíîå ñêàëÿðíîé êðèâèçíå. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïî
ïðåäâàðèòåëüíîé äîãîâîðåííîñòè òðàíñôîðìàöèîííûå ñâîé-
ñòâà ýëåìåíòà îáúåìà dΩ íå ðàññìàòðèâàþòñÿ.

îò êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè îáùåãî âèäà ê êîýô-
ôèöèåíòàì ñâÿçíîñòè ÷àñòíîãî ïîëÿ è îò òåíçîðà
ýíåðãèè-èìïóëüñà ê ýíåðãèè-èìïóëüñó ÷àñòíîãî âè-
äà. Äëÿ êîíòðàâàðèàíòíûõ êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè
ýòîò ïåðåõîä âûïîëíÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøå-
íèåì

ΓK3
K2K = lC

K3
K2α · ΓαK . (91)

Çäåñü ΓαK � êîíòðàâàðèàíòíûå êîýôôèöèåíòû ñâÿç-
íîñòè ÷àñòíîãî ïîëÿ âíåøíåé ñèììåòðèè, lC

K3
K2α �

ìàòðèöû ïðåäñòàâëåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ â êîíòðà-
âàðèàíòíîé ïîäàëãåáðå âíåøíåé ñèììåòðèè, èíäåêñ α
íóìåðóåò ïàðàìåòðû ïîäàëãåáðû.
Äëÿ êîâàðèàíòíûõ êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè ýòîò

ïåðåõîä âûïîëíÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèåì

ΓKK1
K2 = ΓKα · lCαK1

K2 . (92)

Çäåñü ΓKα � êîâàðèàíòíûå êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè
÷àñòíîãî ïîëÿ âíåøíåé ñèììåòðèè, lC

αK1
K2

� ìàòðè-
öû ïðåäñòàâëåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ â êîâàðèàíòíîé
ïîäàëãåáðå âíåøíåé ñèììåòðèè, èíäåêñ α íóìåðóåò
ïàðàìåòðû ïîäàëãåáðû. Ìàòðèöû ïðåäñòàâëåíèÿ óäî-
âëåòâîðÿþò çàêîíó óìíîæåíèÿ

lC
K1
K3α · lCK3

K2β = lC
K1
K2γ · lCγαβ , (93)

à òàêæå

lC
βK1

K3
· lCK3

K2γ = lC
αK1

K2
· lCβγα , (94)

ãäå lC
β
γα � ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå êîíòðàâàðèàíò-

íîé ïîäàëãåáðû âíåøíåé ñèììåòðèè. Â ÷àñòíîì ñëó-
÷àå âûðàæåíèå (94) äàåò

δK1
K2 = lC

βK1
K3 · lCK3

K2β = lC
αK1

K2 · lCββα . (95)

Ïåðåõîä îò òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà ê ýíåðãèè-
èìïóëüñó ÷àñòíîãî âèäà âûïîëíÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè
ñ ñîîòíîøåíèåì

TK1
K2 = Tα · lCαK1

K2 . (96)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (91), (92), (94), (95) è (96),
èç âûðàæåíèÿ (89) ïîëó÷èì ïåðâîå óðàâíåíèå ÷àñòíî-
ãî ïîëÿ âíåøíåé ñèììåòðèè

∂

∂xK
ΓKα − lC

β
γα · ΓKβ · ΓγK =

1

C2
(Tα + C1 · lCββα) .

(97)
Ïðè α, ïðèíèìàþùåì çíà÷åíèÿ 21, 13, 32, ýòî óðàâíå-
íèå îòíîñèòñÿ ê ïîëþ, èñòî÷íèêîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ
òðåõìåðíûé ñïèí.

2. Âòîðîå óðàâíåíèå ïîëÿ âíåøíåé ñèììåòðèè

Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê âûâîäó âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïîëÿ
âíåøíåé ñèììåòðèè, ñîçäàâàåìîãî ôóíäàìåíòàëüíûì
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îáúåêòîì, íà îñíîâàíèè ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåé-
ñòâèÿ. Äëÿ ýòîãî ñêàëÿðíîå äåéñòâèå (54) ïåðåïèøåì
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

lS = −
∫ ((

pK1
I(1) + C1 · lK1

I(1)
)
· lIK1

(2)+

+
(
mK2K1

I(1) + C2 · lK2K1
I(1)

)
· lIK1K2

(2) +

+
(
wKK2K1

I(1) + C3 · lKK2K1
I(1)

) DlIK1K2

∂xK
(2)

)
dΩ

(98)

è ðàññìîòðèì åãî âàðèàöèþ ïðè âàðèàöèè ïåðåìåííûõ
ïîëÿ lIK1K2(2). Äëÿ âàðèàöèè ëåâîé ôóíêöèè Ëàãðàí-
æà lL ñ îáðàòíûì çíàêîì èìååì

−δ2( lL ) =
(
mK2K1

I(1) + C2 · lK2K1
I(1)

)
· δlIK1K2

(2) +

+
(
wKK2K1

I(1) + C3 · lKK2K1
I(1)

)
· D
∂xK

δlIK1K2
(2) .

Âòîðîå ñëàãàåìîå çàïèøåì òàê:

D

∂xK
((
wKK2K1

I(1) + C3 · lKK2K1
I(1)

)
· δlIK1K2

(2)
)
−

−D
∂xK

(
wKK2K1

I(1) + C3 · lKK2K1
I(1)

)
· δlIK1K2

(2) .

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ãàóññà è âàðèàöèîííûé ïðèí-
öèï, ïîëó÷èì âòîðîå óðàâíåíèå ïîëÿ âíåøíåé ñèììåò-
ðèè, ñîçäàâàåìîãî ôóíäàìåíòàëüíûì îáúåêòîì:

D

∂xK
(
wKK2K1

I + C3 · lKK2K1
I

)
=

= mK2K1
I + C2 · lK2K1

I .

Âñå âåëè÷èíû, âõîäÿùèå â ýòî óðàâíåíèå, îòíîñÿòñÿ
ê ïîëþ 1, ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùåå óêàçàíèå îïóùå-
íî. Ó÷èòûâàÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ òîêà (57), ïîëó÷èì

D

∂xK
(
lKK2K1

I

)
=

1

C3
(mK2K1

I + C2 · lK2K1
I) . (99)

Ïðåîáðàçóåì ýòî óðàâíåíèå, óìíîæèâ åãî íà lIK3 ,

D

∂xK
(
lKK2K1

I

)
· lIK3 =

=
1

C3

(
mK2K1

K3
+ C2 · lK2K1

I · lIK3

)
. (100)

Çäåñü ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

mK2K1
K3

= mK2K1
I · lIK3

.

Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (100) ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

D

∂xK
(
lKK2K1

I

)
· lIK3 =

=
D

∂xK
(
lKK2K1

I · lIK3

)
− lKK2K1

I
D

∂xK
(
lIK3

)
.

Çàìåòèì, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè � ýòî
èñêðèâëåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ òî âåëè÷èíû, ïðèíàäëåæà-
ùåé ñèñòåìå îòñ÷åòà. Ïîýòîìó èñêðèâëåííóþ ïðîèç-
âîäíóþ íóæíî çàìåíèòü íà ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ â
ñèñòåìå îòñ÷åòà, òî åñòü, ýòî ñëàãàåìîå äîëæíî áûòü
çàïèñàíî òàê:

∂

∂xK
(
lKK2K1

I · lIK3

)
.

Ïðåîáðàçóåì âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè, ïðè
ýòîì ó÷òåì, ÷òî

lIK4
· l̃K4

I1 = δII1 .

Â ðåçóëüòàòå âòîðîå ñëàãàåìîå ïðèíèìàåò âèä

lKK2K1
I ·
(
lIK4

· l̃K4
I1

) D
∂xK

(
lI1K3

)
=

=
(
lKK2K1

I · lIK4

)
·
(
l̃K4

I1 · lI1K3K

)
= .

Äàëåå ó÷òåì, ÷òî

lKK2K1
I · lIK3 = RKK2K1

K3

� ýòî êîâàðèàíòíûé îáúåêò êðèâèçíû ïîëÿ âíåøíåé
ñèììåòðèè12,

l̃K4
I1 · lI1K3K = ΓK4

K3K

� ýòî êîíòðàâàðèàíòíûå êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè ïî-
ëÿ âíåøíåé ñèììåòðèè, à

lK2K1
I · lIK3 = ΓK2K1

K3

� ýòî êîâàðèàíòíûå êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè ïîëÿ
âíåøíåé ñèììåòðèè.
Ïî îòíîøåíèþ ê îáúåêòó êðèâèçíû âòîðîå óðàâíå-

íèå ïîëÿ âíåøíåé ñèììåòðèè (98) ïðèîáðåòàåò âèä

∂

∂xK
RKK2K1

K3
−RKK2K1

K4
· ΓK4

K3K =

=
1

C3

(
mK2K1

K3
+ C2 · ΓK2K1

K3

)
. (101)

Çàïèñàííîå óðàâíåíèå ñîîòâåòñòâóåò ãðóïïå è àë-
ãåáðå âíåøíåé ñèììåòðèè ñàìîãî îáùåãî âèäà. Åãî
ìîæíî ïåðåïèñàòü, åñëè ðå÷ü èäåò î ïîäãðóïïå è ïî-
äàëãåáðå. Ïðè ýòîì íóæíî ïåðåéòè îò îáúåêòà êðèâèç-
íû è êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè îáùåãî âèäà ê îáúåêòó
êðèâèçíû è êîýôôèöèåíòàì ñâÿçíîñòè ÷àñòíîãî âèäà,
à òàêæå îò ìîìåíòà îáùåãî âèäà ê ÷àñòíîìó ìîìåí-
òó. Äëÿ îáúåêòà êðèâèçíû ýòîò ïåðåõîä âûïîëíÿåòñÿ
â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèåì

RKK2K1
K3

= RKK2
α · lCαK1

K2
. (102)

12 Â ñëó÷àå, åñëè RKK2K1
K3

àíòèñèììåòðè÷åí ïî èíäåêñàì

KK2 âåëè÷èíà R[KK2]K1
K3

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òåíçîð êðè-
âèçíû ïîëÿ âíåøíåé ñèììåòðèè.
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Äëÿ êîíòðàâàðèàíòíûõ êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè
ýòîò ïåðåõîä âûïîëíÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøå-
íèåì (91). Äëÿ êîâàðèàíòíûõ êîýôôèöèåíòîâ ñâÿç-
íîñòè ýòîò ïåðåõîä âûïîëíÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ñî-
îòíîøåíèåì (92). Ïåðåõîä îò ìîìåíòà îáùåãî âèäà ê
÷àñòíîìó ìîìåíòó âûïîëíÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ñî-
îòíîøåíèåì

mK2K1
K3 = mK2

α · lCαK1
K3 . (103)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (91), (92), (102), (103), èç âû-
ðàæåíèÿ (101) ïîëó÷èì âòîðîå óðàâíåíèå ÷àñòíîãî ïî-
ëÿ âíåøíåé ñèììåòðèè

∂

∂xK
RKK2

α− lC
β
γα·RKK2

β ·ΓγK =
1

C3
(mK2

α+C2·ΓK2
α) .

(104)

VIII. ÂÛÂÎÄÛ ÏÎ ÃËÀÂÅ

� Îòëè÷èÿ ââîäèìîãî ñêàëÿðíîãî äåéñòâèÿ ñîñòî-
ÿò â ñëåäóþùåì:

1) ôóíêöèè, îïðåäåëÿþùèå ñîñòîÿíèå ôèçè÷å-
ñêîé ñèñòåìû, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîîðäèíàòû
èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè,

2) ïðîèçâîäíàÿ ∂
∂xk çàìåíÿåòñÿ íà èñêðèâëåííóþ

ïðîèçâîäíóþ,

3) ëàãðàíæèàí çàâèñèò íå òîëüêî îò ïðîèçâîä-
íîé ïåðâîãî ïîðÿäêà îò ôóíêöèè, îïðåäåëÿþùåé
ñîñòîÿíèå ôèçè÷åñêîé ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû, íî è
ïðîèçâîäíîé âòîðîãî ïîðÿäêà îò ýòîé ôóíêöèè.

� Ïðèðàâíèâàíèå íóëþ âàðèàöèè äåéñòâèÿ ïðè
âàðüèðîâàíèè äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ äà-
åò óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ïàðàìåòðîâ ôóíäàìåí-
òàëüíîãî îáúåêòà â êèíåìàòè÷åñêîì ïîëå.

1. Ïðèðàâíèâàíèå íóëþ âàðèàöèè äåéñòâèÿ ïðè
âàðüèðîâàíèè âíåøíèõ äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåò-
ðîâ äàåò óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âíåøíèõ äèíàìè-
÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ (èìïóëüñà, ìîìåíòà, âòîðî-
ãî ìîìåíòà) ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà â ïîëå
âíåøíåé ñèììåòðèè.

2. Ïðèðàâíèâàíèå íóëþ âàðèàöèè äåéñòâèÿ ïðè
âàðüèðîâàíèè âíóòðåííèõ äèíàìè÷åñêèõ ïàðà-
ìåòðîâ äàåò óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âíóòðåííèõ
äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ (çàðÿäà, òîêà, âòî-
ðîãî òîêà) ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà â ïîëå
âíóòðåííåé ñèììåòðèè.

� Ïðèðàâíèâàíèå íóëþ âàðèàöèè äåéñòâèÿ ïðè
âàðüèðîâàíèè êèíåìàòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ äàåò
óðàâíåíèÿ ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî ôóíäàìåíòàëü-
íûì îáúåêòîì.

1. Ïðèðàâíèâàíèå íóëþ âàðèàöèè äåéñòâèÿ ïðè
âàðüèðîâàíèè êèíåìàòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ l äà-
åò óðàâíåíèÿ ïîëÿ âíåøíåé ñèììåòðèè, ñîçäà-

âàåìîãî ôóíäàìåíòàëüíûì îáúåêòîì. Èñòî÷íè-
êàìè ýòîãî ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ âíåøíèå äèíàìè÷å-
ñêèå ïàðàìåòðû ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà �
èìïóëüñ è ìîìåíò.

2. Ïðèðàâíèâàíèå íóëþ âàðèàöèè äåéñòâèÿ ïðè
âàðüèðîâàíèè êèíåìàòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ L
äàåò óðàâíåíèÿ ïîëÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè, ñî-
çäàâàåìîãî ôóíäàìåíòàëüíûì îáúåêòîì. Èñòî÷-
íèêàìè ýòîãî ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèå äèíà-
ìè÷åñêèå ïàðàìåòðû ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà
� çàðÿä è òîê.

IX. ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ. ÂÀÐÜÈÐÎÂÀÍÈÅ È
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÎÂÀÍÈÅ

Â ýòîì Ïðèëîæåíèè èçëàãàåòñÿ íîâûé ïîäõîä ê îïå-
ðàöèè âàðüèðîâàíèÿ, êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê
ñïåöèàëüíîå ÷àñòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå. Â ×àñòè 6
íàñòîÿùåé ìîíîãðàôèè óêàçàííûé ïîäõîä èñïîëüçó-
åòñÿ äëÿ âûâîäà óðàâíåíèé äèíàìèêè.

1. Âàðèàöèÿ ôóíêöèè

Êàê ïðè âàðüèðîâàíèè, òàê è ïðè äèôôåðåíöèðî-
âàíèè êëþ÷åâûì îáúåêòîì ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ
çàâèñèìîñòü. Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, çàïèøåì åå â ñëå-
äóþùåì âèäå � x(t). Ôóíêöèÿ x â îáùåì ñëó÷àå ìîæåò
áûòü ìíîãîêîìïîíåíòíîé âåëè÷èíîé (xk), àðãóìåíò â
îáùåì ñëó÷àå òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìíîãîêîìïîíåíòíîé âå-
ëè÷èíîé (tl).
Ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå äâà ïóòè èçìåíåíèÿ ôóíê-

öèè.
1. Èçìåíåíèå ôóíêöèè ïðè ïðåîáðàçîâàíèè àðãó-

ìåíòà. Ïðåîáðàçîâàíèå àðãóìåíòà çàïèøåì òàê

t→ t′ .

Åìó ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîä ê çíà÷åíèþ ôóíêöèè
x(t′). Ïðè

t→ t+ dt

x(t′)− x(t) = x(t+ dt)− x(t) ≈ dx

dt
· dt = dx .

Çäåñü dx � äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè.
2. Èçìåíåíèå ôóíêöèè áåç ïðåîáðàçîâàíèÿ àðãóìåí-

òà � ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè. Ôóíêöèþ x′, èçìåíåí-
íóþ òàêèì îáðàçîì, íàçîâåì ïðåîáðàçîâàííîé. Ïðåîá-
ðàçîâàíèå ôóíêöèè çàïèøåì òàê

x→ x′ .

Ñ óêàçàííûì èçìåíåíèåì ôóíêöèè ñâÿçàíà îïåðà-
öèÿ âàðüèðîâàíèÿ.

x′ − x ≈ δx− âàðèàöèÿ ôóíêöèè .



IX. Ïðèëîæåíèå. Âàðüèðîâàíèå è äèôôåðåíöèðîâàíèå 323

Âàðüèðîâàíèå ñòàíîâèòñÿ îïðåäåëåííûì, åñëè ïðå-
îáðàçîâàíèå x→ x′ çàäàòü â âèäå ñïåöèàëüíîé ôóíê-
öèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè

x′ = X (t, x) (105)

ïðè óñëîâèè

∂X
∂x

= δ èëè â èíäåêñíîé ôîðìå
∂X k

∂xk1
= δkk1 .

Èç ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè (105) èìååì

x′ ≈ x+ δx =
∂X (t, x)

∂t
· dt+ ∂X (t, x)

∂x
· x .

Îòñþäà ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ âàðèàöèè ôóíê-
öèè

δx =
∂X (t, x)

∂t
· dt .

Â èíäåêñíîé ôîðìå âàðèàöèÿ ôóíêöèè ïðèîáðåòàåò
ñëåäóþùèé âèä:

δxk =
∂X k(t, x)

∂tl
· dtl .

Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèå

∂X k(t, x)
∂tl

= xkl ,

òî ìîæíî çàïèñàòü

δxk = xkl · dtl è xkl =
δxk

∂tl
.

Òàêèì îáðàçîì, âàðüèðîâàíèå ñâîäèòñÿ ê ñïåöèàëü-
íîìó ÷àñòíîìó äèôôåðåíöèðîâàíèþ ïðåîáðàçîâàíèÿ
ôóíêöèè.
3. Ìîæíî ïðåäñòàâèòü, ÷òî èçìåíåíèå ôóíêöèî-

íàëüíîé çàâèñèìîñòè ïðîèñõîäèò äâóìÿ ïóòÿìè: èìå-
åò ìåñòî è ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè è ïðåîáðàçîâàíèå
àðãóìåíòà. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå çàïèøåì òàê

x(t)→ x′(t′) .

Ïðåäñòàâèì åãî â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðåîá-
ðàçîâàíèé

x(t)
1→ x(t′)

2
⇝ x′(t′) ,

ãäå îáîçíà÷åíèå
1→ îòðàæàåò ïðåîáðàçîâàíèå àðãóìåí-

òà, à
2
⇝ � ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè. Îòñþäà

x′(t′)− x(t) = x′(t′)− x(t′) + x(t′)− x(t) .

Çäåñü

x′(t′)− x(t′) ≈ δx , x(t′)− x(t) ≈ dx .

Áåñêîíå÷íîìàëîå ïðèðàùåíèå x′(t′) − x(t′) îáîçíà-
÷èì Dx. Íàïîìíèì, ÷òî â Ðàçäåëå IX Ãëàâû 2.2 äèô-
ôåðåíöèàë D íàçâàí èñêðèâëåííûì. Òàêèì îáðàçîì,
èìååì

Dx = δx+ dx . (106)

Ýòî æå ñîîòíîøåíèå ïîëó÷èì, äèôôåðåíöèðóÿ ïî
t ïðåîáðàçîâàíèå (105), çàïèñàííîå ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

x′k(t) = X k(t, x(t)) .

Èìååì

dx′k(t) =
∂X k(t, x)

∂tl
· dtl + ∂X k(t, x)

∂xk1
· dxk1 .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

∂X k(t, x)
∂tl

· dtl = δxk è
∂X k(t, x)
∂xk1

· dxk1 = dxk ,

è ïîëàãàÿ

dx′k = Dxk ,

ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå (106) â èíäåêñíîé ôîðìå

Dxk = δxk + dxk .

2. Âàðèàöèÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè

Ïîêàæåì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè ïîçâîëÿåò
íàéòè ïðåîáðàçîâàíèå è âàðèàöèþ åå ïðîèçâîäíîé.
Îáîçíà÷èì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè x(t) òàê:

v(t) =
∂x(t)

∂t
.

Ñ îäíîé ñòîðîíû, â îáùåì ñëó÷àå, ïðåîáðàçîâàíèå
ôóíêöèè v(t) èìååò âèä

v′(t) = V(t, v(t)) , (107)

ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ñîîòíîøåíèÿ

dx′ =
∂X (t, x)

∂t
· dt+ dx

èìååì

v′(t) =
∂X (t, x)

∂t
+ v(t) . (108)

Ê ýòîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ñâîäèòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå
(107), åñëè ôóíêöèÿ v(t) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé. Âû-
÷èñëèì äèôôåðåíöèàë îò ïðåîáðàçîâàíèé (107) è
(108). Ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâåííî

dv′(t) =
∂V(t, v)
∂t

· dt+ dv
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è

dv′(t) =
∂

∂t

(
∂X (t, x)

∂t

)
· dt+ dv .

Èç ñðàâíåíèÿ ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò

δv =
∂V(t, v)
∂t

· dt = ∂

∂t

(
∂X (t, x)

∂t

)
· dt .

À îòñþäà ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå äëÿ ïðåîáðàçîâà-
íèÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè

∂V(t, v)
∂t

=
∂

∂t

(
∂X (t, x)

∂t

)
.

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî Ðàçäåëà âûâåäåì ïðàâèëî ïå-
ðåñòàíîâêè îïåðàòîðà ïðîèçâîäíîé è âàðèàöèè. Íà-
ïîìíèì, ÷òî â âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè èñïîëüçó-
åòñÿ ïðàâèëî, ïîçâîëÿþùåå ïåðåñòàâëÿòü âàðèàöèþ è
îïåðàòîð ïðîèçâîäíîé

δ
∂

∂t
=

∂

∂t
δ . (109)

Èìååì äâà âûðàæåíèÿ. Ñ îäíîé ñòîðîíû,

∂

∂t
dx′ =

∂

∂t
δx+

∂

∂t
dx

èëè

d
∂x′

∂t
=

∂

∂t
δx+ d

∂x

∂t
. (110)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

dv′ = δv + dv

èëè

d
∂x′

∂t
= δ

∂x

∂t
+ d

∂x

∂t
. (111)

Ñðàâíåíèå âûðàæåíèé (110) è (111) äàåò ïåðåñòàíî-
âî÷íîå ñîîòíîøåíèå (109) äëÿ íàøåãî ñëó÷àÿ

∂

∂t
δx = δ

∂x

∂t
.

3. Âàðèàöèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè

Â ïðåäûäóùåì Ðàçäåëå àðãóìåíò t ÿâëÿåòñÿ íåçàâè-
ñèìîé ïåðåìåííîé, òî åñòü âåëè÷èíîé, êîòîðàÿ íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ôóíêöèåé êàêèõ-ëèáî âåëè÷èí. Â ýòîì ñëó÷àå
ïðåîáðàçîâàíèå àðãóìåíòà çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì ñîîò-
íîøåíèåì

t′ = t+ C .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

1) ïðè t′ = t+ dt

dt = const è, ñëåäîâàòåëüíî, ddt = 0;

2) âàðèàöèÿ δt = 0.
Ñèòóàöèÿ óñëîæíÿåòñÿ, åñëè àðãóìåíò íå ÿâëÿåòñÿ

íåçàâèñèìîé âåëè÷èíîé.
Ïðåæäå, ÷åì ïåðåéòè ê âàðèàöèè ñëîæíîé ôóíê-

öèè, âûïîëíèì íåêîòîðûå ïåðåîáîçíà÷åíèÿ. Îíè íåîá-
õîäèìû äëÿ òîãî, ÷òîáû ââîäèìûå äàëåå îáîçíà÷åíèÿ
ñîâïàäàëè ñ òåìè îáîçíà÷åíèÿìè, êîòîðûå áûëè ââå-
äåíû â Ãëàâå 2.2.

3.1. Ïåðåîáîçíà÷åíèÿ äèôôåðåíöèàëîâ

Èòàê, äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèìè ïåðåîáî-
çíà÷åíèÿìè:

d→ d̂ , δ → δ̂ , D → d .

Íàïðèìåð, â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ ñîîòíîøåíèå (106)
çàïèøåòñÿ òàê:

dx = δ̂x+ d̂x .

Ïîïðåæíåìó èñõîäèì èç ñëåäóþùèõ ôóíêöèîíàëü-
íûõ çàâèñèìîñòåé:

xk(tl) , x′k = X k(t, x(t)) .

Ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ôóíê-
öèè èìååì

∂̂x′k(t)

∂̂tl
d̂tl =

∂̂X k(t, x)
∂̂tl

d̂tl +
∂̂xk(t)

∂̂tl
d̂tl .

èëè

d̂x′k(t) =
∂̂X k(t, x)

∂̂tl
d̂tl + d̂xk ,

Ó÷òåì, ÷òî

d̂x′k(t) =
∂̂x′k(t)

∂̂tl
d̂tl = dxk(t) ,

d̂X k(t) = ∂̂X k(t, x)
∂̂tl

d̂tl = δ̂k(t) ,

ïîëó÷èì

dxk = δ̂xk + d̂xk .

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

vkl =
∂̂xk(t)

∂̂tl
, xkl =

δ̂xk(t)

∂̂tl
=
∂̂X k(t, x)

∂̂tl
, xk,l =

∂̂xk(t)

∂̂tl
,

äëÿ íèõ èìååì

vkl = xkl + xk,l .
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3.2. Ïðàâèëà âàðüèðîâàíèÿ è äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
ñëîæíîé ôóíêöèè

Ðàññìîòðèì ñëîæíóþ ôóíêöèþ yi(xk), ãäå àðãóìåíò
ñàì ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé xk(tl). Äëÿ íåå ñïåöèàëüíàÿ
ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü çàïèøåòñÿ òàê:

y′i(x) = Yi(x, y(x)) .

Äèôôåðåíöèðóÿ ýòó çàâèñèìîñòü ïî x, ïîëó÷èì

∂y′i(x)

∂xk
dxk =

∂Yi(x, y)
∂xk

dxk +
∂yi(x)

∂xk
dxk .

èëè

dy′i(x) = dYi(x, y) + dyi .

Ââåäåì èñêðèâëåííûé äèôôåðåíöèàë è âàðèàöèþ
ôóíêöèè yi(x) â ñîîòâåòñòâèè ñ âûðàæåíèÿìè

Dyi(x) = dy′i(x) , δyi(x) = dYi(x, y) ,

ó÷èòûâàÿ êîòîðûå, ïîëó÷èì

Dyi(x) = δyi(x) + dyi(x) .

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

lik =
Dyi(x)

∂xk
, yik =

∂Yi(x, y)
∂xk

, yi,k =
∂yi(x)

∂xk
,

èñïîëüçóÿ èõ, çàïèøåì âàðèàöèþ è äèôôåðåíöèàëû

δyi(x) =
∂Yi(x, y)
∂xk

dxk = yik · dxk ,

dyi(x) =
∂yi(x)

∂xk
dxk = yi,k · dxk ,

Dyi(x) =
Dyi(x)

∂xk
dxk = lik · dxk .

Äàëåå ó÷òåì, ÷òî îáûêíîâåííûé äèôôåðåíöèàë àð-
ãóìåíòà x òîæäåñòâåíåí èñêðèâëåííîìó äèôôåðåíöè-
àëó ôóíêöèè x(t), òî åñòü

dxk ≡ D̂xk ,

èëè

dxk = δ̂xk + d̂xk .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

δyi = yik · (δ̂xk + d̂xk) = yik · (xkl + xk,l) · d̂tl ,
dyi = yi,k · (δ̂xk + d̂xk) = yi,k · (xkl + xk,l) · d̂tl ,
Dyi = (yik + yi,k) · (xkl + xk,l) · d̂tl .

Îòñþäà ñëåäóþò ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è âà-
ðüèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè

δyi = yik · vkl · d̂tl ,
dyi = yi,k · vkl · d̂tl ,
Dyi = lik · vkl · d̂tl .

3.3. ×àñòíûå ñëó÷àè

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ÷àñòíûå ñëó÷àè ïðàâèë âà-
ðüèðîâàíèÿ è äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè.
1. Âàðèàöèÿ ôóíêöèè δyi = 0, èëè yik = 0. Èìåí-

íî ýòîò ñëó÷àé âàðüèðîâàíèÿ è äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
ñëîæíîé ôóíêöèè èñïîëüçóåòñÿ â ñîâðåìåííîé òåîðå-
òè÷åñêîé ôèçèêå. Ïðè ýòîì íóæíî îòëè÷àòü âàðèà-
öèþ ôóíêöèè δyi, êîòîðàÿ â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå
ðàâíà íóëþ, îò âàðèàöèè ôóíöèè ïðè âàðèàöèè àðãó-

ìåíòà δ̂yi = yi,k · δ̂xk.
Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå âûøåóêàçàííûå ïðàâèëà

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è âàðüèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíê-
öèè ñâîäÿòñÿ ê îäíîìó13

dyi = yi,k · vkl · d̂tl .

Ýòî ïðàâèëî óäîáíî ðàçáèòü íà äâà, åñëè çàïèñàòü
åãî â ñëåäóþùåì âèäå

δ̂yi + d̂yi = yi,k · (δ̂xk(t) + d̂xk(t)) .

Ïîëó÷èì

δ̂yi = yi,k · δ̂xk(t) ,
d̂yi = yi,k · d̂xk(t) = yi,k · xk,l · d̂tl .

Ïåðâîå ñîîòíîøåíèå � ýòî ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ âà-
ðèàöèè ôóíêöèè ïðè âàðèàöèè àðãóìåíòà. Âòîðîå ñî-
îòíîøåíèå � ýòî îáû÷íîå ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâà-
íèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè.
2. Âàðèàöèÿ àðãóìåíòà δxk = 0, èëè xkl = 0. Â ðàñ-

ñìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è
âàðüèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè, óêàçàííûå â ïðåäû-
äóùåì Ðàçäåëå, ñâîäÿòñÿ ê ñëåäóþùèì ïðàâèëàì14

δyi = yik · dxk = yik · xk,l · dtl ,
dyi = yi,k · dxk = yi,k · xk,l · dtl ,
Dyi = (yik + yi,k) · xk,l · dtl = lik · dxk .

Ðàññìàòðèâàåìîìó ñëó÷àþ âàðüèðîâàíèÿ è äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóåò èñ-
êðèâëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå, ðàññìîòðåííîå â
Ðàçäåëå II.1 Ãëàâû 2.2.
3. Âàðèàöèÿ ôóíêöèè δyi = 0, èëè yik = 0 è âàðè-

àöèÿ àðãóìåíòà δxk = 0, èëè xkl = 0. Â ðàññìàòðè-
âàåìîì ñëó÷àå ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è âàðüè-
ðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè, óêàçàííûå â ïðåäûäóùåì

13 Íóæíî èìåòü â âèäó, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå

Dyi = dyi .

14 Íóæíî èìåòü â âèäó, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå îáûêíî-
âåííûå äèôôåðåíöèàëû d è d̂ òîæäåñòâåííû

d ≡ d̂ .



326 ÃËÀÂÀ 3.2 Ñêàëÿðíîå äåéñòâèå äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà. Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ

Ðàçäåëå, ñâîäÿòñÿ ê åäèíñòâåííîìó ïðàâèëó15

dyi = yi,k · dxk = yi,k · xk,l · dtl ,

êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáû÷íîå ïðàâèëî äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè.

3.4. Îáîáùåíèå

Ââåäåì ïîíÿòèå ñëîæíîñòü ôóíêöèè.
0. Ôóíêöèþ x(t), àðãóìåíòîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ

íåçàâèñèìàÿ âåëè÷èíà, íàçîâåì ôóíêöèåé íóëåâîé
ñëîæíîñòè. Ïðåîáðàçîâàíèå ýòîé ôóíêöèè îïðåäåëÿ-
åòñÿ ñïåöèàëüíîé ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòüþ

x′(t) = X (t, x(t)) ,

äèôôåðåíöèðîâàíèå êîòîðîé äàåò ñóììó äèôôåðåí-
öèàëîâ

dx′ =
∂X (t, x)

∂t
· dt+ dx ,

èëè

dx′ = dX (t, x) + dx ,

èëè

Dx = δx+ dx

Èñêðèâëåííûé äèôôåðåíöèàë D, âàðèàöèþ δ è
îáûêíîâåííûé äèôôåðåíöèàë d íàçîâåì äèôôåðåí-
öèàëüíûìè îïåðàòîðàìè íóëåâîé ñëîæíîñòè.
1. Ôóíêöèþ x1(x), àðãóìåíòîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ

ôóíêöèÿ x(t), íàçîâåì ôóíêöèåé ïåðâîé ñëîæíîñòè.
Ïðåîáðàçîâàíèå ýòîé ôóíêöèè îïðåäåëÿåòñÿ ñïåöè-
àëüíîé ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòüþ

x′1(x) = X1(x, x1(x)) ,

äèôôåðåíöèðîâàíèå êîòîðîé äàåò ñóììó äèôôåðåí-
öèàëîâ

d1x
′
1 =

∂1X1(x, x1)

∂1x
· d1x+ d1x1 ,

èëè

d1x
′
1 = d1X1(x, x1) + d1x1 ,

èëè

D1x1 = δ1x1 + d1x1

15 Íóæíî èìåòü â âèäó, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå âñå äèô-
ôåðåíöèàëû ñâîäÿòñÿ ê îäíîìó d

d ≡ D ≡ d̂ .

Èñêðèâëåííûé äèôôåðåíöèàë D1, âàðèàöèþ δ1 è
îáûêíîâåííûé äèôôåðåíöèàë d1 íàçîâåì äèôôåðåí-
öèàëüíûìè îïåðàòîðàìè ïåðâîé ñëîæíîñòè.
Îáûêíîâåííûé äèôôåðåíöèàë ïåðâîé ñëîæíîñòè

d1 òîæäåñòâåíåí èñêðèâëåííîìó äèôôåðåíöèàëó íó-
ëåâîé ñëîæíîñòè D

d1 ≡ D = δ + d .

2. Ôóíêöèþ x2(x1), àðãóìåíòîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèÿ ïåðâîé ñëîæíîñòè x1(x), íàçîâåì ôóíêöè-
åé âòîðîé ñëîæíîñòè. Ïðåîáðàçîâàíèå ýòîé ôóíêöèè
îïðåäåëÿåòñÿ ñïåöèàëüíîé ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñè-
ìîñòüþ

x′2(x1) = X2(x1, x2(x1)) ,

äèôôåðåíöèðîâàíèå êîòîðîé äàåò ñóììó äèôôåðåí-
öèàëîâ

d2x
′
2 =

∂2X2(x1, x2)

∂2x1
· d2x1 + d2x2 ,

èëè

d2x
′
2 = d2X2(x1, x2) + d2x2 ,

èëè

D2x2 = δ2x2 + d2x2

Èñêðèâëåííûé äèôôåðåíöèàë D2, âàðèàöèþ δ2 è
îáûêíîâåííûé äèôôåðåíöèàë d2 íàçîâåì äèôôåðåí-
öèàëüíûìè îïåðàòîðàìè âòîðîé ñëîæíîñòè.
Îáûêíîâåííûé äèôôåðåíöèàë âòîðîé ñëîæíîñòè

d2 òîæäåñòâåíåí èñêðèâëåííîìó äèôôåðåíöèàëó ïåð-
âîé ñëîæíîñòè D1

d2 ≡ D1 = δ1 + d1 .

Ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèé áîëåå âûñîêîé ñëîæíî-
ñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Ïðè÷åì
îáûêíîâåííûé äèôôåðåíöèàë n-îé ñëîæíîñòè dn òîæ-
äåñòâåíåí èñêðèâëåííîìó äèôôåðåíöèàëó (n − 1)-îé
ñëîæíîñòè Dn−1

dn ≡ Dn−1 = δn−1 + dn−1 .

Çàìåòèì, ÷òî, åñëè âàðüèðîâàíèå íå ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ, òî

δn = 0, äëÿ n = 0, 1, 2, ...

è

dn ≡ dn−1 ≡ ... ≡ d1 ≡ d ,

òî åñòü ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ñëîæíîé ôóíêöèè
ìû èìååì äåëî ñ åäèíñòâåííûì äèôôåðåíöèàëîì.
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ôóíäàìåíòàëüíûõ îáúåêòîâ

I. ÑÈÑÒÅÌÎÎÁÐÀÇÓÞÙÈÉ ÏÎÑÒÓËÀÒ

Âûäâèíåì ïîñòóëàò, êîòîðûé áóäåì ðàçâèâàòü äàëü-
øå: êâàíòîâûå ÿâëåíèÿ, òî åñòü äèñêðåòíîñòü äèíà-
ìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ, îáóñëîâ-
ëåíû òåì, ÷òî ìíîæåñòâî âåêòîðîâ äåéñòâèÿ ôèçè÷å-
ñêèõ îáúåêòîâ ñîñòàâëÿåò àëãåáðó, òî åñòü íà ìíîæå-
ñòâå âåêòîðîâ äåéñòâèÿ, ïîìèìî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è
óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî, èìååò ìåñòî îïåðàöèÿ óìíîæå-
íèÿ. Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ äåéñòâèÿ íàäåëÿåòñÿ ñòàòó-
ñîì ôèçè÷åñêîãî ïîëÿ.

II. ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÛÅ ÇÀÌÅ×ÀÍÈß

Êâàíòîâûå ÿâëåíèÿ êàê òàêîâûå, à òàêæå òåîðèÿ,
ïðèñïîñîáëåííàÿ äëÿ èõ îïèñàíèÿ, îñòàþòñÿ çàãàäî÷-
íûìè ïî ñåé äåíü, íåñìîòðÿ íà ñòîëåòíèå óñèëèÿ ôè-
çèêîâ, íàïðàâëåííûå íà ðàçâèòèå ýòîé îáëàñòè çíà-
íèÿ.
Ïðåæäå âñåãî îñòàåòñÿ íåÿñíûì, êàê îáúÿñíèòü èëè

â ÷åì çàêëþ÷àåòñÿ ïðè÷èíà ñòîëü íåîáûêíîâåííîãî
ÿâëåíèÿ, êàê äèñêðåòíîñòü çíà÷åíèé ôèçè÷åñêèõ âå-
ëè÷èí.1

Ïîä îáúÿñíåíèåì èëè ïðè÷èíîé ìû çäåñü ïîíèìà-
åì îòâåò íà ñëåäóþùèé âîïðîñ: ñóùåñòâóþò ëè êàêèå-
ëèáî îáùèå ïðåäñòàâëåíèÿ, èç êîòîðûõ ñëåäîâàëà áû
óêàçàííàÿ äèñêðåòíîñòü. Ñåé÷àñ íåÿñíî, íóæíî ëè âî-
îáùå ñòàâèòü âîïðîñ î ïîèñêå ïðè÷èíû, íå ðàöèîíàëü-
íåå ëè îñíîâûâàòüñÿ íà êâàíòîâûõ ÿâëåíèÿõ êàê íà
çàäàííîñòè. Èìåííî ïî ýòîìó ïóòè èäåò ñåãîäíÿø-
íÿÿ êâàíòîâàÿ òåîðèÿ. Äèñêðåòíîñòü çíà÷åíèé ôèçè-
÷åñêèõ âåëè÷èí çàëîæåíà â íåé êàê ïîñòóëàò.
Âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî ñîâðåìåííàÿ êâàíòîâàÿ òåîðèÿ

íå îáúÿñíÿåò êâàíòîâûå ÿâëåíèÿ, íå ðàññìàòðèâàåò
ïðè÷èíó êâàíòîâûõ ÿâëåíèé, îíà íå ìîæåò îïèñàòü
ýòè ÿâëåíèÿ äåòåðìèíèñòñêèì îáðàçîì, òî åñòü ÷åðåç
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåäîïðåäåëÿþùèõ äðóã äðóãà
ñîáûòèé. Âñëåäñòâèå ýòîãî òåîðåòè÷åñêèé îáúåêò, êî-
òîðûì ïîëüçóåòñÿ êâàíòîâàÿ òåîðèÿ äëÿ îïèñàíèÿ
ñîñòîÿíèÿ ÷àñòèö, ó÷àñòâóþùèõ â êâàíòîâîì ïðîöåñ-
ñå, � âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ � ïîëó÷èë ñòàòèñòè÷åñêóþ
èíòåðïðåòàöèþ. Òàêóþ ñèòóàöèþ íóæíî ñ÷èòàòü âðå-
ìåííîé è ñóùåñòâóþùåé äî òåõ ïîð, ïîêà íå ðåøåí
âîïðîñ î ïðè÷èíå êâàíòîâûõ ÿâëåíèé. Òàê æå êàê
òåîðèÿ òåïëîòû ïîëó÷èëà îñíîâàíèÿ â ìîëåêóëÿðíî-
êèíåòè÷åñêîé òåîðèè, òàê è ñòàòèñòè÷åñêàÿ êâàíòîâàÿ

1 Â ýòîé Ãëàâå è äàëåå òåðìèí ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû îçíà÷àåò
êàê äèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû, òàê è êèíåìàòè÷åñêèå ïåðå-
ìåííûå, ðàññìîòðåííûå â ïðåäûäóùèõ Ðàçäåëàõ.

òåîðèÿ äîëæíà ïîëó÷èòü îñíîâàíèÿ â äåòåðìèíèñò-
ñêîé êâàíòîâîé òåîðèè.
Äàëåå îñòàíîâèìñÿ íà äåéñòâèè è âîëíîâîé ôóíê-

öèè � ïîíÿòèÿõ ñîâðåìåííîé ôèçèêè, ñóùåñòâåííûõ
äëÿ íàøåãî èçëîæåíèÿ.

III. ÑÊÀËßÐÍÎÅ ÄÅÉÑÒÂÈÅ È
ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÅ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ
ÎÏÅÐÀÒÎÐÛ ÔÈÇÈ×ÅÑÊÈÕ ÂÅËÈ×ÈÍ

Ðàçâèòèå òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè ïðèâåëî ê óòâåð-
æäåíèþ, ÷òî ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíê-
öèÿ êîîðäèíàò S(x), èñïîëüçóÿ êîòîðóþ â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ íåêîòîðûìè ïðàâèëàìè, ìîæíî îïèñàòü ýíåð-
ãåòè÷åñêèå è äèíàìè÷åñêèå ÿâëåíèÿ. Ýòà ôóíêöèÿ
íàçûâàåòñÿ äåéñòâèåì. Äëÿ íàñ âàæíî îòìåòèòü, ÷òî
äåéñòâèå ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé ñêàëÿðíîé âåëè÷è-
íîé, òî åñòü ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèÿ åñòü îäíîìåðíîå
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë IR.
Îñòàíîâèìñÿ íà äåéñòâèè äëÿ íåðåëÿòèâèñòñêîé ÷à-

ñòèöû (ìàòåðèàëüíîé òî÷êè). Ïîëîæåíèå ÷àñòèöû â
ãåîìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå è âðåìåíè îïðåäåëÿåò-
ñÿ ÷åòûðüìÿ êîîðäèíàòàìè, âêëþ÷àþùèìè òðè ãåî-
ìåòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû xa è âðåìÿ t. Òðè ôóíêöè-
îíàëüíûå çàâèñèìîñòè xa(t) îïðåäåëÿþò òðàåêòîðèþ
÷àñòèöû.
Ïîëàãàþò, ÷òî äåéñòâèå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíê-

öèåé êîîðäèíàò

S(xm) = S(xa, t) = S(xa(t), t).

Êðîìå òîãî, äåéñòâèå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê íåîïðå-
äåëåííûé èíòåãðàë

S =

∫
dS , (1)

Â âûðàæåíèè ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà

dS =
dS(xa(t), t)

dt
· dt

ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò äåéñòâèÿ îáîçíà÷àåòñÿ

L =
dS(xa(t), t)

dt

è íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà. Èç ïðåäïîëîæåíèÿ
î òîì, ÷òî äâèæåíèå ÷àñòèöû îïðåäåëÿåòñÿ åå êîîð-
äèíàòàìè è ñêîðîñòüþ, ñëåäóåò îáùèé âèä ôóíêöèè
Ëàãðàíæà

L = L
(
xa(t),

dxa(t)

dt
, t
)
.
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Òàêèì îáðàçîì, äåéñòâèå äëÿ íåðåëÿòèâèñòñêîé ÷à-
ñòèöû îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

S =

∫
L
(
xa(t),

dxa(t)

dt
, t
)
dt . (2)

Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà êîíñòðóèðóåòñÿ, èñõîäÿ èç
ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ. Äëÿ "ïðàâèëüíî"
ñêîíñòðóèðîâàííîé ôóíêöèè Ëàãðàíæà è, ñëåäîâà-
òåëüíî, äëÿ "ïðàâèëüíî" ñêîíñòðóèðîâàííîãî äåé-
ñòâèÿ âûïîëíÿåòñÿ ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ.
Ýòîò ïðèíöèï ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì: èç âñåõ ìûñëèìûõ òðàåêòîðèé äâèæåíèÿ ÷à-
ñòèöû íà âðåìåííîì îòðåçêå îò t1 äî t2 ìåæäó ôèêñè-
ðîâàííûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè òî÷êàìè xa(t1) è x

a(t2)
äåéñòâèòåëüíàÿ òðàåêòîðèÿ îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì,
÷òî äëÿ íåå îïðåäåëåííûé èíòåãðàë

S(xa(t), t)
∣∣∣t2
t1

=

t2∫
t1

L
(
xa(t),

dxa(t)

dt
, t
)
dt =

= S(xa(t2), t2)− S(xa(t1), t1) (3)

ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå2.
Äëÿ ÷àñòèöû, äâèæóùåéñÿ â ñòàòè÷åñêîì ïîòåíöè-

àëüíîì ïîëå, "ïðàâèëüíàÿ" ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà èìååò
âèä

L =
m

2
·
(dxa · dxa

dt2

)
− U(xa) .

Çäåñü xa = δab · xb, èíäåêñû a è b ïðèíèìàþò çíà-
÷åíèÿ 1, 2, 3, ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ âåðõíåìó è íèæíåìó
èíäåêñàì âûïîëíÿåòñÿ ñóììèðîâàíèå. Ïåðâîå ñëàãàå-
ìîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ÷àñòè-
öû, à âòîðîå ñëàãàåìîå � åå ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ,
âçÿòóþ ñ îáðàòíûì çíàêîì. Ñîîòâåòñòâåíî "ïðàâèëü-
íîå" äåéñòâèå äëÿ ÷àñòèöû, äâèæóùåéñÿ â ñòàòè÷å-
ñêîì ïîòåíöèàëüíîì ïîëå, ïðèíèìàåò âèä

S =

∫ (m
2
·
(dxa · dxa

dt2

)
− U(xa)

)
· dt , (4)

Òåõíè÷åñêè ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ ðåà-
ëèçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èçìåíèì òðàåêòîðèþ
(ãåîìåòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû) ÷àñòèöû xa(t) íà âðå-
ìåííîì îòðåçêå îò t1 äî t2 ìåæäó ôèêñèðîâàííûìè
ãåîìåòðè÷åñêèìè òî÷êàìè xa(t1) è x

a(t2) íà áåñêîíå÷-
íî ìàëóþ âåëè÷èíó � âàðèàöèþ êîîðäèíàò � δxa(t)3:

xa(t) → xa(t) + δxa(t) .

2 Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ óäîáåí ïðè ðåøåíèè ãëàâ-
íîé çàäà÷è òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè: ïîèñêà óðàâíåíèé ôèçè-
êè (óðàâíåíèé äâèæåíèÿ è ïîëÿ). Êîíñòðóèðîâàíèå ôóíê-
öèè Ëàãðàíæà, à çàòåì âûâîä óðàâíåíèé ôèçèêè ñ ïîìîùüþ
ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ áîëåå îïðåäåëåí-
íîé çàäà÷åé, ÷åì ïðîèçâîëüíîå êîíñòðóèðîâàíèå óðàâíåíèé
ôèçèêè.

3 Âàðèàöèþ êîîðäèíàò δxa(t) ñëåäóåò îòëè÷àòü îò äèôôåðåí-

öèàëà êîîðäèíàò dxa(t) =
dxa(t)

dt
· dt � èçìåíåíèÿ êîîðäèíàò,

âûçâàííîãî èçìåíåíèåì âðåìåíè.

Ýòî ïðèâåäåò ê èçìåíåíèþ çíà÷åíèÿ äåéñòâèÿ íà
óêàçàííîì âðåìåííîì èíòåðâàëå íà âàðèàöèþ çíà÷å-
íèÿ äåéñòâèÿ

S(xa(t), t)
∣∣∣t2
t1

→ S(xa(t), t)
∣∣∣t2
t1
+ δS(xa(t), t)

∣∣∣t2
t1
.

Ìèíèìóì çíà÷åíèÿ äåéñòâèÿ, òðåáóåìûé ïðèíöè-
ïîì íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ, äîñòèãàåòñÿ ïðè

δS(xa(t), t)
∣∣∣t2
t1

= 0 . (5)

Ïóñòü ñóùåñòâóþò óñëîâèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà òðà-
åêòîðèþ ÷àñòèöû, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíî-
øåíèå (5), òîãäà ýòè óñëîâèÿ è îïðåäåëÿò äåéñòâè-
òåëüíóþ òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû.
Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê äâèæåíèþ ÷àñòèöû â ñòàòè÷å-

ñêîì ïîòåíöèàëüíîì ïîëå. Äåéñòâèòåëüíàÿ òðàåêòî-
ðèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ
âòîðûì çàêîíîì Íüþòîíà

m · d
2xa
dt2

= −∂U(x)

∂xa
. (6)

Îòñþäà óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ äëÿ äåéñòâèÿ (4) âû-
ïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (5), äîëæíû ñîâïàäàòü ñ ðà-
âåíñòâîì (6). Ïîêàæåì ýòî. Èìååì

S(xa(t), t)
∣∣∣t2
t1
+ δS(xa(t), t)

∣∣∣t2
t1

=

=

t2∫
t1

(m
2
·
((dxa+dδxa)

dt

(dxa+dδxa)

dt

)
−U(xa+δxa)

)
·dt=

=

t2∫
t1

(m
2
·
(dxa · dxa

dt2

)
+m · dxa

dt
· d
dt

(δxa)−

−U(xa)− ∂U(x)

∂xa
· δxa

)
· dt =

= S(xa(t), t)
∣∣∣t2
t1
+

t2∫
t1

(
m· dxa

dt
· d
dt

(δxa)− ∂U(x)

∂xa
·δxa

)
·dt.

Âûïîëíèì èíòåãðèðîâàíèå ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â ïî-
äèíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè ïî ÷àñòÿì. Ïîëó÷èì

S(xa(t), t)
∣∣∣t2
t1
+ δS(xa(t), t)

∣∣∣t2
t1

=

= S(xa(t), t)
∣∣∣t2
t1
+m · dxa

dt
· (δxa)|t2t1 −

−
t2∫
t1

(
m · d

2xa
dt2

+
∂U(x)

∂xa

)
· δxa · dt .

Ó÷òåì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå òðàåêòîðèè íàõîäÿò-
ñÿ ìåæäó ôèêñèðîâàííûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè òî÷êà-
ìè xa(t1) è x

a(t2), òî åñòü âàðèàöèÿ òðàåêòîðèé â ýòèõ
òî÷êàõ îòñóòñòâóåò:

δxa(t1) = 0 , δxa(t2) = 0 .
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Â ðåçóëüòàòå èìååì

S(xa(t), t)
∣∣∣t2
t1
+ δS(xa(t), t)

∣∣∣t2
t1

= S(xa(t), t)
∣∣∣t2
t1
−

−
t2∫
t1

(
m · d

2xa
dt2

+
∂U(x)

∂xa

)
· δxa · dt .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

δS(xa(t), t)
∣∣∣t2
t1

= −
t2∫
t1

(
m · d

2xa
dt2

+
∂U(x)

∂xa

)
· δxa · dt . (7)

Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíèå ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî
äåéñòâèÿ

δS(xa(t), t)
∣∣∣t2
t1

= 0

ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà

m · d
2xa
dt2

+
∂U(x)

∂xa
= 0 .

Äàëåå âûÿñíèì ñâÿçü ìåæäó èìïóëüñîì è ýíåðãèåé
÷àñòèöû ñ îäíîé ñòîðîíû è äåéñòâèåì ñ äðóãîé. Äëÿ
ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ âûðàæåíèåì äëÿ äèôôåðåíöèàëà
äåéñòâèÿ

dS = L · dt =
(m
2
·
(dxa · dxa

dt2

)
− U(xa)

)
· dt .

Â âûðàæåíèèå â ñêîáêàõ äîáàâèì è âû÷òåì îäíî è
òîæå ñëàãàåìîå

dS =
(m
2
·
(dxa · dxa

dt2

)
+
m

2
·
(dxa · dxa

dt2

)
−

−m
2
·
(dxa · dxa

dt2

)
− U(xa)

)
· dt .

Ïîñëå ãðóïïèðîâêè ñëàãàåìûõ èìååì

dS = m · dxa
dt
· dxa −

(m
2
·
(dxa · dxa

dt2

)
+ U(xa)

)
· dt .

Åñëè ó÷åñòü, ÷òî

m · dxa
dt

= pa − èìïóëüñ ÷àñòèöû ,

à

m

2
·
(dxa · dxa

dt2

)
+ U(xa) = E − ýíåðãèÿ ÷àñòèöû ,

ïîëó÷èì4

dS = pa · dxa − E · dt . (8)

4 Ýíåðãèÿ ÷àñòèöû, âûðàæåííàÿ ÷åðåç èìïóëüñ, îáîçíà÷àåòñÿ
H è íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà

H(p, x) =
pa · pa
2m

+ U(xa) .

Ñðàâíèâàÿ ýòî ñîîòíîøåíèå ñ âûðàæåíèåì äëÿ ïîë-
íîãî äèôôåðåíöèàëà

dS =
∂S(x, t)

∂xa
· dxa + ∂S(x, t)

∂t
· dt ,

ïîëó÷èì

∂S(x, t)

∂xa
= pa ,

∂S(x, t)

∂t
= −E .

Çàìåòèì ñëåäóþùåå. Îáû÷íî ñîîòâåòñòâèå îïåðà-
òîðà ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíå ñ÷èòàåòñÿ ïðåðîãàòèâîé
êâàíòîâîé òåîðèè. Îäíàêî óæå â êëàññè÷åñêîì íåðå-
ëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå ìû âèäèì ýòî ñîîòâåòñòâèå: èì-
ïóëüñó pa ñîîòâåòñòâóåò îïåðàòîð

∂

∂xa
,

ýíåðãèè E ñîîòâåòñòâóåò îïåðàòîð

− ∂

∂t
.

Óêàçàííûå îïåðàòîðû ïðèìåíÿþòñÿ ê ñêàëÿðíîé
ôóíêöèè � íåðåëÿòèâèñòñêîìó äåéñòâèþ S(x).
Íàïîìíèì, ÷òî äåéñòâèå äëÿ ìàòåðèàëüíîé ðåëÿòè-

âèñòñêîé ñâîáîäíîé ÷àñòèöû èìååò âèä5

S = −mc

∫
ds , (9)

ãäå m � ìàññà ÷àñòèöû, c � ñêîðîñòü ñâåòà, s � äëèíà
âåêòîðà â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè.

5 Çäåñü èìååò ìåñòî íåÿñíîñòü, âûçâàííàÿ òåì, ÷òî êëàññè÷å-
ñêîå äåéñòâèå è ðåëÿòèâèñòñêîå äåéñòâèå îáîçíà÷åíû îäèíà-
êîâî, â òî âðåìÿ êàê èõ íóæíî îòëè÷àòü äðóã îò äðóãà. Óäîá-
íî îáîçíà÷èòü êëàññè÷åñêîå äåéñòâèå S∞, èìåÿ â âèäó, ÷òî â
ýòîì ñëó÷àå ñêîðîñòü ñâåòà ñëåäóåò ñ÷èòàòü áåñêîíå÷íî áîëü-
øîé, à çà ðåëÿòèâèñòñêèì äåéñòâèåì ñîõðàíèòü îáîçíà÷åíèå
S. Òîãäà êëàññè÷åñêèå èìïóëüñ è ýíåðãèÿ çàïèñûâàþòñÿ òàê:

p∞a =
∂S∞

∂xa
, E∞ = −

∂S∞

∂t
,

à ðåëÿòèâèñòñêèå èìïóëüñ è ýíåðãèÿ çàïèñûâàþòñÿ òàê:

pa = −
∂S

∂xa
, E = −

∂S

∂t
.

Ïðè ýòîì íóæíî ó÷åñòü, ÷òî

S = −mc2 · t+ S∞ .

Îòñþäà ñëåäóþò óðàâíåíèÿ âçàèìîñâÿçè

pa = −p∞a , E = mc2 + E∞ .

Îíè ïîçâîëÿþò, íàïðèìåð, ïîëó÷èòü èç ðåëÿòèâèñòñêîãî
ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó èìïóëüñîì è ýíåðãèåé

(mc)2 = −p2 +
E2

c2

êëàññè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå

p2∞ = 2mE∞ .
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Ïðîèçâîäíàÿ îò äåéñòâèÿ ïî êîîðäèíàòå ïðîñò-
ðàíñòâà-âðåìåíè, âçÿòàÿ ñ îáðàòíûì çíàêîì, â ðå-
ëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ êàê 4-èìïóëüñ

pm = −∂S(x)
∂xm

. (10)

Òàêèì îáðàçîì, è â ðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå 4-èìïóëü-
ñó pm ñîîòâåòñòâóåò îïåðàòîð

− ∂

∂xm
,

ïðèìåíÿåìûé ê ñêàëÿðíîé ôóíêöèè � ðåëÿòèâèñò-
ñêîìó äåéñòâèþ S(x).

IV. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ
ÎÏÅÐÀÒÎÐÛ ÔÈÇÈ×ÅÑÊÈÕ ÂÅËÈ×ÈÍ.

ÂÎËÍÎÂÀß ÔÓÍÊÖÈß

×åðòîé, õàðàêòåðíîé äëÿ êâàíòîâîé òåîðèè, ÿâëÿ-
åòñÿ ñîîòâåòñòâèå èìïóëüñó pa îïåðàòîðà

ℏ
i

∂

∂xa
,

à òàêæå ñîîòâåòñòâèå ýíåðãèè E îïåðàòîðà

−ℏ
i

∂

∂t
.

Ýòè îïåðàòîðû ïðèìåíÿþòñÿ ê ìíîãîêîìïîíåíòíîé
(âåêòîðíîé) âåëè÷èíå � âîëíîâîé ôóíêöèè ψ(x). Íà-
ëè÷èå ìíîæèòåëÿ

ℏ
i
,

îòëè÷àþùåãî ýòè îïåðàòîðû îò êëàññè÷åñêèõ îïåðàòî-
ðîâ èìïóëüñà è ýíåðãèè, ïðåäñòàâëÿåòñÿ çàãàäî÷íûì.
Êëþ÷åâûì äëÿ êâàíòîâîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ ïîñòó-

ëàò, âûðàæàåìûé ñëåäóþùèì ñóæäåíèåì: çíà÷åíèÿ
ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû åñòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïå-
ðàòîðà, ïîñòàâëåííîãî â ñîîòâåòñòâèå ýòîé ôèçè÷å-
ñêîé âåëè÷èíå. Ýòîò ïîñòóëàò áóäåì íàçûâàòü êâàí-
òîâûì. Ïî îòíîøåíèþ ê èìïóëüñó è ýíåðãèè êâàíòî-
âûå ïîñòóëàòû â òåîðèè Øðåäèíãåðà èìåþò âèä

ℏ
i

∂ψ

∂xa
= pa ψ ,

ℏ
i

∂ψ

∂t
= −E ψ . (11)

Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå (8)

dS = pa dx
a − E dt ,

ïîëó÷èì êâàíòîâûé ïîñòóëàò â ñëåäóþùåì âèäå:

dψ =
i

ℏ
dS · ψ . (12)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â ÷àñòíîì ñëó÷àå âîëíîâàÿ
ôóíêöèÿ çàïèñûâàåòñÿ òàê:

ψ = exp

(
i

ℏ
S

)
.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ
ìíîãîêîìïîíåíòíîé âåëè÷èíîé. Â òåîðèèØðåäèíãåðà
âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíîé (ñêàëÿðíîé)
âåëè÷èíîé íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Â òåîðèè
Ïàóëè âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíîé âåêòîð-
íîé âåëè÷èíîé íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Â òåî-
ðèè Äèðàêà âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
ñòîëáöà èç ÷åòûðåõ êîìïîíåíò, êàæäàÿ èç êîòîðûõ
ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíîé ôóíêöèåé:

ψ1 = φ1 + i χ1 ,

ψ2 = φ2 + i χ2 ,

ψ3 = φ3 + i χ3 ,

ψ4 = φ4 + i χ4 .

Òàêèì îáðàçîì, â òåîðèè Äèðàêà âîëíîâàÿ ôóíê-
öèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷åòûðåõìåðíîé âåêòîðíîé âåëè÷èíîé
íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Äëÿ íåïðåäâçÿòîãî èññëåäîâàòåëÿ âûãëÿäèò çàãà-
äî÷íîé îñîáåííîñòü êâàíòîâîé òåîðèè, ñîñòîÿùàÿ â
èñïîëüçîâàíèè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë è ôóíêöèé.

Âîëíîâîé ôóíêöèè äàåòñÿ âåðîÿòíîñòíàÿ èíòåðïðå-
òàöèÿ, êîòîðàÿ âñòðå÷àåò âîçðàæåíèÿ ó ðÿäà èññëåäî-
âàòåëåé. Ñ íàøåé òî÷êè çðåíèÿ ãëàâíûé âîïðîñ ñâÿ-
çàí íå òåì, íàñêîëüêî óäà÷íà èíòåðïðåòàöèÿ âîëíî-
âîé ôóíêöèè, à ñ òåì, ïî÷åìó âîîáùå íåîáõîäèìà èí-
òåðïðåòàöèÿ. Íè÷åãî ïîäîáíîãî íåò â äðóãèõ îáëàñòÿõ
ôèçèêè. Íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü ñåáå, ÷òî, íàïðèìåð, òåî-
ðèÿ ãðàâèòàöèè Íüþòîíà òðåáóåò êàêîé-ëèáî èíòåð-
ïðåòàöèè äëÿ îñíîâíûõ èñïîëüçóåìûõ â íåé âåëè÷èí
çà èñêëþ÷åíèåì òîé, êîòîðàÿ åñòü ñëåäñòâèå íà÷àëü-
íîãî ïîíèìàíèÿ èõ ñóùíîñòè. Âîçíèêàåò âïå÷àòëåíèå,
÷òî íåîáõîäèìîñòü â èíòåðïðåòàöèè âîëíîâîé ôóíê-
öèè óêàçûâàåò íà îòñóòñòâèå íà÷àëüíîãî ýòàïà â ïî-
ñòðîåíèè êâàíòîâîé òåîðèè.

V. ÍÀÂÎÄßÙÈÅ ÑÎÎÁÐÀÆÅÍÈß

Êâàíòîâûå ïîñòóëàòû (11), ðàññìîòðåííûå â ïðåäû-
äóùåì Ðàçäåëå, íà ïåðâûé âçãëÿä êàæóòñÿ èñêóñ-
ñòâåííûìè è íåîáúÿñíèìûìè. Îäíàêî äëÿ èõ ââåäå-
íèÿ åñòü ïðîñòûå íàâîäÿùèå ñîîáðàæåíèÿ, êîòîðûå
è ðàññìîòðèì â ýòîì Ðàçäåëå. Ýòè ñîîáðàæåíèÿ íè-
êàê íå ñâÿçàíû ñ ôèçèêîé êâàíòîâûõ ÿâëåíèé, à ñêî-
ðåå ÿâëÿþòñÿ ìàòåìàòèêî-ìåòîäè÷åñêèìè. Âåðîÿòíî,
èìåííî ýòèìè ìàòåìàòèêî-ìåòîäè÷åñêèìè ñîîáðàæå-
íèÿìè âîñïîëüçîâàëñÿ Øðåäèíãåð ïðè ôîðìóëèðîâêå
êâàíòîâûõ ïîñòóëàòîâ è âûâîäå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ
êâàíòîâîé ìåõàíèêè.

Ïðåäâàðèòåëüíî íàïîìíèì ñëåäóþùåå.

1. Ì. Ïëàíê îáúÿñíèë èçëó÷åíèå àáñîëþòíî ÷åðíîãî
òåëà òåì, ÷òî ýíåðãèÿ èçëó÷åíèÿ ñîñòîèò èç öåëîãî
÷èñëà ïîðöèé (êâàíòîâ)

Å = n · Åk . (13)
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Çäåñü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî � ÷èñëî ïîðöèé (êâàí-
òîâ), à Åk � ýíåðãèÿ îäíîé ïîðöèè (êâàíòà). Ïðè÷åì

Åk = ℏ · ω .

Çäåñü ℏ � ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà, à ω � öèêëè÷åñêàÿ
÷àñòîòà èçëó÷åíèÿ.
2. Ë. äå Áðîéëü ïðåäïîëîæèë, ÷òî òåëó ñ ýíåðãèåé

Å è èìïóëüñîì p ñîîòâåòñòâóåò âîëíà ñ öèêëè÷åñêîé
÷àñòîòîé ω è âîëíîâûì ÷èñëîì κ

ψ(κ · x− ω · t) .

Ïðè÷åì6

Å

ℏ
= n · ω (14)

è

p

ℏ
= n · κ . (15)

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê êâàíòîâûì ïîñòóëàòàì. Äëÿ
òîãî, ÷òîáû ñäåëàòü ÿñíûìè ñîîáðàæåíèÿ Øðåäèíãå-
ðà, ïðèâåäøèå ê ôîðìóëèðîâêå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ
êâàíòîâîé ìåõàíèêè, ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå äèôôå-
ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

d2ψ

dt2
+ a2ψ = 0 . (16)

Ýòî óðàâíåíèå èìååò ÷àñòíîå ðåøåíèå

ψ = A · sin(n · ωt)

ïðè óñëîâèè

a2 = n2 · ω2 .

Îòîæäåñòâëÿÿ ýòî ñîîòíîøåíèå ñ êâàäðàòîì âûðà-
æåíèÿ (14), ïîëó÷èì

a2 =
Å2

ℏ2
.

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (16), ïåðåïèñàííîå ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

d2ψ

dt2
= −Å

2

ℏ2
ψ , (17)

� ïðèâîäèò ê çíà÷åíèÿì ýíåðãèè, óäîâëåòâîðÿþùèì
ñîîòíîøåíèþ äå Áðîéëÿ (14). Åñëè ó÷åñòü, ÷òî îò
óðàâíåíèÿ (17) ìîæíî ïåðåéòè ê óðàâíåíèþ ïåðâîãî
ïîðÿäêà7

dψ

dt
= −i · Å

ℏ
ψ ,

6 Ïåðâîå ñîîòíîøåíèå ïîâòîðÿåò ñîîòíîøåíèå Ïëàíêà (13), îä-
íàêî èìååò äðóãîé, â îòëè÷èå îò ïëàíêîâñêîãî, ñìûñë, òàê
êàê îòíîñèòñÿ ê ÷àñòîòå íåêîòîðîé ãèïîòåòè÷åñêîé âîëíû.

7 Óðàâíåíèå ñî çíàêîì (+) â ïðàâîé ÷àñòè íå ðàññìàòðèâàåòñÿ
êàê íå èìåþùåå ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà.

òî òàêæå ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî âûïîëíåíèå ýòîãî ñî-
îòíîøåíèÿ ïðèâîäèò ê êâàíòîâàíèþ ýíåðãèè â ñîîò-
âåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèåì äå Áðîéëÿ (14). Ïåðåïèñàâ
ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå â ñëåäóþùåì âèäå:

ℏ
i
· dψ
dt

= −Åψ , (18)

� çàìå÷àåì, ÷òî ìû ïîëó÷èëè îäèí èç êâàíòîâûõ ïî-
ñòóëàòîâ.
Àíàëîãè÷íî ê êâàíòîâîìó óñëîâèþ Ë. äå Áðîéëÿ

(15) ïðèäåì, åñëè ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå äèôôåðåí-
öèàëüíîå óðàâíåíèå:

d2ψ

dx2
+ a2ψ = 0 . (19)

Ýòî óðàâíåíèå èìååò ÷àñòíîå ðåøåíèå

ψ = A · sin(n · κ · x)

ïðè óñëîâèè

a2 = n2 · κ2 .

Îòîæäåñòâëÿÿ ýòî ñîîòíîøåíèå ñ êâàäðàòîì âûðà-
æåíèÿ (15), ïîëó÷èì

a2 =
p2

ℏ2
.

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (19), ïåðåïèñàííîå ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

d2ψ

dx2
= −p

2

ℏ2
ψ , (20)

� ïðèâîäèò ê çíà÷åíèÿì èìïóëüñà, óäîâëåòâîðÿþùèì
ñîîòíîøåíèþ äå Áðîéëÿ (15). Åñëè ó÷åñòü, ÷òî îò
óðàâíåíèÿ (20) ìîæíî ïåðåéòè ê óðàâíåíèþ ïåðâîãî
ïîðÿäêà8

dψ

dx
= i · p

ℏ
ψ ,

òî òàêæå ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî âûïîëíåíèå ýòîãî ñîîò-
íîøåíèÿ ïðèâîäèò ê êâàíòîâàíèþ èìïóëüñà â ñîîò-
âåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèåì äå Áðîéëÿ (15). Ïåðåïèñàâ
ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå â ñëåäóþùåì âèäå:

ℏ
i
· dψ
dx

= pψ , (21)

� ïîëó÷àåì äðóãîé èç êâàíòîâûõ ïîñòóëàòîâ.
Ïîëó÷åííûå êâàíòîâûå ïîñòóëàòû è âûðàæåíèå äëÿ

ýíåðãèè ÷àñòèöû

m · v2

2
+U = Å

8 Óðàâíåíèå ñî çíàêîì (�) â ïðàâîé ÷àñòè íå ðàññìàòðèâàåòñÿ
êàê íå èìåþùåå ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà.
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èëè

p2

2m
+U = Å

ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ âîë-
íû äå Áðîéëÿ. Äåéñòâèòåëüíî, óìíîæèì ïîñëåäíåå
âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè òåëà íà âîëíîâóþ ôóíêöèþ
ψ

p2

2m
· ψ +U · ψ = Å · ψ ,

à çàòåì âîñïîëüçóåìñÿ êâàíòîâûìè ïîñòóëàòàìè (18)
è (21). Ïîëó÷èì óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà

− ℏ2

2m
· ∂2ψ

∂xa∂xa
+U · ψ = iℏ · ∂ψ

∂t
.

Èç ñêàçàííîãî â ýòîì Ðàçäåëå âàæíî ñëåäóþùåå.
1. Êâàíòîâûå ïîñòóëàòû ïîäîáðàíû òàê, ÷òîáû äèñ-

êðåòíûå çíà÷åíèÿ öèêëè÷åñêîé ÷àñòîòû ω è âîëíîâî-
ãî ÷èñëà κ, âîçíèêàþùèå â çàäà÷àõ íà ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ (16) è (19), óäîâëåòâîðÿëè ñîîòíîøåíèÿì äå
Áðîéëÿ.
2. Îñíîâû êâàíòîâîé ìåõàíèêè íå ñîäåðæàò îïðåäå-

ëåíèé, êàñàþùèõñÿ ñìûñëà âîëíîâîé ôóíêöèè.

VI. ×ÒÎ ÇÍÀ×ÈÒ: ÎÁÚßÑÍÈÒÜ
ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ßÂËÅÍÈß ÈËÈ ÓÑÒÀÍÎÂÈÒÜ

ÏÐÈ×ÈÍÓ ÊÂÀÍÒÎÂÛÕ ßÂËÅÍÈÉ

Çàäàäèìñÿ ñëåäóþùèì âîïðîñîì: ñóùåñòâóþò ëè
êàêèå-ëèáî îáùèå ïðåäñòàâëåíèÿ, èç êîòîðûõ ñëåäî-
âàëà áû äèñêðåòíîñòü çíà÷åíèé ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí?
Åñëè îòâåò óòâåðäèòåëüíûé, òî òàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ
áóäåì íàçûâàòü ïðè÷èíîé êâàíòîâûõ ÿâëåíèé èëè
îáúÿñíåíèåì êâàíòîâûõ ÿâëåíèé. Ñåãîäíÿøíÿÿ êâàí-
òîâàÿ òåîðèÿ âîïðîñ î ïðè÷èíå êâàíòîâûõ ÿâëåíèé íå
ðàññìàòðèâàåò. Äèñêðåòíîñòü çíà÷åíèé ôèçè÷åñêèõ
âåëè÷èí çàëîæåíà â íåé â âèäå êâàíòîâîãî ïîñòóëàòà.
Åñëè, òåì íå ìåíåå, ñ÷èòàòü ïîñòàíîâêó çàäà÷è ïî-

èñêà ïðè÷èíû êâàíòîâûõ ÿâëåíèé ïðàâîìåðíîé, òî èç
ïðåäûäóùåãî ñëåäóåò, ÷òî ìû äîëæíû ïîëó÷èòü êâàí-
òîâûé ïîñòóëàò êàê ñëåäñòâèå êàêèõ-òî îáùèõ ïðåä-
ñòàâëåíèé, òî åñòü, ìû äîëæíû, èñõîäÿ èç íåêèõ îá-
ùèõ ïðåäñòàâëåíèé, îáíàðóæèòü, ÷òî êàêèì-òî ôèçè-
÷åñêèì âåëè÷èíàì ïî íåêîòîðîìó àëãîðèòìó ñòàâÿò-
ñÿ â ñîîòâåòñòâèå îïåðàòîðû. Äàëåå ìû äîëæíû èç
ýòèõ æå ïðåäñòàâëåíèé ïðèéòè ê çàäà÷å íà ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ äëÿ îïåðàòîðîâ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí.
Åñëè òàêîå óäàñòñÿ ñäåëàòü, òî ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
óêàçàííûå íåêèå îáùèå ïðåäñòàâëåíèÿ ëåæàò â îñíîâå
îáúÿñíåíèÿ (ÿâëÿþòñÿ ïðè÷èíîé) êâàíòîâûõ ÿâëåíèé.
Òî÷íåå, íóæíî ñêàçàòü òàê: óêàçàííûå ïðåäñòàâëåíèÿ
äîëæíû áûòü ïîëîæåíû â îñíîâó ïîíèìàíèÿ êâàíòî-
âûõ ÿâëåíèé.

VII. ÄÅÉÑÒÂÈÅ ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÛÕ
ÎÁÚÅÊÒÎÂ ÊÀÊ ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÀß

ÂÅËÈ×ÈÍÀ

Ìû ïðèõîäèì ê îáúÿñíåíèþ êâàíòîâûõ ÿâëåíèé
ñ ó÷àñòèåì ôóíäàìåíòàëüíûõ îáúåêòîâ, äåëàÿ äâà
ïðèíöèïèàëüíûõ îáîáùåíèÿ.
Ïåðâîå. Ïóñòü äåéñòâèå ÿâëÿåòñÿ íå ñêàëÿðíîé âå-

ëè÷èíîé, êàê ýòî ïðèíÿòî â êëàññè÷åñêîé è êâàíòî-
âîé ôèçèêå, à âåêòîðíîé9. Ïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ
äåéñòâèÿ S îáîçíà÷èì S. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ïðî-
ñòðàíñòâî S îïðåäåëåíî íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë è èìååò ðàçìåðíîñòü N . Áàçèñíûå âåêòîðû â
ïðîñòðàíñòâå S îáîçíà÷èì eK , çäåñü èíäåêñ K ïðî-
áåãàåò çíà÷åíèÿ îò 1 äî N . Âåêòîð äåéñòâèÿ S ∈ S
çàïèñûâàþòñÿ ÷åðåç áàçèñíûå âåêòîðû òàê:

S = eK · SK ,

ãäå SK � êîîðäèíàòû âåêòîðà äåéñòâèÿ. Îíè íàäåëåíû
ðàçìåðíîñòüþ äåéñòâèÿ � Äæ·ñåê .
Âòîðîå. Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ äåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ àë-

ãåáðîé, òî åñòü íà ìíîæåñòâå âåêòîðîâ äåéñòâèÿ èìå-
åò ìåñòî íå òîëüêî çàêîí ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ è çàêîí
óìíîæåíèÿ âåêòîðîâ íà ÷èñëî, íî è çàêîí óìíîæåíèÿ
âåêòîðîâ.
Óìíîæåíèå âåêòîðîâ â îáùåì ñëó÷àå íåêîììóòà-

òèâíî. Îòñþäà ñëåäóåò íåîáõîäèìîñòü ðàññìàòðèâàòü
äâà òèïà óìíîæåíèÿ � ïðàâîå è ëåâîå � è ñîîòâåò-
ñòâåííî äâå ðàçíîâèäíîñòè àëãåáðû äåéñòâèÿ ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ îáúåêòîâ � ïðàâóþ è ëåâóþ.

1. Ïðàâàÿ àëãåáðà äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ
îáúåêòîâ

Ïðàâàÿ àëãåáðà äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ îáúåê-
òîâ îáîçíà÷àåòñÿ rS. Äëÿ âåêòîðîâ ýòîé àëãåáðû îãî-
âîðåíî ïðàâîå ïðîèçâåäåíèå

rS =
1

S0
S1 ◦ S2 , (22)

ãäå íà âåêòîðàõ, ó÷àñòâóþùèõ â óìíîæåíèè óñòàíîâ-
ëåí ïîðÿäîê. S1 � íà÷àëüíûé âåêòîð, S2 � ïîñëåäóþ-
ùèé âåêòîð, è ïîñëåäóþùèé âåêòîð S2 óìíîæàåòñÿ íà
íà÷àëüíûé âåêòîð S1 ñïðàâà. Â âûðàæåíèè (22) êîýô-
ôèöèåíò S0 èìååò ðàçìåðíîñòü äåéñòâèÿ è ñîãëàñóåò
ðàçìåðíîñòè ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòåé óðàâíåíèÿ.
Äëÿ ïðàâîé àëãåáðû äåéñòâèÿ ââîäÿòñÿ ïðàâûå áà-

çèñíûå âåêòîðû

reK .

Îíè îòëè÷àþòñÿ îò ëåâûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ òîëü-
êî òåì, ÷òî ïðè óìíîæåíèè ïðàâûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ

9 Òî åñòü ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèÿ åñòü ìíîãîìåðíîå âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî.
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íîìåð ñòðóêòóðíîé ìàòðèöû ñîâïàäàåò ñ èíäåêñîì áà-
çèñíîãî âåêòîðà, ñòîÿùåãî ñïðàâà, òî åñòü

reK1
◦ reK2

= reK · rCKK1K2
, (23)

ãäå rC
K
K1K2

� ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå ïðàâîé àë-
ãåáðû äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ îáúåêòîâ rS.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

S1 = reK1 · S
K1
1 , S2 = reK2 · S

K1
2 ,

èç âûðàæåíèé (22) è (23) ïîëó÷èì çàêîí óìíîæåíèÿ
êîîðäèíàò â ïðàâîé àëãåáðå äåéñòâèÿ

rS
K =

1

S0
· rCKK1K2 · S

K1
1 · SK2

2 . (24)

2. Ëåâàÿ àëãåáðà äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ
îáúåêòîâ

Ëåâàÿ àëãåáðà äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ îáúåê-
òîâ îáîçíà÷àåòñÿ lS. Äëÿ âåêòîðîâ ýòîé àëãåáðû îãî-
âîðåíî ëåâîå ïðîèçâåäåíèå

lS =
1

S0
S2 ◦ S1 . (25)

ãäå íà âåêòîðàõ, ó÷àñòâóþùèõ â óìíîæåíèè óñòàíîâ-
ëåí ïîðÿäîê. Ïîñëåäóþùèé âåêòîð S2 óìíîæàåòñÿ íà
íà÷àëüíûé âåêòîð S1 ñëåâà.
Äëÿ ëåâîé àëãåáðû äåéñòâèÿ ââîäÿòñÿ ëåâûå áàçèñ-

íûå âåêòîðû

leK .

Îíè îòëè÷àþòñÿ îò ïðàâûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ
òîëüêî òåì, ÷òî ïðè óìíîæåíèè ëåâûõ áàçèñíûõ âåê-
òîðîâ íîìåð ñòðóêòóðíîé ìàòðèöû ñîâïàäàåò ñ èí-
äåêñîì áàçèñíîãî âåêòîðà, ñòîÿùåãî ñëåâà, òî åñòü

leK2
◦ leK1

= leK · lCKK1K2
. (26)

Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî èç àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòó-
ðû ìíîæåñòâà âåêòîðîâ äåéñòâèÿ ñëåäóþò êâàíòîâûå
äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû è çàäà÷à íà ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ äëÿ ýòèõ îïåðàòîðîâ, êîòîðàÿ ìîæåò
ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê êâàíòîâûé ïîñòóëàò.

VIII. ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ

Îñîáåííîñòü äèôôåðåíöèðîâàíèÿ âåêòîðîâ àëãåáð
ñâÿçàíà ñ äèôôåðåíöèðîâàíèåì çàêîíà óìíîæåíèÿ
âåêòîðîâ. Îíà ïðîÿâëÿåòñÿ â ñóùåñòâîâàíèè äëÿ àë-
ãåáð óðàâíåíèé ñòðóêòóðû. Äàëåå ðàññìîòðèì óðàâ-
íåíèÿ ñòðóêòóðû äëÿ àëãåáðû äåéñòâèÿ ôóíäàìåí-
òàëüíûõ îáúåêòîâ S.

1. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî íàïðàâëåíèþ

Äèôôåðåíöèàë â àëãåáðå S îáîçíà÷èì d. Áàçèñíûå
âåêòîðû eK � âåëè÷èíû ïîñòîÿííûå â òîì ñìûñëå, ÷òî

deK = 0 ,

ïîýòîìó

dS = eK · dSK .

Íàëè÷èå çàêîíà óìíîæåíèÿ çàñòàâëÿåò ââåñòè äèô-
ôåðåíöèàë ïî íàïðàâëåíèþ. Òàê äëÿ ïðàâîãî óìíîæå-
íèÿ

d1 rS =
1

S0
dS1 ◦ S2 , (27)

çäåñü äèôôåðåíöèàë d1 � äèôôåðåíöèàë ïî íàïðàâ-
ëåíèþ 1 � îçíà÷àåò ïðèðàùåíèå âåêòîðà rS ïðè ïðè-
ðàùåíèè âåêòîðà S1. Ñîîòâåòñòâåííî

d2 rS =
1

S0
S1 ◦ dS2 (28)

� äèôôåðåíöèàë ïî íàïðàâëåíèþ 2 � îçíà÷àåò ïðèðà-
ùåíèå âåêòîðà rS ïðè ïðèðàùåíèè âåêòîðà S2.
Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ èìåþò ìåñòî äëÿ ëåâîãî

óìíîæåíèÿ:

d1 lS =
1

S0
S2 ◦ dS1 , (29)

d2 lS =
1

S0
dS2 ◦ S1 . (30)

2. Óðàâíåíèå ñòðóêòóðû âáëèçè åäèíèöû
àëãåáðû

Ðàññìàòðèâàÿ âòîðîé äèôôåðåíöèàë îò çàêîíà óìíî-
æåíèÿ, ïðèìåì, ÷òî ñíà÷àëà äèôôåðåíöèðîâàíèå âû-
ïîëíÿåòñÿ ïî âåêòîðó S1, à çàòåì ïî âåêòîðó S2.

2.1. Äëÿ ïðàâîé àëãåáðû

Äëÿ ïðàâîãî óìíîæåíèÿ èìååì

d2d1 rS =
1

S0
dS1 ◦ dS2 . (31)

Îòñþäà ñëåäóåò âòîðîé äèôôåðåíöèàë îò ïðàâîãî
ïðîèçâåäåíèÿ êîîðäèíàò âåêòîðîâ äåéñòâèÿ

d2d1 rS
K =

1

S0
· rCKK1K2

· dSK1
1 · dSK2

2 . (32)

Âáëèçè åäèíèöû àëãåáðû, â ÷àñòíîñòè äëÿ S2 → S0,
èç âûðàæåíèÿ (27) èìååì

dS1 = d1 rS . (33)
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Âáëèçè åäèíèöû àëãåáðû, â ÷àñòíîñòè äëÿ S1 → S0,
èç âûðàæåíèÿ (28) èìååì

dS2 = d2 rS . (34)

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (33) è (34) â ñîîòíîøåíèè
(31), ïîëó÷èì

d2d1 rS =
1

S0
d1 rS ◦ d2 rS . (35)

Ýòî ñîîòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ñòðóêòó-
ðû ïðàâîé àëãåáðû äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ îáú-
åêòîâ rS, èëè ïðîñòî ïðàâûì óðàâíåíèåì ñòðóêòóðû.
Ïî îòíîøåíèþ ê êîîðäèíàòàì âåêòîðîâ ïðàâîå

óðàâíåíèå ñòðóêòóðû èìååò âèä

d2d1 rS
K =

1

S0
· rCKK1K2

· d1 rSK1 · d2 rSK2 . (36)

2.2. Äëÿ ëåâîé àëãåáðû

Äëÿ ëåâîãî óìíîæåíèÿ èìååì

d2d1 lS =
1

S0
dS2 ◦ dS1 . (37)

Îòñþäà ñëåäóåò âòîðîé äèôôåðåíöèàë îò ëåâîãî
ïðîèçâåäåíèÿ êîîðäèíàò âåêòîðîâ äåéñòâèÿ

d2d1 lS
K =

1

S0
· lCKK1K2

· dSK1
1 · dSK2

2 . (38)

Âáëèçè åäèíèöû àëãåáðû, â ÷àñòíîñòè äëÿ S2 → S0,
èç ñîîòíîøåíèÿ (29) èìååì

dS1 = d1 lS . (39)

Âáëèçè åäèíèöû àëãåáðû, â ÷àñòíîñòè äëÿ S1 → S0,
èç ñîîòíîøåíèÿ (30) èìååì

dS2 = d2 lS . (40)

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà (39) è (40) â ñîîòíîøåíèè (37),
ïîëó÷èì

d2d1 lS =
1

S0
d2 lS ◦ d1 lS . (41)

Ýòî ñîîòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ñòðóêòó-
ðû ëåâîé àëãåáðû äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ îáúåê-
òîâ lS, èëè ïðîñòî ëåâûì óðàâíåíèåì ñòðóêòóðû. Ïî
îòíîøåíèþ ê êîîðäèíàòàì âåêòîðîâ ëåâîå óðàâíåíèå
ñòðóêòóðû èìååò âèä

d2d1 lS
K =

1

S0
· lCKK1K2

· d1 lSK1 · d2 lSK2 . (42)

3. Óðàâíåíèå ñòðóêòóðû â îáùåì ñëó÷àå

Âûâåäåì óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû â îáùåì ñëó÷àå (íå
âáëèçè åäèíèöû). Äëÿ ýòîãî èç ñîîòíîøåíèÿ (27) âû-
ðàçèì S1. Èìååì

d1 rS ◦ S−1
2 = dS1 ◦

1

S0
S2 ◦ S−1

2 .

Îòñþäà

d1 rS ◦ S−1
2 = S0 · dS1

è

dS1 =
1

S0
d1 rS ◦ S−1

2 .

Àíàëîãè÷íî âûâîäèòñÿ

dS2 =
1

S0
S−1
1 ◦ d2 rS .

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå äèôôåðåíöèàëû â ðàâåí-
ñòâî (31), ïîëó÷èì

d2d1 rS =
1

S0

1

S0
d1 rS ◦ S−1

2 ◦
1

S0
S−1
1 ◦ d2 rS

è îêîí÷àòåëüíî ñ èñïîëüçîâàíèåì

1

S0
S−1
2 ◦ S

−1
1 = rS

−1

ïîëó÷èì

d2d1 rS =
1

(S0)2
d1 rS ◦ rS−1 ◦ d2 rS . (43)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðàâîå óðàâíå-
íèå ñòðóêòóðû â îáùåì ñëó÷àå. Àíàëîãè÷íî âûâîäèò-
ñÿ ëåâîå óðàâíåíèå ñòðóêòóðû â îáùåì ñëó÷àå:

d2d1 lS =
1

(S0)2
d2 lS ◦ lS−1 ◦ d1 lS . (44)

4. Ïðàâûé è ëåâûé äèôôåðåíöèàëû

Ïðàâûé äèôôåðåíöèàë îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

rdS =
1

S0
(S+ dS) ◦ S−1 − S0 .

Îòñþäà

rdS =
1

S0
dS ◦ S−1 . (45)

Îòñþäà ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå, êîòîðîå ïîíàäîáèòñÿ
â äàëüíåéøåì

rdS
−1 =

1

S0
dS−1 ◦ S . (46)
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Ïî îòíîøåíèþ ê êîîðäèíàòàì âåêòîðà ïðàâûé äèô-
ôåðåíöèàë çàïèøåòñÿ â âèäå

rdS
K =

1

S0
· rCKK1K2 ·(S−1)K2 ·dSK1 = rΩ

K
K1 ·dSK1 ,

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

rΩ
K
K1 =

1

S0
· rCKK1K2 · (S−1)K2 .

Ëåâûé äèôôåðåíöèàë îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

ldS =
1

S0
S−1 ◦ (S+ dS)− S0 .

Îòñþäà

ldS =
1

S0
· S−1 ◦ dS . (47)

Îòñþäà ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå, êîòîðîå ïîíàäîáèòñÿ
â äàëüíåéøåì

ldS
−1 =

1

S0
· S ◦ dS−1 . (48)

Ïî îòíîøåíèþ ê êîîðäèíàòàì âåêòîðà ëåâûé äèô-
ôåðåíöèàë çàïèøåòñÿ â âèäå

ldS
K =

1

S0
· lCKK1K2

· (S−1)K2 · dSK1 = lΩ
K
K1
· dSK1 ,

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

lΩ
K
K1

=
1

S0
· lCKK1K2

· (S−1)K2 .

Óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó ïðàâûì è ëåâûì äèôôå-
ðåíöèàëàìè. Äëÿ ýòîãî ïðîäèôôåðåíöèðóåì ñîîòíî-
øåíèå, îïðåäåëÿþùåå îáðàòíûé âåêòîð äåéñòâèÿ

1

S0
S ◦ S−1 = S0 .

Ïîëó÷èì

1

S0
dS ◦ S−1 +

1

S0
S ◦ dS−1 = 0 .

Îòñþäà è èç âûðàæåíèÿ (45)

rdS = − 1

S0
S ◦ dS−1 .

Ñðàâíèâàÿ ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà ñ ñîîòíîøåíèåì
(48), ïîëó÷èì

rdS = − ldS
−1 .

Àíàëîã÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó ëåâûì è
ïðàâûì äèôôåðåíöèàëàìè. Äëÿ ýòîãî ïðîäèôôåðåí-
öèðóåì äðóãîå ñîîòíîøåíèå, îïðåäåëÿþùåå îáðàòíûé
âåêòîð äåéñòâèÿ,

1

S0
S−1 ◦ S = S0 .

Ïîëó÷èì

1

S0
dS−1 ◦ S+

1

S0
S−1d ◦ S = 0 .

Îòñþäà è èç ðàâåíñòâà (47)

ldS = − 1

S0
dS−1 ◦ S .

Ñðàâíèâàÿ ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà ñ ñîîòíîøåíèåì
(46), ïîëó÷èì

ldS = − rdS
−1 .

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàÿ àëãåáðàè÷åñêèå ñâîé-
ñòâà äåéñòâèÿ, íåîáõîäèìî ïðèâëåêàòü äâà òèïà âåê-
òîðîâ � ïðàâûå è ëåâûå � è èõ äèôôåðåíöèàëû.

IX. ÊÂÀÍÒÎÂÛÅ ÏÎÑÒÓËÀÒÛ È
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÂÎËÍÎÂÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ

1. Ïðàâûå êâàíòîâûå ïîñòóëàòû

Îáðàòèìñÿ ê ïðàâîìó óðàâíåíèþ ñòðóêòóðû (35). Â
ýòîì óðàâíåíèè ââåäåì îáîçíà÷åíèå

d1 rS = rψ .

Âåêòîð rψ íàçîâåì ïðàâîé âîëíîâîé ôóíêöèåé è
îòîæäåñòâèì åãî ñ îáîáùåíèåì âîëíîâîé ôóíêöèè,
ââîäèìîé â êâàíòîâîé òåîðèè 10.

10 Óêàçàííîå îïðåäåëåíèå âîëíîâîé ôóíêöèè èìååò òîò íåäîñòà-
òîê, ÷òî êîíå÷íàÿ ôóíêöèÿ ψ îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ äèôôåðåí-
öèàëîì. Ýòîò íåäîñòàòîê óñòðàíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Çàïèøåì

d1S =
d1S

d2s
· d2s ,

ãäå s ñêàëÿðíàÿ âåëè÷èíà, íàïðèìåð èíòåðâàë ÑÒÎ. Òåïåðü
âûðàæåíèå (31) çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

d2

(
d1S

d2s
· d2s

)
=

1

ℏ
·
(
d1S

d2s
· d2s

)
◦ d2S .

Ââåäåì âîëíîâóþ ôóíêöèþ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ψ =
d1S

d2s
.

Òîãäà óðàâíåíèå ñòðóêòóðû ïðèîáðåòåò âèä

d2(ψ · d2s) =
1

ℏ
· ψ ◦ d2S · d2s .

Åñëè ó÷åñòü, ÷òî âòîðîé äèôôåðåíöèàë îò íåçàâèñèìîé ïå-
ðåìåííîé ðàâåí íóëþ

d2d2s = 0 ,

òî óðàâíåíèå ñòðóêòóðû çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

d2(ψ) · d2s =
1

ℏ
· ψ ◦ d2S · d2s

èëè

d2ψ =
1

ℏ
· ψ ◦ d2S .
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Êðîìå òîãî, ââåäåì îáîçíà÷åíèå d äëÿ äèôôåðåí-
öèàëà d2, à òàêæå ïîëîæèì

S0 = ℏ − ïîñòîÿííîé Ïëàíêà .

Ïðàâîå óðàâíåíèå ñòðóêòóðû â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ
ïðèíèìàåò âèä

d rψ =
1

ℏ rψ ◦ d rS . (49)

Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü äëÿ êîîðäèíàò âîë-
íîâîé ôóíêöèè rψ

K = d1 rS
K :

d rψ
K =

1

ℏ rC
K
K1K2

· rψK1 · d rSK2 . (50)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî óðàâíåíèå (50), êàê è
êâàíòîâûé ïîñòóëàò (12), ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó
íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðà-
òîðà d. Íà ýòîì îñíîâàíèè áóäåì ðàññìàòðèâàòü óðàâ-
íåíèÿ (49) è (50) êàê îáîáùåíèå êâàíòîâîãî ïîñòóëàòà,
èñïîëüçóåìîãî â êâàíòîâîé òåîðèè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
âûÿâèòü êîíêðåòíîå ñîäåðæàíèå êâàíòîâîãî ïîñòóëà-
òà (49), (50), ó÷òåì, ÷òî êîîðäèíàòû ïðàâîãî âåêòî-
ðà äåéñòâèÿ çàâèñÿò îò êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ
êîîðäèíàò óíèâåðñàëüíîé êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðû
èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíèè â ðÿä Òåéëî-
ðà � ïðàâûõ êèíåìàòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ (ïàðàìåòðîâ
ïîëÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè)

rS
K = rS

K
(
Y I(x) , LIK(x) , LIK1K2

(x)
)
.

Ñîîòâåòñòâåííî ïðàâàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ òàêèì
æå îáðàçîì çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ ïîëÿ âíóòðåííåé
ñèììåòðèè

rψ
K = rψ

K
(
Y I(x) , LIK(x) , LIK1K2

(x)
)
.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò rS
K è rψ

K

ïî ïàðàìåòðàì ïîëÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè è ñîîò-
âåòñòâóþùèå èì êâàíòîâûå ïîñòóëàòû.
1. ×àñòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî Y I .
Èç âûðàæåíèÿ (50) èìååì

∂ rψ
K

DY I
LIK3

=
1

ℏ rC
K
K1K2 ·

∂ rS
K2

DY I
· LIK3

· rψK1 .

Èç Ðàçäåëà I.2 Ãëàâû 3.2 èìååì

∂ rS
K2

DY I
· LIK3

= −QK2
K3

� çàðÿä ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà. Ó÷èòûâàÿ ýòî îá-
ñòîÿòåëüñòâî, ïîëó÷èì êâàíòîâûé ïîñòóëàò äëÿ çàðÿ-
äà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

∂ rψ
K

DY I
· LIK3

= −1

ℏ
· rCKK1K2

·QK2
K3
· rψK1 . (51)

2. ×àñòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî LIK4
.

Èç âûðàæåíèÿ (50) èìååì

∂ rψ
K

DLIK4

· LIK3
=

1

ℏ
· rCKK1K2

· ∂ rS
K2

DLIK4

· LIK3
· rψK1 .

Èç Ðàçäåëà I.2 Ãëàâû 3.2 èìååì

∂ rS
K2

DLIK4

· LIK3
= −IK2K4

K3

� òîê ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà. Ó÷èòûâàÿ ýòî îá-
ñòîÿòåëüñòâî, ïîëó÷èì êâàíòîâûé ïîñòóëàò äëÿ òîêà
ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

∂ rψ
K

DLIK4

· LIK3
= −1

ℏ
· rCKK1K2 · IK2K4

K3 · rψK1 . (52)

3. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ êâàíòîâûé ïîñòóëàò äëÿ
âòîðîãî òîêà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà.

2. Ëåâûå êâàíòîâûå ïîñòóëàòû

Îáðàòèìñÿ ê ëåâîìó óðàâíåíèþ ñòðóêòóðû (41). Â
ýòîì óðàâíåíèè ââåäåì îáîçíà÷åíèå

d1 lS = lψ .

Âåêòîð lψ íàçîâåì ëåâîé âîëíîâîé ôóíêöèåé è òàê-
æå îòîæäåñòâèì åãî ñ îáîáùåíèåì âîëíîâîé ôóíêöèè,
ââîäèìîé â êâàíòîâîé òåîðèè. Êðîìå òîãî, ââåäåì îáî-
çíà÷åíèå d äëÿ äèôôåðåíöèàëà d2, à òàêæå ïîëîæèì

S0 = ℏ − ïîñòîÿííîé Ïëàíêà .

Ëåâîå óðàâíåíèå ñòðóêòóðû â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ
ïðèíèìàåò âèä

d lψ =
1

ℏ lψ ◦ dS . (53)

Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü äëÿ êîîðäèíàò âîë-
íîâîé ôóíêöèè lψ

K = d1 lS
K :

d lψ
K =

1

ℏ lC
K
K1K2

· lψK1 · d lSK2 . (54)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî óðàâíåíèå (54), êàê è
êâàíòîâûé ïîñòóëàò (12), ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó
íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðà-
òîðà d. Íà ýòîì îñíîâàíèè áóäåì òàêæå ðàññìàòðè-
âàòü óðàâíåíèÿ (53) è (54) êàê îáîáùåíèå êâàíòîâî-
ãî ïîñòóëàòà, èñïîëüçóåìîãî â êâàíòîâîé òåîðèè. Äëÿ
òîãî, ÷òîáû âûÿâèòü êîíêðåòíîå ñîäåðæàíèå êâàíòî-
âîãî ïîñòóëàòà (53), (54), ó÷òåì, ÷òî êîîðäèíàòû ëå-
âîãî âåêòîðà äåéñòâèÿ çàâèñÿò îò êîýôôèöèåíòîâ ðàç-
ëîæåíèÿ êîîðäèíàò óíèâåðñàëüíîé êîíòðàâàðèàíòíîé
àëãåáðû èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíèè â ðÿä
Òåéëîðà (ïàðàìåòðîâ ïîëÿ)

lS
K = lS

K
(
yI(x) , lIK(x) , lIK1K2

(x)
)
.



IX. Êâàíòîâûå ïîñòóëàòû è îïðåäåëåíèå âîëíîâîé ôóíêöèè 337

Ñîîòâåòñòâåííî ëåâàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ òàêèì æå
îáðàçîì çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ ïîëÿ

lψ
K = lψ

K
(
yI(x) , lIK(x) , lIK1K2

(x)
)
.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò lS
K è lψ

K ïî
ïàðàìåòðàì ïîëÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì êâàíòîâûå
ïîñòóëàòû.

1. ×àñòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî yI .

Èç âûðàæåíèÿ (54) èìååì

∂ lψ
K

DyI
lIK3

=
1

ℏ lC
K
K1K2

· ∂ lS
K2

DyI
lIK3
· lψK1 .

Èç Ðàçäåëà I.1. Ãëàâû 3.2 èìååì

∂ lS
K2

DyI
lIK3

= −TK2
K3

� òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåê-
òà. Ó÷èòûâàÿ ýòî îáñòîÿòåëüñòâî, ïîëó÷èì êâàíòîâûé
ïîñòóëàò äëÿ ýíåðãèè-èìïóëüñà ôóíäàìåíòàëüíîãî
îáúåêòà

∂ lψ
K

DyI
lIK3

= −1

ℏ lC
K
K1K2

· TK2
K3
· lψK1 . (55)

2. ×àñòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî lIK4
.

Èç âûðàæåíèÿ (54) èìååì

∂ lψ
K

DlIK4

· lIK3
=

1

ℏ
· lCKK1K2

· ∂ lS
K2

DlIK4

lIK3
· lψK1 .

Èç Ðàçäåëà I.1. Ãëàâû 3.2 èìååì

∂ lS
K2

lDlIK4

· lIK3
= −mK2K4

K3

� ìîìåíò ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà. Ó÷èòûâàÿ ýòî
îáñòîÿòåëüñòâî, ïîëó÷èì êâàíòîâûé ïîñòóëàò äëÿ ìî-
ìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

∂ lψ
K

DlIK4

· lIK3
= −1

ℏ lC
K
K1K2

·mK2K4
K3
· lψK1 . (56)

3. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ êâàíòîâûé ïîñòóëàò äëÿ
âòîðîãî ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà.

Çàêàí÷èâàÿ ýòîò Pàçäåë, îòìåòèì ñëåäóþùåå.

1. Êâàíòîâàíèå (äèñêðåòíîñòü) ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí
îáúÿñíÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ìíîæåñòâà
âåêòîðîâ äåéñòâèÿ.

2. Êâàíòîâûå ïîñòóëàòû åñòü íå ÷òî èíîå, êàê óðàâ-
íåíèÿ ñòðóêòóðû àëãåáðû äåéñòâèÿ.

3. Êëþ÷åâàÿ õàðàêòåðèñòèêà, ïðåäíàçíà÷åííàÿ äëÿ
îïèñàíèÿ êâàíòîâûõ ÿâëåíèé, � âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ �
ýòî äèôôåðåíöèàë âåêòîðà äåéñòâèÿ.

3. Îáîáùåííîå óðàâíåíèå Äèðàêà

Ïðèâåäåì âûâîä óðàâíåíèÿ Äèðàêà, èñõîäÿ èç óñëî-
âèÿ, ÷òî ìíîæåñòâî âåêòîðîâ äåéñòâèÿ ñîñòàâëÿåò
ïðàâóþ àëãåáðó. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíè-
åì ñòðóêòóðû (50) è çàïèøåì åãî â ñëåäóþùåì âèäå:

∂ rψ
K

∂xK3
=

1

ℏ
· rCKK1K2

· ∂ rS
K2

∂xK3
· rψK1 (57)

� è óìíîæèì åãî íà êîâàðèàíòíûå ñòðóêòóðíûå ìàò-
ðèöû lC

K3K4
K , ñâîðà÷èâàÿ èíäåêñû K3 è K,

lC
K3K4

K
∂ rψ

K

∂xK3
=

1

ℏ lC
K3K4

K · rCKK1K2
· ∂ rS

K2

∂xK3
· lψK1 .

Äàëåå îñòàíîâèìñÿ íà ÷àñòíîì ñëó÷àå

∂ rS
K2

∂xK3
→ ∂S0

∂x0
= −m · c .

Òîãäà óðàâíåíèå óïðîùàåòñÿ:

lC
K3K4

K
∂ rψ

K

∂xK3
=

1

ℏ lC
0K4

K · rCKK10 ·
∂S0

∂x0
· rψK1 .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

lC
0K4

K = δK4

K , rC
K
K10 = δKK1 ,

ïîëó÷èì îáîáùåííîå óðàâíåíèå Äèðàêà

lC
K3K4

K
∂ rψ

K

∂xK3
= −m · c

ℏ
· rψK4 , (58)

êîòîðîå ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ Äèðàêà â òîì ñëó÷àå,
åñëè àëãåáðà äåéñòâèÿ ñâîäèòñÿ ê àëãåáðå Êëèôôîð-
äà, à ñóììèðîâàíèå ïî èíäåêñó K3 îãðàíè÷èâàåòñÿ ÷å-
òûðåõìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì-âðåìåíåì.
Ïðèâåäåì äðóãîé âûâîä óðàâíåíèÿ Äèðàêà. Çàïè-

øåì ïðàâîå óðàâíåíèå ñòðóêòóðû (49), èñïîëüçóÿ îïå-
ðàòîð íàáëà11, â ñëåäóþùåì âèäå:

rψ ◦
∂

∂x
=

1

ℏ
· dS
ds
· rψ . (59)

Çäåñü

∂

∂x
=

∂

∂xI
· lEI

� îïåðàòîð íàáëà, äåéñòâóþùèé íà âåêòîðíóþ ôóíê-
öèþ rψ, à

dS

ds
= −mc .

Óìíîæèì âûðàæåíèå (59) ñïðàâà íà áàçèñíûé âåê-
òîð lE

K (
rψ ◦

∂

∂x

)
◦ lEK = −mc

ℏ rψ ◦ lEK

11 Îïåðàòîð íàáëà ðàññìîòðåí â Ðàçäåëå III.3.2. Ãëàâû 1.6.
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è ó÷òåì àññîöèàòèâíîñòü óíèâåðñàëüíîãî óìíîæåíèÿ

rψ ◦
(
∂

∂x
◦ lEK

)
= −mc

ℏ rψ ◦ lEK .

Â ýòî óðàâíåíèå ïîäñòàâèì âûðàæåíèå îïåðàòîðà
íàáëà ÷åðåç êîîðäèíàòû

∂ rψ

∂xI
◦
(
lE

I ◦ rEK
)
= −mc

ℏ rψ ◦ lEK .

Äàëåå ó÷òåì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå lE
I ◦ lEK âûðàæà-

åòñÿ ÷åðåç ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû

lE
I ◦ lEK = lC

IK
L · lEL ,

lC
IK
L ·

∂ rψ

∂xI
◦ lEL = −mc

ℏ rψ ◦ lEK .

Ïîäñòàâèì ñþäà âûðàæåíèå âîëíîâîé ôóíêöèè ÷å-
ðåç êîîðäèíàòû

rψ = reM · rψM ,

lC
IK
L ·
∂ rψ

M

∂xI
·( reM ◦ lEL) = −

mc

ℏ
· rψM · r(eM ◦ lEK) .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

reM ◦ lEL = reM · lEL = δLM ,

ïîëó÷èì óðàâíåíèå

lC
IK
L ·

∂ rψ
L

∂xI
= −mc

ℏ
· rψK ,

êîòîðîå ñâîäèòñÿ ê êëàññè÷åñêîìó óðàâíåíèþ Äèðà-
êà â òîì ñëó÷àå, åñëè óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðà ñâîäèò-
ñÿ ê àëãåáðå Êëèôôîðäà, à ñóììèðîâàíèå ïî èíäåêñó
I îãðàíè÷èâàåòñÿ ÷åòûðåõìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì-âðå-
ìåíåì.
Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå Äèðàêà, à âìåñòå ñ íèì è

âñÿ êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà, ñôîðìóëèðîâàíû ïî îòíîøå-
íèþ ê ïðàâîé âîëíîâîé ôóíêöèè ôóíäàìåíòàëüíîãî
îáúåêòà. Âìåñòå ñ òåì ëåâî-ïðàâàÿ ñèììåòðèÿ àëãåá-
ðû äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà ïîäòàëêèâà-
åò ê òîìó, ÷òîáû çàïèñàòü àíàëîã óðàâíåíèÿ Äèðàêà
äëÿ ëåâîé âîëíîâîé ôóíêöèè ôóíäàìåíòàëüíîãî îáú-
åêòà. Òàêîå óðàâíåíèå çàïèñàíî â ñëåäóþùåì Ðàçäåëå
è â Ðàçäåëå IX Ãëàâû 4.3.

4. Ê âûâîäó óðàâíåíèÿ Äèðàêà

Â ïðåäûäóùåì Ðàçäåëå äàí âûâîä óðàâíåíèÿ Äè-
ðàêà, èñõîäÿ èç ïðàâèë óìíîæåíèÿ âåêòîðîâ â óíè-
âåðñàëüíîé êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðå è óíèâåðñàëü-
íîé êîâàðèàíòíîé àëãåáðå (àëãåáðå ôóíäàìåíòàëü-
íûõ îáúåêòîâ è àíòèîáúåêòîâ). Ýòîò âûâîä ìîæíî

ñäåëàòü áîëåå ïðîçðà÷íûì è òî÷íûì, åñëè ðàññìîò-
ðåòü óíèâåðñàëüíîå óìíîæåíèå êîíòðàâàðèàíòíûõ è
êîâàðèàíòíûõ âåêòîðîâ â ïîëíîì îáúåìå. Îáðàòèì-
ñÿ ê óíèâåðñàëüíîìó óìíîæåíèþ êîíòðàâàðèàíòíûõ
áàçèñíûõ âåêòîðîâ eK è êîâàðèàíòíûõ áàçèñíûõ âåê-
òîðîâ EI . Â ïðåäûäóùåì Ðàçäåëå ìû èñïîëüçîâàëè
òîëüêî ñêàëÿðíóþ ÷àñòü óíèâåðñàëüíîãî ïðîèçâåäå-
íèÿ ýòèõ âåêòîðîâ. Òî åñòü, ìû ðàññìîòðåëè

eK ◦EI ≡ eK ·EI = δIK .

Íî ñîãëàñíî îáùåìó îïðåäåëåíèþ óíèâåðñàëüíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ îíî ïîìèìî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
ñîäåðæèò âåêòîðíîå è òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèÿ. Òåí-
çîðíîå óìíîæåíèå (è åãî ðåçóëüòàò � òåíçîðíîå ïðî-
èçâåäåíèå) çäåñü ðàññìàòðèâàòüñÿ íå áóäåò, òàê êàê
îíî âûâîäèò íàñ çà ïðåäåëû àëãåáðû ôóíäàìåíòàëü-
íûõ îáúåêòîâ è àíòèîáúåêòîâ12. Çäåñü îñòàíîâèìñÿ íà
âåêòîðíîì ïðîèçâåäåíèè âåêòîðîâ eK è EI . Èëè

eK ◦EI ≡ eK ×EI . (60)

Ýòî ïðîèçâåäåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü äâîÿêèì
îáðàçîì.
à) Âåêòîð eK óìíîæàåòñÿ íà âåêòîð EI ñëåâà. Òîãäà

eK ◦EI = lC
I
LK ·EL . (61)

Íàïîìíèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå èíäåêñ K íóìåðóåò
ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû, èíäåêñ I íóìåðóåò ñòðîêè ìàò-
ðèö, èíäåêñ L íóìåðóåò ñòîëáöû ìàòðèö.
á) Ýòî æå ïðîèçâåäåíèå (60) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü

èíà÷å: âåêòîð EI óìíîæàåòñÿ íà âåêòîð eK ñïðàâà.

eK ◦EI = eL · rCILK . (62)

Çäåñü èíäåêñ I íóìåðóåò ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû, èí-
äåêñ L íóìåðóåò ñòðîêè ìàòðèö, èíäåêñ K íóìåðóåò
ñòîëáöû ìàòðèö.
Ñðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ (61) è (62), ïîëó÷èì

lC
I
LK ·EL = eL · rCILK .

Îñòàíîâèìñÿ íà ïðîèçâåäåíèè

EI ◦ eK ≡ EI × eK . (63)

Ýòî ïðîèçâåäåíèå òàêæå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü äâî-
ÿêèì îáðàçîì.
à) Âåêòîð EI óìíîæàåòñÿ íà âåêòîð eK ñëåâà. Òîãäà

EI ◦ eK = eL · lCILK . (64)

á) Ýòî æå ïðîèçâåäåíèå (63) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
èíà÷å: âåêòîð eK óìíîæàåòñÿ íà âåêòîð EI ñïðàâà.

EI ◦ eK = rC
I
LK ·EL . (65)

Ñðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ (64) è (65), ïîëó÷èì

eL · lCILK = rC
I
LK ·EL .

12 Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå â ñîñòàâå óíèâåðñàëüíîãî ïðîèçâåäå-
íèÿ eK ◦EI ðàññìîòðåíî â Ðàçäåëå III.3 Ãëàâû 1.6.
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4.1. Óðàâíåíèå Äèðàêà äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê âûâîäó óðàâíåíèÿ Äèðàêà, ðàñ-
ñìàòðèâàÿ äåéñòâèå ñëåâà îïåðàòîðà íàáëà íà âîëíî-
âóþ ôóíêöèþ

∇ ◦ ψ = EI ◦ eK ·
∂ψK

∂xI
.

Èñïîëüçóÿ (64), ïîëó÷èì

∇ ◦ ψ = eL · lCILK ·
∂ψK

∂xI
. (66)

Âîñïîëüçóåìñÿ âûøåïðèâåäåííûì ñîîòíîøåíèåì
äëÿ âûâîäà óðàâíåíèÿ Äèðàêà äëÿ ôóíäàìåíòàëüíî-
ãî îáúåêòà èç óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû

dψ =
1

S0
ψ ◦ dS ,

èëè

dψ =
1

S0
rC

K
PQ · dSQ · ψP · eK .

Îò ýòîãî óðàâíåíèÿ ïåðåéäåì ê óðàâíåíèþ, â êîòî-
ðîì âìåñòî äèôôåðåíöèàëà d èñïîëüçóåòñÿ îïåðàòîð
íàáëà

∇ ◦ ψ =
1

S0
∇(SQ) ◦ eK · rCKPQ · ψP , (67)

èëè

∇ ◦ ψ =
1

S0
EI ◦ eK · rCKPQ ·

∂SQ

∂xI
· ψP ,

Ó÷èòûâàÿ (66) è (64), ïîëó÷èì îáîáùåííîå óðàâíå-
íèå Äèðàêà äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

lC
IL
K ·

∂ψK

∂xI
=

1

S0
lC

IL
K · rCKPQ ·

∂SQ

∂xI
· ψP . (68)

Ïîñëå ðàíåå óêàçàííûõ îãðàíè÷åíèé îíî ñâîäèòñÿ ê
êëàññè÷åñêîìó óðàâíåíèþ Äèðàêà.
Óðàâíåíèå (68) ñôîðìóëèðîâàíî ïî îòíîøåíèþ ê

ïðàâîé âîëíîâîé ôóíêöèè, ïîýòîìó íàçîâåì ýòî óðàâ-
íåíèå ïðàâûì óðàâíåíèåì Äèðàêà â îòëè÷èå îò òîãî
óðàâíåíèÿ, êîòîðîå áóäåò ðàññìîòðåíî äàëåå.

4.2. Ëåâîå óðàâíåíèå Äèðàêà äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî
àíòèîáúåêòà

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê âûâîäó óðàâíåíèÿ, êîòîðîå
ñôîðìóëèðîâàíî ïî îòíîøåíèþ ê ëåâîé âîëíîâîé
ôóíêöèè è êîòîðîå ìû íàçâàëè ëåâûì óðàâíåíèåì
Äèðàêà äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî àíòèîáúåêòà. Ïðåä-
âàðèòåëüíî ðàññìîòðèì ñîïðÿæåííîå âûðàæåíèå îò
äåéñòâèÿ ñëåâà îïåðàòîðà íàáëà íà âîëíîâóþ ôóíê-
öèþ

(∇ ◦ ψ)∗ = ψ∗ ◦ ∇∗ =
∂ψI
∂xK

·EI ◦ eK .

Èñïîëüçóÿ (65), ïîëó÷èì

(∇ ◦ ψ)∗ =
∂ψI
∂xK

· rCILK ·EL . (69)

Âîñïîëüçóåìñÿ âûøåïðèâåäåííûì ñîîòíîøåíèåì
äëÿ âûâîäà äåâîãî óðàâíåíèÿ Äèðàêà äëÿ ôóíäàìåí-
òàëüíîãî àíòèîáúåêòà èç óðàâíåíèÿ (67), ïåðåõîäÿ îò
ýòîãî óðàâíåíèÿ ê óðàâíåíèþ åìó ñîïðÿæåííîìó

(∇ ◦ ψ)∗ =
1

S0
(∇(SQ) ◦ eK · rCKPQ · ψP )∗ .

èëè

(∇ ◦ ψ)∗ =
1

S0
ψP ·

∂SQ
∂xK

· lCQPI ·EI ◦ eK .

Ó÷èòûâàÿ (69) è (65), ïîëó÷èì ëåâîå óðàâíåíèå Äè-
ðàêà äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî àíòèîáúåêòà

∂ψI
∂xK

· rCILK =
1

S0
ψP ·

∂SQ
∂xK

· lCQPI · rCILK . (70)

Â ñîâðåìåííîé ôèçèêå ýòî óðàâíåíèå íå èñïîëüçó-
åòñÿ.

4.3. Ïðàâîå óðàâíåíèå Äèðàêà äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî
àíòèîáúåêòà

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê âûâîäó óðàâíåíèÿ, êîòîðîå íà-
çîâåì ïðàâûì óðàâíåíèåì Äèðàêà äëÿ ôóíäàìåíòàëü-
íîãî àíòèîáúåêòà. Ïðåäâàðèòåëüíî ðàññìîòðèì âûðà-
æåíèå

(ψ ◦ ∇)∗ = ∇∗ ◦ ψ∗ = eK ◦EI ·
∂ψI
∂xK

.

Èñïîëüçóÿ (61), ïîëó÷èì

∇∗ ◦ ψ∗ = lC
I
LK ·

∂ψI
∂xK

·EL . (71)

Âîñïîëüçóåìñÿ âûøåïðèâåäåííûì ñîîòíîøåíèåì
äëÿ âûâîäà ïðàâîãî óðàâíåíèÿ Äèðàêà äëÿ ôóíäà-
ìåíòàëüíîãî àíòèîáúåêòà èç óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû

dψ∗ =
1

S0
ψ∗ ◦ dS∗ ,

èëè

dψ∗ =
1

S0
rC

QP
I · dSQ · ψP ·EI .

Îò ýòîãî óðàâíåíèÿ ïåðåéäåì ê óðàâíåíèþ, â êîòî-
ðîì âìåñòî äèôôåðåíöèàëà d èñïîëüçóåòñÿ îïåðàòîð
íàáëà ∇∗

∇∗ ◦ ψ∗ =
1

S0
∇∗(SQ) ◦EI · rCQPI · ψP , (72)
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èëè

∇∗ ◦ ψ∗ =
1

S0
eK ◦EI · rCQPI ·

∂SQ
∂xK

· ψP .

Ó÷èòûâàÿ (71) è (61), ïîëó÷èì ïðàâîå óðàâíåíèå
Äèðàêà äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî àíòèîáúåêòà

lC
I
LK ·

∂ψI
∂xK

=
1

S0
lC

I
LK · rCQPI ·

∂SQ
∂xK

· ψP . (73)

Ïîñëå ðàíåå óêàçàííûõ îãðàíè÷åíèé îíî ñâîäèòñÿ ê
êëàññè÷åñêîìó óðàâíåíèþ Äèðàêà äëÿ àíòè÷àñòèöû.

4.4. Ëåâîå óðàâíåíèå Äèðàêà äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî
îáúåêòà

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê âûâîäó óðàâíåíèÿ, êîòîðîå
íàçîâåì ëåâûì óðàâíåíèåì Äèðàêà äëÿ ôóíäàìåí-
òàëüíîãî îáúåêòà. Ïðåäâàðèòåëüíî ðàññìîòðèì ñëå-
äóþùåå âûðàæåíèå:

((ψ ◦ ∇)∗)∗ = (∇∗ ◦ ψ∗)∗ = ψ ◦ ∇ = eK ◦EI ·
∂ψK

∂xI
.

Èñïîëüçóÿ (62), ïîëó÷èì

ψ ◦ ∇ = eL · rCILK ·
∂ψK

∂xI
. (74)

Âîñïîëüçóåìñÿ âûøåïðèâåäåííûì ñîîòíîøåíèåì
äëÿ âûâîäà ëåâîãî óðàâíåíèÿ Äèðàêà äëÿ ôóíäàìåí-
òàëüíîãî îáúåêòà èç óðàâíåíèÿ (72), ïåðåõîäÿ îò ýòîãî
óðàâíåíèÿ ê óðàâíåíèþ åìó ñîïðÿæåííîìó

(∇∗ ◦ ψ∗)∗ =
1

S0
(∇∗(SQ) ◦EI · rCQPI · ψP )∗ ,

èëè

ψ ◦ ∇ =
1

S0
ψP · lCKPQ · eK ◦EI ·

∂SQ

∂xx
.

Ó÷èòûâàÿ (74) è (62), ïîëó÷èì ëåâîå óðàâíåíèå Äè-
ðàêà äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

rC
IL
K ·

∂ψK

∂xI
=

1

S0
rC

IL
K · lCKPQ ·

∂SQ

∂xI
· ψP . (75)

Â ñîâðåìåííîé ôèçèêå ýòî óðàâíåíèå íå èñïîëüçóåò-
ñÿ. Íà ýòîì ìû çàêîí÷èì âûâîä ðàçíîâèäíîñòåé óðàâ-
íåíèÿ Äèðàêà.
Ñëåäóþùèé øàã ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû êîíêðåòèçè-

ðîâàòü óðàâíåíèå Äèðàêà äëÿ êàæäîãî òèïà ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ ÷àñòèö. Êîíêðåòèçàöèÿ óðàâíåíèÿ Äèðà-
êà ñâÿçàíà ñ âûäåëåíèåì ïîäàëãåáð èç óíèâåðñàëüíîé
àëãåáðû äåéñòâèÿ, êîòîðûå ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå
òèïàì ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö. Óêàçàííûå ïîäàë-
ãåáðû ðàññìîòðåíû â Ãëàâå 3.4.
Â ñëåäóþùåì Ðàçäåëå ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ñëó-

÷àé àëãåáðû äåéñòâèÿ, èçîìîðôíîé àëãåáðå äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë.

X. ÏÐÎÑÒÅÉØÀß ÀËÃÅÁÐÀ ÄÅÉÑÒÂÈß

Âåðíåìñÿ ê äåéñòâèþ íåðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû â
ïîòåíöèàëüíîì ïîëå, ðàññìîòðåííîìó â Ðàçäåëå II. Â
ýòîì ñëó÷àå äåéñòâèå åñòü ñêàëÿðíàÿ âåëè÷èíà, çíà÷å-
íèÿìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Ïî-
ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ýòîìó ñëó÷àþ ïðîñòåéøóþ àë-
ãåáðó äåéñòâèÿ, êîãäà â îðãàíèçàöèè àëãåáðû îáðàçó-
þùåå ïðîñòðàíñòâî íå ðàññìàòðèâàåòñÿ (ðàçìåðíîñòü
îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà ðàâíà íóëþ). Òîãäà ðàç-
ìåðíîñòü àëãåáðû äåéñòâèÿ

N = 20 = 1

è àëãåáðà äåéñòâèÿ èçîìîðôíà àëãåáðå äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë

S = S

ñ óìíîæåíèåì

S =
1

S0
· S2 · S1 .

1. Óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû ïðîñòåéøåé àëãåáðû
äåéñòâèÿ

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå óðàâíåíèå ñòðóêòóðû
ñâîäèòñÿ ñ ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ13:

d2d1S =
1

S0
· d2S · d1S .

Îòîæäåñòâèì äèôôåðåíöèàë d2 ñ äèôôåðåíöèàëîì
d, à äèôôåðåíöèàë d1 ñ âàðèàöèåé δ, ðàññìîòðåííûìè
â Ðàçäåëå II. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå ñòðóêòóðû â ñëåäó-
þùåì âèäå:

dδS =
1

S0
· dS · δS . (76)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ âûðàæåíèåì (4)

dS =
(m
2
·
(dxa · dxa

dt2

)
− U(x)

)
· dt ,

â ñîîòâåòñòâèè ñ âûðàæåíèåì (7)

δS = −
∫ (

m · d
2xa
dt2

+
∂U(x)

∂xa

)
· δxa · dt ,

à

dδS = −
(
m · d

2xa
dt2

+
∂U(x)

∂xa

)
· δxa · dt .

13 Àëãåáðà êîììóòàòèâíà, ïîýòîìó ðàçäåëåíèå óìíîæåíèÿ íà
ïðàâîå è ëåâîå îòñóòñòâóåò.
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Ïîäñòàâëÿÿ âûøåóêàçàííûå äèôôåðåíöèàëû â óðàâ-
íåíèå ñòðóêòóðû (76), ïîëó÷èì(

m · d
2xa
dt2

+
∂U(x)

∂xa

)
· δxa =

=
1

S0
·
(m
2
·
(dxc · dxc

dt

)
− U(x)

)
×

×
∫ (

m · d
2xb
dt2

+
∂U(x)

∂xb

)
· δxb · dt (77)

Ïåðåéäåì ê îïðåäåëåíèþ âîëíîâîé ôóíêöèè â ïðî-
ñòåéøåé àëãåáðå äåéñòâèÿ. Äëÿ ýòîãî óðàâíåíèå ñòðóê-
òóðû (76) çàïèøåì â ñëåäóþùåì âèäå14:

d
δS

dt
=

1

S0
· dS · δS

dt

è ââåäåì âîëíîâóþ ôóíêöèþ Ψ â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðå-
äåëåíèåì

Ψ = −δS
dt

=

∫ (
m · d

2xa
dt2

+
∂U(x)

∂xa

)
· δx

a

dt
· dt .

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ èìååò ðàçìåðíîñòü ýíåðãèè (Í·ì).
Èñïîëüçóÿ âîëíîâóþ ôóíêöèþ, ïîëó÷èì óðàâíåíèå
ñòðóêòóðû â ñëåäóþùåì âèäå

dΨ =
1

S0
· dS ·Ψ . (78)

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷èì

C + ln

(
Ψ

Ψ0

)
=

1

S0
· S , (79)

èëè

C + ln
( 1

Ψ0
·
∫ (

m · d
2xb
dt2

+
∂U(x)

∂xb

)
· δx

b

dt
· dt
)
=

=
1

S0
·
∫ (m

2
·
(dxa · dxa

dt

)
− U(x)

)
· dt ≡ S

S0
.

Çäåñü C è Ψ0 ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïîñòîÿí-
íàÿ C áåçðàçìåðíà, ïîñòîÿííàÿ Ψ0 èìååò ðàçìåðíîñòü
ýíåðãèè (Í·ì). Âçÿâ ýêñïîíåíòó îò ëåâîé è ïðàâîé ÷à-
ñòè óðàâíåíèÿ (79), ïîëó÷èì

C1

Ψ0
·Ψ = exp

( S
S0

)
, (80)

èëè

C1

Ψ0
·
∫ (

m · d
2xb
dt2

+
∂U(x)

∂xb

)
· δx

b

dt
· dt = exp

( S
S0

)
.

14 Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè äèôôåðåíöèàë îò
íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîñòîÿí-
íóþ âåëè÷èíó. Äåéñòâèòåëüíî,

d

dt
dt = 0 .

Çäåñü C1 = exp(C). Ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (80),
ïîëó÷èì15

C1

Ψ0
· dΨ
dt

=
L

S0
exp
( S
S0

)
.

Îòñþäà èìååì(
m · d

2xb
dt2

+
∂U(x)

∂xb

)
· δx

b

dt
=

Ψ0 · L
C1 · S0

exp
( S
S0

)
. (81)

Ýòî óðàâíåíèå îáîáùàåò âòîðîé çàêîí Íüþòîíà íà
êâàíòîâûå ÿâëåíèÿ. Óðàâíåíèå ñòðóêòóðû (76) îáîá-
ùàåò ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ, êîòîðûé ìîæåò
áûòü ñâåäåí ê ñîîòíîøåíèþ

dδS = 0 .

Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà
äåéñòâèÿ íå ðàññìàòðèâàþòñÿ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
êâàíòîâûå óðàâíåíèÿ íåîáõîäèìî ïîëó÷àòü íå ïóòåì
"êâàíòîâàíèÿ" êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé, òî åñòü ïó-
òåì çàìåíû ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí èõ êâàíòîâûìè îïå-
ðàòîðàìè, à ïóòåì ïåðåõîäà îò ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî
äåéñòâèÿ ê óðàâíåíèÿì ñòðóêòóðû àëãåáðû äåéñòâèÿ.

1.1. Êâàíòîâûå ïîñòóëàòû äëÿ ïðîñòåéøåé àëãåáðû
äåéñòâèÿ

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿΨ çàâèñèò îò ãåîìåòðè÷åñêèõ êî-
îðäèíàò è âðåìåíè

Ψ = Ψ(x1, x2, x3, t) ,

ïîýòîìó ïîëíûé äèôôåðåíöèàë ïî âðåìåíè d îò âîë-
íîâîé ôóíêöèè çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç ÷àñòíûå äèôôå-
ðåíöèàëû dx1 , dx2 , dx3 , dt

dΨ(x1(t), x2(t), x3(t), t) = dx1Ψ(x1(t), x2, x3, ct) +

+dx2Ψ(x1, x2(t), x3, ct) + dx3Ψ(x1, x2, x3(t), ct) +

+dtΨ(x1, x2, x3, t) .

Èëè â êîìïàêòíîé çàïèñè

dΨ = dx1Ψ+ dx2Ψ+ dx3Ψ+ dtΨ .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèåì (8)

dS = p1 · dx1 + p2 · dx2 + p3 · dx3 −H · dt ,

15 Íàïîìíèì, ÷òî çäåñü L � ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà

L = m ·
(dxa · dxa

dt

)
− U(xa) .
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çàïèøåì óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû (78) â ñëåäóþùåì âè-
äå:

dx1Ψ+ dx2Ψ+ dx3Ψ+ dtΨ =

=
1

S0
· (p1 · dx1 + p2 · dx2 + p3 · dx3 −H · dt) ·Ψ .

Ýòî óðàâíåíèå ðàñïàäàåòñÿ íà ÷åòûðå êâàíòîâûõ
ïîñòóëàòà äëÿ ïðîñòåéøåé àëãåáðû äåéñòâèÿ

dx1Ψ =
1

S0
· p1 · dx1 ·Ψ ,

dx2Ψ =
1

S0
· p2 · dx2 ·Ψ ,

dx3Ψ =
1

S0
· p3 · dx3 ·Ψ ,

dtΨ = − 1

S0
·H · dt ·Ψ . (82)

2. Ïðàâèëî Òèöèóñà-Áîäå

Ïðàâèëî Òèöèóñà-Áîäå óñòàíàâëèâàåò çàêîíîìåð-
íîñòü, êîòîðîé ïîä÷èíÿþòñÿ ðàäèóñû îðáèò ïëàíåò
(ñïóòíèêîâ), âðàùàþùèõñÿ âîêðóã öåíòðàëüíîãî ìàñ-
ñèâíîãî òåëà. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îðáèòû
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëåæàùèå â îäíîé ïëîñêîñòè êîí-
öåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè.
Â îáùåì ñëó÷àå ïðàâèëî Òèöèóñà-Áîäå ìîæíî çà-

ïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

rn = C1 · (C2)
n . (83)

Çäåñü n � íàòóðàëüíûå ÷èñëà (n = 0, 1, 2, 3, ...),
íóìåðóþùèå ïëàíåòû (ñïóòíèêè), rn � ðàäèóñû ñîîò-
âåòñòâóþùèõ îðáèò ïëàíåò (ñïóòíèêîâ) â îòíîñèòåëü-
íûõ åäèíèöàõ, êîýôôèöèåíòû C1 è C2 ïîäáèðàþòñÿ èç
óñëîâèÿ íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ âû÷èñëåííûõ ðà-
äèóñîâ ê íàáëþäàåìûì çíà÷åíèÿì.
Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå î ïðîñòåéøåé

àëãåáðå äåéñòâèÿ ïîçâîâîëÿåò âûâåñòè ïðàâèëî Òèöè-
óñà-Áîäå (83). Äëÿ âûâîäà ïðàâèëà Òèöèóñà-Áîäå íàì
ïîíàäîáÿòñÿ ñâåäåíèÿ î ïàðàìåòðàõ äâèæåíèÿ ìàñ-
ñèâíîé òî÷êè âîêðóã öåíòðàëüíîãî ìàññèâíîãî òåëà.

2.1. Äâèæåíèå ìàññèâíîé òî÷êè âîêðóã öåíòðàëüíîãî
ìàññèâíîãî òåëà

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ìàññèâíîé òî÷êè âîêðóã öåí-
òðàëüíîãî ìàññèâíîãî òåëà. Ïðè ýòîì áóäåì èñõîäèòü
èç òîãî, ÷òî îðáèòîé, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ìàññèâíàÿ
òî÷êà, ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòü.
Çàïèøåì äèôôåðåíöèàë äåéñòâèÿ (8) äëÿ äåêàðòî-

âîé ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòàìè x è y

dS = px · dx+ py · dy − E · dt .

Çäåñü16

px = m · dx
dt

= m · ẋ, py = m · dy
dt

= m · ẏ,

E(ẋ, ẏ, x, y) =
m

2
·
((dx

dt

)2
+
(dy
dt

)2)
− γ m ·M√

x2 + y2
=

=
m

2
· (ẋ2 + ẏ2)− γ m ·M√

x2 + y2
,

ãäåM � ìàññà öåíòðàëüíîãî òåëà, γ � ãðàâèòàöèîííàÿ
ïîñòîÿííàÿ.
Íàøó çàäà÷ó óäîáíî ðåøàòü â ïîëÿðíûõ êîîðäèíà-

òàõ (r, φ), ê êîòîðûì ïåðåéäåì â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðå-
îáðàçîâàíèÿìè

x = r · cosφ , ẋ = ṙ · cosφ− r · sin φ̇ ,
y = r · sinφ , ẏ = ṙ · sinφ+ r · cos φ̇ .

è

dx = dr · cosφ− r · sin dφ ,
dy = dr · sinφ+ r · cos dφ .

Âûðàæåíèå px ·dx+ py ·dy â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ
ïðèîáðåòàåò âèä:

px · dx+ py · dy = (m · ẋ) · dx+ (m · ẏ) · dy =

= (m · ṙ) · dr + (m · r2 · φ̇) · dy = pr · dr + pφ · dφ .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êîìïîíåíò èìïóëüñà â ïîëÿð-
íûõ êîîðäèíàòàõ èìååì

pr = m · ṙ = m · dr
dt
, pφ = m · r2 · φ̇ = m · r2 · dφ

dt
. (84)

Âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ
ïðèîáðåòàåò âèä:

E(ẋ, ẏ, x, y) =
m

2
· (ẋ2 + ẏ2)− γ m ·M√

x2 + y2
=

=
m

2
· (ṙ2 + r2 · φ̇2)− γm ·M

r
= E(ṙ, φ̇, r, φ) .(85)

Â ðåçóëüòàòå äèôôåðåíöèàë äåéñòâèÿ â ïîëÿðíûõ
êîîðäèíàòàõ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dS = pr · dr + pφ · dφ− E(ṙ, φ̇, r, φ) · dt . (86)

Äàëåå çàïèøåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìàññèâíîé
òî÷êè îòíîñèòåëüíî ìàññèâíîãî öåíòðà, âîñïîëüçî-
âàâøèñü óðàâíåíèÿìè Ãàìèëüòîíà

dpr
dt

= −∂H
∂r

, (87)

dr

dt
=
∂H

∂pr
, (88)

dpφ
dt

= −∂H
∂φ

, (89)

dφ

dt
=
∂H

∂pφ
. (90)

16 Çäåñü è äàëåå äëÿ óäîáñòâà çàïèñè èñïîëüçóåòñÿ òàêæå íüþ-
òîíîâî îáîçíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè.
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Äëÿ ýòîãî îò ýíåðãèè E(ṙ, φ̇, r, φ) ïåðåéäåì ê ôóíê-
öèè Ãàìèëüòîíà H ≡ E(pr, pφ, r, φ). Èñïîëüçóÿ âûðà-
æåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò èìïóëüñà (84), ïîëó÷èì ôóíê-
öèþ Ãàìèëüòîíà

H(pr, pφ, r, φ) =
1

2 ·m
·
(
pr

2 +
pφ

2

r2

)
− γm ·M

r
, (91)

êîòîðóþ ïîäñòàâèì â óðàâíåíèÿ (87), (88), (89), (90).
Óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà (88), (90) ïðèâîäÿò ê ñîîòíî-
øåíèÿì

dr

dt
=
pr
m
,

dφ

dt
=

pφ
m · r2

,

êîòîðûå, ïî ñóùåñòâó, ïîâòîðÿþò îïðåäåëåíèå êîìïî-
íåíò èìïóëüñà. Äëÿ íàñ ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë çà-
êëþ÷åí â óðàâíåíèÿõ Ãàìèëüòîíà (87), (89).
Óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà (87) ïðèîáðåòàåò ñëåäóþ-

ùèé âèä:

dpr
dt

= γ
m ·M
r2

− pφ
2

m · r3
èëè

dpr
dt

= γ
m ·M
r2

−m · r2 · φ̇ . (92)

Äëÿ äâèæåíèÿ ïî îêðóæíîñòè, êîòîðûì ìû îãðàíè-
÷èëèñü, ñèëà ïðèòÿæåíèÿ, äåéñòâóþùàÿ íà ìàññèâíóþ
òî÷êó, ðàâíà öåíòðîáåæíîé ñèëå

γ
m ·M
r2

= m · r2 · φ̇ ,

ïîýòîìó èç (92) ñëåäóåò, ÷òî ïðè äâèæåíèè ìàññèâíîé
òî÷êè ïî îêðóæíîñòè

dpr
dt

= 0 ,

à îòñþäà, â ñâîþ î÷åðåäü, ñëåäóåò, ÷òî

pr = m · dr
dt
− âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ . (93)

Ýòîò ðåçóëüòàò ìû èñïîëüçóåì äàëåå ïðè âûâîäå
ïðàâèëà Òèöèóñà-Áîäå.
Òàê êàê ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà íå çàâèñèò îò êîîð-

äèíàòû φ, òî óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà (89) ïðèîáðåòàåò
ñëåäóþùèé âèä:

dpr
dt

= 0 .

Îòñþäà, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ñëåäóåò, ÷òî17

pφ = m · r2 · dφ
dt
− âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ . (94)

Ýòîò ðåçóëüòàò ìû òàêæå èñïîëüçóåì äàëåå ïðè âû-
âîäå ïðàâèëà Òèöèóñà-Áîäå.

17 Óêàçàííûé ðåçóëüòàò âûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþáîé òðàåêòîðèè
äâèæåíèÿ ìàññèâíîé òî÷êè.

2.2. Âûâîä ïðàâèëà Òèöèóñà-Áîäå

Äëÿ ïðîñòîòû äîëüíåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèé óäîáíî
ââåñòè áåçðàçìåðíóþ âîëíîâóþ ôóíêöèþ

ψ =
Ψ

Ψ0
.

Äëÿ íåå óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû (78) ïåðåïèñûâàåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dψ =
1

S0
· dS · ψ . (95)

Âûâîä ïðàâèëà Òèöèóñà-Áîäå íà÷íåì ñ çàïèñè êâàí-
òîâûõ ïîñòóëàòîâ â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Âîë-
íîâàÿ ôóíêöèÿ ψ çàâèñèò îò êîîðäèíàò r, φ è âðåìåíè

ψ = ψ(r, φ, t) ,

ïîýòîìó ïîëíûé äèôôåðåíöèàë ïî âðåìåíè d îò âîë-
íîâîé ôóíêöèè çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç ÷àñòíûå äèôôå-
ðåíöèàëû dr, dφ, dt

dψ = drψ + dφψ + dtψ .

Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå (86), çàïèøåì óðàâíåíèÿ
ñòðóêòóðû (95) â ñëåäóþùåì âèäå:

drψ + dφψ + dtψ =

=
1

S0
· (pr · dr + pφ · dφ−H(ṙ, φ̇, r, φ) · dt) · ψ .

Ýòî óðàâíåíèå ðàñïàäàåòñÿ íà òðè êâàíòîâûõ ïî-
ñòóëàòà

drψ =
1

S0
· pr · dr · ψ ,

dφψ =
1

S0
· pφ · dφ · ψ ,

dtψ = − 1

S0
·H · dt · ψ .

Äàëåå ìû îñòàíîâèìñÿ íà ïåðâîì èç íèõ

drψ =
1

S0
· pr · dr · ψ (96)

è âûïîëíèì äëÿ íåãî ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ.
Ïåðâîå. Ââåäåì ìîäèôèöèðîâàííóþ âîëíîâóþ ôóíê-

öèþ ψr â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì

dψr
ψr

=
drψ

ψ
.

Òîãäà ñîîòíîøåíèå (96) ïåðåïèøåì òàê:

dψr
ψr

=
1

S0
· pr · dr . (97)
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Âòîðîå. Ââåäåì êâàíòîâîå óñëîâèå, àíàëîãè÷íîå
êâàíòîâîìó óñëîâèþ Çîììåðôåëüäà

S0 = n · 1

2 · π
·
∫ 2π

0

pφdφ ,

ãäå n � íàòóðàëüíûå ÷èñëà (n = 0, 1, 2, 3, ...). Â ñîîò-
âåòñòâèè ñ (94) êîìïîíåíòà èìïóëüñà pφ ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó, ïîýòîìó

S0 = n · 1

2 · π
· pφ

∫ 2π

0

dφ = n · pφ = n ·m · r2 · φ̇ ,

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå S0 â ñîîòíîøåíèå (97), ïî-
ëó÷èì

dψr
ψr

=
pr

n · pφ
· dr . (98)

Òðåòüå. Ó÷òåì, ÷òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåçóëüòàòîì
(93), êîìïîíåíòà èìïóëüñà pr = m · drdt åñòü ïîñòîÿí-
íàÿ âåëè÷èíà. Ïîýòîìó îòíîøåíèå áåñêîíå÷íî ìàëûõ
â ïðîèçâîäíîé dr

dt ìîæåò áûòü çàìåíåíî îòíîøåíèåì
êîíå÷íûõ âåëè÷èí, òî åñòü

pr = m · dr
dt

= m · r
t
. (99)

Êðîìå òîãî, ó÷òåì, ÷òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåçóëüòà-
òîì (94), êîìïîíåíòà èìïóëüñà pφ = m · r2 · dφdt åñòü
ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà. Ïîýòîìó îòíîøåíèå áåñêîíå÷íî
ìàëûõ â ïðîèçâîäíîé dφ

dt ìîæåò áûòü çàìåíåíî îòíî-

øåíèåì êîíå÷íûõ âåëè÷èí, òî åñòü,18

pφ = m · r2 · dφ
dt

= m · r2 · 1
t
. (100)

Èñïîëüçóÿ (99) è (100) ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå (98)
â ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

n · dψr
ψr

=
dr

r
.

Ðàññìàòðèâàÿ ðàäèóñ îðáèòû r êàê áåçðàçìåðíóþ
îòíîñèòåëüíóþ âåëè÷èíó, ïðîèíòåãðèðóåì ýòî ñîîòíî-
øåíèå. Ïîëó÷èì

C + n · lnψr = ln r .

Âîçüìåì ýêñïîíåíòó îò îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ. Ïî-
ëó÷èì

expC · (ψr)n = r .

Ïåðåéäåì ê äðóãèì îáîçíà÷åíèÿì expC → C1, ψr →
C2, r → rn. Ïîëó÷èì ïðàâèëî Òèöèóñà-Áîäå (83):

rn = C1 · (C2)
n .

18 Çà âðåìÿ t ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà îäèí ðà-
äèàí.

XI. ÈÍÒÅÐÔÅÐÅÍÖÈß Â ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÈ
×ÀÑÒÈÖ Â ÎÏÛÒÅ ÞÍÃÀ Ñ ÄÂÓÌß

ÙÅËßÌÈ

Ââåäåííûå ïðåäñòàâëåíèÿ èñïîëüçóåì äëÿ àíàëèçà
îñíîâîïîëàãàþùåãî îïûòà êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Çäåñü
èìååòñÿ â âèäó îïûò (Ðèñ. 1.), â êîòîðîì ïîòîê ÷àñòèö,
äâèãàÿñü âäîëü îñè 1, ïàäàåò íà ïëàñòèíó Ï ñ äâóìÿ
ùåëÿìè a è b. Çà ïëàñòèíîé ðàñïîëîæåí ýêðàí Ý, íà
êîòîðîì ðåãèñòðèðóþòñÿ ÷àñòèöû, ïðîøåäøèå ùåëè a
è b.

-
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Ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòèö âäîëü îñè 2 ïðåäñòàâëåíî
êðèâîé L19.
Ñîâðåìåííîå êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîå îáúÿñíåíèå

óêàçàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îñíîâàíî íà îòêàçå îò ïðåä-
ñòàâëåíèÿ î òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ÷àñòèöû.
Ïðèâåäåì îáúÿñíåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö L, èñ-

ïîëüçóþùåå ïðåäñòàâëåíèå î âåêòîðå äåéñòâèÿ.

Ðèñ. 2.

6r
'

&

$

%
S

Äâèæóùàÿñÿ ÷àñòèöà (Ðèñ. 2.) îêðóæåíà ïîëåì âåê-
òîðîâ äåéñòâèÿ S. ×àñòèöà åñòü îñîáåííîñòü ïîëÿ âåê-
òîðîâ äåéñòâèÿ S. Êîíôèãóðàöèÿ ýòîãî ïîëÿ îïðåäå-
ëÿåò ïàðàìåòðû äâèæåíèÿ ÷àñòèöû è, â ÷àñòíîñòè,

19 Ýòî ðàñïðåäåëåíèå ïîäîáíî ðàñïðåäåëåíèþ èíòåíñèâíîñòè
âîëíû, ïàäàþùåé íà ïëàñòèíó Ï, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ùåëè a è
b è ïàäàþùåé íà ýêðàí Ý. Äëÿ âîëíû ðàñïðåäåëåíèå èíòåí-
ñèâíîñòè âèäà L îáúÿñíÿåòñÿ èíòåðôåðåíöèåé (íàëîæåíèåì)
âîëíû, âûõîäÿùåé èç ùåëè a, è âîëíû, âûõîäÿùåé èç ùåëè
b.
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òðàåêòîðèþ åå äâèæåíèÿ. Îáðàòèìñÿ ê ÷àñòèöå, äâè-
æóùåéñÿ â íàïðàâëåíèè ùåëè a (Ðèñ. 3.). Åå ïîëå îáî-
çíà÷èì S0 è íàçîâåì íà÷àëüíûì. Íà÷àëüíîå ïîëå ïîä-
÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ ñòðóêòóðû

d2d1S0 =
1

ℏ
d1S0 ◦ d2S0 .

Íà÷àëüíîå ïîëå îïðåäåëÿåò òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ ÷à-
ñòèöû äî ïëàñòèíû. Âåêòîð d2S0 îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå
èìïóëüñà ÷àñòèöû äî ïëàñòèíû

p0 ∼ d2S0 .

6r
Ï a b

Ðèñ. 3.

'

&

$

%
S0

Ýòî ïîëå íåîáõîäèìî ðàçáèòü íà äâå ñîñòàâëÿþùèõ
(Ðèñ. 4.)

S0 = S0a + S0b .

S0a � ýòî ïîëå, êîòîðîå ïðîõîäèò ÷åðåç ùåëü a âìå-
ñòå ñ ÷àñòèöåé;
S0b � ýòî ïîëå, êîòîðîå ïðîõîäèò ÷åðåç ùåëü b;

20

6r
Ï a b

Ðèñ. 4.

'

&

$

%
S0a

'

&

$

%
S0b

Ùåëü a èñêàæàåò ïðîõîäÿùåå ÷åðåç íåå íà÷àëüíîå
ïîëå S0a è ôîðìèðóåò íîâîå ïîëå Sa. Ôîðìèðîâàíèå
ïîëÿ Sa ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ ñòðóêòóðû

d2d1Sa =
1

ℏ
d1Sa ◦ d2Sa .

r
Ý

Ï a b

Ðèñ. 5.

�� �Sa
�� �Sb

20 ÷àñòü ïîëÿ, êîòîðàÿ îòðàæàåòñÿ îò ïëàñòèíû èëè ïîãëîùàåò-
ñÿ åþ, íå ðàññìàòðèâàåòñÿ.

Ùåëü b èñêàæàåò ïðîõîäÿùåå ÷åðåç íåå íà÷àëüíîå
ïîëå S0b è ôîðìèðóåò íîâîå ïîëå Sb. Ôîðìèðîâàíèå
ïîëÿ Sb ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ ñòðóêòóðû

d2d1Sb =
1

ℏ
d1Sb ◦ d2Sb .

Ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ïîëÿ äåéñòâèÿ ÷åðåç ùåëè a è b
â îáëàñòè ìåæäó ïëàñòèíîé Ï è ýêðàíîì Ý âîçíèêàåò
íîâîå ïîëå äåéñòâèÿ (Ðèñ. 6.)

S = Sa + Sb .

r
Ý

Ï a b

Ðèñ. 6.

�� �S

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ùåëè a ÷àñòèöà
ïîïàäàåò â îêðóæåíèå íîâîãî ïîëÿ äåéñòâèÿ S. Êîí-
ôèãóðàöèÿ ýòîãî ïîëÿ îïðåäåëÿåò íîâûå ïàðàìåòðû
äâèæåíèÿ ÷àñòèöû, â ÷àñòíîñòè, íîâóþ òðàåêòîðèþ
äâèæåíèÿ. Âåêòîð d2S îïðåäåëÿåò íîâîå çíà÷åíèå èì-
ïóëüñà ÷àñòèöû

p ∼ d2S .

Â ðåçóëüòàòå ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ÷àñòèöåé ùåëè åå
òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ïðåòåðïåâàåò ðåçêîå èçìåíåíèå
(Ðèñ. 7).

6
r������:

Ý

Ï a b

Ðèñ. 7.

Òàêèì îáðàçîì, èíòåðôåðåíöèÿ â ðàñïðåäåëåíèè
÷àñòèö îáúÿñíÿåòñÿ óðàâíåíèåì ñòðóêòóðû âåêòîðîâ
äåéñòâèÿ è ðàçáðîñîì â íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ äâèæå-
íèÿ ÷àñòèö è ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ äëÿ ïîëåé äåé-
ñòâèÿ. Äâå ÷àñòèöû, äâèæóùèåñÿ ñ îäèíàêîâûìè íà-
÷àëüíûìè óñëîâèÿìè è èìåþùèå îäèíàêîâóþ êîíôè-
ãóðàöèþ ïîëÿ äåéñòâèÿ, â ðåçóëüòàòå ïîïàäóò â îäíó
è òóæå òî÷êó ýêðàíà.
Â çàêëþ÷åíèå Ðàçäåëà ïîä÷åðêíåì êëþ÷åâóþ îñî-

áåííîñòü ïîëÿ äåéñòâèÿ: ìåæäó ïîëåì äåéñòâèÿ è äè-
íàìè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè ÷àñòèö èìååò ìåñòî âçàèì-
íàÿ çàâèñèìîñòü. Â ÷àñòíîñòè, òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ
÷àñòèö íàõîäèòñÿ âî âçàèìíîé çàâèñèìîñòè ñ ïîëåì
äåéñòâèÿ ÷àñòèö. Ïîëå äåéñòâèÿ îïðåäåëÿåò òðàåêòî-
ðèþ äâèæåíèÿ ÷àñòèö è, íàïðîòèâ, òðàåêòîðèÿ äâè-
æåíèÿ ÷àñòèö îïðåäåëÿåò èõ ïîëå äåéñòâèÿ. Ïîýòîìó,
îêàçûâàÿ âëèÿíèå íà äâèæåíèå ÷àñòèö, ìîæíî ñôîð-
ìèðîâàòü èõ ïîëå äåéñòâèÿ è, íàïðîòèâ, îêàçûâàÿ âëè-
ÿíèå íà ïîëå äåéñòâèÿ ÷àñòèö, ìîæíî ñôîðìèðîâàòü
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èõ òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ, ÷òî, ñîáñòâåííî, è ïðîèñõî-
äèò â äâóõùåëåâîì îïûòå.
Èçëîæåííûå ñîîáðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïîëÿ äåé-

ñòâèÿ ÷àñòèöû ïîçâîëÿþò ïîíÿòü ñîîòíîøåíèÿ íåîïðå-
äåëåííîñòè Ãåéçåíáåðãà. Ïîïûòêà òî÷íîãî îïðåäåëå-
íèÿ êîîðäèíàòû ÷àñòèöû ñîïðîâîæäàåòñÿ èñêàæåíè-
åì ïîëÿ äåéñòâèÿ ÷àñòèöû, ÷òî ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ
åå èìïóëüñà. Îäíàêî, íóæíî ïîíèìàòü, ÷òî ñîîòíîøå-
íèÿ íåîïðåäåëåííîñòè íå îçíà÷àþò, ÷òî èìïóëüñ è
êîîðäèíàòà ÷àñòèöû íå èìåþò òî÷íîãî çíà÷åíèÿ.

XII. ÂÛÂÎÄÛ ÏÎ ÃËÀÂÅ

� Èòàê, íàìè ïîëó÷åíà çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí êàê ñëåäñòâèå àë-
ãåáðàè÷åñêîãî çàêîíà óìíîæåíèÿ âåêòîðîâ äåé-
ñòâèÿ, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî ìû äîïóñòèëè.
Òåì ñàìûì ìû ïîäîøëè ê îáúÿñíåíèþ êâàíòî-
âûõ ÿâëåíèé àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðîé ïðî-
ñòðàíñòâà âåêòîðîâ äåéñòâèÿ.

� Óñòàíîâëåí ïóòü îáúÿñíåíèÿ çàãàäî÷íîãî âèäà
êâàíòîâûõ îïåðàòîðîâ ïî îòíîøåíèþ ê êëàññè-
÷åñêèì îïåðàòîðàì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Ýòîò
âèä îáúÿñíÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðîé
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Ìíîæèòåëè êâàíòîâûõ
îïåðàòîðîâ � ýòî ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå êî-
âàðèàíòíîé àëãåáðû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Â
÷àñòíîì ñëó÷àå óêàçàííûå ñòðóêòóðíûå ïîñòî-
ÿííûå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ìíèìîé åäèíè-
öåé.

� Êâàíòîâûå îïåðàòîðû ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí �
ýòî îïåðàòîðû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ñíàáæåí-
íûå ñòðóêòóðíûìè ïîñòîÿííûìè â êà÷åñòâå ìíî-
æèòåëåé. Îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáîáùåííûå
îïåðàòîðû íàáëà.

� Óñòàíîâëåíî íîâîå ïîíèìàíèå âîëíîâîé ôóíê-
öèè êàê ÷àñòíîãî äèôôåðåíöèàëà âåêòîðà äåé-
ñòâèÿ.

� Êâàíòîâûå óðàâíåíèÿ íåîáõîäèìî ïîëó÷àòü íå
ïóòåì "êâàíòîâàíèÿ" êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé,
òî åñòü ïóòåì çàìåíû ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí èõ
êâàíòîâûìè îïåðàòîðàìè, à ïóòåì ïåðåõîäà îò
ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ ê óðàâíåíèÿì
ñòðóêòóðû àëãåáðû äåéñòâèÿ.

� Íàðÿäó ñ ïðàâûì óðàâíåíèåì Äèðàêà äëÿ ÷à-
ñòèö è àíòè÷àñòèö íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü
ëåâîå óðàâíåíèå Äèðàêà äëÿ ÷àñòèö è àíòè÷à-
ñòèö.

� Îáðàùåíèå ê ïðîñòåéøåé àëãåáðå äåéñòâèÿ ïðè
îïèñàíèè ãðàâèòàöèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìàñ-
ñèâíûõ òåë ïîçâîëÿåò âûâåñòè ïðàâèëî Òèöèóñà-
Áîäå.

� Èíòåðôåðåíöèÿ â ðàñïðåäåëåíèè ÷àñòèö â îïû-
òå Þíãà ñ äâóìÿ ùåëÿìè îáúÿñíÿåòñÿ óðàâíåíè-
åì ñòðóêòóðû âåêòîðîâ äåéñòâèÿ è ðàçáðîñîì â
íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ äâèæåíèÿ ÷àñòèö è ãðàíè÷-
íûõ óñëîâèÿõ äëÿ ïîëåé äåéñòâèÿ.
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÷àñòèö

I. ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÛÅ ÇÀÌÅ×ÀÍÈß

Â ýòîé Ãëàâå èçëàãàåòñÿ åäèíûé ïîäõîä ê îïèñàíèþ
ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö. Ïîä ôóíäàìåíòàëüíûìè
ìû ïîíèìàåì ÷àñòèöû, íå ÿâëÿþùèåñÿ ñîñòàâíûìè
è íå îòíîñÿùèåñÿ ê ïðîìåæóòî÷íûì áîçîíàì (÷à-
ñòèöàì, ïåðåíîñÿùèì âçàèìîäåéñòâèå). Ïðåæäå âñåãî
ê ôóíäàìåíòàëüíûì ÷àñòèöàì îòíîñÿòñÿ ëåïòîíû è
êâàðêè òðåõ ïîêîëåíèé. Ïðèìåðîì è îáðàçöîì ÿâëÿ-
åòñÿ óæå óñòàíîâëåííîå îïèñàíèå ëåïòîíîâ, îñíîâû-
âàþùååñÿ íà àëãåáðå Êëèôôîðäà.
Çäåñü ïîíÿòèå ôóíäàìåíòàëüíàÿ ÷àñòèöà îòîæ-

äåñòâëåíî ñ ïîíÿòèåì ôóíäàìåíòàëüíûé îáúåêò. Ïðî-
ñòðàíñòâî äåéñòâèÿ S ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ êàê ìíîæåñòâî âåêòîðîâ âèäà

ψ = e0 ψ
0+ek ψ

k+ek1k2 ψ
k1k2+. . .+ek1...kn ψ

k1...kn+. . . .

Çäåñü áóêâîé e îáîçíà÷åíû áàçèñíûå âåêòîðû. ×å-
ðåç e0 îáîçíà÷åíà åäèíèöà ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë IR. ×åðåç ek îáîçíà÷åíû áàçèñíûå âåêòîðû ïðî-
ñòðàíñòâà-âðåìåíè ÑÒÎ. Ïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ âèäà

ψ = ek ψ
k

ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùèì. Áàçèñíûå âåêòîðû

ek1k2...kp = ek1 ◦ ek2 ◦ . . . ◦ ekp ,

ãäå ñèìâîë ◦ îçíà÷àåò óíèâåðñàëüíîå óìíîæåíèå âåê-
òîðîâ â ïðîñòðàíñòâå äåéñòâèÿ. Íàëè÷èå íà ìíîæå-
ñòâå âåêòîðîâ S îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ
äåëàåò ýòî ìíîæåñòâî àëãåáðîé, êîòîðàÿ íàçûâàåò-
ñÿ êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðîé äåéñòâèÿ ôóíäàìåí-
òàëüíûõ ÷àñòèö1.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ôîðìèðóåòñÿ ïðîñòðàíñòâî-

âðåìÿ X ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòèöû.
Ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèÿ S∗ ôóíäàìåíòàëüíûõ àíòè-

÷àñòèö ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ìíîæåñòâî âåêòîðîâ âèäà

ψ∗= ψ0E
0+ψkE

k1+ψk1k2E
k1k2+. . .+ψk1...knE

k1...in+. . .

1 Â ïðåäñòàâëåííîé çàïèñè âåêòîð ψ âûãëÿäèò êàê áåñêîíå÷íî-
ìåðíûé. Íî åñëè ó÷åñòü, ÷òî, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïðîèçâåäåíèå
îäèíàêîâûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ åñòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå,
òî åñòü ÷èñëî, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, îáðàçóþùèå áàçèñíûå âåê-
òîðû ïîä÷èíÿþòñÿ îïðåäåëåííûì ïåðåñòàíîâî÷íûì ñîîòíî-
øåíèÿì, âåêòîð ψ ïðèíèìàåò âèä

ψ = e0 ψ
0 + ek ψ

k + ek1k2
ψk1k2 + ek1k2k3

ψk1k2k3 + e1324 ψ
1324 ,

òî åñòü, ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì ñ ÷èñëîì êîîðäèíàò, ðàâ-
íûì 24 = 16.

×åðåç E0 îáîçíà÷åíà åäèíèöà ìíîæåñòâà äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë IR. ×åðåç Ek îáîçíà÷åíû áàçèñíûå âåê-
òîðû ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ÑÒÎ

Ek1k2...kp = Ek1 ◦Ek2 ◦ . . . ◦Ekp .

Íàëè÷èå íà ìíîæåñòâå âåêòîðîâ S∗ îïåðàöèé ñëî-
æåíèÿ è óìíîæåíèÿ äåëàåò ýòî ìíîæåñòâî àëãåáðîé,
êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ êîâàðèàíòíîé àëãåáðîé äåéñòâèÿ
ôóíäàìåíòàëüíûõ àíòè÷àñòèö.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ôîðìèðóåòñÿ ïðîñòðàíñòâî-

âðåìÿ X∗ ôóíäàìåíòàëüíûõ àíòè÷àñòèö.
Ðàçëè÷íûå ïðàâèëà óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ

ek ïðèâîäÿò ê ðàçíûì àëãåáðàì, ñîîòâåòñòâóþùèì
ðàçíûì ôóíäàìåíòàëüíûì ÷àñòèöàì. Âìåñòå ñ òåì,
ðàçëè÷íûå ïðàâèëà óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ek
ïðèâîäÿò ê ðàçíûì ñâîéñòâàì òåíçîðîâ âòîðîãî, òðå-
òüåãî è ÷åòâåðòîãî ðàíãîâ ïðè ïåðåñòàíîâêå èíäåêñîâ.
Â ðåçóëüòàòå ñâîéñòâà ñòðóêòóðíûõ ìàòðèö, ñâîéñòâà
êâàíòîâûõ óðàâíåíèé è, â êîíå÷íîì ñ÷åòå, ñâîéñòâà
ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö îïðåäåëÿþòñÿ ñâîéñòâàìè
òåíçîðîâ ïðè ïåðåñòàíîâêå èíäåêñîâ. Òàêèå ñâîéñòâà
òåíçîðîâ èçó÷àþòñÿ ñ ïîìîùüþ äèàãðàìì Þíãà. Ïî-
ýòîìó äàëåå ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå äèàãðàìì Þíãà
ê êëàññèôèêàöèè àëãåáð ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö.
Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ïðèìåì ñëåäóþùèå óñëî-

âèÿ.
1. Äàëåå íå áóäåì ðàçëè÷àòü êî- è êîíòðàâàðè-

àíòíûå êîìïîíåíòû òåíçîðà. Íàïðèìåð, êîìïîíåíòà
ψk1k2...kn áóäåò íåîòëè÷èìà îò ψk1k2...kn .
2. Áóäåì îïóñêàòü îáîçíà÷åíèÿ òåíçîðà è èíäåêñîâ

à îïåðèðîâàòü òîëüêî ñ íîìåðàìè èíäåêñîâ. Íîìåðà
èíäåêñîâ áóäåì ïèñàòü æèðíûì øðèôòîì äëÿ òîãî,
÷òîáû â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè îòëè÷àòü ýòè ÷èñëà îò
çíà÷åíèé èíäåêñîâ. Òàê, íàïðèìåð, âìåñòî òåíçîðîâ
ek1k2...kn , ψk1k2...kn , ψk1k2...k1 , Ek1k2...kn áóäåì ïè-
ñàòü 123 . . .n.
3. Ðàññìàòðèâàåì àëãåáðû, â êîòîðûõ óìíîæåíèå

äâóõ îäèíàêîâûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ äàåò ÷èñëî, ÿâ-
ëÿþùååñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ýòèõ âåêòîðîâ.
Ïîýòîìó íàáîð èíäåêñîâ ñ äâóìÿ îäèíàêîâûìè çíà-
÷åíèÿìè ïåðåõîäèò â íàáîð èíäåêñîâ, â êîòîðîì ýòè
çíà÷åíèÿ îòñóòñòâóþò, íàïðèìåð, 1(22)3 = 13. Òà-
êèì îáðàçîì, çàðàíåå ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïðîèçâîëü-
íàÿ êîìáèíàöèÿ èíäåêñîâ ñâîäèòñÿ ê òàêîé, â êîòî-
ðîé îñòàþòñÿ òîëüêî èíäåêñû ñ ðàçíûìè çíà÷åíèÿìè.
Ïîýòîìó íàáîð ÷èñåë ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ëèáî êàê
íîìåðà èíäåêñîâ, ëèáî êàê èõ çíà÷åíèÿ. Íàïðèìåð,
êîìáèíàöèÿ ÷èñåë 123 ìîæåò îçíà÷àòü êîìáèíàöèþ
èíäåêñîâ k1k2k3, à ìîæåò áûòü è çíà÷åíèåì ýòîé êîì-
áèíàöèè ïðè k1 = 1, k2 = 2, k3 = 3. Äàëåå áóäåì
ïðèäåðæèâàòüñÿ âòîðîé òî÷êè çðåíèÿ.
Ðàññìîòðèì ñèììåòðèçàöèþ òåíçîðîâ íà îñíîâàíèè

äèàãðàìì Þíãà.
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II. ÑÈÌÌÅÒÐÈÇÀÖÈß ÒÅÍÇÎÐÎÂ.
ÄÅÐÅÂÎ ÞÍÃÀ

1. Íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ

1. Ïåðåñòàíîâêà � íàáîð ÷èñåë îò 1 äî n â îïðåäå-
ëåííîì ïîðÿäêå, íàïðèìåð, (132) äëÿ n = 3. ×èñëî
ïåðåñòàíîâîê ðàâíî n!.
2. Ïîäñòàíîâêà � îòîáðàæåíèå îäíîé ïåðåñòàíîâ-

êè â äðóãóþ, íàïðèìåð σ(132) = (312), (132) �
ïåðåñòàíîâêà-àðãóìåíò, (312) � ïåðåñòàíîâêà-ôóíêöèÿ.
Åñëè ïåðåñòàíîâêà-àðãóìåíò ôèêñèðîâàíà, íàïðèìåð
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð ÷èñåë â ïîðÿäêå âîçðàñòà-
íèÿ (123...n), òî ïîäñòàíîâêè èçîìîðôíû ïåðåñòàíîâ-
êàì. Îòñþäà ÷èñëî ïîäñòàíîâîê ðàâíî n!.
3. Òðàíñïîçèöèÿ � ïîäñòàíîâêà, ìåíÿþùàÿ â ïåðå-

ñòàíîâêå ìåñòàìè äâà ÷èñëà, íàïðèìåð, σ(1324) =
(4321).
4. Ñîñåäíÿÿ ïåðåñòàíîâêà � ïîäñòàíîâêà, ìåíÿþùàÿ

â ïåðåñòàíîâêå ìåñòàìè äâà ðàñïîëîæåííûõ ðÿäîì
÷èñëà, íàïðèìåð, σ(1324) = (1234).
5. Ïîäñòàíîâêà σ(123...n) = (23...n1) íàçûâàåòñÿ

öèêëè÷åñêîé, èëè êðóãîâîé. ×èñëî öèêëè÷åñêèõ ïîä-
ñòàíîâîê ðàâíî n.
6. Èíâåðñèÿ. Â ïåðåñòàíîâêå ÷èñåë i è j, ãäå i

ëåâåå j, ñîñòàâëÿþò èíâåðñèþ, åñëè i > j. Â ïå-
ðåñòàíîâêå (123...n) ÷èñëî èíâåðñèé ðàâíî íóëþ.
Ïåðåñòàíîâêà ÷åòíàÿ, åñëè îíà ñîñòîèò èç ÷åòíîãî
÷èñëà èíâåðñèé è íàîáîðîò. Íàïðèìåð, ïåðåñòàíîâ-
êà (451362) ñîäåðæèò 8 èíâåðñèé, à ïåðåñòàíîâêà
(38524671) ñîäåðæèò 15 èíâåðñèé. Ïîäñòàíîâêà σ
÷åòíàÿ, åñëè ïåðåñòàíîâêà σ(123...n) ñîñòîèò èç ÷åò-
íîãî ÷èñëà èíâåðñèé è íàîáîðîò. Íàïðèìåð, ïîäñòà-
íîâêà σ(123456) = (451362) ÷åòíàÿ, à ïîäñòàíîâêà
σ(12345678) = (38524671) íå÷åòíàÿ.
7. Íà ïåðåñòàíîâêàõ ââîäèòñÿ ñëîæåíèå è óìíîæå-

íèå íà ÷èñëî. Â ðåçóëüòàòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèíåé-
íûå êîìáèíàöèè ïåðåñòàíîâîê, íàïðèìåð

⟨12⟩ = 12+ 21 , [12] = 12− 21 .

8. Ñîîòâåòñòâåííî íà ïîäñòàíîâêàõ ââîäèòñÿ ñëîæå-
íèå è óìíîæåíèå íà ÷èñëî. Â ðåçóëüòàòå ðàññìàòðè-
âàþòñÿ ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ïîäñòàíîâîê, íàïðèìåð
[12] = σ(12), ãäå σ = σ1 + (−1) · σ2, à σ1(12) = (12) è
σ2(12) = (21).
9. Ïîñëåäîâàòåëüíîå âûïîëíåíèå íåñêîëüêèõ ïîä-

ñòàíîâîê (íàïðèìåð σ1 è σ2) ðàâíîñèëüíî âûïîëíåíèþ
íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè

σ = σ2 ◦ σ1 ,

íàçûâàåìîé ïðîèçâåäåíèåì ïîäñòàíîâîê σ1 è σ2. Âñÿ-
êàÿ ïîäñòàíîâêà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ïðî-
èçâåäåíèÿ ñîñåäíèõ ïåðåñòàíîâîê. Îòíîñèòåëüíî ïðî-
èçâåäåíèÿ ïîäñòàíîâêè îáðàçóþò ãðóïïó, à òàê êàê íà
ïîäñòàíîâêàõ ââåäåíû ñëîæåíèå è óìíîæåíèå íà ÷èñ-
ëî, òî ïîäñòàíîâêè îáðàçóþò àëãåáðó.

2. Ñèììåòðèçàöèÿ òåíçîðîâ

Ñíà÷àëà îñòàíîâèìñÿ íà ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ ñèì-
ìåòðèçàöèè òåíçîðíûõ èíäåêñîâ ïóòåì èõ ïåðåñòàíîâ-
êè.
Âûäåëèì ïðåæäå âñåãî äâà òèïà òåíçîðîâ: ñèììåò-

ðè÷íûå òåíçîðû, òî åñòü ñîõðàíÿþùèå çíàê ïðè ñîñåä-
íåé ïåðåñòíîâêè, è àíòèñèììåòðè÷íûå òåíçîðû, èç-
ìåíÿþùèå çíàê ïðè ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêå. Äëÿ íèõ
áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ.

� Äëÿ ñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ

⋄ âòîðîãî ðàíãà

⟨12⟩ = (12+ 21) · 12 ,

⋄ òðåòüåãî ðàíãà

⟨123⟩ = (123+231+312+213+132+321)· 13! ,

⋄ n-ãî ðàíãà

⟨12 . . .⟩ =
(∑

σ

σ(12 . . . n)
)
· 1
n! ,

ãäå ñóììèðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ïî âñåì ïîä-
ñòàíîâêàì σ.

� Äëÿ àíòèñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ

⋄ âòîðîãî ðàíãà

[12] = (12− 21) · 12 ,

⋄ òðåòüåãî ðàíãà

[123] = (123+231+312−213−132−321)· 13! ,

⋄ n-ãî ðàíãà

[12 . . . n] =
(∑

σ

sign(σ) · σ(12 . . . n)
)
· 1
n! ,

ãäå ñóììèðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ïî âñåì ïîä-
ñòàíîâêàì σ. Âûðàæåíèå sign(σ) ðàâíî (+1)
èëè (−1) â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè
ïîäñòàíîâêà ÷åòíîé èëè íå÷åòíîé.

Ðàññìîòðèì äàëåå ðàçëîæåíèå òåíçîðîâ íà ñóììó,
ñîäåðæàùóþ ñèììåòðè÷íûå è àíòèñèììåòðè÷íûå ñëà-
ãàåìûå. Òàêîå ðàçëîæåíèå íàçîâåì ñèììåòðèçàöèåé
òåíçîðà, à ñëàãàåìûå, íà êîòîðûå ðàçëàãàåòñÿ òåíçîð,
íàçîâåì ñèììåòðèÿìè.

2.1. Ñèììåòðèçàöèÿ òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà

Î÷åâèäíî, äëÿ òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà èìååò ìåñòî

12 = ⟨12⟩+ [12].



II. Ñèììåòðèçàöèÿ òåíçîðîâ. Äåðåâî Þíãà 349

2.2. Ñèììåòðèçàöèÿ òåíçîðà òðåòüåãî ðàíãà

Òåíçîð 123 íå ðàçëàãàåòñÿ íà ñóììó òîëüêî ñèì-
ìåòðè÷íûõ è àíòèñèììåòðè÷íûõ ñëàãàåìûõ. Äåéñòâè-
òåëüíî,

⟨123⟩+ [123] = (123+ 231+ 312) · 13 .

Ïîýòîìó ðàçëîæåíèå òåíçîðà 123 òðåáóåò ïðèâëå÷å-
íèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ñëàãàåìûõ. Âèä ýòèõ ñëàãàåìûõ
óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû Þíãà, êîòî-
ðóþ ðàññìîòðèì â ñëåäóþùåì ðàçäåëå. Çàáåãàÿ âïå-
ðåä, ñêàæåì, ÷òî òåíçîð 3-ãî ðàíãà ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåí â âèäå ñóììû ÷åòûðåõ ñèììåòðèé.

123 = ((123)1 + (123)2 + (123)3 + (123)4) · 32 ,

ãäå

(123)1 = [123] , (123)4 = ⟨123⟩ ,

(123)2 = (123− 231− 312− 213− 132+ 321) · 1
3! ,

(123)3 = (123− 231− 312+ 213+ 132− 321) · 1
3! .

2.3. Ñèììåòðèçàöèÿ òåíçîðà ÷åòâåðòîãî ðàíãà

Òåíçîð 4-ãî ðàíãà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå
ñóììû 16 ñèììåòðèé.

1234 = 3
2 · ((1234)1 + (1234)2 + (1234)3 + (1234)4 +

+ (1234)5 + (1234)6 + (1234)7 + (1234)8 +

+ (1234)9 + (1234)10 + (1234)11 + (1234)12 +

+ (1234)13 + (1234)14 + (1234)15 + (1234)16) ,

ãäå

(1234)1 = [1234] , (1234)16 = ⟨1234⟩ .

Êàæäàÿ èç óêàçàííûõ øåñòíàäöàòè ñèììåòðèé íà-
õîäèòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ íàáîðîì ïåðåñòàíîâî÷íûõ
ñîîòíîøåíèé áàçèñíûõ âåêòîðîâ. Äàëåå ïðèâåäåì òàá-
ëèöó òàêèõ ñîîòâåòñòâèé.

(1234)1 :

12 = −21 , 13 = −31 , 23 = −32 ,
14 = −41 , 24 = −42 , 34 = −34

(1234)2 :

12 = −21 , 13 = −31 , 23 = −32 ,
14 = −41 , 24 = 42 , 34 = −34

(1234)3 :

12 = −21 , 13 = −31 , 23 = −32 ,
14 = 41 , 24 = −42 , 34 = 34

(1234)4 :

12 = −21 , 13 = −31 , 23 = −32 ,
14 = 41 , 24 = 42 , 34 = 34

(1234)5 :

12 = −21 , 13 = 31 , 23 = −32 ,
14 = −41 , 24 = −42 , 34 = −34

(1234)6 :

12 = −21 , 13 = 31 , 23 = −32 ,
14 = −41 , 24 = 42 , 34 = −34

(1234)7 :

12 = −21 , 13 = 31 , 23 = −32 ,
14 = 41 , 24 = −42 , 34 = 34

(1234)8 :

12 = −21 , 13 = 31 , 23 = −32 ,
14 = 41 , 24 = 42 , 34 = 34

(1234)9 :

12 = 21 , 13 = −31 , 23 = 32 ,

14 = −41 , 24 = −42 , 34 = −34

(1234)10 :

12 = 21 , 13 = −31 , 23 = 32 ,

14 = −41 , 24 = 42 , 34 = −34

(1234)11 :

12 = 21 , 13 = −31 , 23 = 32 ,

14 = 41 , 24 = −42 , 34 = 34
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(1234)12 :

12 = 21 , 13 = −31 , 23 = 32 ,

14 = 41 , 24 = 42 , 34 = 34

(1234)13 :

12 = 21 , 13 = 31 , 23 = 32 ,

14 = −41 , 24 = −42 , 34 = −34

(1234)14 :

12 = 21 , 13 = 31 , 23 = 32 ,

14 = −41 , 24 = 42 , 34 = −34

(1234)15 :

12 = 21 , 13 = 31 , 23 = 32 ,

14 = 41 , 24 = −42 , 34 = 34

(1234)16 :

12 = 21 , 13 = 31 , 23 = 32 ,

14 = 41 , 24 = 42 , 34 = 34

Äëÿ ïðèìåðà ïðèâåäåì ñèììåòðèþ (1234)6, óñòà-
íîâëåííóþ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñîîò-
íîøåíèÿìè

12 = −21 , 13 = 31 , 23 = −32 ,
14 = −41 , 24 = 42 , 34 = −34 :

(1234)6 =

= 1
4! (1234− 2134− 2314+ 3214− 3124− 1324−
− 1243+ 2143− 2413− 4213+ 4123− 1423−
− 1342− 3142+ 3412− 4312− 4132+ 1432+

+ 2341− 3241− 3421+ 4321− 4231− 2431) .

Ñèììåòðèçàöèÿ òåíçîðà ïðîèçâîëüíîãî ðàíãà âû-
ïîëíÿåòñÿ, íà îñíîâàíèè ïðîöåäóðû Þíãà, êîòîðóþ
ðàññìîòðèì äàëåå.

3. Ïðîöåäóðà Þíãà

Ðàçëîæåíèå òåíçîðà ïðîèçâîëüíîãî ðàíãà n íà ñóì-
ìó, ñîäåðæàùóþ ñèììåòðè÷íûå è àíòèñèììåòðè÷íûå

ñëàãàåìûå ⟨12 . . . n⟩ è [12 . . . n], îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïî-
ìîùüþ ïðîöåäóðû Þíãà. Ðàçëîæèì ÷èñëî èíäåêñîâ
n (ðàíã òåíçîðà) íà ñóììó r ñëàãàåìûõ

n =

r∑
i=1

αi ,

ãäå α1 ≥ α2 ≥ . . . ≥ αr ≥ 1. Íàïðèìåð, ÷èñëî n = 3
äîïóñêàåò ñëåäóþùèå ðàçëîæåíèÿ:

3 = 1 + 1 + 1 , 3 = 2 + 1 , 3 = 3 .

Â ïåðâîì ñëó÷àå α1 = 1 , α2 = 1 , α3 = 1 , r = 3.
Âî âòîðîì ñëó÷àå α1 = 2 , α2 = 1 , r = 2. Â òðåòüåì
ñëó÷àå α1 = 3 , r = 1. Ïóñòü ÷èñëî ðàçëîæåíèé ðàíãà
òåíçîðà n ðàâíî s, àm � òåêóùèé èíäåêñ, íóìåðóþùèé
ýòè ðàçëîæåíèÿ, òîãäà òåêóùåå ðàçëîæåíèå çàïèøåì
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

n(m) =

rm∑
i=1

αmi ,

ãäå m ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îò 1 äî s. Íàáîð ÷èñåë
α(m) = (αm1 , α

m
2 , . . . , α

m
rm) íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé Þí-

ãà. Íàïðèìåð, äëÿ n = 2 èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñè-
ñòåìû Þíãà:

α(1) = (1, 1), α(2) = (2) ,

äëÿ n = 3 èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñèñòåìû Þíãà:

α(1) = (1, 1, 1), α(2) = (2, 1), α(3) = (3) ,

à äëÿ n = 4 èìåþò ìåñòî ñèñòåìû Þíãà

α(1) = (1, 1, 1, 1) , α(2) = (2, 1, 1),

α(3) = (2, 2) , α(4) = (3, 1) , α(5) = (4) .

Íà ìíîæåñòâå ñèñòåì Þíãà äëÿ çàäàííîãî ÷èñ-
ëà n öåëåñîîáðàçíî ââåñòè îòíîøåíèå ïîðÿäêà. Ñè-
ñòåìà α(m) = (αm1 , α

m
2 , . . . , α

m
rm) > ñèñòåìû β(n) =

(βn1 , β
n
2 , . . . , β

n
rn), åñëè α

m
i > βni äëÿ ïåðâîãî i èç çíà÷å-

íèé 1, 2, . . . ,min(rm, rn). Íàïðèìåð, (3, 2) > (3, 1, 1) >
(2, 2, 1).
Êàæäîé ñèñòåìå Þíãà ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå äèà-

ãðàììà Þíãà � òàáëèöà èç rm ñòðîê ïî αmi êëåòîê â
i-îé ñòðîêå. Òàê ñèñòåìå Þíãà (2,1) äëÿ n = 3, r = 2
ñîîòâåòñòâóåò äèàãðàììà Þíãà:

r

{
.

×èñëî êëåòîê â òàáëèöå ðàâíî ÷èñëó èíäåêñîâ n (ðàí-
ãó òåíçîðà).

3.1. Ñèììåòðèè òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà

Ñèììåòðèçàöèÿ òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà èñïîëüçóåò
ñèñòåìû Þíãà α(1) = (1, 1), α(2) = (2). Òàêèì ñèñòå-
ìàì ñîîòâåòñòâóþò äèàãðàììû Þíãà:



II. Ñèììåòðèçàöèÿ òåíçîðîâ. Äåðåâî Þíãà 351

.

Ïåðâàÿ äèàãðàììà ïðåäñòàâëÿåò àíòèñèììåòðè÷íûé
òåíçîð, âòîðàÿ � ñèììåòðè÷íûé.

3.2. Ñèììåòðèè òåíçîðà òðåòüåãî ðàíãà

Ñèììåòðèçàöèÿ òåíçîðà òðåòüåãî ðàíãà èñïîëüçóåò
ñèñòåìûÞíãà α(1) = (1, 1, 1), α(2) = (2, 1), α(3) = (3).
Òàêèì ñèñòåìàì ñîîòâåòñòâóþò äèàãðàììû Þíãà:

.

Ïåðâàÿ è òðåòüÿ äèàãðàììû ïðåäñòàâëÿþò àíòèñèì-
ìåòðè÷íûé è ñèììåòðè÷íûé òåíçîðû. Òåíçîðû, ñîîò-
âåòñòâóþùèå âòîðîé äèàãðàììå, ðàññìîòðåíû äàëåå.

3.3. Ñèììåòðèè òåíçîðîâ ÷åòâåðòîãî ðàíãà

Ñèììåòðèçàöèÿ òåíçîðà ÷åòâåðòîãî ðàíãà èñïîëü-
çóåò ñèñòåìû Þíãà α(1) = (1, 1, 1, 1), α(2) = (2, 1, 1),
α(3) = (2, 2), α(4) = (3, 1), α(5) = (4). Òàêèì ñèñòåìàì
ñîîòâåòñòâóþò äèàãðàììû Þíãà:

.

Ïåðâàÿ è ïÿòàÿ äèàãðàììû ïðåäñòàâëÿþò àíòèñèì-
ìåòðè÷íûé è ñèììåòðè÷íûé òåíçîðû. Òåíçîðû, ñîîò-
âåòñòâóþùèå âòîðîé, òðåòüåé è ÷åòâåðòîé äèàãðàì-
ìàì, ðàññìîòðåíû â Ðàçäåëå II.4.
Â êëåòêàõ äèàãðàììûÞíãà ðàçìåùàþòñÿ âñå ÷èñëà

îò 1 äî n, íóìåðóþùèå èíäåêñû òåíçîðà,

íàïðèìåð 1 3

2
.

Äèàãðàììà Þíãà îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì Dα(m). Íà
÷èñëàõ äèàãðàììû Dα(m) ââîäèòñÿ ãðóïïà ïîäñòàíî-
âîê S(n). Â S(n) èìåþòñÿ ñëåäóþùèå ïîäãðóïïû, ñâÿ-
çàííûå ñ äèàãðàììîé Dα(m).

1. P � ïîäñòàíîâêè, äåéñòâóþùèå âíóòðè ñòðîêè,
íå ìåíÿþùèå íàáîð ÷èñåë â ñòðîêå.

2. Q � ïîäñòàíîâêè, äåéñòâóþùèå âíóòðè ñòîëáöà,
íå ìåíÿþùèå íàáîð ÷èñåë â ñòîëáöå.

Êàæäîé äèàãðàììå Þíãà ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå
äâà îïåðàòîðà, ïåðåñòàâëÿþùèõ ÷èñëà äèàãðàììû,�
ñèììåòðèçàòîðû Þíãà:

C1(12 . . .n) =
∑
q,p

sign(q) · p ◦ q(12 . . .n) è

C2(12 . . .n) =
∑
p,q

sign(q) · q ◦ p(12 . . .n) ,

ãäå p ïðîáåãàåò ïîäñòàíîâêè ïîäãðóïïû P , à q � ïîä-
ñòàíîâêè ïîäãðóïïû Q, sign(q) = 1, åñëè ïîäñòàíîâêà
q ÷åòíàÿ, è sign(q) = −1, åñëè ïîäñòàíîâêà q íå÷åòíàÿ.
Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà äèàãðàììà Dα(m) ñîñòîèò

èç îäíîé ñòðîêè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ α = (α1) =
n, Q = 1, ñèììåòðèçàòîð

C1(12 . . .n) = C2(12 . . .n) =
∑
p

p(12 . . .n)

îïðåäåëÿåò ñèììåòðè÷íûé òåíçîð. Åñëè Dα(m) ñîñòî-

èò èç îäíîãî ñòîëáöà, òî α = (

n︷ ︸︸ ︷
1, . . . , 1), P = 1, à ñèì-

ìåòðèçàòîð

C1(12 . . .n) = C2(12 . . .n) =
∑
q

sign q · q(12 . . .n)

îïðåäåëÿåò àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð.
Êàæäàÿ îöèôðîâàííàÿ äèàãðàììà ñíàáæàåòñÿ íà-

ïðàâëåííûì îòðåçêîì, óêàçûâàþùèì íàïðàâëåíèå ñî-
ñåäíåé òðàíñïîçèöèè, íàïðèìåð��

?
1
2
3

Ïðè÷åì âåðòèêàëüíàÿ ÷àñòü îòðåçêà ñîîòâåòñòâóåò
àíòèñèììåòðè÷íîé òðàíñïîçèöèè, à ãîðèçîíòàëüíàÿ
÷àñòü îòðåçêà ñîîòâåòñòâóåò ñèììåòðè÷íîé òðàíñïî-
çèöèè. Óêàçàíèå íàïðàâëåíèÿ ñîñåäíåé òðàíñïîçèöèè
ïîçâîëÿåò ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå äèàãðàììàì Þí-
ãà óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè äëÿ îáðàçóþùèõ
áàçèñíûõ âåêòîðîâ è, ñëåäîâàòåëüíî, àëãåáðó ôóíäà-
ìåíòàëüíîé ÷àñòèöû. Íàïðèìåð, èç âûøåïðèâåäåííîé
äèàãðàììû ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè

12 = −21 , 13 = 31 , 23 = −32 (1)

èëè

⟨12⟩ = 0 , [13] = 0 , ⟨23⟩ = 0 . (2)

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðå-
ñòàíîâêè îïðåäåëÿþò ñèììåòðèè òåíçîðà ïðîèçâîëü-
íîãî ðàíãà. Òàê èç ñîîòíîøåíèé (1) äëÿ ñèììåòðèè
òåíçîðà òðåòüåãî ðàíãà, ñîîòâåòñòâóþùåé âûøåïðèâå-
äåííîé äèàãðàììå, ñëåäóåò

123 = (123− 231− 312− 213− 132+ 321) · 1
3! ,

òî åñòü 123 = (123)2 � ñèììåòðèè, ââåäåííîé â Ðàç-
äåëå II.2.
Òàê æå äèàãðàììå � -

61 2
3
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Ðèñ. 1. Òðåõóðîâíåâîå äåðåâî Þíãà.

ñîîòâåòñòâóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè

12 = 21 , 13 = −31 , 23 = 32 ,

èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî

123 = (123− 231− 312+ 213+ 132− 321) · 1
3! ,

òî åñòü

123 = (123)3 .

Ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ñèñòåì Þíãà, äèàãðàìì
Þíãà, èõ îöèôðîâêà è óêàçàíèå íàïðàâëåíèÿ ñîñåä-
íåé òðàíñïîçèöèè ïîçâîëÿåò ðàññìîòðåòü ñèììåòðèè
òåíçîðîâ ïðîèçâîëüíîãî ðàíãà. Äëÿ ýòîãî óäîáíî âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ äåðåâîì Þíãà.

4. Äåðåâî Þíãà

ÄèàãðàììûÞíãà äëÿ òåíçîðîâ ðàíãà 1, 2, . . . , n, ñî-
åäèíåííûå ãðàôàìè, áóäåì íàçûâàòü äåðåâîì Þíãà.
Äèàãðàììû Þíãà, îòíîñÿùèåñÿ ê òåíçîðó ðàíãà n,
áóäåì íàçûâàòü óðîâíåì n äåðåâà Þíãà. Äèàãðàììû
äåðåâà Þíãà îöèôðîâûâàþòñÿ íîìåðàìè èíäåêñîâ â
ñîîòâåòñòâèè ñ âûáèðàåìûì ïîðÿäêîì è ñíàáæàþòñÿ
íàïðàâëåííûì îòðåçêîì, óêàçûâàþùèì íàïðàâëåíèå
ñîñåäíåé òðàíñïîçèöèè. Ïîñòðîåíèå äåðåâà Þíãà ïîä-
÷èíÿåòñÿ ðåêóððåíòíîìó ïðàâèëó: äèàãðàììû óðîâíÿ
n ïîëó÷àþòñÿ èç äèàãðàìì óðîâíÿ (n − 1) äîáàâëå-
íèåì â ñòðîêó è â ñòîëáåö êëåòêè ñ íîâûì èíäåê-
ñîì. Äèàãðàììû, ñâÿçàííûå ýòèì ïðàâèëîì, ñîåäèíÿ-
þòñÿ ãðàôîì. Íàïðàâëåííûé îòðåçîê, óêàçûâàþùèé
íàïðàâëåíèå ñîñåäíåé òðàíñïîçèöèè, äèàãðàììû, íà-
õîäÿùåéñÿ â êîíöå ãðàôà, âêëþ÷àåò â ñåáÿ íàïðàâ-
ëåííûé îòðåçîê, óêàçûâàþùèé íàïðàâëåíèå ñîñåäíåé
òðàíñïîçèöèè, äèàãðàììû, íàõîäÿùåéñÿ â íà÷àëå ãðà-
ôà. Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíî òðåõóðîâíåâîå äåðåâî Þíãà,
òî åñòü äåðåâî äëÿ òåíçîðîâ ðàíãà 1, 2, 3. Íà ïðèâåäåí-
íîì äåðåâå Þíãà ïåðâûì ïî ïîðÿäêó ðàññìàòðèâàåòñÿ
èíäåêñ 1, çàòåì 2, çàòåì 3.
Òåíçîðû ðàíãà n, ïîñòàâëåííûå â ñîîòâåòñòâèå äèà-

ãðàììàì óðîâíÿ n, åñòü ñèììåòðèè èñõîäíîãî òåí-
çîðà ðàíãà n. Íà ñèììåòðèÿõ îäíîãî óðîâíÿ ââåäåì
íóìåðàöèþ ïóòåì ñîïîñòàâëåíèÿ ñèììåòðèè òîãî íî-
ìåðà, êîòîðûé ïîëó÷àåò ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèàãðàììà
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Ðèñ. 3. Òðåõóðîâíåâîå äåðåâî Þíãà òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ

ïðè ïåðå÷èñëåíèè äèàãðàìì ýòîãî óðîâíÿ ñëåâà íà-
ïðàâî. Íàïðèìåð, äëÿ òåíçîðà ðàíãà 3 èìååì ÷åòûðå
âèäà ñèììåòðèè:

(123)1 = [123] , (123)2 , (123)3 , (123)4 = ⟨123⟩ .

Ýòî êàê ðàç òå ñèììåòðèè, íà êîòîðûå ðàçëàãàåòñÿ
òåíçîð 123.2

Äåðåâî Þíãà áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ êëàññèôèêà-
öèè ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö. Ïðè ýòîì äåðåâî Þí-
ãà, îöèôðîâàííîå ïî ïîðÿäêó 1,2,3, ïîñòàâèì â ñîîò-
âåòñòâèå ôóíäàìåíòàëüíûì ÷àñòèöàì ïåðâîãî ïîêîëå-
íèÿ. Òàêîå äåðåâî Þíãà (ðèñ. 1) áóäåì íàçûâàòü äåðå-
âîì Þíãà ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ. Ïî íàøåìó ïðåäñòàâëå-
íèþ ïåðåõîä îò ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö ïåðâîãî ïî-
êîëåíèÿ ê ôóíäàìåíòàëüíûì ÷àñòèöàì âòîðîãî è òðå-
òüåãî ïîêîëåíèé ñâÿçàí ñ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé
ãåîìåòðè÷åñêèõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ, òî åñòü ñ öèêëè÷å-
ñêèìè ïîäñòàíîâêàìè σ(123). Ïîýòîìó âòîðîìó ïîêî-
ëåíèþ ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö ïîñòàâèì â ñîîòâåò-
ñòâèå äåðåâî Þíãà, îöèôðîâàííîå ïî ïîðÿäêó 3,1,2
(ðèñ. 2). Òàêîå äåðåâî Þíãà áóäåì íàçûâàòü äåðåâîì
Þíãà âòîðîãî ïîêîëåíèÿ. Òðåòüåìó ïîêîëåíèþ ôóí-
äàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå äåðåâî
Þíãà, îöèôðîâàííîå ïî ïîðÿäêó 2,3,1 (ðèñ. 3). Òàêîå
äåðåâî Þíãà áóäåì íàçûâàòü äåðåâîì Þíãà òðåòüå-
ãî ïîêîëåíèÿ. Òàê êàê ÷èñëî öèêëè÷åñêèõ ïîäñòàíîâîê
ðàâíî ÷èñëó èíäåêñîâ, òî åñòü òðåì, òî ÷èñëî ïîêîëå-
íèé ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö ðàâíî òðåì è, ñîîòâåò-
ñòâåííî, ÷èñëî äåðåâüåâ Þíãà ðàâíî òðåì.

2 Ñì. Ðàçäåë II.2.2.
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Èñïîëüçóÿ ïðèâåäåííûå ñîîáðàæåíèÿ, ïîñòðîèì
÷åòûðåõóðîâíåâîå äåðåâî Þíãà ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ.
(ðèñ. 4)
×åòûðåõóðîâíåâîå äåðåâî Þíãà âòîðîãî è òðåòüåãî

ïîêîëåíèé îòëè÷àþòñÿ îöèôðîâêîé äèàãðàìì ïåðâûõ
òðåõ óðîâíåé â ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñ. 2 è ðèñ. 3
Íà ÷åòâåðòîì óðîâíå äåðåâà Þíãà èìååì äåñÿòü

ñèììåòðèé, êîòîðûå ïðîíóìåðóåì îò 1 äî 10. Ïåðå-
ñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ âûáðàííîé ñèììåòðèè
óñòàíàâëèâàþòñÿ ïî íàïðàâëåííîìó îòðåçêó ñîñåäíåé
òðàíñïîçèöèè. Çíàÿ óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè,
ìîæíî çàïèñàòü âûáðàííóþ ñèììåòðèþ.
Íàïðèìåð, äëÿ âòîðîé äèàãðàììû ÷åòâåðòîãî óðîâ-

íÿ èìååì óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè

12 = −21 , 13 = −31 , 23 = −32 ,
14 = 41 , 24 = −42 , 34 = −43 .

Îòñþäà äëÿ âòîðîé ñèììåòðèè èìååì3

(1234)2 = (1234− 2134+ 2314− 3214+ 3124− 1324

+ 2341− 3241+ 3421− 4321+ 4231− 2431

− 3412+ 4312− 4132− 1432+ 1342− 3142

+ 4123+ 1423− 1243+ 2143+ 2413− 4213) · 1
6! .

Äàëåå ðàññìîòðèì êëàññèôèêàöèþ ôóíäàìåíòàëü-
íûõ ÷àñòèö íà îñíîâàíèè äåðåâà Þíãà.

III. ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈß
ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÛÕ ×ÀÑÒÈÖ

Äàäèì îïðåäåëåíèÿ, êîòîðûìè óñòàíîâèì ñâÿçü
ìåæäó ââåäåííûìè ïîíÿòèÿìè è ôóíäàìåíòàëüíû-
ìè ÷àñòèöàìè. Ïóñòü äàíû àëãåáðà äåéñòâèÿ ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ ÷àñòèö S è àëãåáðà äåéñòâèÿ ôóíäàìåí-
òàëüíûõ àíòè÷àñòèö S∗. Âîñïîëüçóåìñÿ äåðåâîìÞíãà
(ðèñ. 4) äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàçëîæèòü áàçèñíûå âåêòîðû
ýòèõ àëãåáð e0, ek, ek1k2 , . . . , ek1k2...kn è ñîîòâåòñòâåí-
íî E0, Ek1 , Ek1k2 , . . . ,Ek1k2...kp ïî ñèììåòðèÿì 4.
Êàæäûé íàáîð áàçèñíûõ âåêòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèé íåêîòîðîìó ñòâîëó â äåðåâå Þíãà, îïðåäåëÿ-
åò ïîäïðîñòðàíñòâî â ïðîñòðàíñòâå S, îòíîñÿùååñÿ
ê îïðåäåëåííîé ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòèöå. Íàçîâåì
ïðîñòðàíñòâî àëãåáðû S, ïðåäñòàâëåííîå â âèäå ñóì-
ìû ïîäïðîñòðàíñòâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëîæåíèþ

3 Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî îáùåèçâåñòíîå îïðåäåëåíèå äåòåð-
ìèíàíòà êâàäðàòíîé ìàòðèöû ñîãëàñóåòñÿ òîëüêî ñ àëãåáðîé
Êëèôôîðäà. Ïðèâëå÷åíèå äðóãîé àëãåáðû òðåáóåò êîððåêòè-
ðîâêè â îïðåäåëåíèè äåòåðìèíàíòà.

4 Íóæíî èìåòü â âèäó, ÷òî äåðåâî Þíãà, ïðåäñòàâëåííîå íà
ðèñ. 4 ìû îòíåñåì ê ôóíäàìåíòàëüíûì ÷àñòèöàì ïåðâîãî ïî-
êîëåíèÿ, ïîýòîìó äàëüíåéøèå ñîîáðàæåíèÿ íàïðÿìóþ ñâÿçà-
íû ñ ýòèìè ÷àñòèöàìè. Àíàëîãè÷íûå âûêëàäêè íåîáõîäèìî
âûïîëíèòü äëÿ äåðåâüåâ âòîðîãî è òðåòüåãî ïîêîëåíèé.

áàçèñíûõ âåêòîðîâ ïî äåðåâó Þíãà, ïðîñòðàíñòâîì
äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö. Ñîîòâåòñòâåí-
íî ïðîñòðàíñòâî àëãåáðû S∗, ïðåäñòàâëåííîå â âè-
äå ñóììû ïîäïðîñòðàíñòâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëî-
æåíèþ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ïî äåðåâó Þíãà, íàçîâåì
ïðîñòðàíñòâîì äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ àíòè-
÷àñòèö.
Íà óðîâíå òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà äåðåâî Þíãà ðàç-

äåëÿåòñÿ íà äâå âåòâè. Îäíà âåòâü èìååò âåðøèíîé

äèàãðàììó
1

2
è ñîîòâåòñòâåííî àíòèñèììåòðè÷íûé

òåíçîð [12], äðóãàÿ âåòâü èìååò âåðøèíîé äèàãðàììó
1 2 è ñîîòâåòñòâåííî ñèììåòðè÷íûé òåíçîð ⟨12⟩.
Îáðàòèìñÿ ê ëåâîé àëãåáðå äåéñòâèÿ ôóíäàìåí-

òàëüíûõ ÷àñòèö. Äëÿ íåå àíòèñèììåòðè÷íûå áàçèñíûå
âåêòîðû le[ab] ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé áàçèñíûå âåêòîðû
ñïèíà è â ðåãóëÿðíîì ïðåäñòàâëåíèè âûðàæàþòñÿ ÷å-
ðåç ìàòðèöû Ïàóëè. Êðîìå òîãî, íàïðàâëåíèå 12 ÿâ-
ëÿåòñÿ îñíîâíûì äëÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö ïåð-
âîãî ïîêîëåíèÿ.5 Òàêèì îáðàçîì, âåòâü äåðåâà Þíãà,

îïèðàþùàÿñÿ íà äèàãðàììó
1

2
, ñîîòâåòñòâóåò ôóíäà-

ìåíòàëüíûì ÷àñòèöàì ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ ñ îòëè÷íûì
îò íóëÿ ñïèíîì ïî îñíîâíîìó íàïðàâëåíèþ.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàí-

ñòâà S, ïîñòðîåííîå íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ e0, ei1 è áà-

çèñíûõ âåêòîðàõ âåòâè äåðåâà Þíãà ñ âåðøèíîé ,

îòíåñåì ê ôóíäàìåíòàëüíûì ôåðìèîíàì. Ýòî ïîäïðî-
ñòðàíñòâî íàçîâåì ïðîñòðàíñòâîì ôóíäàìåíòàëü-
íûõ ôåðìèîíîâ è îáîçíà÷èì F. Ñîîòâåòñòâóþùóþ
âåòâü äåðåâà Þíãà áóäåì íàçûâàòü ôåðìèîííîé (ðèñ.
5). Äàëåå, ãîâîðÿ î ïðîñòðàíñòâàõ ÷àñòèö ñ áàçèñíû-
ìè âåêòîðàìè e, áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî àíàëîãè÷íûå
ñîîáðàæåíèÿ îòíîñÿòñÿ ê ïðîñòðàíñòâàì àíòè÷àñòèö
ñ áàçèñíûìè âåêòîðàìè E.
Ëîãèêà ïðèâëå÷åíèÿ äåðåâà Þíãà äëÿ êëàññèôè-

êàöèè ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö òðåáóåò ñîîòâåòñòâó-
þùåé èíòåðïðåòàöèè äëÿ âòîðîé âåòâè äåðåâà Þí-
ãà. Ïðîñòðàíñòâó, ïîñòðîåííîìó íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ
ýòîé âåòâè, ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ãèïîòåòè÷åñêèå
÷àñòèöû. Òàê êàê äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé âåòâè àíòè-
ñèììåòðè÷íûå òåíçîðû âòîðîãî ðàíãà ïî îñíîâíîìó
íàïðàâëåíèþ ðàâíû íóëþ, òî ñïèí ýòèõ ÷àñòèö ïî îñ-
íîâíîìó íàïðàâëåíèþ ñëåäóåò ñ÷èòàòü ðàâíûì íóëþ.
Â ñâÿçè ñ ýòèì ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà S, ïî-
ñòðîåííîå íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ e0, ek1 è áàçèñíûõ
âåêòîðàõ âåòâè äåðåâà Þíãà ñ âåðøèíîé , îòíåñåì
ê ãèïîòåòè÷åñêèì ÷àñòèöàì, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ áîçî-
íàìè. Óïîìÿíóòîå ïðîñòðàíñòâî íàçîâåì ïðîñòðàí-
ñòâîì ôóíäàìåíòàëüíûõ áîçîíîâ è îáîçíà÷èì B. Ñî-
îòâåòñòâóþùóþ âåòâü äåðåâà Þíãà áóäåì íàçûâàòü
áîçîííîé (ðèñ. 6).
Ìåæäó ôåðìèîííîé è áîçîííîé âåòâÿìè (ïðîñòðàí-

ñòâàìè ôóíäàìåíòàëüíûõ ôåðìèîíîâ è áîçîíîâ) èìå-

5 Ïîäðîáíî ýòîò âîïðîñ ðàññìîòðåí â Ãëàâå 4.1.
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Ðèñ. 4. ×åòûðåõóðîâíåâîå äåðåâî Þíãà ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ

åò ìåñòî ñèììåòðèÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî êàæäîé äèà-
ãðàììå ôåðìèîííîé âåòâè äåðåâà Þíãà ñîîòâåòñòâóåò
äèàãðàììà áîçîííîé âåòâè äåðåâà Þíãà. Ýòó ñèììåò-
ðèþ áóäåì íàçûâàòü ñóïåðñèììåòðèåé.

Ñïèí ôóíäàìåíòàëüíûõ ôåðìèîíîâ ïî îñíîâíîìó
íàïðàâëåíèþ le[ab] (a ̸= b) îòëè÷åí îò íóëÿ. Ó ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ áîçîíîâ ñïèí ïî îñíîâíîìó íàïðàâëåíèþ
îòñóòñòâóåò. Îäíàêî ôóíäàìåíòàëüíûå áîçîíû ìî-
ãóò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíû äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåò-
ðîì, ñóïåðñèììåòðè÷íûì ñïèíó, êîòîðûé ìû íàçâà-
ëè èíåðöèåé. Áàçèñíûìè âåêòîðàìè èíåðöèè ñëóæàò
ñèììåòðè÷íûå âåêòîðû le⟨ab⟩ (a ̸= b). Ó ôóíäàìåí-
òàëüíûõ ôåðìèîíîâ èíåðöèÿ ïî îñíîâíîìó íàïðàâëå-
íèþ îòñóòñòâóåò.

Íà óðîâíå òåíçîðà òðåòüåãî ðàíãà ôåðìèîííàÿ
âåòâü ðàçäåëÿåòñÿ íà äâå âåòâè. Îäíà âåòâü èìååò

âåðøèíîé äèàãðàììó è ñîîòâåòñòâåííî àíòèñèì-

ìåòðè÷íûé òåíçîð [123], äðóãàÿ âåòâü èìååò âåðøè-

íîé äèàãðàììó è ñîîòâåòñòâåííî òåíçîð ñìåøàí-
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Ðèñ. 5. Ôåðìèîííàÿ âåòâü äåðåâà Þíãà

íîé ñèììåòðèè (123)2. Ýòèì âåòâÿì ïîñòàâèì â ñîîò-
âåòñòâèå äâà êëàññà ôóíäàìåíòàëüíûõ ôåðìèîíîâ �
ëåïòîíû è êâàðêè.
Ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà F, ïîñòðîåííîå íà

áàçèñíûõ âåêòîðàõ âåòâè

1− [12]− [123]− ... ,

îòíåñåì ê ëåïòîíàì. Ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî íàçîâåì
ïðîñòðàíñòâîì ëåïòîíîâ è îáîçíà÷èì C, à ñîîòâåò-
ñòâóþùóþ âåòâü äèàãðàììû Þíãà íàçîâåì ëåïòîí-
íîé (ðèñ. 7).
Ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà F, ïîñòðîåííîå íà

áàçèñíûõ âåêòîðàõ ôåðìèîííîé âåòâè

1− [12]− (123)2 − ... ,

îòíåñåì ê êâàðêàì. Ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî íàçîâåì ïðî-
ñòðàíñòâîì êâàðêîâ è îáîçíà÷èì Q, à ñîîòâåòñòâóþ-
ùóþ âåòâü äèàãðàììû Þíãà íàçîâåì êâàðêîâîé (ðèñ.
8).
Ïðèíöèï ñóïåðñèììåòðèè, çàëîæåííûé â äåðåâå

Þíãà, çàñòàâëÿåò òàêæå ðàçäåëèòü áîçîííóþ âåòâü
íà äâå âåòâè íà óðîâíå òåíçîðà òðåòüåãî ðàíãà. Îäíà
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Ðèñ. 6. Áîçîííàÿ âåòâü äåðåâà Þíãà
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Ðèñ. 7. Ëåïòîííàÿ âåòâü äåðåâà Þíãà
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Ðèñ. 8. Êâàðêîâàÿ âåòâü äåðåâà Þíãà

âåòâü èìååò âåðøèíîé äèàãðàììó è ñîîòâåòñòâåí-

íî òåíçîð ñìåøàííîé ñèììåòðèè (123)3, äðóãàÿ âåòâü
èìååò âåðøèíîé äèàãðàììó è ñîîòâåòñòâåííî

ñèììåòðè÷íûé òåíçîð ⟨123⟩. Ýòèì âåòâÿì ïîñòàâèì
â ñîîòâåòñòâèå äâà ãèïîòåòè÷åñêèõ êëàññà ôóíäàìåí-
òàëüíûõ áîçîíîâ, êîòîðûå íàçîâåì êâàðêèíî è ëåï-
òèíî.
Ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà B, ïîñòðîåííîå íà

áàçèñíûõ âåêòîðàõ áîçîííîé âåòâè

1− ⟨12⟩ − (123)3 − ... ,

îòíåñåì ê êâàðêèíî. Ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî íàçîâåì
ïðîñòðàíñòâîì êâàðêèíî è îáîçíà÷èì Qs, à ñîîòâåò-
ñòâóþùóþ âåòâü äèàãðàììû Þíãà íàçîâåì êâàðêèí-
íîé (ðèñ. 9).
Ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà B, ïîñòðîåííîå íà

áàçèñíûõ âåêòîðàõ âåòâè

1− ⟨12⟩ − ⟨123⟩ − ... ,

îòíåñåì ê ëåïòèíî. Ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî íàçîâåì ïðî-
ñòðàíñòâîì ëåïòèíî è îáîçíà÷èì Cs, à ñîîòâåòñòâó-

þùóþ âåòâü äèàãðàììû Þíãà íàçîâåì ëåïòèííîé
(ðèñ. 10).
Îïðåäåëèì ëåïòîííûé çàðÿä L:

L =

{
1 , åñëè [123] ̸= 0

0 , åñëè [123] = 0 .

Îïðåäåëèì áàðèîííûé çàðÿä B:

B =

{
1 , åñëè (123)2 ̸= 0

0 , åñëè (123)2 = 0 .

Îïðåäåëèì êâàðêèííûé çàðÿä Bs:

Bs =

{
1 , åñëè (123)3 ̸= 0

0 , åñëè (123)3 = 0 .

Îïðåäåëèì ëåïòèííûé çàðÿä Ls:

Ls =

{
1 , åñëè ⟨123⟩ ≠ 0

0 , åñëè ⟨123⟩ = 0 .

Íà óðîâíå òåíçîðà ÷åòâåðòîãî ðàíãà ôåðìèîííàÿ è
áîçîííàÿ âåòâè ðàçäåëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíî. Â ñâåòå
óêàçàííîãî ðàçäåëåíèÿ ðàññìîòðèì ñíà÷àëà êâàðêî-
âóþ âåòâü (ðèñ. 8). Èç íåå ñëåäóåò, ÷òî êâàðêè äî-
ïóñêàþò ðàçäåëåíèå íà òðè òèïà â çàâèñèìîñòè îò
òèïà ñèììåòðèè òåíçîðà ÷åòâåðòîãî ðàíãà (1234)3,
(1234)4, (1234)5. Ýòè òèïû êâàðêîâ îòîæäåñòâèì ñ
öâåòíûìè êâàðêàìè, ñîîòâåòñòâåííî êðàñíûìè, æåë-
òûìè è ñèíèìè. Òàêèì îáðàçîì, ñòâîë êâàðêîâîé
âåòâè

1− [12]− (123)2 − (1234)3

(ðèñ. 11) îïðåäåëÿåò ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà
Q, êîòîðîå îòíåñåì ê êðàñíûì êâàðêàì, íàçîâåì ïðî-
ñòðàíñòâîì êðàñíûõ êâàðêîâ è îáîçíà÷èì Qr. Ñîîò-
âåòñòâåííî ñòâîë êâàðêîâîé âåòâè

1− [12]− (123)2 − (1234)4
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Ðèñ. 9. Êâàðêèííàÿ âåòâü äåðåâà Þíãà
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Ðèñ. 10. Ëåïòèííàÿ âåòâü äåðåâà Þíãà
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Ðèñ. 11. Ñòâîë êðàñíûõ êâàðêîâ äåðåâà Þíãà

(ðèñ. 12) îïðåäåëÿåò ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà
Q, êîòîðîå îòíåñåì ê æåëòûì êâàðêàì, íàçîâåì ïðî-
ñòðàíñòâîì æåëòûõ êâàðêîâ è îáîçíà÷èì Qy. Ñîîò-
âåòñòâåííî ñòâîë êâàðêîâîé âåòâè

1− [12]− (123)2 − (1234)5
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Ðèñ. 12. Ñòâîë æåëòûõ êâàðêîâ äåðåâà Þíãà
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Ðèñ. 13. Ñòâîë ñèíèõ êâàðêîâ äåðåâà Þíãà
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Ðèñ. 14. Ñòâîë áåëûõ ëåïòîíîâ äåðåâà Þíãà

(ðèñ. 13) îïðåäåëÿåò ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà
Q, êîòîðîå îòíåñåì ê ñèíèì êâàðêàì, íàçîâåì ïðî-
ñòðàíñòâîì ñèíèõ êâàðêîâ è îáîçíà÷èì Qb.
Ñëåäóÿ ëîãèêå äåðåâàÞíãà è ðàññìàòðèâàÿ ëåïòîí-

íóþ âåòâü (ðèñ. 7), íåîáõîäèìî çàêëþ÷èòü, ÷òî ëåï-
òîíû ðàçäåëÿþòñÿ íà äâà òèïà â çàâèñèìîñòè îò òèïà
ñèììåòðèè òåíçîðà ÷åòâåðòîãî ðàíãà [1234] è (1234)2.
Ýòè òèïû ëåïòîíîâ îòîæäåñòâèì ñ ãèïîòåòè÷åñêèìè
öâåòíûìè ëåïòîíàìè, ñîîòâåòñòâåííî áåëûìè è ÷åð-
íûìè. Òàêèì îáðàçîì, ñòâîë ëåïòîííîé âåòâè

1− [12]− [123]− [1234]

(ðèñ. 14) îïðåäåëÿåò ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà
C, êîòîðîå îòíåñåì ê áåëûì ëåïòîíàì. Íàçîâåì ýòî
ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâîì áåëûõ ëåïòîíîâ è
îáîçíà÷èì åãî Cw. Ñîîòâåòñòâåííî ñòâîë ëåïòîííîé
âåòâè

1− [12]− [123]− (1234)2

(ðèñ. 15) îïðåäåëÿåò ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà
C, êîòîðîå îòíåñåì ê ÷åðíûì ëåïòîíàì. Íàçîâåì ýòî
ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâîì ÷åðíûõ ëåïòîíîâ è
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Ðèñ. 15. Ñòâîë ÷åðíûõ ëåïòîíîâ äåðåâà Þíãà
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Ðèñ. 16. Ñòâîë ñèíèõ êâàðêèíî äåðåâà Þíãà

îáîçíà÷èì åãî Cb. Çàìåòèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Cw ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì àëãåáðû Êëèôôîðäà. Â íàñòîÿ-
ùåå âðåìÿ ëåïòîíû îïèñûâàþòñÿ âîëíîâîé ôóíêöèåé,
ÿâëÿþùåéñÿ âåêòîðîì àëãåáðû Êëèôôîðäà Cw, è ïî-
ýòîìó â ñåãîäíÿøíåì ïðåäñòàâëåíèè ëåïòîíû âûñòó-
ïàþò êàê îäíîöâåòíûå áåëûå ëåïòîíû.
Ïîäîáíî êâàðêàì, ñóùåñòâîâàíèå ðàçíîöâåòíûõ

ëåïòîíîâ äîëæíî ïðîÿâëÿòüñÿ â îáðàçîâàíèè áåñöâåò-
íûõ ïàð, êîòîðûå äîëæíû âåñòè ñåáÿ êàê áîçîíû.
Âîçìîæíî, ýëåêòðîííûå ïàðû, êîòîðûå îáóñëàâëè-
âàþò ÿâëåíèå ñâåðõïðîâîäèìîñòè, îáðàçîâàíû ðàçíî-
öâåòíûìè ýëåêòðîíàìè.
Ëîãèêà äåðåâà Þíãà çàñòàâëÿåò ðàçäåëèòü ïî öâå-

òó òàêæå ãèïîòåòè÷åñêèå ñóïåðñèììåòðè÷íûå ÷àñòè-
öû êâàðêèíî è ëåïòèíî. Â ðåçóëüòàòå ñòâîë êâàðêèí-
íîé âåòâè

1− ⟨12⟩ − (123)3 − (1234)6

(ðèñ. 16) îïðåäåëÿåò ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà
Qs, êîòîðîå îòíåñåì ê ñèíèì êâàðêèíî. Ýòî ïîäïðî-
ñòðàíñòâî íàçîâåì ïðîñòðàíñòâîì ñèíèõ êâàðêèíî è
îáîçíà÷èì Qsb. Ñîîòâåòñòâåííî ñòâîë êâàðêèííîé âåò-
âè

1− ⟨12⟩ − (123)3 − (1234)7
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Ðèñ. 17. Ñòâîë æåëòûõ êâàðêèíî äåðåâà Þíãà
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Ðèñ. 18. Ñòâîë êðàñíûõ êâàðêèíî äåðåâà Þíãà

(ðèñ. 17) îïðåäåëÿåò ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà
Qs, êîòîðîå îòíåñåì ê æåëòûì êâàðêèíî. Ýòî ïîäïðî-
ñòðàíñòâî íàçîâåì ïðîñòðàíñòâîì æåëòûõ êâàðêè-
íî è îáîçíà÷èì Qsy. Ñîîòâåòñòâåííî ñòâîë êâàðêèííîé
âåòâè

1− ⟨12⟩ − (123)3 − (1234)8

(ðèñ. 18) îïðåäåëÿåò ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà
Qs, êîòîðîå îòíåñåì ê êðàñíûì êâàðêèíî. Ýòî ïîä-
ïðîñòðàíñòâî íàçîâåì ïðîñòðàíñòâîì êïàñíûõ êâàð-
êèíî è îáîçíà÷èì Qsr. Ñëåäóÿ ëîãèêå äåðåâà Þíãà è
ðàññìàòðèâàÿ ëåïòèííóþ âåòâü (ðèñ. 10), íåîáõîäèìî
çàêëþ÷èòü, ÷òî ëåïòèíî ðàçäåëÿþòñÿ íà äâà òèïà â
çàâèñèìîñòè îò òèïà ñèììåòðèè òåíçîðà ÷åòâåðòîãî
ðàíãà (1234)9 è ⟨1234⟩. Ýòè òèïû ëåïòèíî íàçîâåì
ñîîòâåòñòâåííî ÷åðíûìè è áåëûìè. Òàêèì îáðàçîì,
ñòâîë ëåïòèííîé âåòâè

1− ⟨12⟩ − ⟨123⟩ − (1234)9

(ðèñ. 19) îïðåäåëÿåò ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà
Cs, êîòîðîå îòíåñåì ê ÷åðíûì ëåïòèíî. Ýòî ïîäïðî-
ñòðàíñòâî íàçîâåì ïðîñòðàíñòâîì ÷åðíûõ ëåïòèíî è
îáîçíà÷èì Csb. Ñîîòâåòñòâåííî ñòâîë ëåïòèííîé âåòâè

1− ⟨12⟩ − ⟨123⟩ − ⟨1234⟩
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Ðèñ. 19. Ñòâîë ÷åðíûõ ëåïòèíî äåðåâà Þíãà
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Ðèñ. 20. Ñòâîë áåëûõ ëåïòèíî äåðåâà Þíãà

(ðèñ. 20) îïðåäåëÿåò ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà
Cs, êîòîðîå îòíåñåì ê áåëûì ëåïòèíî. Ýòî ïîäïðî-
ñòðàíñòâî íàçîâåì ïðîñòðàíñòâîì áåëûõ ëåïòèíî è
îáîçíà÷èì Csw.

IV. ÀËÃÅÁÐÀ ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÛÕ
×ÀÑÒÈÖ

Äàëåå ðàññìîòðèì ïîäàëãåáðû àëãåáðû ôóíäàìåí-
òàëüíûõ ÷àñòèö S, êîòîðûå ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå
ðàçëè÷íûì òèïàì ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö � ëåïòî-
íàì, êâàðêàì è ñóïåðñèììåòðè÷íûì èì ãèïîòåòè÷å-
ñêèì êâàðêèíî è ëåïòèíî.

1. Àëãåáðà ëåïòîíîâ

Ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷àñòü âîëíîâîé ôóíêöèè ëåïòî-
íîâ îïðåäåëåíà ñëåäóþùåé äèàãðàììîé Þíãà:

?

1
2
3

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè äëÿ
ãåîìåòðè÷åñêèõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ àëãåáðû ëåïòîíîâ

12 = −21 , 13 = −31 , 23 = −32 .

Â ðåçóëüòàòå ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷àñòü âîëíîâîé
ôóíêöèè ëåïòîíîâ èìååò âèä

ψ = e0 ψ
0 + ea ψ

a + e[ab] ψ
[ba] + e[123] ψ

[321] .

1.1. Àëãåáðà áåëûõ ëåïòîíîâ Cw

Àëãåáðà áåëûõ ëåïòîíîâ îïðåäåëÿåòñÿ äèàãðàììîé
Þíãà

?

1
2
3
4

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè

12 = −21 , 13 = −31 , 23 = −32 ,
14 = −41 , 24 = −42 , 34 = −43 .

Îòñþäà ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèÿ áåëûõ ëåïòîíîâ Cw
åñòü ìíîæåñòâî âåêòîðîâ âèäà

ψ= e0 ψ
0+ ei ψ

i+ e[ik] ψ
[ki]+ e[ikl] ψ

[lki]+ e[1324] ψ
[4231] .

Åñëè ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñíûìè âåêòîðàìè ei1...ip
îáîçíà÷èòü (Cw)p, òî ïðîñòðàíñòâî àëãåáðû áåëûõ
ëåïòîíîâ Cw ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ïðîñòðàíñòâ:

Cw = (Cw)0 + (Cw)1 + (Cw)2 + (Cw)3 + (Cw)4 .

Àëãåáðà áåëûõ ëåïòîíîâ åñòü àëãåáðà Êëèôôîðäà.

1.2. Àëãåáðà ÷åðíûõ ëåïòîíîâ Cb

Àëãåáðà ÷åðíûõ ëåïòîíîâ îïðåäåëÿåòñÿ äèàãðàì-
ìîé Þíãà ��

?

1
2
4

3

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè

12 = −21 , 13 = −31 , 23 = −32 ,
14 = 41 , 24 = −42 , 34 = −43 .

Îòñþäà ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèÿ ÷åðíûõ ëåïòîíîâ Cb
åñòü ìíîæåñòâî âåêòîðîâ âèäà

ψ = e0 ψ
0 + ei ψ

i + e[ab] ψ
[ba] +

+ e⟨14⟩ ψ
⟨41⟩ + e[42] ψ

[24] + e[34] ψ
[43] +

+ e[123] ψ
[321] + e(124)2 ψ

(421)2 + e(134)2 ψ
(431)2 +

+ e[234] ψ
[432] + e(1324)2 ψ

(4231)2 .
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Åñëè ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñíûìè âåêòîðàìè ei1...ip
îáîçíà÷èòü (Cb)p, òî ïðîñòðàíñòâî àëãåáðû ÷åðíûõ
ëåïòîíîâ Cb ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ïðîñòðàíñòâ:

Cb = (Cb)0 + (Cb)1 + (Cb)2 + (Cb)3 + (Cb)4 .

2. Àëãåáðà êâàðêîâ

Ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷àñòü âîëíîâîé ôóíêöèè êâàð-
êîâ îïðåäåëåíà ñëåäóþùåé äèàãðàììîé Þíãà:��

?
1
2
3

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè äëÿ
ãåîìåòðè÷åñêèõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ àëãåáðû êâàðêîâ

12 = −21 , 13 = 31 , 23 = −32 .

Â ðåçóëüòàòå ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷àñòü âîëíîâîé
ôóíêöèè êâàðêîâ èìååò âèä

ψ = e0 ψ
0 + ea ψ

a + e[21] ψ
[12] + e⟨13⟩ ψ

⟨31⟩ + e[32] ψ
[23] +

+ e(123)2 ψ
(321)2 .

2.1. Àëãåáðà êðàñíûõ êâàðêîâ Qr

Àëãåáðà êðàñíûõ êâàðêîâ îïðåäåëÿåòñÿ äèàãðàì-
ìîé Þíãà ��

?

1
2
3

4

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè

12 = −21 , 13 = 31 , 23 = −32 ,
14 = −41 , 24 = −42 , 34 = −43 .

Îòñþäà ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèÿ êðàñíûõ êâàðêîâ Qr
åñòü ìíîæåñòâî âåêòîðîâ âèäà

ψ = e0 ψ
0 + ei ψ

i + e[21] ψ
[12] + e⟨13⟩ ψ

⟨31⟩ + e[32] ψ
[23] +

+ e[14] ψ
[41] + e[42] ψ

[24] + e[34] ψ
[43] + e(123)2 ψ

(321)2 +

+ e[124] ψ
[421] + e(134)2 ψ

(431)2 + e[234] ψ
[432] +

+ e(1324)3 ψ
(4231)3 .

Åñëè ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñíûìè âåêòîðàìè ei1...ip
îáîçíà÷èòü (Qr)p, òî ïðîñòðàíñòâî àëãåáðû êðàñíûõ
êâàðêîâ Qr ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ïðîñòðàíñòâ:

Qr = (Qr)0 + (Qr)1 + (Qr)2 + (Qr)3 + (Qr)4 .

2.2. Àëãåáðà æåëòûõ êâàðêîâ Qy

Àëãåáðà æåëòûõ êâàðêîâ îïðåäåëÿåòñÿ äèàãðàììîé
Þíãà ��

?

�
61

2
3
4

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè

12 = −21 , 13 = 31 , 23 = −32 ,
14 = 41 , 24 = −42 , 34 = −43 .

Îòñþäà ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèÿ æåëòûõ êâàðêîâ Qy
åñòü ìíîæåñòâî âåêòîðîâ âèäà

ψ = e0 ψ
0 + ei ψ

i + e[21] ψ
[12] + e⟨13⟩ ψ

⟨31⟩ + e[32] ψ
[23] +

+ e⟨14⟩ ψ
⟨41⟩ + e[42] ψ

[24] + e[34] ψ
[43] + e(123)2 ψ

(321)2 +

+ e(124)2 ψ
(421)2 + e(134)2 ψ

(431)2 + e[234] ψ
[432] +

+ e(1324)4 ψ
(4231)4 .

Åñëè ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñíûìè âåêòîðàìè ei1...ip
îáîçíà÷èòü Qyp, òî ïðîñòðàíñòâî àëãåáðû æåëòûõ
êâàðêîâ Qy ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ïðîñòðàíñòâ:

Qy = (Qy)0 + (Qy)1 + (Qy)2 + (Qy)3 + (Qy)4 .

2.3. Àëãåáðà ñèíèõ êâàðêîâ Qb

Àëãåáðà ñèíèõ êâàðêîâ îïðåäåëÿåòñÿ äèàãðàììîé
Þíãà ��

?
1
2
3 4

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè

12 = −21 , 13 = 31 , 23 = −32 ,
14 = 41 , 24 = −42 , 34 = 43 .

Îòñþäà ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèÿ ñèíèõ êâàðêîâ Qb
åñòü ìíîæåñòâî âåêòîðîâ âèäà

ψ = e0 ψ
0 + ei ψ

i + e[21] ψ
[12] + e⟨13⟩ ψ

⟨31⟩ + e[32] ψ
[23] +

+ e⟨14⟩ ψ
⟨41⟩ + e[42] ψ

[24] + e⟨34⟩ ψ
⟨43⟩ + e(123)2 ψ

(321)2 +

+ e(124)2 ψ
(421)2 + e⟨134⟩ ψ

⟨431⟩ + e(234)2 ψ
(432)2 +

+ e(1324)5 ψ
(4231)5 .

Åñëè ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñíûìè âåêòîðàìè ei1...ip
îáîçíà÷èòü (Qb)p, òî ïðîñòðàíñòâî àëãåáðû ñèíèõ
êâàðêîâ Qb ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ïðîñòðàíñòâ:

Qb = (Qb)0 + (Qb)1 + (Qb)2 + (Qb)3 + (Qb)4 .
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3. Àëãåáðà êâàðêèíî

Ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷àñòü âîëíîâîé ôóíêöèè êâàð-
êèíî îïðåäåëåíà ñëåäóþùåé äèàãðàììîé Þíãà� -

61 2
3

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè äëÿ
ãåîìåòðè÷åñêèõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ àëãåáðû êâàðêèíî

12 = 21 , 13 = −31 , 23 = 32 .

Â ðåçóëüòàòå ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷àñòü âîëíîâîé
ôóíêöèè êâàðêèíî èìååò âèä

ψ = e0 ψ
0 + ea ψ

a + e⟨21⟩ ψ
⟨12⟩ + e[13] ψ

[31] + e⟨32⟩ ψ
⟨23⟩ +

+ e(123)3 ψ
(321)3 .

3.1. Àëãåáðà ñèíèõ êâàðêèíî Qs
b

Àëãåáðà ñèíèõ êâàðêèíî îïðåäåëÿåòñÿ äèàãðàììîé
Þíãà � -

61 2
3
4

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè

12 = 21 , 13 = −31 , 23 = 32 ,

14 = −41 , 24 = 42 , 34 = −43 .

Îòñþäà ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèÿ ñèíèõ êâàðêèíî Qsb
åñòü ìíîæåñòâî âåêòîðîâ âèäà

ψ = e0 ψ
0 + ei ψ

i + e⟨21⟩ ψ
⟨12⟩ + e[13] ψ

[31] + e⟨32⟩ ψ
⟨23⟩ +

+ e[14] ψ
[41] + e⟨42⟩ ψ

⟨24⟩ + e[34] ψ
[43] + e(123)3 ψ

(321)3 +

+ e(124)3 ψ
(421)3 + e[134] ψ

[431] + e(234)3s ψ
(432)3 +

+ e(1324)6 ψ
(4231)6 .

Åñëè ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñíûìè âåêòîðàìè ei1...ip
îáîçíà÷èòü (Qsb)p, òî ïðîñòðàíñòâî àëãåáðû ñèíèõ
êâàðêèíî Qsb ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ïðîñòðàíñòâ:

Qsb = (Qsb)0 + (Qsb)1 + (Qsb)2 + (Qsb)3 + (Qsb)4 .

3.2. Àëãåáðà æåëòûõ êâàðêèíî Qs
y

Àëãåáðà æåëòûõ êâàðêèíî îïðåäåëÿåòñÿ äèàãðàì-
ìîé Þíãà � -

6��1 2
3 4

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè

12 = 21 , 13 = −31 , 23 = 32 ,

14 = −41 , 24 = 42 , 34 = 43 .

Îòñþäà ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèÿ æåëòûõ êâàðêèíî
Qsy åñòü ìíîæåñòâî âåêòîðîâ âèäà

ψ = e0 ψ
0 + ei ψ

i + e⟨21⟩ ψ
⟨12⟩ + e[13] ψ

[31] + e⟨32⟩ ψ
⟨23⟩ +

+ e[14] ψ
[41] + e⟨42⟩ ψ

⟨24⟩ + e⟨34⟩ ψ
⟨43⟩ + e(123)3 ψ

(321)3 +

+ e(124)3 ψ
(421)3 + e(134)2 ψ

(431)2 + e(234)3s ψ
(432)3 +

+ e(1324)7 ψ
(4231)7 .

Åñëè ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñíûìè âåêòîðàìè ei1...ip
îáîçíà÷èòü (Qsy)p, òî ïðîñòðàíñòâî àëãåáðû æåëòûõ
êâàðêèíî Qsy ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ïðîñòðàíñòâ:

Qsy = (Qsy)0 + (Qsy)1 + (Qsy)2 + (Qsy)3 +Qsy
4 .

3.3. Àëãåáðà êðàñíûõ êâàðêèíî Qs
r

Àëãåáðà êðàñíûõ êâàðêèíî îïðåäåëÿåòñÿ äèàãðàì-
ìîé Þíãà � -

61 2
3

4

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè

12 = 21 , 13 = −31 , 23 = 32 ,

14 = 41 , 24 = 42 , 34 = 43 .

Îòñþäà ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèÿ êðàñíûõ êâàðêèíî
Qsr åñòü ìíîæåñòâî âåêòîðîâ âèäà

ψ = e0 ψ
0 + ei ψ

i + e⟨21⟩ ψ
⟨12⟩ + e[13] ψ

[31] + e⟨32⟩ ψ
⟨23⟩ +

+ e⟨14⟩ ψ
⟨41⟩ + e⟨42⟩ ψ

⟨24⟩ + e⟨34⟩ ψ
⟨43⟩ + e(123)3 ψ

(321)3 +

+ e⟨124⟩ ψ
⟨421⟩ + e(134)3 ψ

(431)3 + e⟨234⟩ ψ
⟨432⟩ +

+ e(1324)8 ψ
(4231)8 .

Åñëè ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñíûìè âåêòîðàìè ei1...ip
îáîçíà÷èòü (Qsr)p, òî ïðîñòðàíñòâî àëãåáðû êðàñíûõ
êâàðêèíî Qsr ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ïðîñòðàíñòâ:

Qsr = (Qsr)0 + (Qsr)1 + (Qsr)2 + (Qsr)3 + (Qsr)4 .

4. Àëãåáðà ëåïòèíî

Ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷àñòü âîëíîâîé ôóíêöèè ëåïòè-
íî îïðåäåëåíà ñëåäóþùåé äèàãðàììîé Þíãà

-
1 2 3
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Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè äëÿ
ãåîìåòðè÷åñêèõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ àëãåáðû ëåïòèíî

12 = 21 , 13 = 31 , 23 = 32 .

Â ðåçóëüòàòå ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷àñòü âîëíîâîé
ôóíêöèè ëåïòèíî èìååò âèä

ψ = e0 ψ
0 + ea ψ

a + e⟨ab⟩ ψ
⟨ba⟩ + e⟨123⟩ ψ

⟨321⟩ .

4.1. Àëãåáðà ÷åðíûõ ëåïòèíî Cs
b

Àëãåáðà ÷åðíûõ ëåïòèíî îïðåäåëÿåòñÿ äèàãðàììîé
Þíãà � -

61 2 3
4

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè

12 = 21 , 13 = 31 , 23 = 32 ,

14 = −41 , 24 = 42 , 34 = 43 .

Îòñþäà ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèÿ ÷åðíûõ ëåïòèíî Csb
åñòü ìíîæåñòâî âåêòîðîâ âèäà

ψ = e0 ψ
0 + ei ψ

i + e⟨ab⟩ ψ
⟨ba⟩ +

+ e[14] ψ
[41] + e⟨42⟩ ψ

⟨24⟩ + e⟨34⟩ ψ
⟨43⟩ + e⟨123⟩ ψ

⟨321⟩ +

+ e(124)3 ψ
(421)3 + e(134)3 ψ

(431)3 + e⟨234⟩ ψ
⟨432⟩ +

+ e4321 ψ
1234 .

Åñëè ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñíûìè âåêòîðàìè ei1...ip
îáîçíà÷èòü (Csb)p, òî ïðîñòðàíñòâî àëãåáðû ÷åðíûõ
ëåïòèíî Csb ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ïðîñòðàíñòâ:

Csb = (Csb)0 + (Csb)1 + (Csb)2 + (Csb)3 + (Csb)4 .

4.2. Àëãåáðà áåëûõ ëåïòèíî Cs
w

Àëãåáðà áåëûõ ëåïòèíî îïðåäåëÿåòñÿ äèàãðàììîé
Þíãà

-
1 2 3 4

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè

12 = 21 , 13 = 31 , 23 = 32 ,

14 = 41 , 24 = 42 , 34 = 43 .

Îòñþäà ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèÿ áåëûõ ëåïòèíî Csw
åñòü ìíîæåñòâî âåêòîðîâ âèäà

ψ = e0 ψ
0 + ei ψ

i + e⟨ik⟩ ψ
⟨ki⟩ + e⟨ikl⟩ ψ

⟨lki⟩ +

+ e⟨1324⟩ ψ
⟨4231⟩ .

Åñëè ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñíûìè âåêòîðàìè ei1...ip
îáîçíà÷èòü (Csw)p, òî ïðîñòðàíñòâî àëãåáðû áåëûõ
ëåïòèíî Csw ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ïðîñòðàíñòâ:

Csw = (Csw)0 + (Csw)1 + (Csw)2 + (Csw)3 + (Csw)4 .

V. ÒÀÁËÈÖÀ ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÛÕ
×ÀÑÒÈÖ

Äàëåå èñïîëüçóåì îáùåïðèíÿòîå îáîçíà÷åíèå ëåï-
òîíîâ è êâàðêîâ. Òàê êàê ìåæäó ëåïòîíàìè è êâàð-
êàìè ñ îäíîé ñòîðîíû è ëåïòèíî è êâàðêèíî ñ äðóãîé
èìååò ìåñòî ñèììåòðèÿ, òî äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ëåïòèíî
è êâàðêèíî èñïîëüçîâàíû òå æå áóêâû, ÷òî è äëÿ îáî-
çíà÷åíèÿ ñèììåòðè÷íûõ èì ëåïòîíîâ è êâàðêîâ, íî â
çàãëàâíîì íàïèñàíèè.
Â Ãëàâàõ 4.8. è 4.9. ïîêàçàíî, ÷òî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ

êðàñíîãî è æåëòîãî êâàðêîâ â ñòàíäàðòíîì ïðåäñòàâ-
ëåíèè ðàñïàäàåòñÿ íà äâå äâóõêîìïîíåíòíûå âîëíî-
âûå ôóíêöèè, òî åñòü ýòè êâàðêè ïðåäñòàâëåíû âåðõ-
íåé è íèæíåé ÷àñòèöàìè. Â Ãëàâå 4.10. ïîêàçàíî, ÷òî,
â îòëè÷èå îò êðàñíûõ è æåëòûõ êâàðêîâ, âîëíîâàÿ
ôóíêöèÿ ñèíèõ êâàðêîâ â ñòàíäàðòíîì ïðåäñòàâëåíèè
îñòàåòñÿ ÷åòûðåõ êîìïîíåíòíîé, òî åñòü ñèíèé êâàðê
ïðåäñòàâëåí îäíîé ÷àñòèöåé â êàæäîì ïîêîëåíèè.
Â Ãëàâàõ 4.10, 4.11, 4.12. ïîêàçàíî, ÷òî èç òðåõ

öâåòíûõ ÷àñòèö, êîòîðûå ìû íàçâàëè êâàðêèíî, âîë-
íîâàÿ ôóíêöèÿ òîëüêî ñèíèõ êâàðêèíî ðàçäåëÿåòñÿ
â ñòàíäàðòíîì ïðåäñòàâëåíèè íà äâå äâóõêîìïîíåíò-
íûå âîëíîâûå ôóíêöèè, òî åñòü òîëüêî ñèíèå êâàð-
êèíî ïðåäñòàâëåíû âåðõíåé è íèæíåé ÷àñòèöàìè, à
êðàñíûå è æåëòûå êâàðêèíî ïðåäñòàâëåíû îäíîé ÷à-
ñòèöåé êàæäîå â êàæäîì ïîêîëåíèè. Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî, åñëè ïîëüçîâàòüñÿ ðàçâèòûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè,
òî íóæíî ñêàçàòü, ÷òî â îáðàçîâàíèè ñîñòàâíûõ ÷à-
ñòèö (àäðîíîâ)ó÷àñòâóþò êðàñíûå è æåëòûå êâàðêè
è ñèíèå êâàðêèíî. Ìîæíî ïîéòè ïî äðóãîìó ïóòè:
ïåðåîáîçíà÷èòü ñèíèé êâàðêèíî â ñèíèé êâàðê è íà-
îáîðîò, íî â ýòîì ñëó÷àå ïðèäåòñÿ íàðóøèòü ýñòåòè-
êó àëãåáð, äèàãðàìì è äåðåâà Þíãà. Â Ãëàâàõ 4.14,
4.15. ïîêàçàíî, ÷òî ëåïòèíî òàêæå îñòàþòñÿ ÷åòû-
ðåõêîìïîíåíòíîé ÷àñòèöåé â êàæäîì ïîêîëåíèè, òî
åñòü íå ðàçäåëÿþòñÿ íà âåðõíþþ è íèæíþþ ÷àñòè-
öû. Óêàçàííûå îáñòîÿòåëüñòâà îòðàæåíû â Òàáëèöå
ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö.

1. Ôóíäàìåíòàëüíûå ÷àñòèöû ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ

1. Ëåïòîíû

ëåïòîíû áåëûå ÷åðíûå

âåðõíèå νew νeb
íèæíèå ew eb

2. Êâàðêè

êâàðêè êðàñíûå æåëòûå ñèíèå

âåðõíèå ur uy
íèæíèå dr dy db

3. Êâàðêèíî

êâàðêèíî ñèíèå æåëòûå êðàñíûå

âåðõíèå Ub
íèæíèå Db Dy Dr
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4. Ëåïòèíî

÷åðíûå áåëûå

Eb Ew

2. Ôóíäàìåíòàëüíûå ÷àñòèöû âòîðîãî ïîêîëåíèÿ

1. Ëåïòîíû

ëåïòîíû áåëûå ÷åðíûå

âåðõíèå νµw νµb

íèæíèå µw µb

2. Êâàðêè

êâàðêè êðàñíûå æåëòûå ñèíèå

âåðõíèå cr cy
íèæíèå sr sy sb

3. Êâàðêèíî

êâàðêèíî ñèíèå æåëòûå êðàñíûå

âåðõíèå Cb
íèæíèå Sb Sy Sr

4. Ëåïòèíî

÷åðíûå áåëûå

Mb Mw

3. Ôóíäàìåíòàëüíûå ÷àñòèöû òðåòüåãî
ïîêîëåíèÿ

1. Ëåïòîíû

ëåïòîíû áåëûå ÷åðíûå

âåðõíèå ντw ντb
íèæíèå τw τb

2. Êâàðêè

êâàðêè êðàñíûå æåëòûå ñèíèå

âåðõíèå tr ty
íèæíèå br by bb

3. Êâàðêèíî

êâàðêèíî ñèíèå æåëòûå êðàñíûå

âåðõíèå Tb
íèæíèå Bb By Br

4. Ëåïòèíî

÷åðíûå áåëûå

Tb Tw

VI. ÊÎÑÌÎÃÎÍÈ×ÅÑÊÈÉ ÍÀÁÐÎÑÎÊ

Äèíàìèêó Âñåëåííîé ñâÿæåì ñ ôîðìèðîâàíèåì òåí-
çîðíûõ êîìïîíåíò äåéñòâèÿ è ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.
Ïóñòü Âñåëåííàÿ íàõîäèòñÿ â íåêîòîðîì ïðåäåëü-
íîì ñîñòîÿíèè ðàñøèðåíèÿ, çà êîòîðûì íà÷èíàåòñÿ
åå ñæàòèå. Â ýòîì ñîñòîÿíèè Âñåëåííàÿ ïðåäñòàâëå-
íà ñîíìîì òî÷åê, à òåíçîðíûå êîìïîíåíòû äåéñòâèÿ
è ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ïðåäñòàâëåíû äèàãðàììàìè
ïåðâîãî óðîâíÿ äåðåâà Þíãà. Ñæàòèå Âñåëåííîé ïðè-
âîäèò ê ñáëèæåíèþ òî÷åê è âîçíèêíîâåíèþ êîíôèãó-
ðàöèé èç ÷àñòåé, âðàùàþùèõñÿ îòíîñèòåëüíî öåíòðà è
êîíôèãóðàöèé èç ÷àñòåé, ïàäàþùèõ íà öåíòð. Òàêèì
îáðàçîì, ñæàòèå Âñåëåííîé ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâå-
íèþ ñïèíîâûõ è èíåðöèîííûõ ÷àñòèö. Íà ýòîì ýòà-
ïå òåíçîðíûå êîìïîíåíòû äåéñòâèÿ è ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè ïðåäñòàâëåíû äèàãðàììàìè âòîðîãî óðîâíÿ
äåðåâà Þíãà. Äàëüíåéøåå ñæàòèå ïðèâîäèò ê ôîð-
ìèðîâàíèþ îáúåìîâ è äâèæåíèþ ãèïåðïîâåðõíîñòåé,
òî åñòü âîçíèêàþò òåíçîðíûå êîìïîíåíòû äåéñòâèÿ è
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè òðåòüåãî óðîâíÿ äåðåâà Þíãà.
Â ðåçóëüòàòå ôîðìèðóþòñÿ ñòðóêòóðû, ïðåäñòàâëÿ-
þùèå ñîáîé ôóíäàìåíòàëüíûå ÷àñòèöû � ëåïòîíû,
êâàðêè, êâàðêèíî, ëåïòèíî. Äàëüíåéøåå ñæàòèå ïðè-
âîäèò ê óïëîòíåíèþ îáúåìà, îãðàíè÷åíèþ ïåðåíîñîâ
è âðàùåíèé ÷àñòåé è ôîðìèðîâàíèþ íåêîåãî åäèíîãî
ïóëüñèðóþùåãî îáúåìà. Íà ýòîì ýòàïå òåíçîðíûå êîì-
ïîíåíòû äåéñòâèÿ è ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ïðåäñòàâ-
ëåíû äèàãðàììàìè ÷åòâåðòîãî óðîâíÿ äåðåâà Þíãà.
Ýòî ñîñòîÿíèå äîñòèãàåò íåêîòîðîãî ïðåäåëà, çà êîòî-
ðûì ñëåäóåò âçðûâ è ðàñøèðåíèå Âñåëåííîé ñ îáðàò-
íûì íàïðàâëåíèåì ðàçäåëåíèÿ òåíçîðíûõ êîìïîíåíò
äåéñòâèÿ è ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè � îò òåíçîðîâ ÷åò-
âåðòîãî ðàíãà ê òåíçîðàì òðåòüåãî, âòîðîãî è ïåðâîãî
ðàíãîâ. Íà ýòàïå ðàñøèðåíèÿ Âñåëåííîé ìû ðàññìîò-
ðèì íåðåëÿòèâèñòñêèå êîìáèíàöèè òåíçîðà òðåòüåãî
ðàíãà, çà êîòîðûìè ñòîèò âûäåëåíèå ôóíäàìåíòàëü-
íûõ ÷àñòèö èç íà÷àëüíîé òåíçîðíîé êîíôèãóðàöèè.
Ñèììåòðèè òåíçîðà òðåòüåãî ðàíãà, âõîäÿùèå â âîë-
íîâóþ ôóíêöèþ îïðåäåëÿþò òèï ÷àñòèöû. Ïîýòîìó
ââåäåì ñëåäóþùåå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñèììåòðèÿìè
òåíçîðà òðåòüåãî ðàíãà è òèïàìè ÷àñòèö.6

[123] ∼ l1 , [312] ∼ l2 , [231] ∼ l3 ,
(123)2 ∼ q1 , (312)2 ∼ q2 , (231)2 ∼ q3 ,
(123)3 ∼ Q1 , (312)3 ∼ Q2 , (231)3 ∼ Q3 ,

⟨123⟩ ∼ L1 , ⟨312⟩ ∼ L2 , ⟨231⟩ ∼ L3 .

Ïîëüçóÿñü ýòèì ñîîòâåòñòâèåì, ïåðåéäåì îò óñòà-

6 Äàëåå áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè îáîçíà÷åíèÿìè. Ëåï-
òîíû ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüåãî ïîêîëåíèé îáîçíà÷èì ñîîò-
âåòñòâåííî l1, l2, l3. Êâàðêè ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüåãî ïîêî-
ëåíèé îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî q1, q2, q3. Êâàðêèíî ïåðâîãî,
âòîðîãî è òðåòüåãî ïîêîëåíèé îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî Q1,
Q2, Q3. Ëåïòèíî ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüåãî ïîêîëåíèé îáî-
çíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî L1, L2, L3.
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íîâëåííîãî ðàíåå ñîîòíîøåíèÿ

123 · 23 = (123)1 + (123)2 + (123)3 + (123)4 ,

ãäå

(123)1 = [123] , (123)4 = ⟨123⟩ ,

(123)2 = (123− 231− 312− 213− 132+ 321) · 1
3! ,

(123)3 = (123− 231− 312+ 213+ 132− 321) · 1
3! ,

ê åìó ñîîòâåòñòâóþùåìó

123 ∼ l1 + q1 +Q1 + L1 .

Ýòî ñîîòíîøåíèå îáëåêàåì â ñëåäóþùåå îáðàçíîå
ïðåäñòàâëåíèå: èç òåíçîðíîé êîíôèãóðàöèè 123 âûäå-
ëÿåòñÿ îáîñîáëåííûé Ìèð ÷àñòèö ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ.
Ýòèì ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñîîòíîøåíèþ ôàêò ñó-
ùåñòâîâàíèÿ îáîñîáëåííîãî Ìèðà ÷àñòèö ïåðâîãî ïî-
êîëåíèÿ, â êîòîðîì ìû ñàìè íàõîäèìñÿ è ïðîäóêòîì
êîòîðîãî ìû ÿâëÿåìñÿ.
Ïðè òàêîì ïîäõîäå ñîîòíîøåíèþ

312 · 23 = (312)1 + (312)2 + (312)3 + (312)4 ,

ãäå

(312)1 = [312] , (312)4 = ⟨312⟩ ,

(312)2 = (312− 132− 123+ 213− 231− 321) · 1
3! ,

(312)3 = (312+ 132− 123− 213− 231+ 321) · 1
3! .

ñîîòâåòñòâóåò

312 ∼ l2 + q2 +Q2 + L2 .

Ýòî ñîîòíîøåíèå èñòîëêîâûâàåì êàê âûäåëåíèå â ïðî-
öåññå ðàñøèðåíèÿ Âñåëåííîé îáîñîáëåííîãî Ìèðà7 ÷à-
ñòèö âòîðîãî ïîêîëåíèÿ èç òåíçîðíîé êîíôèãóðàöèè
312.
Êðîìå òîãî, ñîîòíîøåíèþ

231 = ((231)1 + (231)2 + (231)3 + (231)4) · 32 ,

ãäå

(231)1 = [231] , (231)4 = ⟨231⟩ ,

(231)2 = (231− 321− 312+ 132− 123− 213) · 1
3! ,

7 Îáîñîáëåííîãî îò äðóãèõ Ìèðîâ è ïðåæäå âñåãî îò Ìèðà ÷à-
ñòèö ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ.

(231)3 = (231+ 321− 312− 132− 123+ 213) · 1
3! ,

ñîîòâåòñòâóåò ñîîòíîøåíèå

231 ∼ l3 + q3 +Q3 + L3 ,

êîòîðîå íóæíî èñòîëêîâûâàòü êàê âûäåëåíèå â ïðî-
öåññå ðàñøèðåíèÿ Âñåëåííîé îáîñîáëåííîãî Ìèðà ÷à-
ñòèö òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ èç òåíçîðíîé êîíôèãóðàöèè
231.
Äàëåå ìû îáðàòèìñÿ ê ñîîòíîøåíèþ, êîòîðîå ëåãêî

ïðîâåðèòü:

(123)2 + (312)2 + (231)2 + (123)4 = 0 .

Åìó ñîîòâåòñòâóåò ñîîòíîøåíèå8

q1 + q2 + q3 + (L1 + L2 + L3) · 13 ∼ 0 .

Ýòî ñîîòíîøåíèå èñòîëêîâûâàåì êàê àííèãèëÿöèþ
Ìèðà êâàðêîâ è Ìèðà ëåïòèíî.
Òàêæå èç ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðîå ëåãêî ïðîâåðèòü,

(123)3 + (312)3 + (231)3 + (123)1 = 0

è ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó ñîîòíîøåíèÿ

Q1 +Q2 +Q3 + (l1 + l2 + l3) · 13 ∼ 0

ñëåäóåò àííèãèëÿöèÿ Ìèðà êâàðêèíî è Ìèðà ëåïòî-
íîâ.
Ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

(312)2 + (231)2 + (312)3 + (231)3 = −123 · 23 ,

(123)2 + (231)2 + (123)3 + (231)3 = −312 · 23 ,

(123)2 + (312)2 + (123)3 + (312)3 = −231 · 23 .

Îòñþäà, ïîëüçóÿñü ïðèíÿòûì ñîîòâåòñòâèåì, ïîëó-
÷èì

−123 ∼ q2 + q3 +Q2 +Q3 ,

−312 ∼ q1 + q3 +Q1 +Q3 ,

8 Ìû ó÷èòûâàåì, ÷òî â íàøåì ïîäõîäå

[123] = [312] = [231] = ([123] + [312] + [231]) · 1
3
.

Îòñþäà
l1 ∼ l2 ∼ l3 ∼ (l1 + l2 + l3) · 1

3
.

À òàêæå

⟨123⟩ = ⟨312⟩ = ⟨231⟩ = (⟨123⟩+ ⟨312⟩+ ⟨231⟩) · 1
3
.

Îòñþäà

L1 ∼ L2 ∼ L3 ∼ (L1 + L2 + L3) · 1
3
.
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Ðèñ. 21. Òðåõóðîâíåâîå äåðåâî Þíãà

−231 ∼ q1 + q2 +Q1 +Q2 .

Ïîñëåäíèå ñîîòíîøåíèÿ ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî
íåîáõîäèìî äîïóñòèòü ñóùåñòâîâàíèå Ìèðîâ (−123),
(−312), (−123), êîòîðûå ìû íàçîâåì äîïîëíèòåëüíû-
ìè ê Ìèðàì ÷àñòèö ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüåãî ïîêî-
ëåíèé 123, 312, 123 ñîîòâåòñòâåííî. Äîïîëíèòåëüíûå
Ìèðû àííèãèëèðóþò ñ Ìèðàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïî-
êîëåíèé.

VII. ÒÅÌÍÀß ÌÀÒÅÐÈß

Ñîãëàñíî ñåãîäíÿøíèì ïðåäñòàâëåíèÿì, ïîìèìî
ëåïòîííî-áàðèîííîé ìàòåðèè ñóùåñòâóåò òàê íàçû-
âàåìàÿ òåìíàÿ ìàòåðèÿ. Â îòëè÷èå îò ëåïòîííî-
áàðèîííîé ìàòåðèè òåìíàÿ ìàòåðèÿ íå ó÷àñòâóåò â
ýëåêòðîìàãíèòíîì âçàèìîäåéñòâèè, ïîýòîìó íåâèäè-
ìà è ïîýòîìó íàçâàíà òåìíîé. Ïî îöåíêàì ìàññà òåì-
íîé ìàòåðèè âî Âñåëåííîé íà ïîðÿäîê ïðåâîñõîäèò
ìàññó ëåïòîííî-áàðèîííîé ìàòåðèè.
Èìåÿ â âèäó âûøåñêàçàííîå, âåðíåìñÿ ê òðåõóðîâ-

íåâîé äèàãðàììå Þíãà (Ðèñ. 21.) Íà íèæíåì (òðå-
òüåì) óðîâíå (óðîâíå òåíçîðîâ òðåòüåãî ðàíãà) ÷åòû-
ðå äèàãðàììû ñîîòâåòñòâóþò ÷åòûðåì âèäàì ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ ÷àñòèö: ëåïòîíû � êâàðêè � êâàðêèíî �
ëåïòèíî. Íà âòîðîì óðîâíå (óðîâíå òåíçîðà âòîðîãî
ðàíãà) äåðåâî Þíãà ðàçäåëÿåòñÿ íà äâå âåòâè è ñî-
îòâåòñòâåííî ôóíäàìåíòàëüíûå ÷àñòèöû ðàçäåëÿþò-
ñÿ íà äâå ãðóïïû. Îäíà âåòâü èìååò âåðøèíîé äèà-

ãðàììó
1

2
è ñîîòâåòñòâåííî àíòèñèììåòðè÷íûé òåí-

çîð [12]. Ýòîé âåòâè ñîîòâåòñòâóþò ëåïòîíû è êâàðêè.
Äðóãàÿ âåòâü èìååò âåðøèíîé äèàãðàììó 1 2 è ñîîò-

âåòñòâåííî ñèììåòðè÷íûé òåíçîð ⟨12⟩. Ýòîé âåòâè ñî-
îòâåòñòâóþò ñóïåðñèììåòðè÷íûå ÷àñòèöû � êâàðêèíî
è ëåïòèíî.
Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ïðàâîé àëãåáðå äåéñòâèÿ ôóí-

äàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö. Äëÿ íåå àíòèñèììåòðè÷íûé
áàçèñíûé âåêòîð re[21] ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áàçèñíûé
âåêòîð ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà. Òàêèì îáðàçîì, âåòâü

äåðåâà Þíãà, îïèðàþùàÿñÿ íà äèàãðàììó
1

2
, ñîîòâåò-

ñòâóåò ôóíäàìåíòàëüíûì ÷àñòèöàì, ó÷àñòâóþùèì â

ýëåêòðîìàãíèòíîì âçàèìîäåéñòâèè. Îòñþäà ëåïòîíû
è êâàðêè ó÷àñòâóþò â ýëåêòðîìàãíèòíîì âçàèìîäåé-
ñòâèè.
È, íàïðîòèâ, äðóãàÿ âåòâü, îïèðàþùàÿñÿ íà äèà-

ãðàììó 1 2 , îòíîñèòñÿ ê ôóíäàìåíòàëüíûì ÷àñòè-
öàì, âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ êîòîðûõ íå ñîäåðæèò íàïðàâ-
ëåíèå, îòâåòñòâåííîå çà ýëåêòðîìàãíèòíûå ñâîéñòâà
ýòèõ ÷àñòèö9. Ïîýòîìó ñëåäóåò ñ÷èòàòü, ÷òî âòîðàÿ
ãðóïïà ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö � êâàðêèíî è ëåï-
òèíî � íå ó÷àñòâóåò â ýëåêòðîìàãíèòíîì âçàèìîäåé-
ñòâèè. Ýòî ïîçâîëÿåò îòîæäåñòâèòü ñóïåðìàòåðèþ è
òåìíóþ ìàòåðèþ.
Ñòðåëêà íà Ðèñ. 21. ìåæäó íàäïèñÿìè ëåïòîíû è

êâàðêè ñèìâîëèçèðóåò ïåðåõîä îò ôóíäàìåíòàëüíîé
÷àñòèöû ñ ìåíüøåé ìàññîé ê ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòè-
öå ñ áîëüøåé ìàññîé. Ýêñòðàïîëèðóÿ ýòó òåíäåíöèþ
íà ôóíäàìåíòàëüíûå ÷àñòèöû ïðè ïåðåõîäå ïî òðå-
òüåìó óðîâíþ äèàãðàììû Þíãà ñëåâà íàïðàâî, ìîæ-
íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî êâàðêèíî è ëåïòèíî ìàññèâíåå
ëåïòîíîâ è êâàðêîâ. Òàêîå ïðåäïîëîæåíèå ïîçâîëÿåò
îáúÿñíèòü òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ìàññà òåìíîé ìà-
òåðèè, ñîñòàâëåííîé èç êâàðêèíî è ëåïòèíî, áîëüøå
ìàññû ëåïòîííî-áàðèîííîé ìàòåðèè, ñîñòàâëåííîé èç
ëåïòîíîâ è êâàðêîâ.

VIII. ÂÛÂÎÄÛ ÏÎ ÃËÀÂÅ

� Â ðàìêàõ êëàññèôèêàöèè ÷àñòèö â ñîîòâåòñòâèè
ñ ïîäïðîñòðàíñòâàìè ïðîñòðàíñòâà S íàõîäèò
îáúÿñíåíèå äåëåíèå ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö
ñî ñïèíîì íà äâå ãðóïïû � ëåïòîíû è êâàðêè, à
òàêæå àëãåáðàè÷åñêîå òîëêîâàíèå òàêèõ õàðàê-
òåðèñòèê ëåïòîíîâ è êâàðêîâ, êàê ëåïòîííûé è
áàðèîííûé çàðÿäû.

� Ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðîâåäåíèå ñîîòâåòñòâèÿ ìåæ-
äó ãðóïïàìè ÷àñòèö è ïîäïðîñòðàíñòâàìè ïðî-
ñòðàíñòâà äåéñòâèÿ S çàñòàâëÿåò ââåñòè íîâóþ
ãðóïïó ÷àñòèö ñ õàðàêòåðèñòèêîé ñèììåòðè÷íî
àíàëîãè÷íîé ñïèíó � èíåðöèåé. Ýòà ãðóïïà ÷à-
ñòèö â ñâîþ î÷åðåäü äåëèòñÿ íà äâå ãðóïïû �
ëåïòèíî è êâàðêèíî. Óêàçàííîå äåëåíèå âîçíè-
êàåò óæå íà íåðåëÿòèâèñòñêîì óðîâíå, êîãäà â
àëãåáðó S âêëþ÷àþòñÿ òåíçîðû òðåòüåãî ðàíãà.

� Íà íåðåëÿòèâèñòñêîì óðîâíå ÷àñòèöû äåëÿòñÿ
íà ÷åòûðå ãðóïïû � ëåïòîíû, êâàðêè, êâàðêèíî,
ëåïòèíî. Ýòè ãðóïïû ñîîòâåòñòâóþò ðàçáèåíèþ
òåíçîðà òðåòüåãî ðàíãà íà ÷åòûðå ñèììåòðèè.
Êàæäàÿ ãðóïïà ÷àñòèö ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåí-
íîé ñèììåòðèè òåíçîðà òðåòüåãî ðàíãà. ×èñëî

9 Îäíàêî ïðàâàÿ àëãåáðà äåéñòâèÿ êâàðêèíî è ëåïòèíî ñîäåð-
æèò áàçèñíûé âåêòîð re⟨21⟩, ñóïåðñèììåòðè÷íûé áàçèñíî-
ìó âåêòîðó re[21]. Ïîýòîìó ñëåäóåò ñ÷èòàòü, ÷òî êâàðêèíî è
ëåïòèíî ó÷àñòâóþò âî âçàèìîäåéñòâèè, ñóïåðñèììåòðè÷íîì
ýëåêòðîìàãíèòíîìó.



VIII. Âûâîäû ïî Ãëàâå 365

ãðóïï ÷àñòèö ðàâíî ÷èñëó ñèììåòðèé òåíçîðà
òðåòüåãî ðàíãà, òî åñòü � ÷åòûðåì.

� Íà ðåëÿòèâèñòñêîì óðîâíå, êîãäà â àëãåáðó S
âêëþ÷àþòñÿ òåíçîðû ÷åòâåðòîãî ðàíãà, ãðóïïû
÷àñòèö ïîëó÷àþò äîïîëíèòåëüíóþ êëàññèôèêà-
öèþ. Ïðèíÿòî, ÷òî ëåïòîíû ðàçáèâàþòñÿ íà äâå
ïîäãðóïïû, à êâàðêè ðàçáèâàþòñÿ íà òðè ïîä-
ãðóïïû.

� Òðåì ïîäãðóïïàì êâàðêîâ ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå
êâàðêè òðåõ öâåòîâ. Òîãäà ëîãè÷íî ïðåäïîëî-
æèòü, ÷òî ëåïòîíû äâóõöâåòíû.

� Íà ðåëÿòèâèñòñêîì óðîâíå êâàðêèíî ðàçáèâàþò-
ñÿ íà òðè ïîäãðóïïû, ëåïòèíî ðàçáèâàþòñÿ íà
äâå ïîäãðóïïû. Òðåì ïîäãðóïïàì êâàðêèíî ñòà-
âèì â ñîîòâåòñòâèå êâàðêèíî òðåõ öâåòîâ. Íåîá-
õîäèìî òàêæå ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ëåïòèíî äâóõ-
öâåòíû.

� Ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ áûëî áû êðàñèâî
öâåòíûì ôóíäàìåíòàëüíûì ÷àñòèöàì ïîñòàâèòü
â ñîîòâåòñòâèå âñå ñèììåòðèè òåíçîðà ÷åòâåðòî-
ãî ðàíãà. Íî òîãäà êàæäàÿ èç ãðóïï ÷àñòèö �
ëåïòîíû � êâàðêè � êâàðêèíî � ëåïòèíî � äîëæ-
íà èìåòü ÷åòûðå öâåòîâûå ìîäèôèêàöèè. Òîãäà
íåîáõîäèìî îáúÿñíèòü, ïî÷åìó â äåéñòâèòåëüíî-
ñòè êâàðêè èìåþò òðè öâåòîâûå ìîäèôèêàöèè, à
ëåïòîíû ïðåäïîëîæèòåëüíî èìåþò äâå öâåòîâûå
ìîäèôèêàöèè.

� Ñóïåðñèììåòðè÷íàÿ ìàòåðèÿ ìîæåò áûòü îòîæ-
äåñòâëåíà ñ òåìíîé ìàòåðèåé.



Íàó÷íîå èçäàíèå

Êåöàðèñ Àëåêñàíäð Àâãóñòèíîâè÷

Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâàíèÿ Íîâîé Ôèçèêè

Òîì ïåðâûé

Ðåäàêöèÿ è êîìïüþòåðíàÿ âåðñòêà àâòîðà
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