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Ìîíîãðàôèÿ îòíîñèòñÿ ê îáëàñòè îáîáùàþùèõ ïîñòðîåíèé â ñîâðåìåííîé ôèçèêå, êîòîðûå èìåþò
ðàçëè÷íûå íàçâàíèÿ: Åäèíàÿ Òåîðèÿ, Òåîðèÿ Âñåãî è ò.ä. Çäåñü ýòà îáëàñòü íàçâàíà Íîâîé Ôèçèêîé.
Êëþ÷åâûì ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîå îáîáùåíèå äâóõ ïðîñòðàíñòâ: ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè è ïðîñòðàí-
ñòâà äåéñòâèÿ, ïîäîáíîãî ïðîñòðàíñòâó-âðåìåíè. È ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ, è ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèÿ íà-
äåëÿþòñÿ ñâîéñòâàìè óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû. Ýòî ïîçâîëÿåò îáúÿñíèòü êâàíòîâûå ÿâëåíèÿ è äàòü
íîâîå ïîíèìàíèå âîëíîâîé ôóíêöèè. Êðîìå òîãî, óêàçàííîå îáîáùåíèå ïîçâîëÿåò îáúÿñíèòü èåðàð-
õèþ ôóíäàìåíòàëüíûõ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö è ñäåëàòü îáîáùåíèÿ, êàñàþùèåñÿ ýòèõ ÷àñòèö. ×àñò-
íûì ñëó÷àåì óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû ÿâëÿåòñÿ àëãåáðà Êëèôôîðäà, êîòîðàÿ ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå
ëåïòîíàì. Ëèíåéíûå è áèëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå
ïðîìåæóòî÷íûì ÷àñòèöàì. Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîçâîëÿþò îïèñàòü âçàèìîäåéñòâèå ôóíäàìåíòàëü-
íûõ è ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö.

Ìîíîãðàôèÿ ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ ñïåöèàëèñòîâ, çàíèìàþùèõñÿ èññëåäîâàíèÿìè â îáëàñòè òåîðåòè-
÷åñêîé è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, ôèçèêè ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö, òåîðèè ãðàâèòàöèè è åäèíîé òåîðèè
ïîëÿ, à òàêæå äëÿ ïðåïîäàâàòåëåé, àñïèðàíòîâ è ñòóäåíòîâ ýòèõ ñïåöèàëüíîñòåé.

À. À. Ketsaris

Mathematical foundations of New Physics.

This study concerns the �eld of fundamental generalizing concepts in present-day physics known
as Uni�ed Theory, Theory of Everything etc. Here we call it the New Physics. Our key approach is
to make algebraic generalization of two spaces: the space-time and the space of the action similar to
the space-time. We attribute the properties of the universal algebra to the space-time and the action
space. This main concept allows us to explain quantum phenomena and give a new understanding of
the wave function. Furthermore, it helps us to explain the hierarchy of fundamental elementary particles
and make generalizations about them. A special case of universal algebra is Cli�ord's algebra assigned
to leptons in our approach. Linear and bilinear transformations of universal algebra are set to match
intermediate particles. These transformations make it possible to describe the interaction of fundamental
and intermediate particles.

The book is intended for researchers in theoretical and mathematical physics, particle physics,
gravitation theory and uni�ed �eld theory, as well as for teachers, postgraduates and students of these
specialties.
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×àñòü 4

Ôóíäàìåíòàëüíûå ÷àñòèöû

Ãëàâà 4.1 Àëãåáðû ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö. Îáùàÿ ÷àñòü

I. ÏÐÈÑÎÅÄÈÍÅÍÍÎÅ ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ
ÀËÃÅÁÐ ÄÅÉÑÒÂÈß È

ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ-ÂÐÅÌÅÍÈ

Ïðèñîåäèíåííîå (ðåãóëÿðíîå) ïðåäñòàâëåíèå àë-
ãåáðû çàìå÷àòåëüíî òåì, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü
âåêòîðû àëãåáðû ìàòðèöàìè, à óìíîæåíèå âåêòîðîâ
ïðåäñòàâèòü óìíîæåíèåì ìàòðèö. Êëþ÷åâûìè ïðè òà-
êîì ïðåäñòàâëåíèè ÿâëÿþòñÿ àëãåáðà ìàòðèö Ïàóëè
è àëãåáðà ìàòðèö Äèðàêà.

1. Êîíòðàâàðèàíòíûå àëãåáðû äåéñòâèÿ è
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè

1.1. Ïðàâàÿ êîíòðàâàðèàíòíàÿ àëãåáðà

Îáðàòèìñÿ ê ïðàâîé êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðå äåé-
ñòâèÿ rS. Íàïîìíèì, ÷òî çàêîí óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ
âåêòîðîâ ýòîé àëãåáðû çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

reK1
◦ reK2

= reK · rCKK1K2
(1)

èëè â äðóãèõ îáîçíà÷åíèÿõ

reK2
◦ reK3

= reK · rCKK2K3
. (2)

Àëãåáðà rS ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíîé, òî åñòü ïðîèç-
âåäåíèå íåñêîëüêèõ âåêòîðîâ íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà
óìíîæåíèÿ ñîìíîæèòåëåé. Ýòî óñëîâèå ìîæåò áûòü
ñâåäåíî ê óñëîâèþ àññîöèàòèâíîñòè

( rS1 ◦ rS2) ◦ rS3 = rS1 ◦ ( rS2 ◦ rS3) .

Çàïèøåì óñëîâèå àññîöèàòèâíîñòè äëÿ ïðîèçâåäå-
íèÿ òðåõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ

( reK1
◦ reK2

) ◦ reK3
= reK1

◦ ( reK2
◦ reK3

) .

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ çàêîí óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåê-
òîðîâ (1), (2) ïîëó÷èì

rC
K
K1K2

( reK ◦ reK3
) = ( reK1

◦ reK) rC
K
K2K3

.

Îòêóäà, èñïîëüçóÿ åùå ðàç çàêîí óìíîæåíèÿ áàçèñ-
íûõ âåêòîðîâ (1), ïîëó÷èì

rC
K
K1K2 · rCK4

KK3 = rC
K4
K1K · rCKK2K3 . (3)

Ñðàâíèì ýòî âûðàæåíèå ñ ñîîòíîøåíèåì (2). Çà-
êëþ÷àåì, ÷òî áàçèñíûì âåêòîðàì reK ìîæíî ïîñòà-
âèòü â ñîîòâåòñòâèå ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû rC

K4
K1K .

Ïðè ýòîì ◦ � óìíîæåíèþ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ñòàâèòñÿ
â ñîîòâåòñòâèå óìíîæåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèö â
îáðàòíîì ïîðÿäêå. Ýòî ñîîòâåòñòâèå íàçûâàåòñÿ ïðè-
ñîåäèíåííûì (ðåãóëÿðíûì) ïðåäñòàâëåíèåì àëãåáðû

rS è îáîçíà÷àåòñÿ êàê

reK ∼ rC
K4
K1K .

Íîìåð ñòðóêòóðíîé ìàòðèöû K åñòü èíäåêñ áàçèñ-
íîãî âåêòîðà, êîòîðûé ïðåäñòàâëåí ýòîé ìàòðèöåé. Â
÷àñòíîñòè, ÷èñëîâîé åäèíèöå e0 ñîîòâåòñòâóåò

e0 ∼ rC
K4
K10 = δK4

K1
.

Â ïðèñîåäèíåííîì ïðåäñòàâëåíèè ïðîèçâîëüíîìó
âåêòîðó àëãåáðû rS = reK S

K ñîîòâåòñòâóåò ìàòðè-
öà

rS
K4
K1 = rC

K4
K1K · SK ∼ rS = reK S

K .

Â ïðèñîåäèíåííîì ïðåäñòàâëåíèè ïðîèçâåäåíèþ
âåêòîðîâ

rS1 ◦ rS2 = reK1 ◦ reK2 · (S1)
K1 · (S2)

K2 =

= reK · rCKK1K2 · (S1)
K1 · (S2)

K2

ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà

rC
K4

K3K · rCKK1K2
· (S1)

K1 · (S2)
K2 .

Ïðåîáðàçóåì ýòî âûðàæåíèå ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà
(3), êîòîðîå ïðåäâàðèòåëüíî ïðåîáðàçóåì ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

rC
K
K3K1 · rCK4

KK2 = rC
K4
K3K · rCKK1K2 .

Ïîëó÷èì

rC
K
K3K1 · rCK4

KK2 · (S1)
K1 · (S2)

K2 =

= r(S1)
K
K3

· r(S2)
K4

K ,

ãäå

r(S1)
K
K3

= rC
K
K3K1

· (S1)
K1 ,

r(S2)
K4

K = rC
K4
KK2 · (S2)

K2 .
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Òàêèì îáðàçîì, óìíîæåíèþ âåêòîðîâ â àëãåáðå rS
â ïðèñîåäèíåííîì ïðåäñòàâëåíèè ñîîòâåòñòâóåò óìíî-
æåíèå ìàòðèö ïðåäñòàâëåíèÿ âåêòîðîâ-ñîìíîæèòåëåé
â îáðàòíîì ïîðÿäêå

rS1 ◦ rS2 ∼ r(S1)
K
K3

· r(S2)
K4

K .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî çàêîí óìíîæåíèÿ â ïðàâîé àë-
ãåáðå äåéñòâèÿ

rS =
1

S0
rS1 ◦ rS2

â ïðèñîåäèíåííîì ïðåäñòàâëåíèè ïðèíèìàåò âèä

rS
K4

K3
=

1

S0
r(S1)

K
K3

· r(S2)
K4

K .

Îáðàòíîìó âåêòîðó

rS
−1 = reI (S

−1)I

â ðåãóëÿðíîì ïðåäñòàâëåíèè ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà

r(S
−1)MN = rC

M
NI (S

−1)I .

Ñîîòíîøåíèþ

rS ◦ rS
−1 = e0

â ðåãóëÿðíîì ïðåäñòàâëåíèè ñîîòâåòñòâóåò ìàòðè÷íîå
ñîîòíîøåíèå

r(S
−1)ML · rSLN = δMN .

Äåéñòâèòåëüíî, èìååì

S ◦ S−1 ∼ rC
M
LI · rCLNK · SK · (S−1)I .

Ïðåîáðàçóåì ïðàâóþ ÷àñòü ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (3).
Ïîëó÷èì

rC
M
NL · rCLKI · SK · (S−1)I .

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëàìè (25) è (26) Ãëàâû
3.1.

rC
0
K1K2 · (S−1)K2 · SK1 = 1 ,

rC
α
K1K2

· (S−1)K2 · SK1 = 0 .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

rC
M
N0 · rC0

KI · SK · (S−1)I = δMN .

Ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ

reI · reK = e0 C
0
IK .

â ðåãóëÿðíîì ïðåäñòàâëåíèè ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà

GMNIK = δMN · gIK .

Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ïðà-
âîé êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè

rX.

1.2. Ëåâàÿ êîíòðàâàðèàíòíàÿ àëãåáðà

Îáðàòèìñÿ ê ëåâîé êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðå äåé-
ñòâèÿ lS. Íàïîìíèì, ÷òî çàêîí óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ
âåêòîðîâ ýòîé àëãåáðû çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

leK2
◦ leK1

= leK · lCKK1K2
(4)

èëè â äðóãèõ îáîçíà÷åíèÿõ

leK3
◦ leK2

= leK · lCKK2K3
. (5)

Àëãåáðà lS ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíîé, òî åñòü ïðîèç-
âåäåíèå íåñêîëüêèõ âåêòîðîâ íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà
óìíîæåíèÿ ñîìíîæèòåëåé. Ýòî óñëîâèå ìîæåò áûòü
ñâåäåíî ê óñëîâèþ àññîöèàòèâíîñòè

( lS1 ◦ lS2) ◦ lS3 = lS1 ◦ ( lS2 ◦ lS3) .

Çàïèøåì óñëîâèå àññîöèàòèâíîñòè äëÿ ïðîèçâåäå-
íèÿ òðåõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ

( leK1
◦ leK2

) ◦ leK3
= leK1

◦ ( leK2
◦ leK3

) .

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ çàêîí óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåê-
òîðîâ (4), (5) ïîëó÷èì

lC
K
K2K1

( leK ◦ leK3
) = ( leK1

◦ leK) lC
K
K3K2

.

Îòêóäà, èñïîëüçóÿ åùå ðàç çàêîí óìíîæåíèÿ áàçèñ-
íûõ âåêòîðîâ (4), ïîëó÷èì

lC
K
K2K1

· lCK4
K3K = lC

K4
KK1

· lCKK3K2

èëè èíà÷å ïîñëå ïåðåñòàíîâêè ñëàãàåìûõ è ñîìíîæè-
òåëåé

lC
K4
KK1 · lCKK3K2 = lC

K4
K3K · lCKK2K1 (6)

èëè èíà÷å ïîñëå ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ K1 è K2

lC
K4
KK2

· lCKK3K1
= lC

K4
K3K · lCKK1K2

. (7)

Ñðàâíèì ýòî âûðàæåíèå ñ ðàâåíñòâîì (4). Çàêëþ-
÷àåì, ÷òî áàçèñíûì âåêòîðàì leK ìîæíî ïîñòàâèòü
â ñîîòâåòñòâèå ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû lC

K4
K1K . Ïðè

ýòîì ◦ � óìíîæåíèþ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ñòàâèòñÿ â
ñîîòâåòñòâèå óìíîæåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèö â
òîì æå ïîðÿäêå. Ýòî ñîîòâåòñòâèå íàçûâàåòñÿ ïðè-
ñîåäèíåííûì (ðåãóëÿðíûì) ïðåäñòàâëåíèåì àëãåáðû

lS è îáîçíà÷àåòñÿ êàê

leK ∼ lC
K4
K1K .

Íîìåð ñòðóêòóðíîé ìàòðèöû K åñòü èíäåêñ áàçèñ-
íîãî âåêòîðà, êîòîðûé ïðåäñòàâëåí ýòîé ìàòðèöåé. Â
÷àñòíîñòè, ÷èñëîâîé åäèíèöå e0 ñîîòâåòñòâóåò

e0 ∼ lC
K4
K10 = δK4

K1
.
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Â ïðèñîåäèíåííîì ïðåäñòàâëåíèè ïðîèçâîëüíîìó
âåêòîðó àëãåáðû lS = leK S

K ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà

lS
K4
K1

= lC
K4
K1K · SK ∼ lS = leK S

K .

Â ïðèñîåäèíåííîì ïðåäñòàâëåíèè ïðîèçâåäåíèþ
âåêòîðîâ

lS2 ◦ lS1 = leK2
◦ leK1

· (S2)
K2 · (S1)

K1 =

= leK · lCKK1K2
· (S2)

K2 · (S1)
K1

ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà

lC
K4

K3K · lCKK1K2 · (S2)
K2 · (S1)

K1 .

Ïðåîáðàçóåì ýòî âûðàæåíèå ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà
(7), ïîëó÷èì

lC
K4
KK2

· lCKK3K1
· (S2)

K2 · (S1)
K1 =

= l(S2)
K4

K · l(S1)
K
K3
,

ãäå

l(S1)
K
K3

= lC
K
K3K1

· (S1)
K1 ,

l(S2)
K4

K = lC
K4
KK2

· (S2)
K2 .

Òàêèì îáðàçîì, óìíîæåíèþ âåêòîðîâ â àëãåáðå lS
â ïðèñîåäèíåííîì ïðåäñòàâëåíèè ñîîòâåòñòâóåò óìíî-
æåíèå ìàòðèö ïðåäñòàâëåíèÿ âåêòîðîâ-ñîìíîæèòåëåé
â òîì æå ïîðÿäêå

lS2 ◦ lS1 ∼ l(S2)
K4

K · l(S1)
K
K3
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî çàêîí óìíîæåíèÿ â ëåâîé àë-
ãåáðå äåéñòâèÿ

lS =
1

S0
lS2 ◦ lS1

â ïðèñîåäèíåííîì ïðåäñòàâëåíèè ïðèíèìàåò âèä

lS
K4

K3
=

1

S0
l(S2)

K4
K · l(S1)

K
K3
.

Îáðàòíîìó âåêòîðó

lS
−1 = leI · (S−1)I

â ðåãóëÿðíîì ïðåäñòàâëåíèè ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà

l(S
−1)MN = lC

M
NI · (S−1)I .

Ñîîòíîøåíèþ

lS ◦ lS
−1 = e0

â ðåãóëÿðíîì ïðåäñòàâëåíèè ñîîòâåòñòâóåò ìàòðè÷íîå
ñîîòíîøåíèå

lS
M
L · l(S−1)LN = δMN .

Äåéñòâèòåëüíî, èìååì

lS ◦ lS
−1 ∼ lC

M
LI · lCLNK · SI · (S−1)K .

Ïðåîáðàçóåì ïðàâóþ ÷àñòü ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (7).
Ïîëó÷èì

CMNL · CLIK · SK · (S−1)I .

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëàìè (27) è (28) Ãëàâû
3.1.

lC
0
K1K2 · (S−1)K1 · SK2 = 1 ,

lC
α
K1K2

· (S−1)K1 · SK2 = 0 .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

CMN0 · C0
KI · SK · (S−1)I = δMN .

Ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ

leI · leK = e0 C
0
IK .

â ðåãóëÿðíîì ïðåäñòàâëåíèè ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà

GMNIK = δMN · gIK .

Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ëåâîé
êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè lX.

1.3. Êîâàðèàíòíûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð

Îáðàòèìñÿ ê ïðàâîé êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðå äåé-
ñòâèÿ rS. Èç óñëîâèÿ àññîöèàòèâíîñòè rS ñëåäóåò ñî-
îòíîøåíèå (3):

rC
M
K1I · rCK4

MK = rC
K4
K1M · rCMIK .

Âûïîëíèì â ýòîì óðàâíåíèè ñâåðòêó ïî èíäåêñàì
K4 è K1. Ïîëó÷èì

rC
M
LI · rCLMK = rC

L
LM · rCMIK . (8)

Òàê êàê ïðîèçâåäåíèå áàçèñíîãî âåêòîðà reK íà áà-
çèñíûé âåêòîð, îòëè÷íûé îò e0, íå ïðîåöèðóåòñÿ íà
ñåáÿ, òî âñå ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû, çà èñêëþ÷åíèåì

rC
M
L0, ÿâëÿþòñÿ áåññëåäîâûìè. Ïîýòîìó ñîîòíîøå-

íèå (8) èìååò âèä

rC
M
LI · rCLMK = rC

L
L0 · rC0

IK .

Îòñþäà ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ êîâàðèàíòíîãî
ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà

gIK =
1

N
· rCMLI · rCLMK ,

ãäå N � ðàçìåðíîñòü àëãåáðû rS.
Àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå ïîëó÷èì, îáðàòèâøèñü

ê ëåâîé êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðå äåéñòâèÿ lS. Èç
óñëîâèÿ àññîöèàòèâíîñòè lS ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå (7)

lC
K4
MK · lCMK3I = lC

K4
K3M · lCMIK .
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Âûïîëíèì â ýòîì óðàâíåíèè ñâåðòêó ïî èíäåêñàì
K4 è K3. Ïîëó÷èì

lC
L
MK · lCMLI = lC

L
LM · lCMIK . (9)

Òàê êàê ïðîèçâåäåíèå áàçèñíîãî âåêòîðà leK íà áà-
çèñíûé âåêòîð, îòëè÷íûé îò e0, íå ïðîåöèðóåòñÿ íà
ñåáÿ, òî âñå ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû, çà èñêëþ÷åíèåì

lC
M
L0, ÿâëÿþòñÿ áåññëåäîâûìè. Ïîýòîìó ñîîòíîøå-

íèå (9) èìååò âèä

lC
L
MK · lCMLI = lC

L
L0 · lC0

IK .

Îòñþäà ïîëó÷èì

gIK =
1

N
· lCLMK · lCMLI ,

ãäå N�ðàçìåðíîñòü àëãåáðû lS.

2. Êîâàðèàíòíûå àëãåáðû äåéñòâèÿ è
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè

2.1. Ïðàâàÿ êîâàðèàíòíàÿ àëãåáðà

Îáðàòèìñÿ ê ïðàâîé êîâàðèàíòíîé àëãåáðå äåé-
ñòâèÿ rS∗. Íàïîìíèì, ÷òî çàêîí óìíîæåíèÿ áàçèñ-
íûõ âåêòîðîâ ýòîé àëãåáðû çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

rE
K1 ◦ rE

K2 = rC
K2K1

K · rEK (10)

èëè â äðóãèõ îáîçíà÷åíèÿõ

rE
K2 ◦ rE

K3 = rC
K3K2

K · rEK . (11)

Àëãåáðà rS∗ ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíîé, òî åñòü ïðî-
èçâåäåíèå íåñêîëüêèõ âåêòîðîâ íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà
óìíîæåíèÿ ñîìíîæèòåëåé. Ýòî óñëîâèå ìîæåò áûòü
ñâåäåíî ê óñëîâèþ àññîöèàòèâíîñòè

( rS
∗
1 ◦ rS

∗
2) ◦ rS

∗
3 = rS

∗
1 ◦ ( rS∗

2 ◦ rS
∗
3) .

Çàïèøåì óñëîâèå àññîöèàòèâíîñòè äëÿ ïðîèçâåäå-
íèÿ òðåõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ

( rE
K1 ◦ rE

K2) ◦ rE
K3 = rE

K1 ◦ ( rEK2 ◦ rE
K3) .

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ çàêîí óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåê-
òîðîâ (10), (11) ïîëó÷èì

rC
K2K1

K ( rE
K ◦ rE

K3) = ( rE
K1 ◦ rE

K) rC
K3K2

K .

Îòêóäà, èñïîëüçóÿ åùå ðàç çàêîí óìíîæåíèÿ áàçèñ-
íûõ âåêòîðîâ (10), ïîëó÷èì

rC
K2K1

K · rCK3K
K4

= rC
K3K2

K · rCKK1
K4
. (12)

Ñðàâíèì ýòî âûðàæåíèå ñ (11). Çàêëþ÷àåì, ÷òî áà-
çèñíûì âåêòîðàì rE

K ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåò-
ñòâèå ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû rC

KK1
K4
. Ïðè ýòîì ◦ �

óìíîæåíèþ êîâàðèàíòíûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ñòàâèò-
ñÿ â ñîîòâåòñòâèå óìíîæåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàò-
ðèö â òîì æå ïîðÿäêå. Ýòî ñîîòâåòñòâèå íàçûâàåò-
ñÿ ïðèñîåäèíåííûì (ðåãóëÿðíûì) ïðåäñòàâëåíèåì àë-
ãåáðû rS∗ è îáîçíà÷àåòñÿ êàê

rE
K ∼ rC

KK1
K4
.

Íîìåð ñòðóêòóðíîé ìàòðèöû K åñòü èíäåêñ áàçèñ-
íîãî âåêòîðà, êîòîðûé ïðåäñòàâëåí ýòîé ìàòðèöåé. Â
÷àñòíîñòè, ÷èñëîâîé åäèíèöå E0 ñîîòâåòñòâóåò

E0 ∼ rC
0K1

K4
= δK1

K4
.

Â ïðèñîåäèíåííîì ïðåäñòàâëåíèè ïðîèçâîëüíîìó
âåêòîðó àëãåáðû rS

∗ = SK · rEK ñîîòâåòñòâóåò ìàò-
ðèöà

rS
K1
K4 = SK · rCKK1

K4 ∼ rS
∗ = SK · rEK .

Ïðîèçâåäåíèþ âåêòîðîâ

rS
∗
1 ◦ rS

∗
2 = (S1)K1

· (S2)K2
· rEK1 ◦ rE

K2 =

= (S1)K1
· (S2)K2

· rCK2K1
K · rEK

â ïðèñîåäèíåííîì ïðåäñòàâëåíèè ñîîòâåòñòâóåò ìàò-
ðèöà

(S1)K1
· (S2)K2

· rCK2K1
K · rCKK3

K4
.

Ïðåîáðàçóåì ýòî âûðàæåíèå ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà
(12), êîòîðîå ïðåäâàðèòåëüíî ïðåîáðàçóåì ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

rC
K1K3

K · rCK2K
K4

= rC
K2K1

K · rCKK3
K4
.

Ïîëó÷èì

(S1)K1
· (S2)K2

· rCK1K3
K · rCK2K

K4
=

= r(S1)
K3

K · r(S2)
K
K4
,

ãäå

r(S1)
K3

K = (S1)K1 · rCK1K3
K ,

r(S2)
K
K4

= (S2)K2
· rCK2K

K4
.

Òàêèì îáðàçîì, óìíîæåíèþ êîâàðèàíòíûõ âåê-
òîðîâ â àëãåáðå rS∗ â ïðèñîåäèíåííîì ïðåäñòàâëå-
íèè ñîîòâåòñòâóåò óìíîæåíèå ìàòðèö ïðåäñòàâëåíèÿ
âåêòîðîâ-ñîìíîæèòåëåé â òîì æå ïîðÿäêå

rS
∗
1 ◦ rS

∗
2 ∼ r(S1)

K3
K · r(S2)

K
K4
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî çàêîí óìíîæåíèÿ â ïðàâîé êî-
âàðèàíòíîé àëãåáðå äåéñòâèÿ

rS
∗ =

1

S0
rS

∗
1 ◦ rS

∗
2

â ïðèñîåäèíåííîì ïðåäñòàâëåíèè ïðèíèìàåò âèä

rS
K3

K4
=

1

S0
r(S1)

K3
K · r(S2)

K
K4
.
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Îáðàòíîìó âåêòîðó

( rS
∗)−1 = (S−1)I · rEI

â ðåãóëÿðíîì ïðåäñòàâëåíèè ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà

(S−1)MN = (S−1)I · rCIMN .

Ñîîòíîøåíèþ

rS
∗ ◦ ( rS∗)−1 = E0

â ðåãóëÿðíîì ïðåäñòàâëåíèè ñîîòâåòñòâóåò ìàòðè÷íîå
ñîîòíîøåíèå

SK3
L · (S−1)LK4

= δK3
K4
.

Äåéñòâèòåëüíî, èìååì

rS
∗ ◦ ( rS∗)−1 ∼ SK1

· (S−1)K2
· rCK1K3

K · rCK2K
K4
.

Ïðåîáðàçóåì ïðàâóþ ÷àñòü ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà
(12). Ïîëó÷èì

SK1
· (S−1)K2

· rCK2K1
K · rCKK3

K4
.

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì îáðàòíîãî âåê-
òîðà

SK1
· (S−1)K2

· rCK2K1
0 = 1 ,

SK1
· (S−1)K2

· rCK2K1
α = 0 .

Çäåñü α � çíà÷åíèÿ èíäåêñà K çà èñêëþ÷åíèåì K =
0. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

SK1
· (S−1)K2

· rCK2K1
0 · rC0K3

K4
= δK3

K4
.

Ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ

rE
I · rEK = rC

KI
0 · rE0

â ðåãóëÿðíîì ïðåäñòàâëåíèè ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà

GKINM = δNM · gKI .

Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ïðà-
âîé êîâàðèàíòíîé àëãåáðû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè rX∗.

2.2. Ëåâàÿ êîâàðèàíòíàÿ àëãåáðà

Îáðàòèìñÿ ê ëåâîé êîâàðèàíòíîé àëãåáðå äåéñòâèÿ

lS∗. Íàïîìíèì, ÷òî çàêîí óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ ýòîé àëãåáðû çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

lE
K2 ◦ lE

K1 = lC
K2K1

K · lEK (13)

èëè â äðóãèõ îáîçíà÷åíèÿõ

lE
K3 ◦ lE

K2 = lC
K3K2

K · lEK . (14)

Àëãåáðà lS∗ ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíîé, òî åñòü ïðî-
èçâåäåíèå íåñêîëüêèõ âåêòîðîâ íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà

óìíîæåíèÿ ñîìíîæèòåëåé. Ýòî óñëîâèå ìîæåò áûòü
ñâåäåíî ê óñëîâèþ àññîöèàòèâíîñòè

( lS
∗
3 ◦ lS

∗
2) ◦ lS

∗
1 = lS

∗
3 ◦ ( lS∗

2 ◦ lS
∗
1) .

Çàïèøåì óñëîâèå àññîöèàòèâíîñòè äëÿ ïðîèçâåäå-
íèÿ òðåõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ

( lE
K3 ◦ lE

K2) ◦ lE
K1 = lE

K3 ◦ ( lEK2 ◦ lE
K1) .

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ çàêîí óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåê-
òîðîâ (13), (14) ïîëó÷èì

lC
K3K2

K ( lE
K ◦ lE

K1) = ( lE
K3 ◦ lE

K) lC
K2K1

K .

Îòêóäà, èñïîëüçóÿ åùå ðàç çàêîí óìíîæåíèÿ áàçèñ-
íûõ âåêòîðîâ (13), ïîëó÷èì

lC
K3K2

K · lCKK1
K4

= lC
K3K

K4
· lCK2K1

K

èëè èíà÷å

lC
K3K

K4
· lCK2K1

K = lC
K3K2

K · lCKK1
K4
. (15)

Ñðàâíèì ýòî âûðàæåíèå ñ ðàâåíñòâîì (14). Çàêëþ-
÷àåì, ÷òî áàçèñíûì âåêòîðàì lE

K ìîæíî ïîñòàâèòü
â ñîîòâåòñòâèå ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû lC

KK1
K4
. Ïðè

ýòîì ◦ � óìíîæåíèþ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ñòàâèòñÿ â
ñîîòâåòñòâèå óìíîæåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèö â
îáðàòíîì ïîðÿäêå. Ýòî ñîîòâåòñòâèå íàçûâàåòñÿ ïðè-
ñîåäèíåííûì (ðåãóëÿðíûì) ïðåäñòàâëåíèåì àëãåáðû

lS∗ è îáîçíà÷àåòñÿ êàê

lE
K ∼ lC

KK1
K4
.

Íîìåð ñòðóêòóðíîé ìàòðèöû K åñòü èíäåêñ áàçèñ-
íîãî âåêòîðà, êîòîðûé ïðåäñòàâëåí ýòîé ìàòðèöåé. Â
÷àñòíîñòè, ÷èñëîâîé åäèíèöå E0 ñîîòâåòñòâóåò

E0 ∼ lC
0K1

K4 = δK1
K4 .

Â ïðèñîåäèíåííîì ïðåäñòàâëåíèè ïðîèçâîëüíîìó
âåêòîðó àëãåáðû lS

∗ = SK · lEK ñîîòâåòñòâóåò ìàò-
ðèöà

lS
K1
K4 = SK · lCKK1

K4 ∼ lS
∗ = SK · lEK .

Ïðîèçâåäåíèþ âåêòîðîâ

lS
∗
2 ◦ lS

∗
1 = (S2)K2

· (S1)K1
· lEK2 ◦ lE

K1 =

= (S2)K2
· (S1)K1

· lCK2K1
K · lEK

â ïðèñîåäèíåííîì ïðåäñòàâëåíèè ñîîòâåòñòâóåò ìàò-
ðèöà

(S2)K2 · (S1)K1 · lCK2K1
K · lCKK3

K4 .

Ïðåîáðàçóåì ýòî âûðàæåíèå ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà
(15), êîòîðîå ïðåäâàðèòåëüíî ïðåîáðàçóåì ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì

lC
K2K

K4
· lCK1K3

K = lC
K2K1

K · lCKK3
K4
.
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Ïîëó÷èì

(S1)K1 · (S2)K2 · lCK2K
K4 · lCK1K3

K =

= l(S2)
K
K4

· l(S1)
K3

K ,

ãäå

l(S1)
K3

K = (S1)K1 · lCK1K3
K ,

l(S2)
K
K4

= (S2)K2 · lCK2K
K4 .

Òàêèì îáðàçîì, óìíîæåíèþ êîâàðèàíòíûõ âåê-
òîðîâ â àëãåáðå lS∗ â ïðèñîåäèíåííîì ïðåäñòàâëå-
íèè ñîîòâåòñòâóåò óìíîæåíèå ìàòðèö ïðåäñòàâëåíèÿ
âåêòîðîâ-ñîìíîæèòåëåé â îáðàòíîì ïîðÿäêå

lS̃2 ◦ lS̃1 ∼ l(S2)
K
K4

· l(S1)
K3

K .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî çàêîí óìíîæåíèÿ â ëåâîé àë-
ãåáðå äåéñòâèÿ

lS
∗ =

1

S0
lS

∗
2 ◦ lS

∗
1

â ïðèñîåäèíåííîì ïðåäñòàâëåíèè ïðèíèìàåò âèä

lS
K3

K4
=

1

S0
l(S2)

K
K4

· l(S1)
K3

K .

Îáðàòíîìó âåêòîðó

( lS
∗)−1 = (S−1)I · lEI

â ðåãóëÿðíîì ïðåäñòàâëåíèè ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà

(S−1)MN = (S−1)I · lCIMN .
Ñîîòíîøåíèþ

lS
∗ ◦ ( lS∗)−1 = E0

â ðåãóëÿðíîì ïðåäñòàâëåíèè ñîîòâåòñòâóåò ìàòðè÷íîå
ñîîòíîøåíèå

(S−1)LK4
· SK3

L = δK3
K4
.

Äåéñòâèòåëüíî, èìååì

rS
∗ ◦ ( rS∗)−1 ∼ (S−1)K2 · lCK2K

K4 · SK1 · lCK1K3
K .

Ïðåîáðàçóåì ïðàâóþ ÷àñòü ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà
(15). Ïîëó÷èì

(S−1)K2
· SK1

· lCK2K1
K · lCKK3

K4
.

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì îáðàòíîãî âåê-
òîðà

(S−1)K2 · SK1 · lCK2K1
0 = 1 ,

(S−1)K2 · SK1 · lCK2K1
α = 0 .

Çäåñü α � çíà÷åíèÿ èíäåêñà K çà èñêëþ÷åíèåì K =
0. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

(S−1)K2
· SK1

· lCK2K1
0 · lC0K3

K4
= δK3

K4
.

Ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ

lE
I · lEK = lC

IK
0 · lE0

â ðåãóëÿðíîì ïðåäñòàâëåíèè ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà

GIKNM = δNM · gIK .
Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ëåâîé

êîâàðèàíòíîé àëãåáðû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè lX∗.

2.3. Êîíòðàâàðèàíòíûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð

Îáðàòèìñÿ ê ïðàâîé êîâàðèàíòíîé àëãåáðå äåé-
ñòâèÿ rS∗. Èç óñëîâèÿ àññîöèàòèâíîñòè rS∗ ñëåäóåò
ñîîòíîøåíèå (12)

rC
KK1

M · rCIMK4 = rC
IK
M · rCMK1

K4 .

Âûïîëíèì â ýòîì óðàâíåíèè ñâåðòêó ïî èíäåêñàì
K4 è K1. Ïîëó÷èì

rC
KL

M · rCIML = rC
IK
M · rCML

L . (16)

Òàê êàê ïðîèçâåäåíèå áàçèñíîãî âåêòîðà rE
K íà áà-

çèñíûé âåêòîð, îòëè÷íûé îò E0, íå ïðîåöèðóåòñÿ íà
ñåáÿ, òî âñå ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû, çà èñêëþ÷åíèåì

rC
0M

L, ÿâëÿþòñÿ áåññëåäîâûìè. Ïîýòîìó ñîîòíîøå-
íèå (16) èìååò âèä

rC
KL

M · rCIML = rC
IK

0 · rC0L
L .

Îòñþäà ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ êîâàðèàíòíîãî
ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà

gIK =
1

N
· rCKLM · rCIML ,

ãäå N�ðàçìåðíîñòü àëãåáðû rS∗.
Àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå ïîëó÷èì, îáðàòèâøèñü ê

ëåâîé êîâàðèàíòíîé àëãåáðå äåéñòâèÿ lS∗. Èç óñëîâèÿ
àññîöèàòèâíîñòè lS∗ ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå (15)

lC
IM

K4 · lCKK1
M = lC

IK
M · lCMK1

K4 .

Âûïîëíèì â ýòîì óðàâíåíèè ñâåðòêó ïî èíäåêñàì
K4 è K1. Ïîëó÷èì

lC
IM

L · lCKLM = lC
IK
M · lCML

L . (17)

Òàê êàê ïðîèçâåäåíèå áàçèñíîãî âåêòîðà lE
K íà áà-

çèñíûé âåêòîð, îòëè÷íûé îò E0, íå ïðîåöèðóåòñÿ íà
ñåáÿ, òî âñå ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû, çà èñêëþ÷åíèåì

lC
0M

L, ÿâëÿþòñÿ áåññëåäîâûìè. Ïîýòîìó ñîîòíîøå-
íèå (17) èìååò âèä

lC
IM

L · lCKLM = lC
IK

0 · lC0L
L .

Îòñþäà ïîëó÷èì

gIK =
1

N
· lCIML · lCKLM ,

ãäå N�ðàçìåðíîñòü àëãåáðû lS∗.

II. ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ ÑÒÐÓÊÒÓÐÍÛÕ
ÌÀÒÐÈÖ

Ïðåäâàðèòåëüíî ñäåëàåì ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå.
Ìàòðèöû Äèðàêà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñòðóêòóðíûå
ìàòðèöû àëãåáðû Êëèôôîðäà, êîòîðàÿ ïðèâëåêàåòñÿ
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äëÿ îïèñàíèÿ êâàíòîâûõ ÿâëåíèé ñ ó÷àñòèåì ýëåê-
òðîíîâ. Îòñþäà ñëåäóåò òî çíà÷åíèå, êîòîðîå íóæíî
ïðèäàâàòü ñòðóêòóðíûì ìàòðèöàì. Ýòî çíà÷åíèå îáó-
ñëîâëåíî òåì, ÷òî â ñòðóêòóðíûõ ìàòðèöàõ îòðàæåíà
èíôîðìàöèÿ î çàêîíå óìíîæåíèÿ âåêòîðîâ â àëãåáðå,
ïðèâëåêàåìîé äëÿ îïèñàíèÿ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé. Â
ýòîì Ðàçäåëå óêàæåì àëãîðèòì è óñëîâèÿ âû÷èñëåíèÿ
ñòðóêòóðíûõ ìàòðèö ïîäàëãåáð àëãåáðû äåéñòâèÿ è
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö.

1. Êîíòðàâàðèàíòíûå àëãåáðû äåéñòâèÿ è
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè

1.1. Ïðàâàÿ êîíòðàâàðèàíòíàÿ àëãåáðà

Îáðàòèìñÿ ê âû÷èñëåíèþ ñòðóêòóðíûõ ìàòðèö ïðà-
âîé êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðû äåéñòâèÿ rS. Íàïîì-
íèì, ÷òî çàêîí óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ýòîé àë-
ãåáðû çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

reK1 ◦ reK2 = reK · rCKK1K2 . (18)

Ïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû rS óñòà-
íàâëèâàåò ñîîòâåòñòâèå ìåæäó áàçèñíûìè âåêòîðàìè
àëãåáðû è åå ñòðóêòóðíûìè ìàòðèöàìè

reK ∼ rC
K4
K1K .

Íîìåð ñòðóêòóðíîé ìàòðèöû K åñòü èíäåêñ áàçèñ-
íîãî âåêòîðà, êîòîðûé ïðåäñòàâëåí ýòîé ìàòðèöåé.
Èíäåêñ K4 íóìåðóåò ñòðîêè, à èíäåêñ K1 íóìåðóåò
ñòîëáöû ñòðóêòóðíîé ìàòðèöû.
Èç âûðàæåíèÿ (18) ñëåäóåò àëãîðèòì âû÷èñëå-

íèÿ ñòðóêòóðíûõ ìàòðèö, ñîîòâåòñòâóþùèõ áàçèñíûì
âåêòîðàì. Ñíà÷àëà íóæíî çàäàòü íîìåð ñòðóêòóðíîé
ìàòðèöû â ñîîòâåòñòâèè ñ íîìåðîì áàçèñíîãî âåêòî-
ðà (K). Çàòåì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòà ñòðóêòóðíîé
ìàòðèöû ñ íîìåðîì K, ðàñïîëîæåííîãî â ñòîëáöå ñ
íîìåðîì K1 è â ñòðîêå ñ íîìåðîì K4, íåîáõîäèìî áà-
çèñíûé âåêòîð, íîìåð êîòîðîãî K1 ñîâïàäàåò ñ íîìå-
ðîì ñòîëáöà ìàòðèöû, óìíîæèòü ñïðàâà íà áàçèñíûé
âåêòîð, íîìåð êîòîðîãî K ñîâïàäàåò ñ íîìåðîì ñòðóê-
òóðíîé ìàòðèöû. Äàëåå íóæíî îïðåäåëèòü áàçèñíûé
âåêòîð, íà êîòîðûé ïðîåöèðóåòñÿ ýòî ïðîèçâåäåíèå,
è ÷èñëåííîå çíà÷åíèå ïðîåêöèè. Òîãäà íîìåð K4 óêà-
çàííîãî áàçèñíîãî âåêòîðà îïðåäåëèò íîìåð ñòðîêè,
íà ïåðåñå÷åíèè êîòîðîé ñ ðàññìàòðèâàåìûì ñòîëáöîì
íåîáõîäèìî ïîñòàâèòü óêàçàííîå ÷èñëåííîå çíà÷åíèå
ïðîåêöèè. Óñëîâíî ýòîò àëãîðèòì îáîçíà÷èì re.

1.2. Ëåâàÿ êîíòðàâàðèàíòíàÿ àëãåáðà

Îáðàòèìñÿ ê âû÷èñëåíèþ ñòðóêòóðíûõ ìàòðèö ëå-
âîé êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðû äåéñòâèÿ lS. Íàïîì-
íèì, ÷òî çàêîí óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ýòîé
àëãåáðû çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

leK2
◦ leK1

= leK · lCKK1K2
. (19)

Ïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû lS óñòàíàâ-
ëèâàåò ñîîòâåòñòâèå ìåæäó áàçèñíûìè âåêòîðàìè àë-
ãåáðû è åå ñòðóêòóðíûìè ìàòðèöàìè

leK ∼ lC
K4
K1K .

Íîìåð ñòðóêòóðíîé ìàòðèöû K åñòü èíäåêñ áàçèñ-
íîãî âåêòîðà, êîòîðûé ïðåäñòàâëåí ýòîé ìàòðèöåé.
Èíäåêñ K4 íóìåðóåò ñòðîêè, à èíäåêñ K1 íóìåðóåò
ñòîëáöû ñòðóêòóðíîé ìàòðèöû.
Èç âûðàæåíèÿ (19) ñëåäóåò àëãîðèòì âû÷èñëå-

íèÿ ñòðóêòóðíûõ ìàòðèö, ñîîòâåòñòâóþùèõ áàçèñíûì
âåêòîðàì. Ñíà÷àëà íóæíî çàäàòü íîìåð ñòðóêòóðíîé
ìàòðèöû â ñîîòâåòñòâèè ñ íîìåðîì áàçèñíîãî âåêòî-
ðà (K). Çàòåì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòà ñòðóêòóðíîé
ìàòðèöû ñ íîìåðîì K, ðàñïîëîæåííîãî â ñòîëáöå ñ
íîìåðîì K1 è â ñòðîêå ñ íîìåðîì K4, íåîáõîäèìî áà-
çèñíûé âåêòîð, íîìåð êîòîðîãî K1 ñîâïàäàåò ñ íîìå-
ðîì ñòîëáöà ìàòðèöû, óìíîæèòü ñëåâà íà áàçèñíûé
âåêòîð, íîìåð êîòîðîãî K ñîâïàäàåò ñ íîìåðîì ñòðóê-
òóðíîé ìàòðèöû. Äàëåå íóæíî îïðåäåëèòü áàçèñíûé
âåêòîð, íà êîòîðûé ïðîåöèðóåòñÿ ýòî ïðîèçâåäåíèå,
è ÷èñëåííîå çíà÷åíèå ïðîåêöèè. Òîãäà íîìåð K4 óêà-
çàííîãî áàçèñíîãî âåêòîðà îïðåäåëèò íîìåð ñòðîêè,
íà ïåðåñå÷åíèè êîòîðîé ñ ðàññìàòðèâàåìûì ñòîëáöîì
íåîáõîäèìî ïîñòàâèòü óêàçàííîå ÷èñëåííîå çíà÷åíèå
ïðîåêöèè. Óñëîâíî ýòîò àëãîðèòì îáîçíà÷èì le.

2. Êîâàðèàíòíûå àëãåáðû äåéñòâèÿ è
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè

2.1. Ïðàâàÿ êîâàðèàíòíàÿ àëãåáðà

Îáðàòèìñÿ ê âû÷èñëåíèþ ñòðóêòóðíûõ ìàòðèö ïðà-
âîé êîâàðèàíòíîé àëãåáðû äåéñòâèÿ rS∗. Íàïîìíèì,
÷òî çàêîí óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ýòîé àëãåá-
ðû çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

rE
K1 ◦ rE

K2 = rC
K2K1

K · rEK . (20)

Ïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû rS∗ óñòà-
íàâëèâàåò ñîîòâåòñòâèå ìåæäó áàçèñíûìè âåêòîðàìè
àëãåáðû è åå ñòðóêòóðíûìè ìàòðèöàìè

rE
K ∼ rC

KK1
K4
.

Íîìåð ñòðóêòóðíîé ìàòðèöû K åñòü èíäåêñ áàçèñ-
íîãî âåêòîðà, êîòîðûé ïðåäñòàâëåí ýòîé ìàòðèöåé.
Èíäåêñ K1 íóìåðóåò ñòðîêè, à èíäåêñ K4 íóìåðóåò
ñòîëáöû ñòðóêòóðíîé ìàòðèöû.
Èç âûðàæåíèÿ (20) ñëåäóåò àëãîðèòì âû÷èñëå-

íèÿ ñòðóêòóðíûõ ìàòðèö, ñîîòâåòñòâóþùèõ áàçèñíûì
âåêòîðàì. Ñíà÷àëà íóæíî çàäàòü íîìåð ñòðóêòóðíîé
ìàòðèöû â ñîîòâåòñòâèè ñ íîìåðîì áàçèñíîãî âåêòî-
ðà (K). Çàòåì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòà ñòðóêòóðíîé
ìàòðèöû ñ íîìåðîì K, ðàñïîëîæåííîãî â ñòðîêå ñ íî-
ìåðîì K1 è â ñòîëáöå ñ íîìåðîì K4, íåîáõîäèìî áà-
çèñíûé âåêòîð, íîìåð êîòîðîãî K1 ñîâïàäàåò ñ íîìå-
ðîì ñòðîêè ìàòðèöû, óìíîæèòü ñïðàâà íà áàçèñíûé
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âåêòîð, íîìåð êîòîðîãî K ñîâïàäàåò ñ íîìåðîì ñòðóê-
òóðíîé ìàòðèöû. Äàëåå íóæíî îïðåäåëèòü áàçèñíûé
âåêòîð, íà êîòîðûé ïðîåöèðóåòñÿ ýòî ïðîèçâåäåíèå,
è ÷èñëåííîå çíà÷åíèå ïðîåêöèè. Òîãäà íîìåð K4 óêà-
çàííîãî áàçèñíîãî âåêòîðà îïðåäåëèò íîìåð ñòîëáöà,
íà ïåðåñå÷åíèè êîòîðîãî ñ ðàññìàòðèâàåìîé ñòðîêîé
íåîáõîäèìî ïîñòàâèòü óêàçàííîå ÷èñëåííîå çíà÷åíèå
ïðîåêöèè. Óñëîâíî ýòîò àëãîðèòì îáîçíà÷èì rE.

2.2. Ëåâàÿ êîâàðèàíòíàÿ àëãåáðà

Îáðàòèìñÿ ê âû÷èñëåíèþ ñòðóêòóðíûõ ìàòðèö ëå-
âîé êîâàðèàíòíîé àëãåáðû äåéñòâèÿ lS∗. Íàïîìíèì,
÷òî çàêîí óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ýòîé àëãåá-
ðû çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

lE
K2 ◦ lE

K1 = lC
K2K1

K · lEK . (21)

Ïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû lS∗ óñòà-
íàâëèâàåò ñîîòâåòñòâèå ìåæäó áàçèñíûìè âåêòîðàìè
àëãåáðû è åå ñòðóêòóðíûìè ìàòðèöàìè

lE
K ∼ lC

KK1
K4
.

Íîìåð ñòðóêòóðíîé ìàòðèöû K åñòü èíäåêñ áàçèñ-
íîãî âåêòîðà, êîòîðûé ïðåäñòàâëåí ýòîé ìàòðèöåé.
Èíäåêñ K1 íóìåðóåò ñòðîêè, à èíäåêñ K4 íóìåðóåò
ñòîëáöû ñòðóêòóðíîé ìàòðèöû.
Èç âûðàæåíèÿ (21) ñëåäóåò àëãîðèòì âû÷èñëå-

íèÿ ñòðóêòóðíûõ ìàòðèö, ñîîòâåòñòâóþùèõ áàçèñíûì
âåêòîðàì. Ñíà÷àëà íóæíî çàäàòü íîìåð ñòðóêòóðíîé
ìàòðèöû â ñîîòâåòñòâèè ñ íîìåðîì áàçèñíîãî âåêòî-
ðà (K). Çàòåì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòà ñòðóêòóðíîé
ìàòðèöû ñ íîìåðîì K, ðàñïîëîæåííîãî â ñòðîêå ñ
íîìåðîì K1 è â ñòîëáöå ñ íîìåðîì K4, íåîáõîäèìî
áàçèñíûé âåêòîð, íîìåð êîòîðîãî K1 ñîâïàäàåò ñ íî-
ìåðîì ñòðîêè ìàòðèöû, óìíîæèòü ñëåâà íà áàçèñíûé
âåêòîð, íîìåð êîòîðîãî K ñîâïàäàåò ñ íîìåðîì ñòðóê-
òóðíîé ìàòðèöû. Äàëåå íóæíî îïðåäåëèòü áàçèñíûé
âåêòîð, íà êîòîðûé ïðîåöèðóåòñÿ ýòî ïðîèçâåäåíèå,
è ÷èñëåííîå çíà÷åíèå ïðîåêöèè. Òîãäà íîìåð K4 óêà-
çàííîãî áàçèñíîãî âåêòîðà îïðåäåëèò íîìåð ñòîëáöà,
íà ïåðåñå÷åíèè êîòîðîãî ñ ðàññìàòðèâàåìîé ñòðîêîé
íåîáõîäèìî ïîñòàâèòü óêàçàííîå ÷èñëåííîå çíà÷åíèå
ïðîåêöèè. Óñëîâíî ýòîò àëãîðèòì îáîçíà÷èì lE.

3. Ñðàâíåíèå ñòðóêòóðíûõ ìàòðèö

3.1. Ïðàâûå àëãåáðû

Ñðàâíåíèå àëãîðèòìîâ re è rE ïîêàçûâàåò, ÷òî
ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû ïðàâîé êîíòðàâàðèàíòíîé àë-
ãåáðû rC

K
K1K2

îòëè÷àþòñÿ îò ñòðóêòóðíûõ ìàòðèö
ïðàâîé êîâàðèàíòíîé àëãåáðû rC

K2K1
K òåì, ÷òî ñòðî-

êè è ñòîëáöû ìàòðèö ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè, òî åñòü ìàò-
ðèöû rC

K2K1
K ÿâëÿþòñÿ òðàíñïîíèðîâàííûìè ïî îò-

íîøåíèþ ìàòðèöàì rC
K
K1K2

. Ïðè ýòîì ñèììåòðè÷-
íûå ìàòðèöû îñòàþòñÿ òåìè æå, à àíòèñèììåòðè÷íûå

ìàòðèöû ìåíÿþò çíàê. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì îãðà-
íè÷èìñÿ âû÷èñëåíèåì òîëüêî ñòðóêòóðíûõ ìàòðèö
ïðàâîé êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðû rC

K
K1K2 , èìåÿ â

âèäó, ÷òî ïî íèì ìîæíî ëåãêî óñòàíîâèòü ñòðóêòóð-
íûå ìàòðèöû ïðàâîé êîâàðèàíòíîé àëãåáðû rC

K2K1
K .

3.2. Ëåâûå àëãåáðû

Ñðàâíåíèå àëãîðèòìîâ lE è le ïîêàçûâàåò, ÷òî
ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû ëåâîé êîâàðèàíòíîé àëãåáðû

lC
K2K1

K îòëè÷àþòñÿ îò ñòðóêòóðíûõ ìàòðèö ëåâîé
êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðû lC

K
K1K2

òåì, ÷òî ñòðîêè
è ñòîëáöû ìàòðèö ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè, òî åñòü ìàò-
ðèöû lC

K
K1K2

ÿâëÿþòñÿ òðàíñïîíèðîâàííûìè ïî îò-
íîøåíèþ ìàòðèöàì lC

K2K1
K . Ïðè ýòîì ñèììåòðè÷-

íûå ìàòðèöû îñòàþòñÿ òåìè æå, à àíòèñèììåòðè÷íûå
ìàòðèöû ìåíÿþò çíàê. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì îãðà-
íè÷èìñÿ âû÷èñëåíèåì òîëüêî ñòðóêòóðíûõ ìàòðèö
ëåâîé êîâàðèàíòíîé àëãåáðû lC

K2K1
K , èìåÿ â âè-

äó, ÷òî ïî íèì ìîæíî ëåãêî óñòàíîâèòü ñòðóêòóðíûå
ìàòðèöû ëåâîé êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðû lC

K
K1K2

.

4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ

4.1. Òðåõìåðíîå îáðàçóþùåå ïðîñòðàíñòâî

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü áàçèñíûå âåêòîðû è êîîðäè-
íàòû ñëàãàåìûõ êîìïîíåíò âåêòîðà àëãåáðû â îïðåäå-
ëåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Òàê âåêòîð S ∈ S3 áóäåì
çàïèñûâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì1:

S = e32 S
32 + e13 S

13 + e21 S
21 + e0 S

0

+ e1 S
1 + e2 S

2 + e3 S
3 + e123 S

123 . (22)

Óêàçàííàÿ çàïèñü ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåìó ïî-
ðÿäêó èíäåêñîâ ñëàãàåìûõ êîìïîíåíò âåêòîðà:

(32, 13, 21, 0, 1, 2, 3, 123) .

Åñëè áû ìû èìåëè äåëî ñ âåêòîðíûì ïðîñòðàí-
ñòâîì, òî ïîðÿäîê èíäåêñîâ íå èìåë áû ñóùåñòâåííî-
ãî çíà÷åíèÿ. Íî äëÿ àëãåáðû ýòî íå òàê. Íàïîìíèì,
÷òî èìåííî äëÿ òàêîãî ïîðÿäêà èíäåêñîâ ìû ïîëó÷è-
ëè ìàòðèöû Äèðàêà. Íè â êàêîì äðóãîì ñëó÷àå ýòîò
ðåçóëüòàò áûë áû íåâîçìîæåí. Ïîïðîáóåì ðàçîáðàòü-
ñÿ, â ÷åì òóò äåëî. Â óêàçàííîì ïîðÿäêå âûäåëÿåòñÿ
ãðóïïà áàçèñíûõ âåêòîðîâ

le32 , le13 , le21 , le0 .

Çà ýòèì îáñòîÿòåëüñòâîì ñòîèò îïðåäåëåííûé ôè-
çè÷åñêèé ñìûñë. Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ïîñòðîåí-
íîå íà óêàçàííûõ áàçèñíûõ âåêòîðàõ, ÿâëÿåòñÿ àëãåá-
ðîé. Áîëåå òîãî, ýòà àëãåáðà èìååò ôóíäàìåíòàëüíîå

1 Èçëîæåííîå äàëåå îòíîñèòñÿ êàê ê ïðàâîé, òàê è ëåâîé àëãåá-
ðàì äåéñòâèÿ. Ïîýòîìó ñèìâîëû âåêòîðîâ r è l íå óêàçàíû.
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çíà÷åíèå äëÿ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö. Â êîâàðèàíòíîé
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ìîäèôèêàöèè ýòà àëãåá-
ðà åñòü àëãåáðà íåðåëÿòèâèñòñêîãî ñïèíà.
Äâà áàçèñíûõ âåêòîðà

le21 , le0

òàêæå âûäåëÿþòñÿ â îñîáûé áëîê, êîòîðûé òàêæå
îïðåäåëÿåò àëãåáðó, èìåþùóþ ôóíäàìåíòàëüíîå çíà-
÷åíèå äëÿ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö. Â êîâàðèàíòíîé ïðî-
ñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ìîäèôèêàöèè ýòà àëãåáðà
åñòü àëãåáðà òðåòüåé êîìïîíåíòû ñïèíà.

4.2. ×åòûðåõìåðíîå îáðàçóþùåå ïðîñòðàíñòâî

Â îáùåì ñëó÷àå ÷åòûðåõìåðíîãî îáðàçóþùåãî ïðî-
ñòðàíñòâà âåêòîð S ∈ S4 áóäåì çàïèñûâàòü â ñëåäóþ-
ùåì ïîðÿäêå èíäåêñîâ ñëàãàåìûõ êîìïîíåíò:

S = e32 S
32 + e13 S

13 + e21 S
21 + e0 S

0 +

+ e42 S
42 + e14 S

14 + e1324 S
1324 + e34 S

34 +

+ e1 S
1 + e2 S

2 + e3 S
3 + e123 S

123 +

+ e134 S
134 + e234 S

234 + e4 S
4 + e124 S

124 .

Óêàçàííàÿ çàïèñü ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåìó ïî-
ðÿäêó èíäåêñîâ:

(32, 13, 21, 0, 42, 14, 1324, 34, 1, 2, 3, 123, 134, 234, 4, 124) .

Â óêàçàííîì ïîðÿäêå âûäåëÿåòñÿ ãðóïïà áàçèñíûõ
âåêòîðîâ

le32 , le13 , le21 , le0 , le42 , le14 , le1324 , le34 .

Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ïîñòðîåííîå íà óêàçàííûõ
áàçèñíûõ âåêòîðàõ, ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé. Ýòà àëãåáðà
èìååò ôóíäàìåíòàëüíîå çíà÷åíèå äëÿ ýëåìåíòàðíûõ
÷àñòèö. Â ëåâîé ìîäèôèêàöèè ýòà àëãåáðà åñòü àëãåá-
ðà ðåëÿòèâèñòñêîãî ñïèíà.

5. Ïðåäñòàâëåíèå íàä ïîëåì ãèïåð÷èñåë

5.1. Ïðåäñòàâëåíèå íàä ïîëåì äâóìåðíûõ ãèïåð÷èñåë

Âåêòîð S ∈ S3 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå2 :

S = e13 ◦ (e21 ′S32 + e0 S
13) +

+ e0 ◦ (e21 S21 + e0 S
0) + e2 ◦ (e21 S1 + e0 S

2) +

+ e123 ◦ (e21 ′S3 + e0 S
123) .

2 Øòðèõ ïåðåä êîîðäèíàòîé îçíà÷àåò, ÷òî çòà êîîðäèíàòà
óìíîæàåòñÿ íà çíàê ñîîòâåòñòâóþùåé ñîñåäíåé òðàíñïîçè-
öèè. Íàïðèìåð,

′S3 = S3 · sign(2, 3) · sign(1, 3) .

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóåò çàïèñè àëãåáðû S3
â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ S2 × S1. Áàçèñíûìè âåêòîðàìè
àëãåáðû S2 ÿâëÿþòñÿ e13, e0, e2, e123; áàçèñíûìè âåê-
òîðàìè àëãåáðû S1 ÿâëÿþòñÿ e21, e0.
Òàêæå âåêòîð S ∈ S4 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

S = e13 ◦ (e21 ′S32 + e0 S
13) +

+ e0 ◦ (e21 S21 + e0 S
0) + e14 ◦ (e21 ′S42 + e0 S

14) +

+ e34 ◦ (e21 ′S1324 + e0 S
34) + e2 ◦ (e21 S1 + e0 S

2) +

+ e123 ◦ (e21 ′S3 + e0 S
123) + e234 ◦ (e21 ′S134 + e0 S

234) +

+ e124 ◦ (e21 ′S4 + e0 S
124) .

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóåò çàïèñè àëãåáðû S4
â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ S3 × S1. Áàçèñíûìè âåêòîðàìè
àëãåáðû S3 ÿâëÿþòñÿ e13, e0, e2, e123; e14, e34, e234, e124;
áàçèñíûìè âåêòîðàìè àëãåáðû S1 ÿâëÿþòñÿ e21, e0.
Âûðàæåíèÿ â ñêîáêàõ â ýòèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ðàñ-

ñìàòðèâàòü êàê êîîðäèíàòû âåêòîðà S íàä ïîëåì
ãèïåð÷èñåë ðàçìåðíîñòè äâà. Ïðè ýòîì àëãåáðà S1
âûñòóïàåò êàê ìíîæåñòâî óêàçàííûõ ãèïåð÷èñåë. Áà-
çèñíûé âåêòîð e0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äåéñòâèòåëü-
íóþ åäèíèöó, à áàçèñíûé âåêòîð e21 ðàññìàòðèâà-
åòñÿ êàê âòîðàÿ ãèïåðúåäèíèöà. Â òîì ñëó÷àå, åñëè
sign(1, 2) = −1 (â ýòîì ñëó÷àå (e21)

2 = −1) áàçèñ-
íûé âåêòîð e21 ðàññìàòðèâàåì êàê ìíèìóþ åäèíèöó,
àëãåáðà S1 âûñòóïàåò êàê ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ
÷èñåë. Â ðåçóëüòàòå èìååì êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëå-
íèå àëãåáðû äåéñòâèÿ S. Èìåííî â òàêîì âèäå áûëà
ñîçäàíà êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà, è ïîýòîìó ìíèìàÿ åäè-
íèöà ïðèîáðåëà òàèíñòâåííóþ, òðàíñöåíäåíòíóþ ðîëü
â êâàíòîâîé òåîðèè. Â äåéñòâèòåëüíîñòè ñ íåþ ñâÿ-
çàí ëèøü ñïîñîá çàïèñè ñîîòâåòñòâóþùåãî áàçèñíîãî
âåêòîðà.
Â òîì ñëó÷àå, åñëè sign(1, 2) = 1 (â ýòîì ñëó÷àå

(e21)
2 = 1) áàçèñíûé âåêòîð e21 ðàññìàòðèâàåì êàê

a-åäèíèöó, àëãåáðà S1 âûñòóïàåò êàê ìíîæåñòâî a-
ãèïåð÷èñåë. Â ðåçóëüòàòå èìååì a-ïðåäñòàâëåíèå àë-
ãåáðû äåéñòâèÿ S.

5.2. Ïðåäñòàâëåíèå íàä ïîëåì ÷åòûðåõìåðíûõ
ãèïåð÷èñåë

Êðîìå òîãî, âåêòîð S ∈ S3 ìîæåò áûòü çàïèñàí â
ñëåäóþùåì âèäå:

S = e0 ◦ (e32 S32 + e13 S
13 + e21 S

21 + e0 S
0)

+ e123 ◦ (e32 ′S1 + e13
′S2 + e21

′S3 + e0 S
123) .

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóåò çàïèñè àëãåáðû S3
â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ S1 × S2. Áàçèñíûìè âåêòîðàìè
àëãåáðû S1 ÿâëÿþòñÿ e0, e123; áàçèñíûìè âåêòîðàìè
àëãåáðû S2 ÿâëÿþòñÿ e32, e13, e21, e0.
Òàêæå âåêòîð S ∈ S4 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

S = e0 ◦ (e32 S32 + e13 S
13 + e21 S

21 + e0 S
0) +

+ e34 ◦ (e32 ′S42 + e13
′S14 + e21

′S1324 + e0 S
34) +

+ e123 ◦ (e32 S1 + e13
′S2 + e21

′S3 + e0 S
123) +

+ e124 ◦ (e32 ′S134 + e13
′S234 + e21

′S4 + e0 S
124) .
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Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóåò çàïèñè àëãåáðû
S4 â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ S2 × S2. Áàçèñíûìè âåêòî-
ðàìè îäíîé àëãåáðû S2 ÿâëÿþòñÿ e0, e123, e34, e124;
áàçèñíûìè âåêòîðàìè äðóãîé àëãåáðû S2 ÿâëÿþòñÿ
e32, e13, e21, e0.
Âûðàæåíèÿ â ñêîáêàõ â ýòèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ðàñ-

ñìàòðèâàòü êàê êîîðäèíàòû âåêòîðà S íàä ïîëåì ãè-
ïåð÷èñåë ðàçìåðíîñòè ÷åòûðå. Ïðè ýòîì àëãåáðà S2
âûñòóïàåò êàê ìíîæåñòâî óêàçàííûõ ãèïåð÷èñåë. ×å-
òûðåì ãèïåðúåäèíèöàì ñîîòâåòñòâóþò áàçèñíûå âåê-
òîðû e32, e13, e21, e0. Áàçèñíûé âåêòîð e0 ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé äåéñòâèòåëüíóþ åäèíèöó.
Â òîì ñëó÷àå, åñëè3

sign(1, 2) = sign(1, 3) = sign(3, 2) = −1 ,

àëãåáðà S2 âûñòóïàåò êàê ìíîæåñòâî êâàòåðíèîíîâ. Â
ðåçóëüòàòå ìû èìååì êâàòåðíèîííîå ïðåäñòàâëåíèå
àëãåáðû äåéñòâèÿ S4.

5.3. Ïðåäñòàâëåíèå íàä ïîëåì âîñüìèìåðíûõ
ãèïåð÷èñåë

Òàêæå âåêòîð S ∈ S4 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

S = e0 ◦ (e32 S32 + e13 S
13 + e21 S

21 + e0 S
0 +

+ e42 S
42 + e14

′S14 + e1324
′S1324 + e34 S

34) +

+ e123 ◦ (e32 S1 + e13
′S2 + e21

′S3 + e0 S
123) +

+ e42
′S134 + e14

′S234 + e1324
′S4 + e34 S

124) .

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóåò çàïèñè àëãåáðû S4
â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ S1 × S3. Áàçèñíûìè âåêòîðàìè
îäíîé àëãåáðû S1 ÿâëÿþòñÿ e0, e123; áàçèñíûìè âåê-
òîðàìè äðóãîé àëãåáðû S3 ÿâëÿþòñÿ e32, e13, e21, e0,
e42, e14, e1324, e34.
Âûðàæåíèÿ â ñêîáêàõ â ýòèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ðàñ-

ñìàòðèâàòü êàê êîîðäèíàòû âåêòîðà S íàä ïîëåì ãè-
ïåð÷èñåë ðàçìåðíîñòè âîñåìü. Ïðè ýòîì àëãåáðà S3
âûñòóïàåò êàê ìíîæåñòâî óêàçàííûõ ãèïåð÷èñåë. ×å-
òûðåì ãèïåðåäèíèöàì ñîîòâåòñòâóþò áàçèñíûå âåêòî-
ðû e32, e13, e21, e0, e42, e14, e1324, e34. Áàçèñíûé âåêòîð
e0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äåéñòâèòåëüíóþ åäèíèöó.

6. Ñæàòîå ïðåäñòàâëåíèå êîíòðàâàðèàíòíîé
àëãåáðû

Ñæàòîå ïðåäñòàâëåíèå íåîáõîäèìî ââåñòè óæå ïîòî-
ìó, ÷òî ìàòðèöû Äèðàêà åñòü ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû
àëãåáðû Êëèôôîðäà â ñæàòîì ïðåäñòàâëåíèè.

3 â ýòîì ñëó÷àå

( re21)
2 = ( re13)

2 = ( re32)
2 = −1 .

Ñæàòûì íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå àë-
ãåáðû Sn â åå ïîäàëãåáðå Sn−k, ãäå k < n.
Ðàññìîòðèì ñæàòîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Sn â åå

ïîäàëãåáðå Sn−1.
Ðàçîáüåì áàçèñíûå âåêòîðû eI àëãåáðû Sn íà äâå

ãðóïïû eI1 è eI2 ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì âåêòîðîâ òàê,
÷òîáû âåêòîðû eI1 îáðàçîâûâàëè àëãåáðó. Â ñèëó ñèì-
ìåòðèé àëãåáðû çàêîí óìíîæåíèÿ àëãåáðû Sn ïðèíè-
ìàåò âèä

eK1
◦ eI1 = eL1

CL1
K1I1 , (23)

eK2
◦ eI1 = eL2

CL2
K2I1 , (24)

eK1
◦ eI2 = eL2

CL2
K1I2 ,

eK2 ◦ eI2 = eL1 C
L1
K2I2 .

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ïðèáëèæåííî áàçèñíûå âåêòî-
ðû eL2

ìîæíî çàìåíèòü íà áàçèñíûå âåêòîðû eL1
ñ

ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ

eL2 = eL1 · PL1
L2 ,

ãäå PL2
L1

åñòü ìàòðèöà ñîîòâåòñòâèé. Òîãäà ñîîòíî-
øåíèå (24) ïðèíèìàåò âèä

eK2
◦ eI1 = eL1

· PL1
L2

· CL2
K2I1 . (25)

Â ñæàòîì ïðåäñòàâëåíèè áàçèñíûå âåêòîðû ïîäàë-
ãåáðû Sn−1 ïðåäñòàâëÿþòñÿ òî÷íî, à îñòàëüíûå áàçèñ-
íûå âåêòîðû � ïðèáëèæåííî. Ñîîòíîøåíèÿ (23) è (25)
ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû àëãåáðû
Sn â åå ïîäàëãåáðå Sn−1. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæ-
íî ðàññìîòðåòü ñæàòîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Sn â åå
ïîäàëãåáðå Sn−k, ãäå k < n, ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíîãî
âûïîëíåíèÿ íåñêîüêèõ ñæàòèé.

6.1. Ïåðâîå ñæàòîå ïðåäñòàâëåíèå

Ðàññìîòðèì ñæàòîå ïðåäñòàâëåíèå S4 â åå ïîäàëãåá-
ðå S3, ïîñòðîåííîé íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ e32, e13, e21,
e0, e1, e2, e3, e123. Äëÿ ýòîãî ïîëîæèì, ÷òî ïðè âû÷èñ-
ëåíèè ïî ôîðìóëå (25) áàçèñíûå âåêòîðû ñ èíäåêñàìè

42, 14, 1324, 34, 134, 234, 4, 124

çàìåíÿþòñÿ íà áàçèñíûå âåêòîðû ñ èíäåêñàìè4

32, 13, 21, 0, 1, 2, 3, 123

ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ðàçìåðíîñòü ñòðóêòóðíûõ ìàò-
ðèö àëãåáðû S4 ïîíèæàåòñÿ âäâîå è ðàâíà 8 × 8 â
äåéñòâèòåëüíîì ïðåäñòàâëåíèè, 4 × 4 â ïðåäñòàâ-
ëåíèè 2-ãèïåð÷èñëàìè5 è 2 × 2 â ïðåäñòàâëåíèè 4-
ãèïåð÷èñëàìè. Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû ïðîñòðàíñòâåí-
íûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ àëãåáðû S4 â ñæàòîì ïðåä-
ñòàâëåíèè ñîâïàäàþò ñ òî÷íûìè ìàòðèöàìè àëãåáðû

4 Ïðè òàêîì ñæàòèè áàçèñíûé âåêòîð e4 îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ áà-
çèñíûì âåêòîðîì e3.

5 Èìåííî òàê ñôîðìèðîâàíû ìàòðèöû Äèðàêà.
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S3. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå íàçâàíî ïåðâûì ñæàòûì è
îáîçíà÷åíî

R1 : S4 → S3 {e32, e13, e21, e0, e1, e2, e3, e123}.

6.2. Âòîðîå ñæàòîå ïðåäñòàâëåíèå

Ðàññìîòðèì ñæàòîå ïðåäñòàâëåíèå

R2 : S4 → S2 {e32, e13, e21, e0} ,

êîòîðîå íàçûâàíî âòîðûì ñæàòûì ïðåäñòàâëåíèåì.
Äëÿ ýòîãî ïîëîæèì, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè ïî ôîðìóëå
(25) áàçèñíûå âåêòîðû ñ èíäåêñàìè (42, 14, 1324, 34),
(134, 234, 4, 124) è (1, 2, 3, 123) îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ áà-
çèñíûìè âåêòîðàìè ñ èíäåêñàìè (32, 13, 21, 0) ñîîòâåò-
ñòâåííî. Òîãäà ðàçìåðíîñòü ñòðóêòóðíûõ ìàòðèö àë-
ãåáðû S4 ïîíèæàåòñÿ âäâîå â ñðàâíåíèè ñ ïåðâûì ñæà-
òûì ïðåäñòàâëåíèåì è ðàâíà 4 × 4 â äåéñòâèòåëüíîì
ïðåäñòàâëåíèè, 2×2 â ïðåäñòàâëåíèè 2-ãèïåð÷èñëàìè
è 1× 1 â ïðåäñòàâëåíèè 4-ãèïåð÷èñëàìè.

6.3. Òðåòüå ñæàòîå ïðåäñòàâëåíèå

Ðàññìîòðèì ñæàòîå ïðåäñòàâëåíèå

R3 : S4 → S1 {e21, e0} ,

êîòîðîå ìû íàçûâàëè òðåòüèì ñæàòûì ïðåäñòàâ-
ëåíèåì. Äëÿ ýòîãî ïîëîæèì, ÷òî áàçèñíûå âåêòîðû ñ
èíäåêñàìè (42, 14), (1324, 34), (134, 234), (4, 124), (1, 2),
(3, 123), (32, 13) îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ áàçèñíûìè âåêòî-
ðàìè ñ èíäåêñàìè (21, 0) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ðàç-
ìåðíîñòü ñòðóêòóðíûõ ìàòðèö àëãåáðû S4 ïîíèæàåò-
ñÿ âäâîå â ñðàâíåíèè ñ âòîðûì ñæàòûì ïðåäñòàâëå-
íèåì è ðàâíà 2 × 2 â äåéñòâèòåëüíîì ïðåäñòàâëåíèè,
1× 1 â ïðåäñòàâëåíèè 2-ãèïåð÷èñëàìè.
Ïðåäâàðèòåëüíî çàìåòèì, ÷òî òåîðèÿ ýëåêòðîíà Äè-

ðàêà èñïîëüçóåò ïåðâîå ñæàòîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåá-
ðû Êëèôôîðäà, òåîðèÿ ýëåêòðîíà Ïàóëè èñïîëüçóåò
âòîðîå ñæàòîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Êëèôôîðäà, à
òåîðèÿ ýëåêòðîíàØðåäèíãåðà èñïîëüçóåò òðåòüå ñæà-
òîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Êëèôôîðäà.

III. ÂÛÂÎÄÛ ÏÎ ÃËÀÂÅ

� Ïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû ïîçâî-
ëÿåò ïðåäñòàâèòü âåêòîðû àëãåáðû ìàòðèöàìè,
à óìíîæåíèå âåêòîðîâ ïðåäñòàâèòü óìíîæåíèåì
ìàòðèö.

� Ïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå ïðàâîé êîíòðà-
âàðèàíòíîé àëãåáðû äåéñòâèÿ è ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö ñòàâèò â ñî-
îòâåòñòâèå ◦-óìíîæåíèþ áàçèñíûõ âåêòîðîâ óìíî-
æåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðàâûõ ñòðóêòóðíûõ
ìàòðèö â îáðàòíîì ïîðÿäêå.

� Ïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå ëåâîé êîíòðàâà-
ðèàíòíîé àëãåáðû äåéñòâèÿ è ïðîñòðàíñòâà-âðå-
ìåíè ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö ñòàâèò â ñîîòâåò-
ñòâèå ◦-óìíîæåíèþ áàçèñíûõ âåêòîðîâ óìíîæå-
íèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ëåâûõ ñòðóêòóðíûõ ìàò-
ðèö â òîì æå ïîðÿäêå.

� Ïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå ïðàâîé êîâà-
ðèàíòíîé àëãåáðû äåéñòâèÿ è ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö ñòàâèò â ñî-
îòâåòñòâèå ◦-óìíîæåíèþ áàçèñíûõ âåêòîðîâ óìíî-
æåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðàâûõ ñòðóêòóðíûõ
ìàòðèö â òîì æå ïîðÿäêå.

� Ïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå ëåâîé êîâàðè-
àíòíîé àëãåáðû äåéñòâèÿ è ïðîñòðàíñòâà-âðåìå-
íè ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö ñòàâèò â ñîîòâåò-
ñòâèå ◦-óìíîæåíèþ áàçèñíûõ âåêòîðîâ óìíîæå-
íèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ëåâûõ ñòðóêòóðíûõ ìàò-
ðèö â îáðàòíîì ïîðÿäêå.

� Ñëàãàåìûå âåêòîðîâ àëãåáð äåéñòâèÿ è ïðîñò-
ðàíñòâà-âðåìåíè ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö íåîá-
õîäèìî çàïèñûâàòü, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèé ïîðÿ-
äîê èíäåêñîâ

(32, 13, 21, 0, 42, 14, 1324, 34, 1, 2, 3, 123, 134, 234, 4, 124) .

� Ïåðåõîä îò ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
ê ìíîæåñòâó ãèïåð÷èñåë ïîçâîëÿåò êîìïàêòè-
ôèöèðîâàòü çàïèñü âåêòîðîâ àëãåáð äåéñòâèÿ
è ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷à-
ñòèö.

� Ñæàòîå ïðåäñòàâëåíèå ïîçâîëÿåò ðàññìàòðè-
âàòü âåêòîðû àëãåáð äåéñòâèÿ è ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö â ïðèáëèæåí-
íîé ôîðìå. Òåîðèÿ ýëåêòðîíà Äèðàêà èñïîëüçó-
åò ïåðâîå ñæàòîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Êëèô-
ôîðäà, òåîðèÿ ýëåêòðîíà Ïàóëè èñïîëüçóåò âòî-
ðîå ñæàòîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Êëèôôîðäà,
à òåîðèÿ ýëåêòðîíà Øðåäèíãåðà èñïîëüçóåò òðå-
òüå ñæàòîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Êëèôôîðäà.
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ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ëåïòîíîâ

I. ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÛÅ ÇÀÌÅ×ÀÍÈß

Àëãåáðà äåéñòâèÿ ëåïòîíîâ åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé
àëãåáðû äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö S, ñî-
îòâåòñòâóþùèé ÷àñòíîìó ñëó÷àþ ñîñåäíåé ïåðåñòà-
íîâêè áàçèñíûõ âåêòîðâ îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà.
Òàêæå àëãåáðà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ëåïòîíîâ åñòü
÷àñòíûé ñëó÷àé àëãåáðû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ôóí-
äàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö X.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû î÷åâèäíî âûäåëèòü ýòîò ñëó÷àé,

äëÿ àëãåáðû ëåïòîíîâ (äåéñòâèÿ è ïðîñòðàíñòâà-âðå-
ìåíè) ââåäåì äðóãîå îáîçíà÷åíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ.
Âìåñòî îáîçíà÷åíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ e ââåäåì îáî-
çíà÷åíèå ε, à âìåñòî E ââåäåì îáîçíà÷åíèå E . Êðî-
ìå òîãî, ââåäåì ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå äëÿ àëãåáðû
äåéñòâèÿ ëåïòîíîâ C è ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå äëÿ
àëãåáðû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ëåïòîíîâ XL.
Ýòà Ãëàâà îòíîñèòñÿ ê ëåïòîíàì, êîòîðûå íàçâàíû

íåðåëÿòèâèñòñêèìè. Ýòî íàçâàíèå íå îçíà÷àåò, ÷òî
ðàññìàòðèâàþòñÿ ëåïòîíû, äâèæóùèåñÿ ñ ñêîðîñòüþ,
ìíîãî ìåíüøåé ñêîðîñòè ñâåòà. Ýòî íàçâàíèå îçíà÷à-
åò, ÷òî ðàññìàòðèâàþòñÿ ëåïòîíû, â ôîðìèðîâàíèè
âîëíîâîé ôóíêöèè êîòîðûõ íå ó÷àñòâóþò âðåìåíè-
ïîäîáíûå êîìïîíåíòû, òî åñòü îáðàçóþùåå ïðîñòðàí-
ñòâî àëãåáðû äåéñòâèÿ òàêèõ ëåïòîíîâ ïîëàãàåòñÿ ïî-
äîáíûì ãåîìåòðè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó.

II. ÊÎÍÒÐÀÂÀÐÈÀÍÒÍÀß ÀËÃÅÁÐÀ
ÄÅÉÑÒÂÈß ÍÅÐÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÈÕ

ËÅÏÒÎÍÎÂ

Â ýòîì Ðàçäåëå ðàññìîòðèì êîíòðàâàðèàíòíóþ àë-
ãåáðó äåéñòâèÿ ëåïòîíîâ ñ òðåõìåðíûì îáðàçóþùèì
ïðîñòðàíñòâîì1 C3.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì III.1 Ãëàâû 3.4 âîëíîâàÿ

ôóíêöèÿ ëåïòîíîâ â ýòîì ñëó÷âå îïðåäåëåíà ñëåäóþ-
ùåé äèàãðàììîé Þíãà:

?

1
2
3

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè äëÿ
îáðàçóþùèõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ àëãåáðû ëåïòîíîâ2

12 = −21 , 13 = −31 , 23 = −32 .

1 Ïîäîáíûì ãåîìåòðè÷åñêîìó ïðñòðàíñòâó.
2 Ïðèâåäåííûå ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ îïðåäåëÿþò àë-
ãåáðó, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé Êëèôôîðäà, òî÷íåå àë-
ãåáðó Êëèôôîðäà ñ òðåõìåðíûì îáðàçóþùèì ïðîñòðàí-
ñòâîì.

Â ðåçóëüòàòå âîëíîâàÿ ôóíêöèè ëåïòîíîâ èìååò âèä

ψ = e0 ψ
0 + e1 ψ

1 + e2 ψ
2 + e3 ψ

3 +

+e[21] ψ
[21] + e[13] ψ

[13] + e[32] ψ
[32] + e123 ψ

[123] .(1)

Ïåðåïèøåì ýòî âûðàæåíèå ñ ó÷åòîì ïðèíÿòîãî ïå-
ðåîáîçíà÷åíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ è ïðèíÿòîãî ïîðÿä-
êà èíäåêñîâ ñëàãàåìûõ êîìïîíåíò âåêòîðà ψ

(32, 13, 21, 0, 1, 2, 3, 123) .

Ïîëó÷èì

ψ = ε32 ψ
32 + ε13 ψ

13 + ε21 ψ
21 + ε0 ψ

0 +

+ ε1 ψ
1 + ε2 ψ

2 + ε3 ψ
3 + ε123 ψ

123 (2)

èëè â êîìïàêòíîé çàïèñè

ψ = εA ψ
A ,

ãäå èíäåêñ A ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ

A ∼ (32, 13, 21, 0, 1, 2, 3, 123) .

1. Äåéñòâèòåëüíîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû
äåéñòâèÿ ëåïòîíîâ C3

Çàïèñè âåêòîðà ψ (2) ñîîòâåòñòâóåò äåéñòâèòåëüíîå
ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû äåéñòâèÿ ëåïòîíîâ C3. Â ýòîì
ñëó÷àå ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû, êîòîðûìè ïðåäñòàâëå-
íû áàçèñíûå âåêòîðû

CA1
A2A ∼ εA ,

èìåþò äåéñòâèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû, à ðàçìåðíîñòü
ìàòðèö ðàâíà 8× 8 (ñì. Ðàçäåë III). Ïîìèìî äåéñòâè-
òåëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, áóäåì èñïîëüçîâàòü êîì-
ïëåêñíîå, êâàòåðíèîííîå è áèêâàòåðíèîííîå ïðåä-
ñòàâëåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ àëãåáðû Êëèôôîðäà,
óäîáíûå â ñèëó ñâîåé êîìïàêòíîñòè.

2. Êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû äåéñòâèÿ
ëåïòîíîâ C3

Êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû äåéñòâèÿ ëåï-
òîíîâ C3 îñíîâàíî íà ñëåäóþùåé çàïèñè âåêòîðà ψ:

ψ = ε13 ◦ (ε21 ψ32 + ε0 ψ
13) + ε0 ◦ (ε21 ψ21 + ε0 ψ

0) +

+ε2 ◦ (ε21 ψ1 + ε0 ψ
2) + ε123 ◦ (ε21 ψ3 + ε0 ψ

123) .

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóåò çàïèñè àëãåáðû
C3 â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ C2 × C1 (çäåñü íèæíèé èí-
äåêñ åñòü ðàçìåðíîñòü îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà).
Áàçèñíûìè âåêòîðàìè àëãåáðû C2 ÿâëÿþòñÿ

ε13 , ε0 , ε2 , ε123 ;
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áàçèñíûìè âåêòîðàìè àëãåáðû C1 ÿâëÿþòñÿ

ε21 , ε0 .

Ïðîñòðàíñòâî C1 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðî-
ñòðàíñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Äëÿ ýòîãî áàçèñíîìó
âåêòîðó ε21 àëãåáðû C1 ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ìíè-
ìóþ åäèíèöó i, èìåÿ â âèäó, ÷òî (ε21)

2 = −1, à áàçèñ-
íîìó âåêòîðó ε0 àëãåáðû C1 ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå
äåéñòâèòåëüíóþ åäèíèöó

ε21 ∼ i , ε0 ∼ 1 .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì âåêòîð àëãåáðû C3 â êîì-
ïëåêñíîì ïðåäñòàâëåíèè

ψ = ε13 ◦ (i ψ32 + ψ13) + ε0 ◦ (i ψ21 + ψ0)+

+ε2 ◦ (i ψ1 + ψ2) + ε123 ◦ (i ψ3 + ψ123) .
(3)

Òàêèì îáðàçîì, â êîìïëåêñíîì ïðåäñòàâëåíèè êî-
îðäèíàòû (êîìïîíåíòû) âåêòîðà ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñ-
íûìè. Ââåäåì äëÿ íèõ îáîçíà÷åíèÿ

ψ13 = i ψ32 + ψ13 , ψ0 = i ψ21 + ψ0 ,

ψ2 = i ψ1 + ψ2 , ψ123 = i ψ3 + ψ123 .
(4)

Ñ ó÷åòîì ýòîãî âåêòîð ψ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ψ = ε13ψ
13 + ε0ψ

0 + ε2ψ
2 + ε123ψ

123 (5)

èëè â êîìïàêòíîé çàïèñè

ψ = εα ψ
α ,

ãäå èíäåêñ α ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ

α ∼ (13, 0, 2, 123) .

Îòñþäà âèäíî, ÷òî â êîìïëåêñíîì ïðåäñòàâëåíèè
âåêòîð ψ ïðîåöèðóåòñÿ íà íàïðàâëåíèÿ ε13, ε0, ε2, ε123,
òî åñòü âîëíîâóþ ôóíêöèþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷è-
ñåë.
Â êîìïëåêñíîì ïðåäñòàâëåíèè ñòðóêòóðíûå ìàòðè-

öû, êîòîðûìè ïðåäñòàâëåíû áàçèñíûå âåêòîðû εA,

Cα1
α2A ∼ εA

èìåþò ðàçìåðíîñòü 4 × 4. Êîýôôèöèåíòû ìàòðèö
ïðåäñòàâëåíû ñèñòåìîé ãèïåð÷èñåë (ñì. Ðàçäåë III).

3. Êâàòåðíèîííîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû
äåéñòâèÿ ëåïòîíîâ C3

Êâàòåðíèîííîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû äåéñòâèÿ
ëåïòîíîâ C3 îñíîâàíî íà ñëåäóþùåé çàïèñè âåêòîðà
ψ:

ψ = ε0 ◦ (ε32 ψ32 + ε13 ψ
13 + ε21 ψ

21 + ε0 ψ
0) +

+ε123 ◦ (ε32 ψ1 + ε13 ψ
2 + ε21 ψ

3 + ε0 ψ
123)ε123 .

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóåò çàïèñè àëãåáðû
C3 â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ C1 ×C2. Áàçèñíûìè âåêòîðà-
ìè àëãåáðû C1 ÿâëÿþòñÿ

ε0 , ε123 ;

áàçèñíûìè âåêòîðàìè àëãåáðû C2 ÿâëÿþòñÿ

ε32 , ε13 , ε21 , ε0 .

Ïîñëåäíÿÿ àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé êâàòåðíèî-
íîâ, òàê êàê

(ε0)
2 = ε0 , (ε32)

2 = (ε13)
2 = (ε21)

2 = −ε0 ,
ε0 ◦ ε32 = ε32 ◦ ε0 = ε32 ,

ε0 ◦ ε13 = ε13 ◦ ε0 = ε13 ,

ε0 ◦ ε21 = ε21 ◦ ε0 = ε21 ,

ε32 ◦ ε13 = −ε13 ◦ ε32 = ε21 ,

ε13 ◦ ε21 = −ε21 ◦ ε13 = ε32 ,

ε21 ◦ ε32 = −ε32 ◦ ε21 = ε13 .

Äëÿ áàçèñíûõ êâàòåðíèîíîâ èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå
îáîçíà÷åíèÿ 3:

q1 , q2 , q3 , q0 .

Çàìåíèì áàçèñíûå âåêòîðû ε32, ε13, ε21, ε0 êâàòåð-
íèîíàìè â ñîîòâåòñòâèè

ε32 ∼ q1 ,
ε13 ∼ q2 ,
ε21 ∼ q3 ,
ε0 ∼ q0 .

Ïîëó÷èì âåêòîð àëãåáðû C3 â êâàòåðíèîííîì ïðåä-
ñòàâëåíèè

ψ = ε0 · (q1 · ψ32 + q2 ψ
13 + q3 ψ

21 + ψ0) +

+ε123 · (q1 ψ1 + q2 ψ
2 + q3 ψ

3 + ψ123) .

Òàêèì îáðàçîì, â êâàòåðíèîííîì ïðåäñòàâëåíèè êî-
îðäèíàòû(êîìïîíåíòû) âåêòîðà ÿâëÿþòñÿ êâàòåðíèî-
íàìè. Ââåäåì äëÿ íèõ îáîçíà÷åíèÿ

Ψ0 = q1 ψ
32 + q2 ψ

13 + q3 ψ
21 + ψ0 ,

Ψ123 = q1 ψ
1 + q2 ψ

2 + q3 ψ
3 + ψ123 .

(6)

3 Íàïîìíèì, ÷òî êâàòåðíèîíû � ýòî ÷èñëà âèäà

α0 · q0 + α1 · q1 + α2 · q2 + α3 · q3 ,
ãäå α0, α1, α2, α3 � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, à q0, q1, q2, q3 � áà-
çèñíûå êâàòåðíèîíû, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
ïðàâèëà óìíîæåíèÿ:

q0 ◦ q0 = q0 , qi ◦ qi = −q0 ,
q0 ◦ qi = qi ◦ q0 = qi , (i = 1, 2, 3) ,

q1 ◦ q2 = −q2 ◦ q1 = q3 ,

q2 ◦ q3 = −q3 ◦ q2 = q1 ,

q3 ◦ q1 = −q1 ◦ q3 = q2 .
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Ñ ó÷åòîì ýòîãî âåêòîð ψ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ψ = ε0 Ψ
0 + ε123 Ψ

123

èëè â êîìïàêòíîé çàïèñè

ψ = εaΨ
a ,

ãäå èíäåêñ a ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ

a ∼ (0, 123) .

Îòñþäà âèäíî, ÷òî â êâàòåðíèîííîì ïðåäñòàâëåíèè
âåêòîð ψ ïðîåöèðóåòñÿ íà íàïðàâëåíèÿ ε0, ε123, òî
åñòü, âîëíîâóþ ôóíêöèþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
äâóìåðíûé âåêòîð íàä ïîëåì êâàòåðíèîíîâ.
Â êâàòåðíèîííîì ïðåäñòàâëåíèè ñòðóêòóðíûå ìàò-

ðèöû, êîòîðûìè ïðåäñòàâëåíû áàçèñíûå âåêòîðû εA,

Ca1a2A ∼ εA

èìåþò ðàçìåðíîñòü 2 × 2. Êîýôôèöèåíòû ìàòðèö
ïðåäñòàâëåíû äâóìÿ ñèñòåìàìè ãèïåð÷èñåë. (ñì. Ðàç-
äåë III).

4. Áèêâàòåðíèîííîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû
äåéñòâèÿ ëåïòîíîâ C3

Íàçîâåì áèêâàòåðíèîíàìè ÷èñëà âèäà

b0 · α0 + b1 · α1 + b2 · α2 + b3 · α3 +

+b4 · α4 + b5 · α5 + b6 · α6 + b7 · α7 ,

ãäå α0, α1, α2, α3, α4, α5, α6, α7 �äåéñòâèòåëüíûå ÷èñ-
ëà, à b0, b1, b2, b3, b0, b1, b2, b3 � áàçèñíûå áèêâàòåðíè-
îíû, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ïðàâèëà
óìíîæåíèÿ:

bi ◦ bi = b0 , i = 0 , 4 , 5 , 6 ,

bk ◦ bk = −b0 , k = 1 , 2 , 3 , 7 ,

bi ◦ bk = −bk ◦ bi , i ̸= k , i , k ̸= 0 , ̸= 7 ,

bi ◦ bk = bk ◦ bi , k = 0 , 7 .

Îáðàòèìñÿ ñíîâà ê âåêòîðó àëãåáðû C3

ψ = ε32 ψ
32 + ε13 ψ

13 + ε21 ψ
21 + ε0 ψ

0 +

+ε1 ψ
1 + ε2 ψ

2 + ε3 ψ
3 + ε123 ψ

123 .

Áàçèñíûå âåêòîðû

ε32 , ε13 , ε21 , ε0 , ε1 , ε2 , ε3 , ε123

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê áàçèñíûå áèêâàòåðíèîíû.
Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ïåðåîáîçíà÷å-
íèåì

ε32 ∼ b32 , ε13 ∼ b13 , ε21 ∼ b21 , ε0 ∼ b0 ,
ε1 ∼ b1 , ε2 ∼ b2 , ε3 ∼ b3 , ε123 ∼ b123 .

III. ÑÒÐÓÊÒÓÐÍÛÅ ÌÀÒÐÈÖÛ
ÊÎÍÒÐÀÂÀÐÈÀÍÒÍÎÉ ÀËÃÅÁÐÛ

ÄÅÉÑÒÂÈß ËÅÏÒÎÍÎÂ C3

1. Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû ïðàâîé àëãåáðû
äåéñòâèÿ ëåïòîíîâ rC3

Ïðèñòóïèì ê âû÷èñëåíèþ ñòðóêòóðíûõ ìàòðèö
ïðàâîé àëãåáðû äåéñòâèÿ ëåïòîíîâ rC. Ñòðóêòóðíûå
ìàòðèöû áóäåì îáîçíà÷àòü òåìè áàçèñíûìè âåêòîðà-
ìè, êîòîðûå îíè ïðåäñòàâëÿþò

rεA ∼ rC
A1
A2A .

Íàïîìíèì, ÷òî çàêîí óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ â ïðàâîé àëãåáðå ëåïòîíîâ rC3 çàïèñûâàåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

rεA2
◦ rεA = rεA1

· rCA1
A2A . (7)

Èç âûðàæåíèÿ (7) ñëåäóåò àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ
ñòðóêòóðíûõ ìàòðèö. Ñíà÷àëà íóæíî óñòàíîâèòü íî-
ìåð ñòðóêòóðíîé ìàòðèöû (A) â ñîîòâåòñòâèè ñ íî-
ìåðîì áàçèñíîãî âåêòîðà, çàòåì äëÿ êàæäîãî ñòîëáöà
ìàòðèöû (A2) ïðîäåëàòü ñëåäóþùèå âû÷èñëåíèÿ. Áà-
çèñíûé âåêòîð rεA2

, íîìåð êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ íî-
ìåðîì ñòîëáöà ìàòðèöû, íóæíî óìíîæèòü ñïðàâà íà
áàçèñíûé âåêòîð εA, íîìåð êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ íîìå-
ðîì ñòðóêòóðíîé ìàòðèöû. Äàëåå íóæíî îïðåäåëèòü
áàçèñíûé âåêòîð rεA1 , íà êîòîðûé ïðîåöèðóåòñÿ ýòî
ïðîèçâåäåíèå, è ÷èñëåííîå çíà÷åíèå ïðîåêöèè. Òîãäà
íîìåð (A1) óêàçàííîãî áàçèñíîãî âåêòîðà îïðåäåëèò
íîìåð ñòðîêè, íà ïåðåñå÷åíèè êîòîðîé ñ ðàññìàòðè-
âàåìûì ñòîëáöîì íåîáõîäèìî ïîñòàâèòü óêàçàííîå
÷èñëåííîå çíà÷åíèå ïðîåêöèè.
Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé ïîëó÷èì ñòðóêòóðíûå

ìàòðèöû ðàçìåðîì 8× 8 ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôè-
öèåíòàìè.4

Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ìàòðèö rC
A1
A2A îò äåéñòâè-

òåëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê êîìïëåêñíîìó èñïîëüçîâà-
íû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ áëîêîâ 2×2:

1 = 1

1
, a = 1

1
, b = -1

1
, i = 1

-1
.

Àëãåáðà ñèñòåìû ÷èñåë {1 , a, b, i} ïðåäñòàâëåíà çàêî-
íàìè óìíîæåíèÿ

1 2 = 1 , a2 = b2 = 1 , i2 = −1 ,

1 · a = a · 1 = a , 1 · b = b · 1 = b , 1 · i = i · 1 = i ,

a b = −b · a = i , a · i = −i · a = b , i · b = −b · i = a .

Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ìàòðèö rC
α1
α2A îò êîìïëåêñ-

íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê êâàòåðíèîííîìó èñïîëüçîâàíû
ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ áëîêîâ 2×2:

4 Òî÷íåå, êîýôôèöèåíòû ìàòðèö ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ ëèáî 0,
ëèáî 1, ëèáî -1.
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11 = 1

1
, I = 1

-1
.

Àëãåáðà ñèñòåìû ÷èñåë {11, I} ïðåäñòàâëåíà çàêîíà-
ìè óìíîæåíèÿ

112 = 11 , I2 = −11 , 11 · I = I · 11 = I .

rε0 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 1
13 1
21 1
0 1
1 1
2 1
3 1

123 1

= 1

0 123
13 2

1 13

1 0

1 2

1 123

= 1

0 123

11 0

11 123

rε1 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 -1
13 -1
21 1
0 1
1 1
2 1
3 -1

123 -1

= a

0 123
13 2

-1 13

1 0

1 2

-1 123

= a

0 123

-I 0

I 123

rε2 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 1
13 -1
21 -1
0 1
1 -1
2 1
3 1

123 -1

= b

0 123
13 2

-1 13

1 0

1 2

-1 123

= b

0 123

-I 0

I 123

rε3 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 -1
13 1
21 -1
0 1
1 1
2 -1
3 1

123 -1

= i

0 123
13 2

-1 13

-1 0

1 2

1 123

= i

0 123

-11 0

11 123

rε21 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 1
13 -1
21 1
0 -1
1 1
2 -1
3 1

123 -1

= i

0 123
13 2

1 13

1 0

1 2

1 123

= i

0 123

11 0

11 123

rε13 ∼

13 0 2 123

32 21 1 3

32 -1
13 1
21 1
0 -1
1 -1
2 1
3 1

123 -1

= b

0 123
13 2

1 13

-1 0

1 2

-1 123

= b

0 123

I 0

I 123

rε32 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 1
13 1
21 -1
0 -1
1 1
2 1
3 -1

123 -1

= a

0 123
13 2

1 13

-1 0

1 2

-1 123

= a

0 123

I 0

I 123

rε123 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 -1
13 -1
21 -1
0 -1
1 1
2 1
3 1

123 1

= 1

0 123
13 2

-1 13

-1 0

1 2

1 123

= 1

0 123

-11 0

11 123

1.1. Àëãåáðà ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà ëåïòîíîâ

Àëãåáðà ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà ëåïòîíîâ � ýòî ïî-
äàëãåáðà ïðàâîé àëãåáðû äåéñòâèÿ ëåïòîíîâ, ïîñòðî-
åííàÿ íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ

rε0 = 1 , rε21 = i . (8)

Îòñþäà âåêòîð

rε0 ψ
0 + rε21 ψ

21

� ýòî ÷àñòü ïðàâîãî âåêòîðà äåéñòâèÿ ëåïòîíîâ, îòâåò-
ñòâåííàÿ çà ýëåêòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ëåïòîíîâ.

2. Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû ëåâîé àëãåáðû
äåéñòâèÿ ëåïòîíîâ lC3

Ïðèñòóïèì ê âû÷èñëåíèþ ñòðóêòóðíûõ ìàòðèö ëå-
âîé àëãåáðû äåéñòâèÿ ëåïòîíîâ lC. Ñòðóêòóðíûå ìàò-
ðèöû áóäåì îáîçíà÷àòü òåìè áàçèñíûìè âåêòîðàìè,
êîòîðûå îíè ïðåäñòàâëÿþò

lεA ∼ lC
A1
A2A .
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Íàïîìíèì, ÷òî çàêîí óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ â ëåâîé àëãåáðå ëåïòîíîâ lC3 çàïèñûâàåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

lεA ◦ lεA2
= lεA1

· lCA1
A2A . (9)

Èç âûðàæåíèÿ (9) ñëåäóåò àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ
ñòðóêòóðíûõ ìàòðèö. Ñíà÷àëà íóæíî óñòàíîâèòü íî-
ìåð ñòðóêòóðíîé ìàòðèöû (A) â ñîîòâåòñòâèè ñ íî-
ìåðîì áàçèñíîãî âåêòîðà, çàòåì äëÿ êàæäîãî ñòîëáöà
ìàòðèöû (A2) ïðîäåëàòü ñëåäóþùèå âû÷èñëåíèÿ. Áà-
çèñíûé âåêòîð lεA2

, íîìåð êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ íî-
ìåðîì ñòîëáöà ìàòðèöû, íóæíî óìíîæèòü ñëåâà íà
áàçèñíûé âåêòîð εA, íîìåð êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ íîìå-
ðîì ñòðóêòóðíîé ìàòðèöû. Äàëåå íóæíî îïðåäåëèòü
áàçèñíûé âåêòîð lεA1

, íà êîòîðûé ïðîåöèðóåòñÿ ýòî
ïðîèçâåäåíèå, è ÷èñëåííîå çíà÷åíèå ïðîåêöèè. Òîãäà
íîìåð (A1) óêàçàííîãî áàçèñíîãî âåêòîðà îïðåäåëèò
íîìåð ñòðîêè, íà ïåðåñå÷åíèè êîòîðîé ñ ðàññìàòðè-
âàåìûì ñòîëáöîì, íåîáõîäèìî ïîñòàâèòü óêàçàííîå
÷èñëåííîå çíà÷åíèå ïðîåêöèè.
Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé ïîëó÷èì ñòðóêòóðíûå

ìàòðèöû ðàçìåðîì 8× 8 ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôè-
öèåíòàìè.5

Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ìàòðèö lC
A1
A2A îò äåéñòâè-

òåëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê êîìïëåêñíîìó èñïîëüçîâà-
íû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: äëÿ áëîêîâ 2×2

1 = 1

1
, i = 1

-1
,

÷òî ðàâíîñèëüíî çàìåíå äåéñòâèòåëüíûõ ìàòðèö 2×2
âèäà

a b

-b a

íà êîìïëåêñíûå ÷èñëà.
Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ìàòðèö lC

α1
α2A îò êîìïëåêñ-

íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê êâàòåðíèîííîìó èñïîëüçîâàíû
ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: äëÿ áëîêîâ 2×2

11 = 1

1
, σ1 = 1

1
, σ2 = -i

i
, σ3 = -1

1
.

Ìàòðèöû σ1, σ2, σ3 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìàòðèöû
Ïàóëè (ñ òîé ðàçíèöåé, ÷òî ïî ñîîáðàæåíèÿì ñèììåò-
ðèè â êà÷åñòâå σ3 âçÿòà ìàòðèöà ñ ïðîòèâîïîëîæíûì
çíàêîì).

lε0 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 1
13 1
21 1
0 1
1 1
2 1
3 1

123 1

= 1

0 123
13 2

1 13

1 0

1 2

1 123

= 1

0 123

11 0

11 123

5 Òî÷íåå êîýôôèöèåíòû ìàòðèö ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ ëèáî 0,
ëèáî 1, ëèáî -1.

lε1 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 -1
13 1
21 -1
0 1
1 1
2 -1
3 1

123 -1

= i

0 123
13 2

-1 13

-1 0

1 2

1 123

= i

0 123

-σ1 0

σ1 123

lε2 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 -1
13 -1
21 1
0 1
1 1
2 1
3 -1

123 -1

= i

0 123
13 2

i 13

-i 0

-i 2

i 123

= i

0 123

-σ2 0

σ2 123

lε3 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 1
13 -1
21 -1
0 1
1 -1
2 1
3 1

123 -1

= i

0 123
13 2

1 13

-1 0

-1 2

1 123

= i

0 123

-σ3 0

σ3 123

lε21 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 -1
13 1
21 1
0 -1
1 -1
2 1
3 1

123 -1

= i

0 123
13 2

-1 13

1 0

-1 2

1 123

= i

0 123

σ3 0

σ3 123

lε13 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 1
13 1
21 -1
0 -1
1 1
2 1
3 -1

123 -1

= i

0 123
13 2

-i 13

i 0

-i 2

i 123

= i

0 123

σ2 0

σ2 123
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lε32 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 1
13 -1
21 1
0 -1
1 1
2 -1
3 1

123 -1

= i

0 123
13 2

1 13

1 0

1 2

1 123

= i

0 123

σ1 0

σ1 123

lε123 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 -1
13 -1
21 -1
0 -1
1 1
2 1
3 1

123 1

= 1

0 123
13 2

-1 13

-1 0

1 2

1 123

= 1

0 123

-11 0

11 123

2.1. Àëãåáðà íåðåëÿòèâèñòñêîãî ñïèíà

Àëãåáðà íåðåëÿòèâèñòñêîãî ñïèíà � ýòî ïîäàëãåá-
ðà ëåâîé àëãåáðû äåéñòâèÿ ëåïòîíîâ, ïîñòðîåííàÿ íà
áàçèñíûõ âåêòîðàõ

lε21 = i σ3 , lε13 = i σ2 , lε32 = i σ1 . (10)

Îòñþäà âåêòîð

lε21 ψ
21 + lε13 ψ

13 + lε32 ψ
32

� ýòî ÷àñòü ëåâîãî âåêòîðà äåéñòâèÿ ëåïòîíîâ, îòâåò-
ñòâåííàÿ çà ñïèíîâûå õàðàêòåðèñòèêè ëåïòîíîâ.

2.2. Ìàòðèöû Äèðàêà

Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû, âû÷èñëåííûå â ïðåäûäó-
ùåì Ðàçäåëå, ýòî âîñåìü èç øåñòíàäöàòè ìàòðèö Äè-
ðàêà6. Âîñåìü, à íå øåñòíàäöàòü, ïîòîìó, ÷òî â ýòîé
Ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ àëãåáðà äåéñòâèÿ ëåïòîíîâ ñ
òðåõìåðíûì îáðàçóþùèì ïðîñòðàíñòâîì, ÷èñëî èç-
ìåðåíèé êîòîðîé ðàâíî âîñüìè.

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöû Äèðàêà � ýòî íå ÷òî èíîå,
êàê ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû ëåâîé àëãåáðû Êëèôôîð-
äà. Èìåííî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîáóæäàåò ê òîìó, ÷òî-
áû îòîæäåñòâèòü àëãåáðó Êëèôôîðäà ñ àëãåáðîé äåé-
ñòâèÿ ëåïòîíîâ.

6 Òî÷íåå, ìàòðèöû Äèðàêà � ýòî ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû â êîì-
ïëåêñíîì è êâàòåðíèîííîì ïðåäñòàâëåíèÿõ.

IV. ÑÈÑÒÅÌÎÎÁÐÀÇÓÞÙÈÉ ÏÎÑÒÓËÀÒ.
ÏÎÊÎËÅÍÈß ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÛÕ

×ÀÑÒÈÖ

Ñôîðìóëèðóåì ïîñòóëàò, íà êîòîðîì áóäåì îñíîâû-
âàòüñÿ â äàëüíåéøåì.
Ïðåäâàðèòåëüíî íàïîìíèì, ÷òî êàæäîé ôóíäàìåí-

òàëüíîé ÷àñòèöå ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå äâå
àíàëîãè÷íûå ôóíäàìåíòàëüíûå ÷àñòèöû. Èòîãî èìå-
åìòðè àíàëîãè÷íûå ôóíäàìåíòàëüíûå ÷àñòèöû. Óêà-
çàííûå òðè àíàëîãè÷íûå ôóíäàìåíòàëüíûå ÷àñòèöû
îáúåäèíåíû â îäíó ãðóïïó. Î òðåõ àíàëîãè÷íûõ ôóí-
äàìåíòàëüíûõ ÷àñòèöàõ, ïðèíàäëåæàùèõ îäíîé ãðóï-
ïå, ãîâîðÿò êàê î òðåõ ÷àñòèöàõ ðàçíûõ ïîêîëåíèé
ýòîé ãðóïïû � ÷àñòèöå ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ, ÷àñòèöå
âòîðîãî ïîêîëåíèÿ è ÷àñòèöå òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ.
Â ÷àñòíîñòè, ýëåêòðîí e íàõîäèòñÿ â îäíîé ãðóïïå

ïîêîëåíèé ñ ìþîíîì µ è òàó-ëåïòîíîì τ . Ýòà ãðóïïà
ïîêîëåíèé íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé íèæíèõ ëåïòîíîâ. Â
ýòîé ãðóïïå
ýëåêòðîí e � ýòî ÷àñòèöà ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ,
ìþîí µ � ýòî ÷àñòèöà âòîðîãî ïîêîëåíèÿ,
òàó-ëåïòîí τ � ýòî ÷àñòèöà òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ.
Êëþ÷åâîé ïðèçíàê, ïî êîòîðîìó òðè ÷àñòèöû îòíî-

ñÿòñÿ ê îäíîé ãðóïïå ïîêîëåíèé, ñîñòîèò â òîì, ÷òî
ýòè ÷àñòèöû îáëàäàþò îäèíàêîâûìè ñâîéñòâàìè (íà-
ïðèìåð, ñïèíîì è çàðÿäîì) çà èñêëþ÷åíèåì ìàññû.
Åñëè èñõîäèòü èç òîãî, ÷òî îïðåäåëÿþùåé õàðàêòå-
ðèñòèêîé ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö ÿâëÿåòñÿ âåêòîð
äåéñòâèÿ, òî îáùèå ïðèçíàêè è ðàçëè÷èÿ ôóíäàìåí-
òàëüíûõ ÷àñòèö îäíîé ãðóïïû ïîêîëåíèé ñëåäóåò èñ-
êàòü â îðãàíèçàöèè âåêòîðíîé ñòðóêòóðû ýòèõ ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ ÷àñòèö. ßñíî, ÷òî âåêòîðíûå ñòðóêòóðû
àíàëîãè÷íûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö äîëæíû áûòü
ðàçëè÷íûìè, íî î÷åíü ïîõîæèìè, ïðè÷åì ðàçëè÷èÿ â
âåêòîðíîé ñòðóêòóðå àíàëîãè÷íûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ
÷àñòèö äîëæíû áûòü òðåõïîçèöèîííûìè.
Çäåñü ìû ïîñòóëèðóåì ñâÿçü ìåæäó ñòðóêòóðîé

âåêòîðà äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö è èõ ïðè-
íàäëåæíîñòüþ îäíîé ãðóïïå ïîêîëåíèé. Îáðàòèìñÿ ê
êîìïëåêñíîìó ïðåäñòàâëåíèþ âåêòîðà äåéñòâèÿ ëåï-
òîíà (3) è îòíåñåì ýòîò âåêòîð äåéñòâèÿ ê ýëåêòðîíó.
Ïîýòîìó çàïèøåì

ψe = ε13 ◦ (i ψ32 + ψ13) + ε0 ◦ (i ψ21 + ψ0)+

+ε2 ◦ (i ψ1 + ψ2) + ε123 ◦ (i ψ3 + ψ123) .
(11)

Îòìåòèì îñîáåííîñòü áàçèñíîãî âåêòîðà ε21. Îí
èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü â îðãàíèçàöèè êîìïëåêñíîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ âåêòîðà äåéñòâèÿ ýëåêòðîíà. Èìåííî
áàçèñíîìó âåêòîðó ε21 ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ìíè-
ìàÿ åäèíèöà. Èìåÿ â âèäó ýòî ñîîòâåòñòâèå, íàçîâåì
áàçèñíûé âåêòîð ε21 îñíîâíûì. Îäíàêî ñ àëãåáðàè÷å-
ñêîé òî÷êè çðåíèÿ íàïðàâëåíèÿ ε13 è ε32 ýêâèâàëåíò-
íû íàïðàâëåíèþ ε21 è òàêæå ìîãóò áûòü ïðèíÿòû
çà îñíîâíîå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îòëè÷èòü ýòè ñëó÷àè
îò ïðåäûäóùåãî, áóäåì îáîçíà÷àòü ìíèìóþ åäèíèöó
÷åðåç j, åñëè çà îñíîâíîå íàïðàâëåíèå ïðèíÿò âåê-
òîð ε13, è îáîçíà÷àòü ìíèìóþ åäèíèöó ÷åðåç k, åñëè
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çà îñíîâíîå íàïðàâëåíèå ïðèíÿò âåêòîð ε32. Äâà âû-
øåïðèâåäåííûõ âûáîðà îñíîâíîãî âåêòîðà ïîñòàâèì
â ñîîòâåòñòâèå ôóíäàìåíòàëüíûì ÷àñòèöàì, àíàëî-
ãè÷íûì ýëåêòðîíó, òî åñòü ìþîíó µ è òàó-ëåïòîíó τ .
Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð äåéñòâèÿ ìþîíà çàïèñûâàåòñÿ
òàê:

ψµ = ε32 ◦ (j ψ21 + ψ32) + ε0 ◦ (j ψ13 + ψ0)+

+ε1 ◦ (j ψ3 + ψ1) + ε312 ◦ (j ψ2 + ψ312) ,
(12)

à âåêòîð äåéñòâèÿ òàó-ëåïòîíà çàïèñûâàåòñÿ òàê:

ψτ = ε21 ◦ (k ψ13 + ψ21) + ε0 ◦ (k ψ32 + ψ0)+

+ε3 ◦ (k ψ2 + ψ3) + ε231 ◦ (k ψ1 + ψ231) .
(13)

Àëãåáðû íåðåëÿòèâèñòñêîãî ñïèíà (10) äëÿ ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ àíàëîãè÷íûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷à-
ñòèö ïðèîáðåòàþò âèä
äëÿ ýëåêòðîíà

lε21 = i σ3 , lε13 = i σ2 , lε32 = i σ1 ,

äëÿ ìþîíà

lε13 = j σ3 , lε32 = j σ2 , lε21 = j σ1 ,

äëÿ òàó-ëåïòîíà

lε32 = k σ3 , lε21 = k σ2 , lε13 = k σ1 .

Àëãåáðû çëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà (8) äëÿ ðàññìàòðè-
âàåìûõ àíàëîãè÷íûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö ïðè-
îáðåòàþò âèä
äëÿ ýëåêòðîíà

rε0 = 1 , rε21 = i ,

äëÿ ìþîíà

rε0 = 1 , rε13 = j ,

äëÿ òàó-ëåïòîíà

rε0 = 1 , rε32 = k .

Âûøåïðèâåäåííûå àëãåáðû âñëåä çà ðàññìàòðèâàå-
ìûìè ôóíäàìåíòàëüíûìè ÷àñòèöàìè ìîæíî íàçâàòü
àíàëîãè÷íûìè.
Ïåðåõîäÿ îò ãðóïïû ïîêîëåíèé íèæíèõ ëåïòîíîâ ê

îáùåìó ñëó÷àþ ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö, ïîñòóëèðó-
åì ñëåäóþùóþ îðãàíèçàöèþ âåêòîðîâ äåéñòâèÿ ôóí-
äàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö, ïðèíàäëåæàùèõ îäíîé ãðóïïå
ïîêîëåíèé:
1) âåêòîðû äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö,

ïðèíàäëåæàùèõ îäíîé ãðóïïå ïîêîëåíèé, ïðèíàäëå-
æàò îäíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòðàíñòâó (îäíîé ïîäàë-
ãåáðå);
2) ôóíäàìåíòàëüíàÿ ÷àñòèöà ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ

îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì äåéñòâèÿ, â êîòîðîì çà îñíîâ-
íîå íàïðàâëåíèå ïðèíÿò áàçèñíûé âåêòîð e21;
3) ôóíäàìåíòàëüíàÿ ÷àñòèöà âòîðîãî ïîêîëåíèÿ

îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì äåéñòâèÿ, â êîòîðîì çà îñíîâ-
íîå íàïðàâëåíèå ïðèíÿò áàçèñíûé âåêòîð e13;
4) ôóíäàìåíòàëüíàÿ ÷àñòèöà òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ

îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì äåéñòâèÿ, â êîòîðîì çà îñíîâ-
íîå íàïðàâëåíèå ïðèíÿò áàçèñíûé âåêòîð e32.

V. ÊÎÂÀÐÈÀÍÒÍÀß ÀËÃÅÁÐÀ
ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ-ÂÐÅÌÅÍÈ ËÅÏÒÎÍÎÂ

Ê êîâàðèàíòíîé àëãåáðå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ôóí-
äàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö íåîáõîäèìî îáðàùàòüñÿ ïîòî-
ìó, ÷òî ýòà àëãåáðà ó÷àñòâóåò â ôîðìèðîâàíèè îïå-
ðàòîðà íàáëà, êîòîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, èñïîëüçóåòñÿ
ïðè ôîðìóëèðîâêå îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ Äèðàêà. Â
ýòîì Ðàçäåëå ðàññìîòðèì êîâàðèàíòíóþ àãåáðó ïðî-
ñòðàíñòâà-âðåìåíè ëåïòîíîâ ñ òðåõìåðíûì îáðàçóþ-
ùèì ïðîñòðàíñòâîì7 (XL)

∗
3.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì III.1. Ãëàâû 3.4. âåêòîð
ïðîñòðàíñòâà ëåïòîíîâ â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåí ñëå-
äóþùåé äèàãðàììîé Þíãà:

?

1
2
3

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè äëÿ
îáðàçóþùèõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ êîâàðèàíòíîé àëãåá-
ðû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ëåïòîíîâ8

12 = −21 , 13 = −31 , 23 = −32 .

Â ðåçóëüòàòå âåêòîð êîâàðèàíòíîãî ïðîñòðàíñòâà
ëåïòîíîâ èìååò âèä

x∗ = x0 E
0 + x1 E

1 + x2 E
2 + x3 E

3 +

+ x[21] E
[21] + x[13] E

[13] + x[32] E
[32] + x[123] E

123 .(14)

Ïåðåïèøåì ýòî âûðàæåíèå ñ ó÷åòîì ïðèíÿòîãî ïå-
ðåîáîçíà÷åíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ è ïðèíÿòîãî ïîðÿä-
êà èíäåêñîâ ñëàãàåìûõ êîìïîíåíò âåêòîðà x∗

(32, 13, 21, 0, 1, 2, 3, 123) .

Ïîëó÷èì

x∗ = x32 E32 + x13 E13 + x21 E21 + x0 E0+

+ x1 E1 + x2 E2 + x3 E3 + x123 E123
(15)

èëè â êîìïàêòíîé çàïèñè

x∗ = xA EA ,

ãäå èíäåêñ A ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ

A ∼ (32, 13, 21, 0, 1, 2, 3, 123) .

7 Ãåîìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.
8 Ïðèâåäåííûå óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè îïðåäåëÿþò àë-
ãåáðó, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé Êëèôôîðäà. Òî÷íåå,
àëãåáðó Êëèôôîðäà ñ òðåõìåðíûì îáðàçóþùèì ïðîñòðàí-
ñòâîì.
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1. Äåéñòâèòåëüíîå ïðåäñòàâëåíèå êîâàðèàíòíîé
àëãåáðû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ëåïòîíîâ (XL)

∗
3

Çàïèñè âåêòîðà x∗ (15) ñîîòâåòñòâóåò äåéñòâèòåëü-
íîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû (XL)

∗
3. Â ýòîì ñëó÷àå

ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû, êîòîðûìè ïðåäñòàâëåíû áà-
çèñíûå âåêòîðû

CAA2
A1 ∼ EA ,

èìåþò äåéñòâèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû, à ðàçìåðíîñòü
ìàòðèö ðàâíà 8× 8 (ñì. Ðàçäåë VI.).
Ïîìèìî äåéñòâèòåëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, áóäåì èñ-

ïîëüçîâàòü êîìïëåêñíîå è êâàòåðíèîííîå ïðåäñòàâëå-
íèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ àëãåáðû Êëèôôîðäà, óäîáíûå
â ñèëó ñâîåé êîìïàêòíîñòè.

2. Êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèå êîâàðèàíòíîé
àëãåáðû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ëåïòîíîâ (XL)

∗
3

Êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè ëåïòîíîâ (XL)

∗
3 îñíîâàíî íà ñëåäóþùåé çàïè-

ñè âåêòîðà x∗:

x∗=(−x32E21+ x13E0)◦ E13+ (x21E21 + x0E0)◦ E0+

+ (−x1E21 + x2E0) ◦ E2 + (x3E21 + x123E0) ◦ E123 .

(16)
Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóåò çàïèñè àëãåáðû

(XL)
∗
3 â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ (XL)

∗
1 × (XL)

∗
2. Áàçèñíûìè

âåêòîðàìè àëãåáðû (XL)
∗
1 ÿâëÿþòñÿ

E21 , E0 ;

áàçèñíûìè âåêòîðàìè àëãåáðû (XL)
∗
2 ÿâëÿþòñÿ

E13 , E0 , E2 , E123 .

Ïðîñòðàíñòâî (XL)
∗
1 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðî-

ñòðàíñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Äëÿ ýòîãî áàçèñíîìó
âåêòîðó E21 àëãåáðû (XL)

∗
1 ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå

ìíèìóþ åäèíèöó i ñ îáðàòíûì çíàêîì, èìåÿ â âè-
äó, ÷òî (E21)2 = −1, à áàçèñíîìó âåêòîðó E0 àëãåáðû
(XL)

∗
1 ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå äåéñòâèòåëüíóþ åäè-

íèöó. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì âåêòîð àëãåáðû (XL)
∗
3 â

êîìïëåêñíîì ïðåäñòàâëåíèè

x∗ = (x32 i+ x13) ◦ E13 + (−x21 i+ x0) ◦ E0+

+ (x1 i+ x2) ◦ E2 + (−x3 i+ x123) ◦ E123 .
(17)

Òàêèì îáðàçîì, â êîìïëåêñíîì ïðåäñòàâëåíèè êî-
îðäèíàòû (êîìïîíåíòû) âåêòîðà ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñ-
íûìè. Ââåäåì äëÿ íèõ îáîçíà÷åíèå

x13 = i x32 + x13 , x0 = −i x21 + x0 ,

x2 = i x1 + x2 , x123 = −i x3 + x123 .
(18)

Ñ ó÷åòîì ýòîãî âåêòîð x∗ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

x∗ = x13 E13 + x0 E0 + x2 E2 + x123 E123 (19)

èëè â êîìïàêòíîé çàïèñè

x∗ = xα Eα ,

ãäå èíäåêñ α ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ

α ∼ (13, 0, 2, 123) .

Îòñþäà âèäíî, ÷òî â êîìïëåêñíîì ïðåäñòàâëåíèè
âåêòîð x∗ ïðîåöèðóåòñÿ íà íàïðàâëåíèÿ E13, E0, E2,
E123.
Â êîìïëåêñíîì ïðåäñòàâëåíèè ñòðóêòóðíûå ìàòðè-

öû, êîòîðûìè ïðåäñòàâëåíû áàçèñíûå âåêòîðû EA,

CAα2
α1

∼ EA ,

èìåþò ðàçìåðíîñòü 4 × 4. Êîýôôèöèåíòû ìàòðèö
ïðåäñòàâëåíû ñèñòåìîé ãèïåð÷èñåë (ñì. Ðàçäåë VI.).

3. Êâàòåðíèîííîå ïðåäñòàâëåíèå êîâàðèàíòíîé
àëãåáðû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ëåïòîíîâ (XL)

∗
3

Êâàòåðíèîííîå ïðåäñòàâëåíèå êîâàðèàíòíîé àëãåá-
ðû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ëåïòîíîâ (XL)

∗
3 îñíîâàíî íà

ñëåäóþùåì ðàçëîæåíèè âåêòîðà x∗:

x∗ = (x32 E32 + x13 E13 + x21 E21 + x0 E0) ◦ E0+

+(x1 E32 + x2 E13 + x3 E21 + x123 E0) ◦ E123 .
(20)

Ýòà çàïèñü ñîîòâåòñòâóåò çàïèñè àëãåáðû (XL)
∗
3 â

âèäå ïðîèçâåäåíèÿ (XL)
∗
2 × (XL)

∗
1. Áàçèñíûìè âåêòî-

ðàìè àëãåáðû (XL)
∗
2 ÿâëÿþòñÿ

E32 , E13 , E21 , E0 ,

áàçèñíûìè âåêòîðàìè àëãåáðû (XL)
∗
1 ÿâëÿþòñÿ

E0 , E123 .

Çàïèñè àëãåáðû Êëèôôîðäà (XL)
∗
3 â âèäå ïðîèçâå-

äåíèÿ (XL)
∗
1 × (XL)

∗
2 ñîîòâåòñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå áà-

çèñíûõ âåêòîðîâ àëãåáðû (XL)
∗
3 â ïðîñòðàíñòâå ïîäàë-

ãåáðû (XL)
∗
1 íàä ïîëåì ãèïåð÷èñåë, ñîñòàâëÿþùèõ àë-

ãåáðó (XL)
∗
2, ïðè÷åì áàçèñíûå ãèïåð÷èñëà èçîìîðô-

íû áàçèñíûì âåêòîðàì E32, E13, E21, E0, êîòîðûå ìîãóò
ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê êâàòåðíèîíû, òàê êàê

(E0)2 = E0 , (E32)2 = (E13)2 = (E21)2 = −E0 ,

E0 ◦ E32 = E32 ◦ E0 = E32 ,

E0 ◦ E13 = E13 ◦ E0 = E13 ,

E0 ◦ E21 = E21 ◦ E0 = E21 ,

E32 ◦ E13 = −E13 ◦ E32 = E21 ,

E13 ◦ E21 = −E21 ◦ E13 = E32 ,

E21 ◦ E32 = −E32 ◦ E21 = E13 .

Äëÿ áàçèñíûõ êâàòåðíèîíîâ èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå
îáîçíà÷åíèÿ:
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q1 , q2 , q3 , q0 .

Çàìåíèì áàçèñíûå âåêòîðû E32, E13, E21, E0 êâàòåð-
íèîíàìè â ñîîòâåòñòâèè

E32 ∼ q1 ,

E13 ∼ q2 ,

E21 ∼ q3 ,

E0 ∼ q0 .

Ïîëó÷èì âåêòîð àëãåáðû (XL)
∗
3 â êâàòåðíèîííîì

ïðåäñòàâëåíèè

x∗ = (x32 · q1 + x13 · q2 + x21 · q3 + x0 · q0) · E0 +

+(x1 · q1 + x2 · q2 + x3 · q3 + x123 · q0) · E123 .

Òàêèì îáðàçîì, â êâàòåðíèîííîì ïðåäñòàâëåíèè êî-
îðäèíàòû(êîìïîíåíòû) âåêòîðà ÿâëÿþòñÿ êâàòåðíèî-
íàìè. Ââåäåì äëÿ íèõ îáîçíà÷åíèå

x0 = x32 · q1 + x13 · q2 + x21 · q3 + x0 ,

x123 = x1 · q1 + x2 · q2 + x3 · q3 + x123 .
(21)

Ñ ó÷åòîì ýòîãî âåêòîð x∗ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

x∗ = x0 · E0 + x123 · E123

èëè â êîìïàêòíîé çàïèñè

x∗ = xa · Ea ,

ãäå èíäåêñ a ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ

a ∼ (0, 123) .

Îòñþäà âèäíî, ÷òî â êâàòåðíèîííîì ïðåäñòàâëåíèè
âåêòîð x∗ ïðîåöèðóåòñÿ íà íàïðàâëåíèÿ E0, E123, òî
åñòü âåêòîð êîâàðèàíòíîé àëãåáðû ïðîñòðàíñòâà-âðå-
ìåíè ëåïòîíîâ (XL)

∗
3 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äâó-

ìåðíûé âåêòîð íàä ïîëåì êâàòåðíèîíîâ.
Â êâàòåðíèîííîì ïðåäñòàâëåíèè ñòðóêòóðíûå ìàò-

ðèöû, êîòîðûìè ïðåäñòàâëåíû áàçèñíûå âåêòîðû EA,

CAa1a2 ∼ EA

èìåþò ðàçìåðíîñòü 2 × 2. Êîýôôèöèåíòû ìàòðèö
ïðåäñòàâëåíû äâóìÿ ñèñòåìàìè ãèïåð÷èñåë.
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëåâîé êîâàðèàíòíîé àëãåáðû ïðî-

ñòðàíñòâà-âðåìåíè ëåïòîíîâ l(XL)
∗
3 áàçèñíûå êâàòåð-

íèîíû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ìàòðèöû Ïàóëè9

q1 = −i · σ1, q2 = −i · σ2, q3 = −i · σ3 , q0 = 1 .

9 îáîñíîâàíèå ñîäåðæèòñÿ â Ðàçäåëå V.

Äëÿ íèõ ïîëó÷èì âåêòîð lx
∗ àëãåáðû l(XL)

∗
3 â êâà-

òåðíèîííîì ïðåäñòàâëåíèè

lx
∗ = (−x32 · i σ1 − x13 · i σ2 − x21 · i σ3 + x0) ◦ E0+

+(−x1 · i σ1 − x2 · i σ2 − x3 · i σ3 + x123) ◦ E123 .

(22)
Êâàòåðíèîííîå ïðåäñòàâëåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ

àëãåáðû l(XL)
∗
3 äàåòñÿ ñòðóêòóðíûìè ìàòðèöàìè 2×2,

â êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèå áëîêè çàìåíåíû σ1, σ2, σ3

(ñì. Ðàçäåë VI.).
Êâàòåðíèîííîå ïðåäñòàâëåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ

àëãåáðû l(XL)
∗
3 äàåòñÿ ñòðóêòóðíûìè ìàòðèöàìè 4×4,

â êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèå áëîêè çàìåíåíû σ1, σ2, σ3

(ñì. Ðàçäåë VI.).

VI. ÑÒÐÓÊÒÓÐÍÛÅ ÌÀÒÐÈÖÛ
ÊÎÂÀÐÈÀÍÒÍÎÉ ÀËÃÅÁÐÛ

ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ-ÂÐÅÌÅÍÈ ËÅÏÒÎÍÎÂ (XL)
∗
3

1. Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû ëåâîé êîâàðèàíòíîé
àëãåáðû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ëåïòîíîâ l(XL)

∗
3

Ïðèñòóïèì ê âû÷èñëåíèþ ñòðóêòóðíûõ ìàòðèö ëå-
âîé êîâàðèàíòíîé àëãåáðû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ëåï-
òîíîâ l(XL)

∗
3. Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû áóäåì îáîçíà-

÷àòü òåìè áàçèñíûìè âåêòîðàìè, êîòîðûå îíè ïðåä-
ñòàâëÿþò

lEA ∼ lC
AA1

A2
.

Íîìåð ñòðóêòóðíîé ìàòðèöû A åñòü èíäåêñ áàçèñ-
íîãî âåêòîðà, êîòîðûé ïðåäñòàâëåí ýòîé ìàòðèöåé.
Èíäåêñ A1 íóìåðóåò ñòðîêè, à èíäåêñ A2 íóìåðóåò
ñòîëáöû ñòðóêòóðíîé ìàòðèöû.
Íàïîìíèì, ÷òî çàêîí óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòî-

ðîâ â êîâàðèàíòíîé ëåâîé àëãåáðå ïðîñòðàíñòâà-âðå-
ìåíè ëåïòîíîâ l(XL)

∗
3 çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-

çîì:

lEA ◦ lEA1 = lC
AA1

A2
· lEA2 . (23)

Èç âûðàæåíèÿ (23) ñëåäóåò àëãîðèòì âû÷èñëå-
íèÿ ñòðóêòóðíûõ ìàòðèö, ñîîòâåòñòâóþùèõ áàçèñíûì
âåêòîðàì. Ñíà÷àëà íóæíî çàäàòü íîìåð ñòðóêòóðíîé
ìàòðèöû â ñîîòâåòñòâèè ñ íîìåðîì áàçèñíîãî âåêòî-
ðà (A). Çàòåì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòà ñòðóêòóðíîé
ìàòðèöû ñ íîìåðîì A, ðàñïîëîæåííîãî â ñòðîêå ñ
íîìåðîì A1 è â ñòîëáöå ñ íîìåðîì A2, íåîáõîäèìî
áàçèñíûé âåêòîð, íîìåð êîòîðîãî A1 ñîâïàäàåò ñ íî-
ìåðîì ñòðîêè ìàòðèöû, óìíîæèòü ñëåâà íà áàçèñíûé
âåêòîð, íîìåð êîòîðîãî A ñîâïàäàåò ñ íîìåðîì ñòðóê-
òóðíîé ìàòðèöû. Äàëåå íóæíî îïðåäåëèòü áàçèñíûé
âåêòîð, íà êîòîðûé ïðîåöèðóåòñÿ ýòî ïðîèçâåäåíèå,
è ÷èñëåííîå çíà÷åíèå ïðîåêöèè. Òîãäà íîìåð A2 óêà-
çàííîãî áàçèñíîãî âåêòîðà îïðåäåëèò íîìåð ñòîëáöà,
íà ïåðåñå÷åíèè êîòîðîãî ñ ðàññìàòðèâàåìîé ñòðîêîé
íåîáõîäèìî ïîñòàâèòü óêàçàííîå ÷èñëåííîå çíà÷åíèå
ïðîåêöèè.



VI. Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû êîâàðèàíòíîé àëãåáðû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ëåïòîíîâ (XL)
∗
3 47

Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ìàòðèö lC
AA1

A2
îò äåéñòâè-

òåëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê êîìïëåêñíîìó èñïîëüçîâà-
íû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ áëîêîâ 2×2:

1 = 1

1
, i = 1

-1
,

÷òî ðàâíîñèëüíî çàìåíå äåéñòâèòåëüíûõ ìàòðèö 2×2
âèäà

a b

-b a

íà êîìïëåêñíûå ÷èñëà.

Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ìàòðèö lC
AA1

A2
îò êîìïëåêñ-

íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê êâàòåðíèîííîìó èñïîëüçîâàíû
ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ áëîêîâ 2×2:

11 = 1

1
, σ1 = 1

1
, σ2 = -i

i
, σ3 = -1

1
.

Ìàòðèöû σ1, σ2, σ3 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìàòðèöû
Ïàóëè (ñ òîé ðàçíèöåé, ÷òî ïî ñîîáðàæåíèÿì ñèììåò-
ðèè â êà÷åñòâå σ3 âçÿòà ìàòðèöà ñ ïðîòèâîïîëîæíûì
çíàêîì).

lE0 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 1
13 1
21 1
0 1
1 1
2 1
3 1

123 1

= 1

0 123
13 2

1 13

1 0

1 2

1 123

= 1

0 123

11 0

11 123

lE1 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 -1
13 1
21 -1
0 1
1 1
2 -1
3 1

123 -1

= i

0 123
13 2

-1 13

-1 0

1 2

1 123

= i

0 123

-σ1 0

σ1 123

lE2 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 -1
13 -1
21 1
0 1
1 1
2 1
3 -1

123 -1

= i

0 123
13 2

i 13

-i 0

-i 2

i 123

= i

0 123

-σ2 0

σ2 123

lE3 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 1
13 -1
21 -1
0 1
1 -1
2 1
3 1

123 -1

= i

0 123
13 2

1 13

-1 0

-1 2

1 123

= i

0 123

-σ3 0

σ3 123

lE21 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 1
13 -1
21 -1
0 1
1 1
2 -1
3 -1

123 1

= (−i)

0 123
13 2

-1 13

1 0

-1 2

1 123

= (−i)

0 123

σ3 0

σ3 123

lE13 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 -1
13 -1
21 1
0 1
1 -1
2 -1
3 1

123 1

= (−i)

0 123
13 2

-i 13

i 0

-i 2

i 123

= (−i)

0 123

σ2 0

σ2 123

lE32 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 -1
13 1
21 -1
0 1
1 -1
2 1
3 -1

123 1

= (−i)

0 123
13 2

1 13

1 0

1 2

1 123

= (−i)

0 123

σ1 0

σ1 123

lE123 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 1
13 1
21 1
0 1
1 -1
2 -1
3 -1

123 -1

= 1

0 123
13 2

1 13

1 0

-1 2

-1 123

= 1

0 123

11 0

-11 123

VII. ÂÛÂÎÄÛ ÏÎ ÃËÀÂÅ

� Àëãåáðîé äåéñòâèÿ è ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè íåðå-
ëÿòèâèñòñêèõ ëåïòîíîâ ÿâëÿåòñÿ àëãåáðà Êëèô-
ôîðäà, îáðàçóþùåå ïðîñòðàíñòâî êîòîðîé ïî-
äîáíî ãåîìåòðè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó.
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� Àëãåáðà ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà ëåïòîíîâ � ýòî
ïîäàëãåáðà ïðàâîé àëãåáðû äåéñòâèÿ ëåïòîíîâ,
ïîñòðîåííàÿ íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ

rε0 = 1 , rε21 = i .

� Àëãåáðà íåðåëÿòèâèñòñêîãî ñïèíà � ýòî ïîäàë-
ãåáðà ëåâîé àëãåáðû äåéñòâèÿ ëåïòîíîâ, ïîñòðî-
åííàÿ íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ

lε21 = i σ3 , lε13 = i σ2 , lε32 = i σ1 .

� Ïîñòóëèðóåòñÿ ñëåäóþùàÿ îðãàíèçàöèÿ âåêòî-
ðîâ äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö, ïðè-
íàäëåæàùèõ îäíîé ãðóïïå ïîêîëåíèé:

1) âåêòîðû äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö,
ïðèíàäëåæàùèõ îäíîé ãðóïïå ïîêîëåíèé, ïðè-
íàäëåæàò îäíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòðàíñòâó (îä-
íîé ïîäàëãåáðå);

2) ôóíäàìåíòàëüíàÿ ÷àñòèöà ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ
îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì äåéñòâèÿ, â êîòîðîì çà
îñíîâíîå íàïðàâëåíèå ïðèíÿò áàçèñíûé âåêòîð
e21;

3) ôóíäàìåíòàëüíàÿ ÷àñòèöà âòîðîãî ïîêîëåíèÿ
îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì äåéñòâèÿ, â êîòîðîì çà
îñíîâíîå íàïðàâëåíèå ïðèíÿò áàçèñíûé âåêòîð
e13;

4) ôóíäàìåíòàëüíàÿ ÷àñòèöà òðåòüåãî ïîêîëå-
íèÿ îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì äåéñòâèÿ, â êîòîðîì
çà îñíîâíîå íàïðàâëåíèå ïðèíÿò áàçèñíûé âåê-
òîð e32.
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I. ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÛÅ ÇÀÌÅ×ÀÍÈß

Àëãåáðà äåéñòâèÿ ëåïòîíîâ åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé
àëãåáðû äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö S, ñîîò-
âåòñòâóþùèé ÷àñòíîìó ñëó÷àþ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè
áàçèñíûõ âåêòîðîâ îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà.

Äëÿ òîãî ÷òîáû î÷åâèäíî âûäåëèòü ýòîò ñëó÷àé,
äëÿ àëãåáðû äåéñòâèÿ ëåïòîíîâ âìåñòî îáîçíà÷åíèÿ
áàçèñíûõ âåêòîðîâ e ââåäåì îáîçíà÷åíèå ε. Êðîìå òî-
ãî, ââåäåì ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå äëÿ àëãåáðû äåé-
ñòâèÿ ëåïòîíîâ C.
Ýòà Ãëàâà îòíîñèòñÿ ê ëåïòîíàì, êîòîðûå íàçâàíû

ðåëÿòèâèñòñêèìè. Ýòî íàçâàíèå íå îçíà÷àåò, ÷òî
ðàññìàòðèâàþòñÿ ëåïòîíû, äâèæóùèåñÿ ñ ñêîðîñòüþ,
áëèçêîé ê ñêîðîñòè ñâåòà. Ýòî íàçâàíèå îçíà÷àåò, ÷òî
ðàññìàòðèâàþòñÿ ëåïòîíû, â ôîðìèðîâàíèè âîëíî-
âîé ôóíêöèè êîòîðûõ ó÷àñòâóþò âðåìåíè-ïîäîáíûå
êîìïîíåíòû, òî åñòü îáðàçóþùåå ïðîñòðàíñòâî àëãåá-
ðû äåéñòâèÿ òàêèõ ëåïòîíîâ ïîëàãàåòñÿ ÷åòûðåõìåð-
íûì, ïîäîáíûì ïðîñòðàíñòâó-âðåìåíè ÑÒÎ. Íà ýòîì
óðîâíå ëåïòîíû ðàçäåëÿþòñÿ íà äâà òèïà. Ëåïòîíû
îäíîãî òèïà íàçâàíû áåëûìè, à äðóãîãî òèïà � ÷åðíû-
ìè. Â ýòîé Ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ êîíòðàâàðèàíòíàÿ
àëãåáðà1 äåéñòâèÿ áåëûõ ëåïòîíîâ. Îíà îáîçíà÷åíà
Cw.

II. ÀËÃÅÁÐÀ ÄÅÉÑÒÂÈß ÁÅËÛÕ
ËÅÏÒÎÍÎÂ

Â ýòîì Ðàçäåëå ðàññìîòðèì àãåáðó äåéñòâèÿ áå-
ëûõ ëåïòîíîâ Cw ñ ÷åòûðåõìåðíûì îáðàçóþùèì ïðî-
ñòðàíñòâîì.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì III.1. Ãëàâû 3.4. âîëíî-
âàÿ ôóíêöèÿ ëåïòîíîâ â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåíà ñëå-
äóþùåé äèàãðàììîé Þíãà:

?

1
2
3
4

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè äëÿ
îáðàçóþùèõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ àëãåáðû äåéñòâèÿ áå-

1 Äëÿ óäîáñòâà ÷òåíèÿ îïðåäåëåíèå êîíòðàâàðèàíòíàÿ äàëåå
îïóñêàåòñÿ.

ëûõ ëåïòîíîâ2

12 = −21 , 13 = −31 , 23 = −32 ,

14 = −41 , 24 = −42 , 34 = −43 .

Â ðåçóëüòàòå âîëíîâàÿ ôóíêöèè ëåïòîíîâ èìååò âèä

ψ = e0 ψ
0 + e1 ψ

1 + e2 ψ
2 + e3 ψ

3 + e4 ψ
4 +

+ e[21] ψ
[21] + e[13] ψ

[13] + e[32] ψ
[32] +

+ e[14] ψ
[14] + e[42] ψ

[42] + e[34] ψ
[34] +

+ e[123] ψ
[123] + e[134] ψ

[134] + e[234] ψ
[234] +

+ e1324 ψ
[1324] . (1)

Ïåðåïèøåì ýòî âûðàæåíèå ñ ó÷åòîì ïðèíÿòîãî ïå-
ðåîáîçíà÷åíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ è ïðèíÿòîãî ïîðÿä-
êà èíäåêñîâ ñëàãàåìûõ êîìïîíåíò âåêòîðà ψ

(32, 13, 21, 0, 42, 14, 1324, 34, 1, 2, 3, 123, 134, 234, 4, 124) .

Ïîëó÷èì

ψ = ε32 ψ
32 + ε13 ψ

13 + ε21 ψ
21 + ε0 ψ

0 +

+ ε42 ψ
42 + ε14 ψ

14 + ε1324 ψ
1324 + ε34 ψ

34 +

+ ε1 ψ
1 + ε2 ψ

2 + ε3 ψ
3 + ε123 ψ

123 +

+ ε134 ψ
134 + ε234 ψ

234 + ε4 ψ
4 + ε124 ψ

124 (2)

èëè â êîìïàêòíîé çàïèñè

ψ = εK ψ
K ,

ãäå èíäåêñ K ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ

(32, 13, 21, 0, 42, 14, 1324, 34, 1, 2, 3, 123, 134, 234, 4, 124) .

1. Äåéñòâèòåëüíîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû
äåéñòâèÿ áåëûõ ëåïòîíîâ Cw

Çàïèñè âåêòîðà ψ (2) ñîîòâåòñòâóåò äåéñòâèòåëüíîå
ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Cw. Â ýòîì ñëó÷àå ñòðóêòóð-
íûå ìàòðèöû, êîòîðûìè ïðåäñòàâëåíû áàçèñíûå âåê-
òîðû

CK1
K2K ∼ εK ,

èìåþò äåéñòâèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû, à ðàçìåðíîñòü
ìàòðèö ðàâíà 16 × 16 (ñì. Ðàçäåë III.). Ïîìèìî äåé-
ñòâèòåëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, áóäåì èñïîëüçîâàòü êîì-
ïëåêñíîå, êâàòåðíèîííîå è áèêâàòåðíèîííîå ïðåä-
ñòàâëåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ àëãåáðû Êëèôôîðäà,
óäîáíûå â ñèëó ñâîåé êîìïàêòíîñòè.

2 Ïðèâåäåííûå óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè äëÿ îáðàçóþ-
ùèõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ îïðåäåëÿþò àëãåáðó, êîòîðàÿ íàçû-
âàåòñÿ àëãåáðîé Êëèôôîðäà, òî÷íåå àëãåáðó Êëèôôîðäà ñ
÷åòûðåõìåðíûì îáðàçóþùèì ïðîñòðàíñòâîì.
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2. Êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû äåéñòâèÿ
áåëûõ ëåïòîíîâ Cw

Êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû äåéñòâèÿ áå-
ëûõ ëåïòîíîâ Cw îñíîâàíî íà ñëåäóþùåé çàïèñè âåê-
òîðà ψ:

ψ = ε13 ◦ (ε21 ψ32 + ε0 ψ
13) + ε0 ◦ (ε21 ψ21 + ε0 ψ

0) +

+ ε14 ◦ (ε21 ψ42+ε0 ψ
14)+ε34 ◦ (ε21 ψ1324+ε0 ψ

34)+

+ ε2 ◦ (ε21 ψ1 + ε0 ψ
2) + ε123 ◦ (ε21 ψ3 + ε0 ψ

123) +

+ ε234 ◦ (ε21 ψ134+ε0 ψ
234)+ε124 ◦ (ε21 ψ4+ε0 ψ

124).

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóåò çàïèñè àëãåáðû
Cw â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ C3 × C1 (çäåñü íèæíèé èí-
äåêñ åñòü ðàçìåðíîñòü îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà).
Áàçèñíûìè âåêòîðàìè àëãåáðû C3 ÿâëÿþòñÿ

ε13 , ε0 , ε14 , ε34 , ε2 , ε123 , ε234 , ε124 ;

áàçèñíûìè âåêòîðàìè àëãåáðû C1 ÿâëÿþòñÿ

ε21 , ε0 .

Ïðîñòðàíñòâî C1 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðî-
ñòðàíñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Äëÿ ýòîãî áàçèñíîìó
âåêòîðó ε21 àëãåáðû C1 ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ìíè-
ìóþ åäèíèöó i, èìåÿ â âèäó, ÷òî sign ε21 = −1, à áàçèñ-
íîìó âåêòîðó ε0 àëãåáðû C1 ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå
äåéñòâèòåëüíóþ åäèíèöó:

ε21 ∼ i , ε0 ∼ 1 .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì âåêòîð àëãåáðû Cw â êîì-
ïëåêñíîì ïðåäñòàâëåíèè

ψ = ε13 ◦ (i ψ32 + ψ13) + ε0 ◦ (i ψ21 + ψ0) +

+ε14 ◦ (i ψ42 + ψ14) + ε34 ◦ (i ψ1324 + ψ34) +

+ε2 ◦ (i ψ1 + ψ2) + ε123 ◦ (i ψ3 + ψ123) +

+ε234 ◦ (i ψ134 + ψ234) + ε124 ◦ (i ψ4 + ψ124) .

Òàêèì îáðàçîì, â êîìïëåêñíîì ïðåäñòàâëåíèè êî-
îðäèíàòû (êîìïîíåíòû) âåêòîðà ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñ-
íûìè. Ââåäåì äëÿ íèõ îáîçíà÷åíèÿ

ψ13 = i ψ32 + ψ13 , ψ0 = i ψ21 + ψ0 ,

ψ14 = i ψ42 + ψ14 , ψ34 = i ψ1324 + ψ34 ,

ψ2 = i ψ1 + ψ2 , ψ123 = i ψ3 + ψ123 ,

ψ234 = i ψ134 + ψ234 , ψ124 = i ψ4 + ψ124 .

(3)

Ñ ó÷åòîì ýòîãî âåêòîð ψ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ψ = ε13ψ
13 + ε0ψ

0 + ε14ψ
14 + ε34ψ

34 +

+ε2ψ
2 + ε123ψ

123 + ε234ψ
234 + ε124ψ

124

èëè â êîìïàêòíîé çàïèñè

ψ = εα ψ
α ,

ãäå èíäåêñ α ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ

α ∼ (13, 0, 14, 34, 2, 123, 234, 124) .

Îòñþäà âèäíî, ÷òî â êîìïëåêñíîì ïðåäñòàâëåíèè âåê-
òîð ψ ïðîåöèðóåòñÿ íà íàïðàâëåíèÿ ε13, ε0, ε14, ε34,
ε2, ε123, ε234, ε124, òî åñòü âîëíîâóþ ôóíêöèþ ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê âîñüìèìåðíûé âåêòîð íàä ïîëåì
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.
Â êîìïëåêñíîì ïðåäñòàâëåíèè ñòðóêòóðíûå ìàòðè-

öû, êîòîðûìè ïðåäñòàâëåíû áàçèñíûå âåêòîðû εK ,

Cα1
α2K ∼ εK

èìåþò ðàçìåðíîñòü 8 × 8. Êîýôôèöèåíòû ìàòðèö
ïðåäñòàâëåíû ñèñòåìîé ãèïåð÷èñåë (ñì. Ðàçäåë III.).

3. Êâàòåðíèîííîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû
äåéñòâèÿ ëåïòîíîâ Cw

Êâàòåðíèîííîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû äåéñòâèÿ áå-
ëûõ ëåïòîíîâ Cw îñíîâàíî íà ñëåäóþùåé çàïèñè âåê-
òîðà ψ:

ψ = ε0 ◦ (ε32 ψ32 + ε13 ψ
13 + ε21 ψ

21 + ε0 ψ
0) +

+ ε34 ◦ (ε32 ψ42 + ε13 ψ
14 + ε21 ψ

1324 + ε0 ψ
34) +

+ε123 ◦ (ε32 ψ1 + ε13 ψ
2 + ε21 ψ

3 + ε0 ψ
123) +

+ε124 ◦ (ε32 ψ134 + ε13 ψ
234 + ε21 ψ

4 + ε0 ψ
124) .

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóåò çàïèñè àëãåáðû
Cw â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ C2 × C2. Áàçèñíûìè âåêòî-
ðàìè îäíîé àëãåáðû C2 ÿâëÿþòñÿ

ε0 , ε34 , ε123 , ε124 ;

áàçèñíûìè âåêòîðàìè äðóãîé àëãåáðû C2 ÿâëÿþòñÿ

ε32 , ε13 , ε21 , ε0 .

Ïîñëåäíÿÿ àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé êâàòåðíèî-
íîâ, òàê êàê

(ε0)
2 = ε0 , (ε32)

2 = (ε13)
2 = (ε21)

2 = −ε0 ,
ε0 ◦ ε32 = ε32 ◦ ε0 = ε32 ,

ε0 ◦ ε13 = ε13 ◦ ε0 = ε13 ,

ε0 ◦ ε21 = ε21 ◦ ε0 = ε21 ,

ε32 ◦ ε13 = −ε13 ◦ ε32 = ε21 ,

ε13 ◦ ε21 = −ε21 ◦ ε13 = ε32 ,

ε21 ◦ ε32 = −ε32 ◦ ε21 = ε13 .

Äëÿ áàçèñíûõ êâàòåðíèîíîâ èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå
îáîçíà÷åíèÿ:

q1 , q2 , q3 , q0 .
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Çàìåíèì áàçèñíûå âåêòîðû ε32, ε13, ε21, ε0 êâàòåð-
íèîíàìè â ñîîòâåòñòâèè

ε32 ∼ q1 ,

ε13 ∼ q2 ,

ε21 ∼ q3 ,

ε0 ∼ q0 .

Ïîëó÷èì âåêòîð àëãåáðû Cw â êâàòåðíèîííîì ïðåä-
ñòàâëåíèè

ψ = ε0 · (q1 · ψ32 + q2 ψ
13 + q3 ψ

21 + ψ0) +

+ε34 · (q1 · ψ42 + q2 ψ
14 + q3 ψ

1324 + ψ34) +

+ε123 · (q1 ψ1 + q2 ψ
2 + q3 ψ

3 + ψ123) +

+ε124 · (q1 ψ134 + q2 ψ
234 + q3 ψ

4 + ψ124) .

Òàêèì îáðàçîì, â êâàòåðíèîííîì ïðåäñòàâëåíèè êî-
îðäèíàòû(êîìïîíåíòû) âåêòîðà ÿâëÿþòñÿ êâàòåðíèî-
íàìè. Ââåäåì äëÿ íèõ îáîçíà÷åíèÿ

Ψ0 = q1 ψ
32 + q2 ψ

13 + q3 ψ
21 + ψ0 ,

Ψ34 = q1 ψ
42 + q2 ψ

14 + q3 ψ
1324 + ψ34 ,

Ψ123 = q1 ψ
1 + q2 ψ

2 + q3 ψ
3 + ψ123 ,

Ψ124 = q1 ψ
134 + q2 ψ

234 + q3 ψ
4 + ψ124 .

(4)

Ñ ó÷åòîì ýòîãî âåêòîð ψ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ψ = ε0 Ψ
0 + ε34 Ψ

34 + ε123 Ψ
123 + ε124 Ψ

124

èëè â êîìïàêòíîé çàïèñè

ψ = εaΨ
a ,

ãäå èíäåêñ a ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ

a ∼ (0, 34, 123, 124) .

Îòñþäà âèäíî, ÷òî â êâàòåðíèîííîì ïðåäñòàâëåíèè
âåêòîð ψ ïðîåöèðóåòñÿ íà íàïðàâëåíèÿ ε0, ε34, ε123,
ε124, òî åñòü âîëíîâóþ ôóíêöèþ ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð íàä ïîëåì êâàòåðíè-
îíîâ.
Â êâàòåðíèîííîì ïðåäñòàâëåíèè ñòðóêòóðíûå ìàò-

ðèöû, êîòîðûìè ïðåäñòàâëåíû áàçèñíûå âåêòîðû εA,

Ca1a2K ∼ εK

èìåþò ðàçìåðíîñòü 4 × 4. Êîýôôèöèåíòû ìàòðèö
ïðåäñòàâëåíû äâóìÿ ñèñòåìàìè ãèïåð÷èñåë (ñì. Ðàç-
äåë III.).

4. Áèêâàòåðíèîííîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû
äåéñòâèÿ áåëûõ ëåïòîíîâ C4

Áèâàòåðíèîííîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Cw îñíîâà-
íî íà ðàçëîæåíèè âåêòîðà

ψ = ε0 ◦ (ε32 ψ32 + ε13 ψ
13 + ε21 ψ

21 + ε0 ψ
0 +

+ε1 ψ
1 + ε2 ψ

2 + ε3 ψ
3 + ε123 ψ

123) +

+ε34 ◦ (ε32 ψ42 + ε13 ψ
14 + ε21 ψ

1324 + ε0 ψ
34 +

+ε1 ψ
134 + ε2 ψ

234 + ε3 ψ
4 + ε123 ψ

124) .

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóåò çàïèñè àëãåáðû
C4 â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ C1 ×C3. Áàçèñíûìè âåêòîðà-
ìè àëãåáðû C1 ÿâëÿþòñÿ

ε0 , ε34 ,

áàçèñíûìè âåêòîðàìè àëãåáðû C3 ÿâëÿþòñÿ

ε32 , ε13 , ε21 , ε0 , ε1 , ε2 , ε3 , ε123 .

Çàìåíÿÿ ýòè áàçèñíûå âåêòîðû áàçèñíûìè áèêâà-
òåðíèîíàìè, ïîëó÷èì âåêòîð àëãåáðû C3 â áèêâàòåð-
íèîííîì ïðåäñòàâëåíèè

ψ = ε0 ◦ (b32 ψ32 + b13 ψ
13 + b21 ψ

21 + b0 ψ
0 +

+b1 ψ
1 + b2 ψ

2 + b3 ψ
3 + b123 ψ

123) +

+ε34 ◦ (b32 ψ42 + b13 ψ
14 + b21 ψ

1324 + b0 ψ
34 +

+b1 ψ
134 + b2 ψ

234 + b3 ψ
4 + b123 ψ

124) .

Òàêèì îáðàçîì, â áèêâàòåðíèîííîì ïðåäñòàâëåíèè
êîîðäèíàòû (êîìïîíåíòû) âåêòîðà ÿâëÿþòñÿ áèêâà-
òåðíèîíàìè. Ââåäåì äëÿ íèõ îáîçíà÷åíèå

Ψ0 = b32 ψ
32 + b13 ψ

13 + b21 ψ
21 + b0 ψ0+

+ b1 ψ1 + b2 ψ2 + b3 ψ3 + b123 ψ
123 ,

Ψ34 = b32 ψ
42 + b13 ψ

14 + b21 ψ
1324 + b0 ψ34+

+ b1 ψ134 + b2 ψ234 + b3 ψ4 + b123 ψ
124 .

(5)

Ñ ó÷åòîì ýòîãî âåêòîð ψ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ψ = ε0 Ψ
0 + ε34 Ψ

34

èëè â êîìïàêòíîé çàïèñè

ψ = εβ Ψ
β ,

ãäå èíäåêñ β ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ

β ∼ (0, 34) .

Îòñþäà âèäíî, ÷òî â áèêâàòåðíèîííîì ïðåäñòàâëå-
íèè âåêòîð ψ ïðîåöèðóåòñÿ íà íàïðàâëåíèÿ ε0, ε34, òî
åñòü, âîëíîâóþ ôóíêöèþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð íàä ïîëåì êâàòåðíèîíîâ.
Â êâàòåðíèîííîì ïðåäñòàâëåíèè ñòðóêòóðíûå ìàò-

ðèöû, êîòîðûìè ïðåäñòàâëåíû áàçèñíûå âåêòîðû εK ,

Cβ1
β2K ∼ εK

èìåþò ðàçìåðíîñòü 2 × 2. Êîýôôèöèåíòû ìàòðèö
ïðåäñòàâëåíû òðåìÿ ñèñòåìàìè ãèïåð÷èñåë (ñì. Ðàç-
äåë III.).

III. ÑÒÐÓÊÒÓÐÍÛÅ ÌÀÒÐÈÖÛ ÀËÃÅÁÐÛ
ÄÅÉÑÒÂÈß ÁÅËÛÕ ËÅÏÒÎÍÎÂ Cw

1. Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû ïðàâîé àëãåáðû
äåéñòâèÿ áåëûõ ëåïòîíîâ rCw

Ïðèñòóïèì ê âû÷èñëåíèþ ñòðóêòóðíûõ ìàòðèö àë-
ãåáðû rCw. Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû áóäåì îáîçíà÷àòü
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òåìè áàçèñíûìè âåêòîðàìè, êîòîðûå îíè ïðåäñòàâëÿ-
þò

rεK ∼ rC
K1
K2K .

Íàïîìíèì, ÷òî çàêîí óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ â ïðàâîé àëãåáðå ëåïòîíîâ rCw çàïèñûâàåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

rεK2 ◦ rεK = rεK1 · rCK1
K2K . (6)

Èç âûðàæåíèÿ (6) ñëåäóåò àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ
ñòðóêòóðíûõ ìàòðèö. Ñíà÷àëà íóæíî óñòàíîâèòü íî-
ìåð ñòðóêòóðíîé ìàòðèöû (K) â ñîîòâåòñòâèè ñ íî-
ìåðîì áàçèñíîãî âåêòîðà, çàòåì äëÿ êàæäîãî ñòîëáöà
ìàòðèöû (K2) ïðîäåëàòü ñëåäóþùèå âû÷èñëåíèÿ. Áà-
çèñíûé âåêòîð rεK2

, íîìåð êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ íî-
ìåðîì ñòîëáöà ìàòðèöû, íóæíî óìíîæèòü ñïðàâà íà
áàçèñíûé âåêòîð εK , íîìåð êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ íîìå-
ðîì ñòðóêòóðíîé ìàòðèöû. Äàëåå íóæíî îïðåäåëèòü
áàçèñíûé âåêòîð rεK1

, íà êîòîðûé ïðîåöèðóåòñÿ ýòî
ïðîèçâåäåíèå, è ÷èñëåííîå çíà÷åíèå ïðîåêöèè. Òîãäà
íîìåð (K1) óêàçàííîãî áàçèñíîãî âåêòîðà îïðåäåëèò
íîìåð ñòðîêè, íà ïåðåñå÷åíèè êîòîðîé ñ ðàññìàòðè-
âàåìûì ñòîëáöîì íåîáõîäèìî ïîñòàâèòü óêàçàííîå
÷èñëåííîå çíà÷åíèå ïðîåêöèè.
Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé ïîëó÷èì ñòðóêòóðíûå

ìàòðèöû ðàçìåðîì 16 × 16 ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè.3

Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ìàòðèö rC
K1
K2K îò äåéñòâè-

òåëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê êîìïëåêñíîìó èñïîëüçîâà-
íû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ áëîêîâ 2×2:

1 = 1

1
, a = 1

1
, b = -1

1
, i = 1

-1
.

Àëãåáðà ñèñòåìû ÷èñåë {1 , a, b, i} ïðåäñòàâëåíà çà-
êîíàìè óìíîæåíèÿ

1 2 = 1 , a2 = b2 = 1 , i2 = −1 ,

1 · a = a · 1 = a , 1 · b = b · 1 = b , 1 · i = i · 1 = i ,

a · b = −b · a = i , a · i = −i · a = b , i · b = −b · i = a .

Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ìàòðèö rC
α1
α2K îò êîìïëåêñ-

íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê êâàòåðíèîííîìó èñïîëüçîâàíû
ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ áëîêîâ 2×2:

11 = 1

1
, I = 1

-1
.

Àëãåáðà ñèñòåìû ÷èñåë {11, I} ïðåäñòàâëåíà çàêîíà-
ìè óìíîæåíèÿ

112 = 11 , I2 = −11 , 11 · I = I · 11 = I .

3 Òî÷íåå, êîýôôèöèåíòû ìàòðèö ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ ëèáî 0,
ëèáî 1, ëèáî -1.

rε0 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 234

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

11 0

11 34

11 123

11 124

rε1 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 1
0 1
42 -1
14 -1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 -1

123 -1
134 1
234 1
4 -1

124 -1

= a

0 34 123 124
13 14 2 234

-1 13

1 0

-1 14

1 34

1 2

-1 123

1 234

-1 124

= a

34 124

0 123

-I 0

-I 34

I 123

I 124
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rε2 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 1
14 -1

1324 -1
34 1
1 -1
2 1
3 1

123 -1
134 -1
234 1
4 1

124 -1

= b

0 34 123 124
13 14 2 234

-1 13

1 0

-1 14

1 34

1 2

-1 123

1 234

-1 124

= b

34 124

0 123

-I 0

-I 34

I 123

I 124

rε3 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 1
21 -1
0 1
42 1
14 -1

1324 1
34 -1
1 1
2 -1
3 1

123 -1
134 -1
234 1
4 -1

124 1

= i

0 34 123 124
13 14 2 234

-1 13

-1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

-1 234

-1 124

= i

34 124

0 123

-11 0

11 34

11 123

-11 124

rε4 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 1
0 -1
42 -1
14 1

1324 -1
34 1
1 -1
2 1
3 -1

123 1
134 1
234 -1
4 1

124 -1

= i

0 34 123 124
13 14 2 234

1 13

1 0

-1 14

-1 34

-1 2

-1 123

1 234

1 124

= i

34 124

0 123

11 0

-11 34

-11 123

11 124

rε21 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 1
0 -1
42 1
14 -1

1324 1
34 -1
1 1
2 -1
3 1

123 -1
134 1
234 -1
4 1

124 -1

= i

0 34 123 124
13 14 2 234

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= i

34 124

0 123

11 0

11 34

11 123

11 124
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rε13 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 1
21 1
0 -1
42 1
14 -1

1324 -1
34 1
1 -1
2 1
3 1

123 -1
134 1
234 -1
4 -1

124 1

= b

0 34 123 124
13 14 2 234

1 13

-1 0

-1 14

1 34

1 2

-1 123

-1 234

1 124

= b

34 124

0 123

I 0

-I 34

I 123

-I 124

rε32 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 -1
0 -1
42 -1
14 -1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 -1

123 -1
134 -1
234 -1
4 1

124 1

= a

0 34 123 124
13 14 2 234

1 13

-1 0

-1 14

1 34

1 2

-1 123

-1 234

1 124

= a

34 124

0 123

I 0

-I 34

I 123

-I 124

rε14 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 -1
14 1

1324 1
34 -1
1 1
2 -1
3 -1

123 1
134 -1
234 1
4 1

124 -1

= b

0 34 123 124
13 14 2 234

-1 13

1 0

1 14

-1 34

-1 2

1 123

1 234

-1 124

= b

34 124

0 123

-I 0

I 34

-I 123

I 124

rε42 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 -1
34 -1
1 -1
2 -1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 -1

124 -1

= a

0 34 123 124
13 14 2 234

-1 13

1 0

1 14

-1 34

-1 2

1 123

1 234

-1 124

= a

34 124

0 123

-I 0

I 34

-I 123

I 124
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rε34 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 234

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

11 0

11 34

11 123

11 124

rε123 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 -1
0 -1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 -1
234 -1
4 -1

124 -1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 234

-1 13

-1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

-1 234

-1 124

= 1

34 124

0 123

-11 0

11 34

11 123

-11 124

rε124 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 -1
14 -1

1324 -1
34 -1
1 -1
2 -1
3 -1

123 -1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 234

1 13

1 0

-1 14

-1 34

-1 2

-1 123

1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

11 0

-11 34

-11 123

11 124

rε134 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 1
0 1
42 -1
14 -1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 -1

123 -1
134 1
234 1
4 -1

124 -1

= a

0 34 123 124
13 14 2 234

-1 13

1 0

-1 14

1 34

1 2

-1 123

1 234

-1 124

= a

34 124

0 123

-I 0

-I 34

I 123

I 124
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rε234 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 1
14 -1

1324 -1
34 1
1 -1
2 1
3 1

123 -1
134 -1
234 1
4 1

124 -1

= b

0 34 123 124
13 14 2 234

-1 13

1 0

-1 14

1 34

1 2

-1 123

1 234

-1 124

= b

34 124

0 123

-I 0

-I 34

I 123

I 124

rε1324 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 1
0 -1
42 1
14 -1

1324 1
34 -1
1 1
2 -1
3 1

123 -1
134 1
234 -1
4 1

124 -1

= i

0 34 123 124
13 14 2 234

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= i

34 124

0 123

11 0

11 34

11 123

11 124

1.1. Àëãåáðà ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà áåëûõ ëåïòîíîâ

Àëãåáðà ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà ëåïòîíîâ � ýòî ïî-
äàëãåáðà ïðàâîé àëãåáðû äåéñòâèÿ áåëûõ ëåïòîíîâ,
ïîñòðîåííàÿ íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ

rε0 = 1 , rε21 = i .

Îòñþäà âåêòîð

rε0 ψ
0 + rε21 ψ

21

� ýòî ÷àñòü ïðàâîãî âåêòîðà äåéñòâèÿ áåëûõ ëåïòî-
íîâ, îòâåòñòâåííàÿ çà ýëåêòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè
ëåïòîíîâ.

1.2. Àëãåáðà ñëàáîãî çàðÿäà áåëûõ ëåïòîíîâ

Àëãåáðà ñëàáîãî çàðÿäà ëåïòîíîâ � ýòî ïîäàëãåáðà
ïðàâîé àëãåáðû äåéñòâèÿ áåëûõ ëåïòîíîâ, ïîñòðîåí-
íàÿ íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ

rε4 , rε123 , rε1324 .

Îòñþäà âåêòîð

rε4 ψ
4 + rε123 ψ

123 + rε1324 ψ
1324

� ýòî ÷àñòü ïðàâîãî âåêòîðà äåéñòâèÿ áåëûõ ëåïòîíîâ,
îòâåòñòâåííàÿ çà ñëàáûå õàðàêòåðèñòèêè ëåïòîíîâ.

2. Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû ëåâîé àëãåáðû
äåéñòâèÿ áåëûõ ëåïòîíîâ lCw

Ïðèñòóïèì ê âû÷èñëåíèþ ñòðóêòóðíûõ ìàòðèö àë-
ãåáðû lCw. Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû áóäåì îáîçíà÷àòü
òåìè áàçèñíûìè âåêòîðàìè, êîòîðûå îíè ïðåäñòàâëÿ-
þò

lεK ∼ lC
K1
K2K .

Íàïîìíèì, ÷òî çàêîí óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ â ëåâîé àëãåáðå ëåïòîíîâ lCw çàïèñûâàåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

lεK ◦ rεK2 = lεK1 · lCK1
K2K . (7)

Èç âûðàæåíèÿ (7) ñëåäóåò àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ
ñòðóêòóðíûõ ìàòðèö. Ñíà÷àëà íóæíî óñòàíîâèòü íî-
ìåð ñòðóêòóðíîé ìàòðèöû (K) â ñîîòâåòñòâèè ñ íî-
ìåðîì áàçèñíîãî âåêòîðà, çàòåì äëÿ êàæäîãî ñòîëáöà
ìàòðèöû (K2) ïðîäåëàòü ñëåäóþùèå âû÷èñëåíèÿ. Áà-
çèñíûé âåêòîð lεK2

, íîìåð êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ íî-
ìåðîì ñòîëáöà ìàòðèöû, íóæíî óìíîæèòü ñëåâà íà
áàçèñíûé âåêòîð εK , íîìåð êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ íîìå-
ðîì ñòðóêòóðíîé ìàòðèöû. Äàëåå íóæíî îïðåäåëèòü
áàçèñíûé âåêòîð lεK1

, íà êîòîðûé ïðîåöèðóåòñÿ ýòî
ïðîèçâåäåíèå, è ÷èñëåííîå çíà÷åíèå ïðîåêöèè. Òîãäà



III. Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû àëãåáðû äåéñòâèÿ áåëûõ ëåïòîíîâ Cw 57

íîìåð (K1) óêàçàííîãî áàçèñíîãî âåêòîðà îïðåäåëèò
íîìåð ñòðîêè, íà ïåðåñå÷åíèè êîòîðîé ñ ðàññìàòðè-
âàåìûì ñòîëáöîì íåîáõîäèìî ïîñòàâèòü óêàçàííîå
÷èñëåííîå çíà÷åíèå ïðîåêöèè.

Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé ïîëó÷èì ñòðóêòóðíûå
ìàòðèöû ðàçìåðîì 16 × 16 ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè.4

Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ìàòðèö lC
K1
K2K îò äåéñòâè-

òåëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê êîìïëåêñíîìó èñïîëüçîâà-
íû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ áëîêîâ 2×2:

1 = 1

1
, i = 1

-1
,

÷òî ðàâíîñèëüíî çàìåíå äåéñòâèòåëüíûõ ìàòðèö 2×2
âèäà

a b

-b a

íà êîìïëåêñíûå ÷èñëà.

Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ìàòðèö lC
α1
α2K îò êîìïëåêñ-

íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê êâàòåðíèîííîìó èñïîëüçîâàíû
ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ áëîêîâ 2×2:

11 = 1

1
, σ1 = 1

1
, σ2 = -i

i
, σ3 = -1

1
.

Ìàòðèöû σ1, σ2, σ3 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìàòðèöû
Ïàóëè (ñ òîé ðàçíèöåé, ÷òî ïî ñîîáðàæåíèÿì ñèììåò-
ðèè â êà÷åñòâå σ3 âçÿòà ìàòðèöà ñ ïðîòèâîïîëîæíûì
çíàêîì).

4 Òî÷íåå, êîýôôèöèåíòû ìàòðèö ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ ëèáî 0,
ëèáî 1, ëèáî -1.

lε0 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 234

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= 1

34 124
0 123

11 0

11 34

11 123

11 124

lε1 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 1
21 -1
0 1
42 -1
14 1

1324 -1
34 1
1 1
2 -1
3 1

123 -1
134 1
234 -1
4 1

124 -1

= i

0 34 123 124
13 14 2 234

-1 13

-1 0

-1 14

-1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= i

34 124
0 123

-σ1 0

-σ1 34

σ1 123

σ1 124
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lε2 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 1
0 1
42 -1
14 -1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 -1

123 -1
134 1
234 1
4 -1

124 -1

= i

0 34 123 124
13 14 2 234

i 13

-i 0

i 14

-i 34

-i 2

i 123

-i 234

i 124

= i

34 124
0 123

-σ2 0

-σ2 34

σ2 123

σ2 124

lε3 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 1
14 -1

1324 -1
34 1
1 -1
2 1
3 1

123 -1
134 -1
234 1
4 1

124 -1

= i

0 34 123 124
13 14 2 234

1 13

-1 0

1 14

-1 34

-1 2

1 123

-1 234

1 124

= i

34 124
0 123

-σ3 0

-σ3 34

σ3 123

σ3 124

lε4 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 1
0 -1
42 1
14 -1

1324 1
34 -1
1 1
2 -1
3 1

123 -1
134 1
234 -1
4 1

124 -1

= i

0 34 123 124
13 14 2 234

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= i

34 124
0 123

11 0

11 34

11 123

11 124

lε21 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 1
21 1
0 -1
42 -1
14 1

1324 1
34 -1
1 -1
2 1
3 1

123 -1
134 -1
234 1
4 1

124 -1

= i

0 34 123 124
13 14 2 234

-1 13

1 0

-1 14

1 34

-1 2

1 123

-1 234

1 124

= i

34 124
0 123

σ3 0

σ3 34

σ3 123

σ3 124
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lε13 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 -1
0 -1
42 1
14 1

1324 -1
34 -1
1 1
2 1
3 -1

123 -1
134 1
234 1
4 -1

124 -1

= i

0 34 123 124
13 14 2 234

-i 13

i 0

-i 14

i 34

-i 2

i 123

-i 234

i 124

= i

34 124
0 123

σ2 0

σ2 34

σ2 123

σ2 124

lε32 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 1
0 -1
42 1
14 -1

1324 1
34 -1
1 1
2 -1
3 1

123 -1
134 1
234 -1
4 1

124 -1

= i

0 34 123 124
13 14 2 234

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= i

34 124
0 123

σ1 0

σ1 34

σ1 123

σ1 124

lε14 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 -1
2 -1
3 -1

123 -1
134 -1
234 -1
4 -1

124 -1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 234

1 13

1 0

1 14

1 34

-1 2

-1 123

-1 234

-1 124

= 1

34 124
0 123

σ1 0

σ1 34

-σ1 123

-σ1 124

lε42 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 1
14 -1

1324 -1
34 1
1 -1
2 1
3 1

123 -1
134 -1
234 1
4 1

124 -1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 234

i 13

-i 0

i 14

-i 34

-i 2

i 123

-i 234

i 124

= 1

34 124
0 123

-σ2 0

-σ2 34

σ2 123

σ2 124
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lε34 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 1
0 1
42 -1
14 -1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 -1

123 -1
134 1
234 1
4 -1

124 -1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 234

-1 13

1 0

-1 14

1 34

1 2

-1 123

1 234

-1 124

= 1

34 124
0 123

σ3 0

σ3 34

-σ3 123

-σ3 124

lε123 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 -1
0 -1
42 -1
14 -1

1324 -1
34 -1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 234

-1 13

-1 0

-1 14

-1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= 1

34 124
0 123

-11 0

-11 34

11 123

11 124

lε124 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 1
0 1
42 -1
14 -1

1324 1
34 1
1 -1
2 -1
3 1

123 1
134 -1
234 -1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 234

-1 13

1 0

-1 14

1 34

-1 2

1 123

-1 234

1 124

= 1

34 124
0 123

σ3 0

σ3 34

σ3 123

σ3 124

lε134 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 1
14 -1

1324 -1
34 1
1 1
2 -1
3 -1

123 1
134 1
234 -1
4 -1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 234

i 13

-i 0

i 14

-i 34

i 2

-i 123

i 234

-i 124

= (−1 )

34 124
0 123

σ2 0

σ2 34

σ2 123

σ2 124
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lε234 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 234

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= 1

34 124
0 123

σ1 0

σ1 34

σ1 123

σ1 124

lε1324 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 1
0 -1
42 1
14 -1

1324 1
34 -1
1 -1
2 1
3 -1

123 1
134 -1
234 1
4 -1

124 1

= i

0 34 123 124
13 14 2 234

1 13

1 0

1 14

1 34

-1 2

-1 123

-1 234

-1 124

= i

34 124
0 123

11 0

11 34

-11 123

-11 124

2.1. Àëãåáðà ðåëÿòèâèñòñêîãî ñïèíà

Àëãåáðà ðåëÿòèâèñòñêîãî ñïèíà � ýòî ïîäàëãåáðà
ëåâîé àëãåáðû äåéñòâèÿ ëåïòîíîâ, ïîñòðîåííàÿ íà áà-
çèñíûõ âåêòîðàõ

lε21 , lε13 , lε32 , lε14 , lε42 , lε34 , lε1324 .

Îòñþäà âåêòîð

lε21 ψ
21 + lε13 ψ

13 + lε32 ψ
32+

+ lε14 ψ
14 + lε42 ψ

42 + lε34 ψ
34 + lε1324 ψ

1324

� ýòî ÷àñòü ëåâîãî âåêòîðà äåéñòâèÿ ëåïòîíîâ, îòâåò-
ñòâåííàÿ çà ñïèíîâûå õàðàêòåðèñòèêè ëåïòîíîâ.

2.2. Ìàòðèöû Äèðàêà

Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû, âû÷èñëåííûå â ïðåäûäó-
ùåé Ãëàâå 4.2. Ðàçäåë II.2, ýòî âîñåìü èç øåñòíàäöàòè
ìàòðèö Äèðàêà5. Âîñåìü, à íå øåñòíàäöàòü ïîòîìó,
÷òî â ýòîé Ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ àëãåáðà äåéñòâèÿ
ëåïòîíîâ lC3 ñ òðåõìåðíûì îáðàçóþùèì ïðîñòðàí-
ñòâîì, ÷èñëî èçìåðåíèé êîòîðîé ðàâíî âîñüìè.
Â íàñòîÿùåì Ðàçäåëå ïðèâåäåíû ñòðóêòóðíûå ìàò-

ðèöû àëãåáðû äåéñòâèÿ ëåïòîíîâ lCw ñ ÷åòûðåõ-
ìåðíûì îáðàçóþùèì ïðîñòðàíñòâîì, ÷èñëî èçìåðå-
íèé êîòîðîé ðàâíî øåñòíàäöàòè. ×èñëî ïðèâåäåííûõ
ñòðóêòóðíûõ ìàòðèö ðàâíî øåñòíàäöàòè, êàê è ÷èñëî
ìàòðèö Äèðàêà. Îäíàêî ïðèâåäåííûå ñòðóêòóðíûå
ìàòðèöû ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò øåñòíàäöàòè
ìàòðèö Äèðàêà ïðåæäå âñåãî òåì, ÷òî èõ ðàçìåð-
íîñòü â êîìïëåêñíîì ïðåäñòàâëåíèè ðàâíà 8× 8, â òî
âðåìÿ êàê ðàçìåðíîñòü øåñòíàäöàòè ìàòðèö Äèðàêà
â êîìïëåêñíîì ïðåäñòàâëåíèè ðàâíà 4× 4. Ýòî îáñòî-
ÿòåëüñòâî òðåáóåò îáúÿñíåíèÿ. Óêàçàííîå îáúÿñíåíèå
áóäåì èñêàòü â èíòåðïðåòàöèè âåêòîðà äåéñòâèÿ àë-
ãåáðû Cw, ê êîòîðîé ïåðåéäåì.

IV. ÑÈÑÒÅÌÎÎÁÐÀÇÓÞÙÈÉ ÏÎÑÒÓËÀÒ.
ÍÈÆÍÈÅ È ÂÅÐÕÍÈÅ

ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÛÅ ×ÀÑÒÈÖÛ

Ñôîðìóëèðóåì ïîñòóëàò, êîòîðûé áóäåì ðàçâèâàòü
â äàëüíåéøåì.
Ïðåäâàðèòåëüíî íàïîìíèì, ÷òî êàæäîé ôóíäàìåí-

òàëüíîé ÷àñòèöå ñîïîñòàâëÿåòñÿ ñîïóòñòâóþùàÿ ÷à-
ñòèöà. Îäíà èç íèõ, áîëåå òÿæåëàÿ, íàçûâàåòñÿ íèæ-
íåé, äðóãàÿ, áîëåå ëåãêàÿ, íàçûâàåòñÿ âåðõíåé. Íà-
ïðèìåð, ýëåêòðîí e ïðèíÿò çà íèæíþþ ÷àñòèöó, à ñî-
ïóòñòâóþùàÿ ýëåêòðîíó ôóíäàìåíòàëüíàÿ ÷àñòèöà �

5 Òî÷íåå, ìàòðèöû Äèðàêà � ýòî ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû â êîì-
ïëåêñíîì è êâàòåðíèîííîì ïðåäñòàâëåíèÿõ.
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ýëåêòðîííîå íåéòðèíî νe � îòíîñèòñÿ ê íèæíåé ÷à-
ñòèöå. Àíàëîãè÷íûå ýëåêòðîíó ÷àñòèöû � ìþîí µ è
òàó-ëåïòîí τ � òàêæå ïðèíÿòû çà íèæíèå ÷àñòèöû, à
ñîïóòñòâóþùèå èì ôóíäàìåíòàëüíûå ÷àñòèöû � ñîîò-
âåòñòâåííî ìþîííîå íåéòðèíî νµ è òàó-íåéòðèíî ντ �
îòíîñÿòñÿ ê âåðõíèì ÷àñòèöàì. Âàæíî ñëåäóþùåå. Åñ-
ëè íèæíèå ÷àñòèöû ÿâëÿþòñÿ àíàëîãè÷íûìè, òî åñòü
ñîñòàâëÿþò ãðóïïó ïîêîëåíèé, òî ñîïóòñòâóþùèå èì
íèæíèå ÷àñòèöû òàêæå ñîñòàâëÿþò ãðóïïó ïîêîëå-
íèé, òî åñòü ÿâëÿþòñÿ àíàëîãè÷íûìè, òî åñòü îíè èìå-
þò îäèíàêîâûå ñâîéñòâà (ñïèí, çàðÿä) çà èñêëþ÷åíè-
åì ìàññû. Òàêèì îáðàçîì, ýëåêòðîííîå íåéòðèíî νe,
ìþîííîå íåéòðèíî νµ è òàó-íåéòðèíî ντ ñîñòàâëÿþò
ãðóïïó àíàëîãè÷íûõ ÷àñòèö � ãðóïïó ïîêîëåíèé âåðõ-
íèõ ëåïòîíîâ. Ñêàçàííîå óäîáíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü
òàáëèöåé

1 ïîêîëåíèå 2 ïîêîëåíèå 3 ïîêîëåíèå

νe νµ ντ âåðõíèå

e µ τ íèæíèå

Òàêèìè æå âçàèìîîòíîøåíèÿìè îáëàäàþò ñîïóò-
ñòâóþùèå è àíàëîãè÷íûå êâàðêè.
Åñëè èñõîäèòü èç òîãî, ÷òî îïðåäåëÿþùåé õàðàê-

òåðèñòèêîé ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö ÿâëÿåòñÿ âåê-
òîð äåéñòâèÿ, òî óñëîâèÿ ñîïóòñòâèÿ ôóíäàìåíòàëü-
íûõ ÷àñòèö ñëåäóåò èñêàòü â îðãàíèçàöèè âåêòîðíîé
ñòðóêòóðû ýòèõ ÷àñòèö, ïðè÷åì óñëîâèÿ ñîïóòñòâèÿ
äîëæíû áûòü äâóõïîçèöèîííûìè. Êðîìå òîãî, óñëî-
âèÿ ñîïóòñòâèÿ äîëæíû áûòü îäèíàêîâûìè äëÿ êàæ-
äîé ïàðû ñîïóòñòâóþùèõ ÷àñòèö ðàçíûõ ïîêîëåíèé.
Ïîñòóëèðóåì ñâÿçü ìåæäó ñòðóêòóðîé âåêòîðà äåé-

ñòâèÿ àëãåáðû Cw è ïðèíàäëåæíîñòüþ äâóõ ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ ÷àñòèö ê ñîïóòñòâóþùèì. Îáðàòèìñÿ ê
êîìïëåêñíîìó ïðåäñòàâëåíèþ âåêòîðà äåéñòâèÿ àë-
ãåáðû Cw è îòíåñåì åãî ê äâóì ñîïóòñòâóþùèì ëåï-
òîíàì ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ e è νe. Ïîýòîìó çàïèøåì

ψe, νe = ε13 ◦ (i ψ32 + ψ13) + ε0 ◦ (i ψ21 + ψ0) +

+ε14 ◦ (i ψ42 + ψ14) + ε34 ◦ (i ψ1324 + ψ34) +

+ε2 ◦ (i ψ1 + ψ2) + ε123 ◦ (i ψ3 + ψ123) +

+ε234 ◦ (i ψ134 + ψ234) + ε124 ◦ (i ψ4 + ψ124) .

Ïàðà ñîïóòñòâóþùèõ ÷àñòèö e è νe îòíåñåíà ê ïåð-
âîìó ïîêîëåíèþ, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå îñíîâíûì íà-
ïðàâëåíèåì ÿâëÿåòñÿ áàçèñíûé âåêòîð ε21.
Â ñëó÷àå, êîãäà îñíîâíûì íàïðàâëåíèåì ÿâëÿåòñÿ

áàçèñíûé âåêòîð ε13, èìååì âåêòîð äåéñòâèÿ, îòíåñåí-
íûé ê äâóì ñîïóòñòâóþùèì ëåïòîíàì âòîðîãî ïîêî-
ëåíèÿ µ è νµ,

ψµ, νµ = ε32 ◦ (j ψ21 + ψ32) + ε0 ◦ (j ψ13 + ψ0) +

+ε34 ◦ (j ψ41 + ψ34) + ε24 ◦ (j ψ3214 + ψ24) +

+ε1 ◦ (j ψ3 + ψ1) + ε312 ◦ (j ψ2 + ψ312) +

+ε124 ◦ (j ψ324 + ψ124) + ε314 ◦ (j ψ4 + ψ314) .

Â ñëó÷àå, êîãäà îñíîâíûì íàïðàâëåíèåì ÿâëÿåòñÿ
áàçèñíûé âåêòîð ε32, èìååì âåêòîð äåéñòâèÿ, îòíåñåí-

íûé ê äâóì ñîïóòñòâóþùèì ëåïòîíàì òðåòüåãî ïîêî-
ëåíèÿ τ è ντ ,

ψτ, ντ = ε21 ◦ (k ψ13 + ψ21) + ε0 ◦ (k ψ32 + ψ0) +

+ε24 ◦ (k ψ43 + ψ24) + ε14 ◦ (k ψ2134 + ψ14) +

+ε3 ◦ (k ψ2 + ψ3) + ε231 ◦ (k ψ1 + ψ231) +

+ε314 ◦ (k ψ214 + ψ314) + ε234 ◦ (k ψ4 + ψ234) .

Ïåðåõîäÿ îò ãðóïï ïîêîëåíèé ñîïóòñòâóþùèõ íèæ-
íèõ è âåðõíèõ ëåïòîíîâ ê îáùåìó ñëó÷àþ ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ ÷àñòèö, ïîñòóëèðóåì ñëåäóþùóþ îðãàíè-
çàöèþ âåêòîðîâ äåéñòâèÿ ñîïóòñòâóþùèõ íèæíèõ è
âåðõíèõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö:
1) âåêòîð äåéñòâèÿ ïîäàëãåáðû S îòíîñèòñÿ ê äâóì

ñîïóòñòâóþùèì ôóíäàìåíòàëüíûì ÷àñòèöàì � íèæ-
íåé è âåðõíåé � îäíîãî ïîêîëåíèÿ;
2) âåêòîð äåéñòâèÿ ïîäàëãåáðû S, â êîòîðîé çà îñ-

íîâíîå íàïðàâëåíèå ïðèíÿò áàçèñíûé âåêòîð e21, îò-
íîñèòñÿ ê äâóì ñîïóòñòâóþùèì ôóíäàìåíòàëüíûì
÷àñòèöàì � íèæíåé è âåðõíåé � ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ;
3) âåêòîð äåéñòâèÿ ïîäàëãåáðû S, â êîòîðîé çà îñ-

íîâíîå íàïðàâëåíèå ïðèíÿò áàçèñíûé âåêòîð e13, îò-
íîñèòñÿ ê äâóì ñîïóòñòâóþùèì ôóíäàìåíòàëüíûì
÷àñòèöàì � íèæíåé è âåðõíåé � âòîðîãî ïîêîëåíèÿ;
4) âåêòîð äåéñòâèÿ ïîäàëãåáðû S, â êîòîðîé çà îñ-

íîâíîå íàïðàâëåíèå ïðèíÿò áàçèñíûé âåêòîð e32, îò-
íîñèòñÿ ê äâóì ñîïóòñòâóþùèì ôóíäàìåíòàëüíûì
÷àñòèöàì � íèæíåé è âåðõíåé � òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ.

V. ÑÆÀÒÎÅ ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ ÏÐÀÂÎÉ
ÀËÃÅÁÐÛ ÄÅÉÑÒÂÈß ÁÅËÛÕ ËÅÏÒÎÍÎÂ

1. Ïåðâîå ñæàòîå ïðåäñòàâëåíèå

Ïðåäâàðèòåëüíî çàìåòèì, ÷òî ïåðâîå ñæàòîå ïðåä-
ñòàâëåíèå ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü äâå ñîïóòñòâóþ-
ùèå ôóíäàìåíòàëüíûå ÷àñòèöû � íèæíþþ è âåðõíþþ
� êàê îäíó ÷àñòèöó.
Ðàññìîòðèì ïåðâîå ñæàòîå ïðåäñòàâëåíèå

R1 : rCw →
rC3 { rε32, rε13, rε21, rε0, rε1, rε2, rε3, rε123}.

Äëÿ ýòîãî ïîëîæèì, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè ñòðóêòóð-
íûõ ìàòðèö ñæàòèå îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî áàçèñíûå
âåêòîðû ñ èíäåêñàìè

42, 14, 1324, 34, 134, 234, 4, 124

çàìåíÿþòñÿ íà áàçèñíûå âåêòîðû ñ èíäåêñàìè

32, 13, 21, 0, 1, 2, 3, 123

ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ðàçìåðíîñòü ñòðóêòóðíûõ ìàò-
ðèö àëãåáðû rCw ïîíèæàåòñÿ âäâîå è ðàâíà 8 × 8 â
äåéñòâèòåëüíîì ïðåäñòàâëåíèè, 4 × 4 â êîìïëåêñíîì
ïðåäñòàâëåíèè è 2 × 2 â êâàòåðíèîííîì ïðåäñòàâëå-
íèè.
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Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ñòðóêòóðíûå ìàò-
ðèöû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðâîìó ñæàòîìó ïðåäñòàâëå-
íèþ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ïðàâîé àëãåáðû äåéñòâèÿ áå-
ëûõ ëåïòîíîâ rCw â àëãåáðå rC3

rε0 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 1

14 13 1

1324 21 1

34 0 1

134 1 1

234 2 1

4 3 1

124 123 1

= 1

0 123
13 2

1 13

1 0

1 2

1 123

= 1

0 123

11 0

11 123

rε1 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 -1

14 13 -1

1324 21 1

34 0 1

134 1 1

234 2 1

4 3 -1

124 123 -1

= a

0 123
13 2

-1 13

1 0

1 2

-1 123

= a

0 123

-I 0

I 123

rε2 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 1

14 13 -1

1324 21 -1

34 0 1

134 1 -1

234 2 1

4 3 1

124 123 -1

= b

0 123
13 2

-i 13

i 0

i 2

-i 123

= b

0 123

-I 0

I 123

rε3 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 -1

14 13 1

1324 21 -1

34 0 1

134 1 1

234 2 -1

4 3 1

124 123 -1

= i

0 123
13 2

-1 13

-1 0

1 2

1 123

= i

0 123

-I 0

I 123

rε4 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 -1

14 13 1

1324 21 -1

34 0 1

134 1 1

234 2 -1

4 3 1

124 123 -1

= i

0 123
13 2

-1 13

-1 0

1 2

1 123

= i

0 123

-11 0

11 123

rε21 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 1

14 13 -1

1324 21 1

34 0 -1

134 1 1

234 2 -1

4 3 1

124 123 -1

= i

0 123
13 2

1 13

1 0

1 2

1 123

= i

0 123

11 0

11 123

rε13 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 -1

14 13 1

1324 21 1

34 0 -1

134 1 -1

234 2 1

4 3 1

124 123 -1

= b

0 123
13 2

i 13

-i 0

i 2

-i 123

= b

0 123

I 0

I 123

rε32 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 1

14 13 1

1324 21 -1

34 0 -1

134 1 1

234 2 1

4 3 -1

124 123 -1

= a

0 123
13 2

1 13

-1 0

1 2

-1 123

= a

0 123

I 0

I 123

rε14 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 -1

14 13 1

1324 21 1

34 0 -1

134 1 -1

234 2 1

4 3 1

124 123 -1

= b

0 123
13 2

1 13

-1 0

1 2

-1 123

= b

0 123

I 0

I 123

rε42 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 1

14 13 1

1324 21 -1

34 0 -1

134 1 1

234 2 1

4 3 -1

124 123 -1

= a

0 123
13 2

i 13

-i 0

i 2

-i 123

= a

0 123

I 0

I 123
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rε34 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 1

14 13 1

1324 21 1

34 0 1

134 1 1

234 2 1

4 3 1

124 123 1

= 1

0 123
13 2

1 13

1 0

1 2

1 123

= 1

0 123

11 0

11 123

rε123 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 -1

14 13 -1

1324 21 -1

34 0 -1

134 1 1

234 2 1

4 3 1

124 123 1

= 1

0 123
13 2

-1 13

-1 0

1 2

1 123

= 1

0 123

-11 0

11 123

rε124 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 -1

14 13 -1

1324 21 -1

34 0 -1

134 1 1

234 2 1

4 3 1

124 123 1

= 1

0 123
13 2

-1 13

-1 0

1 2

1 123

= 1

0 123

-11 0

11 123

rε134 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 -1

14 13 -1

1324 21 1

34 0 1

134 1 1

234 2 1

4 3 -1

124 123 -1

= a

0 123
13 2

-i 13

i 0

i 2

-i 123

= a

0 123

-I 0

I 123

rε234 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 1

14 13 -1

1324 21 -1

34 0 1

134 1 -1

234 2 1

4 3 1

124 123 -1

= b

0 123
13 2

-1 13

1 0

1 2

-1 123

= b

0 123

-I 0

I 123

rε1324 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 1

14 13 -1

1324 21 1

34 0 -1

134 1 1

234 2 -1

4 3 1

124 123 -1

= i

0 123
13 2

1 13

1 0

1 2

1 123

= i

0 123

11 0

11 123

Ñäåëàåì çàìå÷àíèå, êîòîðîå â Ãëàâå 4.4. áóäåò èñ-
ïîëüçîâàíî ïðè ïîñòðîåíèè óðàâíåíèÿ, îáîáùàþùåãî
óðàâíåíèå Äèðàêà. Â ïåðâîì ñæàòîì ïðåäñòàâëåíèè
âîñåìü ñòðóêòóðíûõ ìàòðèö àëãåáðû rCw, ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ áàçèñíûì âåêòîðàì

rε34, rε134, rε234, rε4, rε1324, rε14, rε42, rε124 ,

îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ ìàòðèöàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè
áàçèñíûì âåêòîðàì

rε0, rε1, rε2, rε3, rε21, rε13, rε32, rε123 .

Ïðåäñòàâëåíèå ïåðâûõ âîñüìè ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ
íåòî÷íûì âïëîòü äî òîãî, ÷òî ñèãíàòóðà áàçèñíûõ
âåêòîðîâ

rε4, rε14, rε42, rε124

ìåíÿåò çíàê. Â äàëüíåéøåì îêàæåòñÿ îñîáåííî âàæ-
íûì òî, ÷òî â ïåðâîì ñæàòîì ïðåäñòàâëåíèè ìàòðèöà

rC
L
K34 îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ìàòðèöåé rC

L
K0 = δLK .

2. Âòîðîå ñæàòîå ïðåäñòàâëåíèå

Ðàññìîòðèì âòîðîå ñæàòîå ïðåäñòàâëåíèå

R2 : rCw → rC2 { rε32, rε13, rε21, rε0}.

Äëÿ ýòîãî ïîëîæèì, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè ñòðóêòóð-
íûõ ìàòðèö ñæàòèå îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî áàçèñíûå
âåêòîðû ñ èíäåêñàìè (42, 14, 1324, 34), (134, 234, 4, 124)
è (1, 2, 3, 123) çàìåíÿþòñÿ íà áàçèñíûå âåêòîðû ñ èí-
äåêñàìè (32, 13, 21, 0) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ðàçìåð-
íîñòü ìàòðèö ïðåäñòàâëåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ àë-
ãåáðû rCw ïîíèæàåòñÿ âäâîå â ñðàâíåíèè ñ ïåðâûì
ñæàòûì ïðåäñòàâëåíèåì è ðàâíà 4× 4 â äåéñòâèòåëü-
íîì ïðåäñòàâëåíèè, 2 × 2 â êîìïëåêñíîì ïðåäñòàâëå-
íèè è 1× 1 â êâàòåðíèîííîì ïðåäñòàâëåíèè.
Îãðàíè÷èìñÿ òåì, ÷òî ïðèâåäåì ìàòðèöû ðåãóëÿð-

íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îáðàçóþùèõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ
àëãåáðû rCw â àëãåáðå rC2. Èìååì

rε1 ∼

13 0
32 21

1 32 1

2 13 1

3 21 -1

123 0 -1

= a 1

-1
= a I
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rε2 ∼

13 0
32 21

1 32 -1

2 13 1

3 21 1

123 0 -1

= b 1

-1
= b I

rε3 ∼

13 0
32 21

1 32 1

2 13 -1

3 21 1

123 0 -1

= i 1

1
= i 11

rε4 ∼

13 0
32 21

134 32 1

234 13 -1

4 21 1

124 0 -1

= i 1

1
= i 11

Â ðåçóëüòàòå äëÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ àëãåáðû rCw
ïîëó÷èì

rε32 ∼ a I , rε42 ∼ a I ,

rε13 ∼ b I , rε14 ∼ b I ,

rε21 ∼ i 11 , rε1324 ∼ i 11 ,

rε0 ∼ 1 11 , rε34 ∼ 1 11 ,

rε1 ∼ a I , rε134 ∼ a I ,

rε2 ∼ b I , rε234 ∼ b I ,

rε3 ∼ i 11 , rε4 ∼ i 11 ,

rε123 ∼ 1 11 , rε124 ∼ 1 11 .

Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðåäñòàâëåíèè òîëüêî áàçèñíûå
âåêòîðû rε32, rε13, rε21, rε0 ïðåäñòàâëåíû òî÷íî. Ñî-
îòíîøåíèÿ

rε32 ∼ a I ,

rε13 ∼ b I ,

rε21 ∼ i 11 ,

rε0 ∼ 1 11

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñîîòâåòñòâèå ìåæäó óêà-
çàííûìè áàçèñíûìè âåêòîðàìè è êâàòåðíèîíàìè.

3. Òðåòüå ñæàòîå ïðåäñòàâëåíèå

Ðàññìîòðèì òðåòüå ñæàòîå ïðåäñòàâëåíèå

R3 : rCw → rC1 { rε21, rε0} .

Äëÿ ýòîãî ïîëîæèì, ÷òî ñæàòèå îïðåäåëÿåòñÿ òåì,
÷òî áàçèñíûå âåêòîðû ñ èíäåêñàìè (42, 14), (1324, 34),
(134, 234), (4, 124), (1, 2), (3, 123), (32, 13) çàìåíÿþòñÿ
íà âåêòîðû ñ èíäåêñàìè (21, 0) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà
ðàçìåðíîñòü ìàòðèö áàçèñíûõ âåêòîðîâ àëãåáðû rCw

ïîíèæàåòñÿ âäâîå â ñðàâíåíèè ñ âòîðûì ñæàòûì ïðåä-
ñòàâëåíèåì è ðàâíà 2×2 â äåéñòâèòåëüíîì ïðåäñòàâëå-
íèè, 1×1 â êîìïëåêñíîì ïðåäñòàâëåíèè. Â ðåçóëüòàòå
äëÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ àëãåáðû rCw ïîëó÷èì

rε32 ∼ a , rε1 ∼ a , rε42 ∼ a , rε134 ∼ a ,

rε13 ∼ b , rε2 ∼ b , rε14 ∼ b , rε234 ∼ b ,

rε21 ∼ i , rε3 ∼ i , rε1324 ∼ i , rε4 ∼ i ,

rε0 ∼ 1 , rε123 ∼ 1 , rε34 ∼ 1 , rε124 ∼ 1 .

Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðåäñòàâëåíèè âåêòîð rε21, è
òîëüêî îí, ïðåäñòàâëÿåòñÿ òî÷íî ìíèìîé åäèíèöåé.

VI. ÑÆÀÒÎÅ ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ ËÅÂÎÉ
ÀËÃÅÁÐÛ ÄÅÉÑÒÂÈß ÁÅËÛÕ ËÅÏÒÎÍÎÂ

1. Ïåðâîå ñæàòîå ïðåäñòàâëåíèå

Ðàññìîòðèì ïåðâîå ñæàòîå ïðåäñòàâëåíèå

R1 : lCw → lC3 { lε32, lε13, lε21, lε0, lε1, lε2, lε3, lε123}.

Äëÿ ýòîãî ïîëîæèì, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè ñòðóêòóð-
íûõ ìàòðèö ñæàòèå îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî áàçèñíûå
âåêòîðû ñ èíäåêñàìè

42, 14, 1324, 34, 134, 234, 4, 124

çàìåíÿþòñÿ íà áàçèñíûå âåêòîðû ñ èíäåêñàìè

32, 13, 21, 0, 1, 2, 3, 123

ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ðàçìåðíîñòü ñòðóêòóðíûõ ìàò-
ðèö àëãåáðû lCw ïîíèæàåòñÿ âäâîå è ðàâíà 8 × 8 â
äåéñòâèòåëüíîì ïðåäñòàâëåíèè, 4 × 4 â êîìïëåêñíîì
ïðåäñòàâëåíèè è 2 × 2 â êâàòåðíèîííîì ïðåäñòàâëå-
íèè.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ñòðóêòóðíûå ìàò-
ðèöû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðâîìó ñæàòîìó ïðåäñòàâëå-
íèþ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ïðàâîé àëãåáðû äåéñòâèÿ áå-
ëûõ ëåïòîíîâ lCw â àëãåáðå lC3:

lε0 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 1

14 13 1

1324 21 1

34 0 1

134 1 1

234 2 1

4 3 1

124 123 1

= 1

0 123
13 2

1 13

1 0

1 2

1 123

= 1

0 123

11 0

11 123
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lε1 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 -1

14 13 1

1324 21 -1

34 0 1

134 1 1

234 2 -1

4 3 1

124 123 -1

= i

0 123
13 2

-1 13

-1 0

1 2

1 123

= i

0 123

-σ1 0

σ1 123

lε2 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 -1

14 13 -1

1324 21 1

34 0 1

134 1 1

234 2 1

4 3 -1

124 123 -1

= i

0 123
13 2

i 13

-i 0

-i 2

i 123

= i

0 123

-σ2 0

σ2 123

lε3 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 1

14 13 -1

1324 21 -1

34 0 1

134 1 -1

234 2 1

4 3 1

124 123 -1

= i

0 123
13 2

1 13

-1 0

-1 2

1 123

= i

0 123

-σ3 0

σ3 123

lε4 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 1

14 13 -1

1324 21 1

34 0 -1

134 1 1

234 2 -1

4 3 1

124 123 -1

= i

0 123
13 2

1 13

1 0

1 2

1 123

= i

0 123

11 0

11 123

lε21 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 -1

14 13 1

1324 21 1

34 0 -1

134 1 -1

234 2 1

4 3 1

124 123 -1

= i

0 123
13 2

-1 13

1 0

-1 2

1 123

= i

0 123

σ3 0

σ3 123

lε13 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 1

14 13 1

1324 21 -1

34 0 -1

134 1 1

234 2 1

4 3 -1

124 123 -1

= i

0 123
13 2

-i 13

i 0

-i 2

i 123

= i

0 123

σ2 0

σ2 123

lε32 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 1

14 13 -1

1324 21 1

34 0 -1

134 1 1

234 2 -1

4 3 1

124 123 -1

= i

0 123
13 2

1 13

1 0

1 2

1 123

= i

0 123

σ1 0

σ1 123

lε14 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 1

14 13 1

1324 21 1

34 0 1

134 1 -1

234 2 -1

4 3 -1

124 123 -1

= 1

0 123
13 2

1 13

1 0

-1 2

-1 123

= 1

0 123

σ1 0

-σ1 123

lε42 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 1

14 13 -1

1324 21 -1

34 0 1

134 1 -1

234 2 1

4 3 1

124 123 -1

= 1

0 123
13 2

i 13

-i 0

-i 2

i 123

= 1

0 123

-σ2 0

σ2 123

lε34 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 -1

14 13 -1

1324 21 1

34 0 1

134 1 1

234 2 1

4 3 -1

124 123 -1

= 1

0 123
13 2

-1 13

1 0

1 2

-1 123

= 1

0 123

σ3 0

-σ3 123
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lε123 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 -1

14 13 -1

1324 21 -1

34 0 -1

134 1 1

234 2 1

4 3 1

124 123 1

= 1

0 123
13 2

-1 13

-1 0

1 2

1 123

= 1

0 123

-11 0

11 123

lε124 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 -1

14 13 -1

1324 21 1

34 0 1

134 1 -1

234 2 -1

4 3 1

124 123 1

= 1

0 123
13 2

-1 13

1 0

-1 2

1 123

= 1

0 123

σ3 0

σ3 123

lε134 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 1

14 13 -1

1324 21 -1

34 0 1

134 1 1

234 2 -1

4 3 -1

124 123 1

= 1

0 123
13 2

i 13

-i 0

i 2

-i 123

= 1

0 123

σ2 0

σ2 123

lε234 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 1

14 13 1

1324 21 1

34 0 1

134 1 1

234 2 1

4 3 1

124 123 1

= 1

0 123
13 2

1 13

1 0

1 2

1 123

= 1

0 123

σ1 0

σ1 123

lε1324 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 1

14 13 -1

1324 21 1

34 0 -1

134 1 -1

234 2 1

4 3 -1

124 123 1

= i

0 123
13 2

1 13

1 0

-1 2

-1 123

= i

0 123

11 0

-11 123

1.1. Ìàòðèöû Äèðàêà

Ïîëó÷åííûå ìàòðèöû è åñòü ìàòðèöû Äèðàêà. Òà-
êèì îáðàçîì, â ýòîì ðàçäåëå âû÷èñëåíû ìàòðèöû Äè-
ðàêà è óñòàíîâëåíî, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ ñòðóêòóðíûìè

ìàòðèöàìè ëåâîé àëãåáðû áåëûõ ëåïòîíîâ â ïåðâîì
ñæàòîì ïðåäñòàâëåíèè.

2. Âòîðîå ñæàòîå ïðåäñòàâëåíèå

Ðàññìîòðèì âòîðîå ñæàòîå ïðåäñòàâëåíèå

R2 : lCw → lC2 { lε32, lε13, lε21, lε0}.

Äëÿ ýòîãî ïîëîæèì, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè ñòðóêòóð-
íûõ ìàòðèö ñæàòèå îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî áàçèñíûå
âåêòîðû ñ èíäåêñàìè (42, 14, 1324, 34), (134, 234, 4, 124)
è (1, 2, 3, 123) çàìåíÿþòñÿ íà áàçèñíûå âåêòîðû ñ èí-
äåêñàìè (32, 13, 21, 0) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ðàçìåð-
íîñòü ìàòðèö ïðåäñòàâëåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ àë-
ãåáðû lCw ïîíèæàåòñÿ âäâîå â ñðàâíåíèè ñ ïåðâûì
ñæàòûì ïðåäñòàâëåíèåì è ðàâíà 4× 4 â äåéñòâèòåëü-
íîì ïðåäñòàâëåíèè, 2 × 2 â êîìïëåêñíîì ïðåäñòàâëå-
íèè è 1× 1 â êâàòåðíèîííîì ïðåäñòàâëåíèè.

Îãðàíè÷èìñÿ òåì, ÷òî ïðèâåäåì ìàòðèöû ðåãóëÿð-
íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îáðàçóþùèõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ
àëãåáðû lCw â àëãåáðå lC2. Èìååì

lε1 ∼

13 0
32 21

1 32 1

2 13 -1

3 21 1

123 0 -1

= i 1

1
= i σ1

lε2 ∼

13 0
32 21

1 32 1

2 13 1

3 21 -1

123 0 -1

= i -i

i
= i σ2

lε3 ∼

13 0
32 21

1 32 -1

2 13 1

3 21 1

123 0 -1

= i -1

1
= i σ3

lε4 ∼

13 0
32 21

134 32 1

234 13 -1

4 21 1

124 0 -1

= i 1

1
= i 11

Â ðåçóëüòàòå äëÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ àëãåáðû lCw
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ïîëó÷èì

lε32 ∼ i σ1 , lε1 ∼ i σ1 ,

lε13 ∼ i σ2 , lε2 ∼ i σ2 ,

lε21 ∼ i σ3 , lε3 ∼ i σ3 ,

lε0 ∼ 1 11 , lε123 ∼ 1 11 ,

lε14 ∼ σ1 , lε234 ∼ σ1 ,

lε42 ∼ σ2 , lε134 ∼ σ2 ,

lε34 ∼ σ3 , lε124 ∼ σ3 ,

lε1324 ∼ i 11 , lε4 ∼ i 11 .

Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðåäñòàâëåíèè òîëüêî áàçèñíûå
âåêòîðû lε32, lε13, lε21, lε0 ïðåäñòàâëåíû òî÷íî. Ñî-
îòíîøåíèÿ

lε32 ∼ i σ1 ,

lε13 ∼ i σ2 ,

lε21 ∼ i σ3 ,

lε0 ∼ 1 11

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñîîòâåòñòâèå ìåæäó óêà-
çàííûìè áàçèñíûìè âåêòîðàìè è êâàòåðíèîíàìè.

3. Òðåòüå ñæàòîå ïðåäñòàâëåíèå

Ðàññìîòðèì òðåòüå ñæàòîå ïðåäñòàâëåíèå

R3 : lCw → lC1 { lε21, rε0} .

Äëÿ ýòîãî ïîëîæèì, ÷òî ñæàòèå îïðåäåëÿåòñÿ òåì,
÷òî áàçèñíûå âåêòîðû ñ èíäåêñàìè (42, 14), (1324, 34),
(134, 234), (4, 124), (1, 2), (3, 123), (32, 13) çàìåíÿþòñÿ
íà âåêòîðû ñ èíäåêñàìè (21, 0) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà
ðàçìåðíîñòü ìàòðèö áàçèñíûõ âåêòîðîâ àëãåáðû lCw
ïîíèæàåòñÿ âäâîå â ñðàâíåíèè ñ âòîðûì ñæàòûì ïðåä-
ñòàâëåíèåì è ðàâíà 2×2 â äåéñòâèòåëüíîì ïðåäñòàâëå-
íèè, 1×1 â êîìïëåêñíîì ïðåäñòàâëåíèè. Â ðåçóëüòàòå
äëÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ àëãåáðû lCw ïîëó÷èì

lε32 ∼ i , lε1 ∼ i , lε42 ∼ i , lε134 ∼ i ,

lε13 ∼ 1 , lε2 ∼ 1 , lε14 ∼ 1 , lε234 ∼ 1 ,

lε21 ∼ i , lε3 ∼ i , lε1324 ∼ i , lε4 ∼ i ,

lε0 ∼ 1 , lε123 ∼ 1 , lε34 ∼ 1 , lε124 ∼ 1 .

Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðåäñòàâëåíèè âåêòîð lε21, è
òîëüêî îí, ïðåäñòàâëÿåòñÿ òî÷íî ìíèìîé åäèíèöåé.

VII. ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÀÐÀÌÅÒÐÛ
ÏÎÄÀËÃÅÁÐ ÄÅÉÑÒÂÈß È
ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ-ÂÐÅÌÅÍÈ

Ïðåäâàðèòåëüíî íàïîìíèì ñëåäóþùåå6. Âåêòîðû
àëãåáðû äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ îáúåêòîâ èìåþò

6 Ñì. Ðàçäåëû III, IV Ãëàâû 3.1.

âèä

S = eK S
K = e0 S

0 + ek S
k + ek1k2 S

k1k2+

+ek1k2k3 S
k1k2k3 + e1324 S

1324 .

Íà óêàçàííûõ âåêòîðàõ äåéñòâóþò ëåâûé çàêîí
óìíîæåíèÿ

lS =
1

S0
S2 ◦ S1 . (8)

è ïðàâûé çàêîí óìíîæåíèÿ

rS =
1

S0
S1 ◦ S2 . (9)

Çäåñü êîýôôèöèåíò S0 èìååò ðàçìåðíîñòü äåéñòâèÿ.
Ïî îòíîøåíèþ ê êîîðäèíàòàì âåêòîðà äåéñòâèÿ ëå-

âûé çàêîí óìíîæåíèÿ ïðèîáðåòàåò âèä

lS
K =

1

S0
· lCKK1K2

· SK1
1 · SK2

2 , (10)

ãäå lC
K
K1K2 � ýòî ëåâûå ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû àëãåá-

ðû äåéñòâèÿ, ïî îòíîøåíèþ ê êîîðäèíàòàì âåêòîðà
äåéñòâèÿ ïðàâûé çàêîí óìíîæåíèÿ ïðèîáðåòàåò âèä

rS
K =

1

S0
· rCKK1K2 · S

K1
1 · SK2

2 , (11)

ãäå rC
K
K1K2 � ýòî ïðàâûå ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû àë-

ãåáðû äåéñòâèÿ.
Äèôôåðåíöèðîâàíèå ëåâîãî çàêîíà óìíîæåíèÿ ïðè-

âîäèò ê ëåâîìó óðàâíåíèþ ñòðóêòóðû

dd1 lS
K =

1

S0
· lCKK1K2

· d1 lSK1 · d lSK2 , (12)

êîòîðîå çàïèñûâàåòñÿ ïî îòíîøåíèþ ê ëåâîé âîëíîâîé
ôóíêöèè lψ

K = d1 lS
K ñëåäóþùèì îáðàçîì:

d lψ
K =

1

S0
· lCKK1K2

· lψK1 · d lSK2 . (13)

Äèôôåðåíöèðîâàíèå ïðàâîãî çàêîíà óìíîæåíèÿ
ïðèâîäèò ê ïðàâîìó óðàâíåíèþ ñòðóêòóðû

dd1 rS
K =

1

S0
· rCKK1K2

· d1 rSK1 · d rSK2 , (14)

êîòîðîå çàïèñûâàåòñÿ ïî îòíîøåíèþ ê ïðàâîé âîëíî-
âîé ôóíêöèè rψ

K = d1 rS
K ñëåäóþùèì îáðàçîì:

d rψ
K =

1

S0
· rCKK1K2

· rψK1 · d rSK2 , (15)

Äåéñòâèå è âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿ-
ìè âåêòîðà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè

x = eK x
K = e0 x

0 + ek x
k + ek1k2 x

k1k2+

+ek1k2k3 x
k1k2k3 + e1324 x

1324 .



VII. Äèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû ïîäàëãåáð äåéñòâèÿ è ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè 69

Íà ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè çàäàí çàêîí óìíîæåíèÿ
âåêòîðîâ ñ òåìè æå ñòðóêòóðíûìè ìàòðèöàìè, êî-
òîðûìè îõàðàêòåðèçîâàíà àëãåáðà äåéñòâèÿ ôóíäà-
ìåíòàëüíîãî îáúåêòà. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî óêàçàííîå
ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ïðîñòðàí-
ñòâîì ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà, èíà÷å ãîâîðÿ, ïðî-
ñòðàíñòâîì, ïðèíàäëåæàùèì ýòîìó ôóíäàìåíòàëü-
íîìó îáúåêòó.
Ê äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ôóíäàìåíòàëüíîãî

îáúåêòà, íàðÿäó ñ äåéñòâèåì, îòíîñÿòñÿ ëåâûé èì-
ïóëüñ, èëè ïðîñòî èìïóëüñ,

pK2
K3 = −∂ lS

K2

∂ lxK3

è ïðàâûé èìïóëüñ, èëè çàðÿä ôóíäàìåíòàëüíîãî îáú-
åêòà7

QK2
K3 = −∂ rS

K2

∂ rxK3
.

Óêàçàííûå ïàðàìåòðû ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ïà-
ðàìåòðàìè ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà èíà÷å ãîâîðÿ,
ïàðàìåòðàìè, ïðèíàäëåæàùèìè ýòîìó ôóíäàìåí-
òàëüíîìó îáúåêòó.
Èñïîëüçóÿ èìïóëüñ, ìîæíî çàïèñàòü ëåâîå óðàâíå-

íèå ñòðóêòóðû (13) â âèäå ëåâîãî êâàíòîâîãî ïîñòóëà-
òà (çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ)

∂ lψ
K

∂ lxK3
=

1

S0
· lCKK1K2 · lψK1 · ∂ lS

K2

∂ lxK3
, (16)

èëè

∂ lψ
K

∂ lxK3
= − 1

S0
· lCKK1K2

· lψK1 · pK2
K3
, (17)

èëè

∂ lψ
K

∂ lxK3
= − 1

S0
· pKK1K3 · lψK1 , (18)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

pKK1K3 = lC
K
K1K2 · pK2

K3 .

Äàëåå ìàòðèöû pKK1K3
áóäåì îáîçíà÷àòü p̂K3

è íà-
çûâàòü îïåðàòîðîì ñîáñòâåííîãî èìïóëüñà ôóíäàìåí-
òàëüíîãî îáúåêòà. Òàê êàê êîìïîíåíòû îïåðàòîðà èì-
ïóëüñà ïðîïîðöèîíàëüíû ëåâûì ñòðóêòóðíûì ìàòðè-
öàì àëãåáðû äåéñòâèÿ, òî îíè, â ñâîþ î÷åðåäü, ñîñòàâ-
ëÿþò àëãåáðó, èçîìîðôíóþ ëåâîé àëãåáðå äåéñòâèÿ
ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà. Â ïîñëåäóþùèõ Ðàçäåëàõ
ìû îñòàíîâèìñÿ íà ïîäàëãåáðàõ îïåðàòîðà ñîáñòâåí-
íîãî èìïóëüñà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà.

7 Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî èìïóëüñ íàçâàí âíåøíèì äèíàìè÷å-
ñêèì ïàðàìåòðîì ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà, à çàðÿä íà-
çâàí âíóòðåííèì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðîì ôóíäàìåíòàëü-
íîãî îáúåêòà.

Èñïîëüçóÿ çàðÿä, ìîæíî çàïèñàòü ïðàâîå óðàâíåíèå
ñòðóêòóðû (15) â âèäå ïðàâîãî êâàíòîâîãî ïîñòóëàòà
(çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ)

∂ rψ
K

∂ rxK3
=

1

S0
· rCKK1K2

· rψK1 · ∂ rS
K2

∂ rxK3
, (19)

èëè

∂ rψ
K

∂ rxK3
=

1

S0
· rCKK1K2 · rψK1 ·QK2

K3 , (20)

èëè

∂ rψ
K

∂ rxK3
= − 1

S0
·QKK1K3

· rψK1 , (21)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

QKK1K3 = rC
K
K1K2 ·QK2

K3 .

Äàëåå ìàòðèöû QKK1K3
áóäåì îáîçíà÷àòü Q̂K3

è
íàçûâàòü îïåðàòîðîì ñîáñòâåííîãî çàðÿäà ôóíäàìåí-
òàëüíîãî îáúåêòà. Òàê êàê êîìïîíåíòû îïåðàòîðà çà-
ðÿäà ïðîïîðöèîíàëüíû ïðàâûì ñòðóêòóðíûì ìàòðè-
öàì àëãåáðû äåéñòâèÿ, òî îíè, â ñâîþ î÷åðåäü, ñîñòàâ-
ëÿþò àëãåáðó, èçîìîðôíóþ ïðàâîé àëãåáðå äåéñòâèÿ
ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà. Â ïîñëåäóþùèõ Ðàçäåëàõ
ìû îñòàíîâèìñÿ íà ïîäàëãåáðàõ îïåðàòîðà ñîáñòâåí-
íîãî çàðÿäà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà.
Äàëåå îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì äåéñòâèÿ è ïðî-

ñòðàíñòâà-âðåìåíè ëåïòîíîâ. À ýòî îçíà÷àåò
1. Êîýôôèöèåíò S0 åñòü ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà.
2. Àëãåáðàìè äåéñòâèÿ è ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ÿâ-

ëÿåòñÿ àëãåáðà Êëèôôîðäà. Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû
çòîé àëãåáðû ïðèâåäåíû â Ðàçäåëàõ III, V.
Ñîîòâåòñòâåííî ðàññìàòðèâàåìûå äàëåå äèíàìè÷å-

ñêèå ïàðàìåòðû ýòî äèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû ëåïòî-
íîâ. Îäíàêî, ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî àíàëîãè÷íûå âû-
êëàäêè ìîãóò áûòü âûïîëíåíû è äëÿ äðóãèõ ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ ÷àñòèö ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ èì àëãåáð äåéñòâèÿ è ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.
Äàëåå ðàññìîòðèì ïîäàëãåáðû àëãåáðû Êëèôôîð-

äà è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå äèíàìè÷åñêèå
ïàðàìåòðû ëåïòîíîâ.

1. Ñïèí � ñîáñòâåííûé ìîìåíò ëåâûõ
ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîâîðîòîâ

Ñïèíó ñîîòâåòñòâóþò
1) ïîäàëãåáðà ëåâîé àëãåáðû äåéñòâèÿ, ïîñòðîåííàÿ

íà âåêòîðàõ

lS = le0 lS
0 + leα lS

α = le0 lS
0 + le21 lS

21+

+ le13 lS
13 + le32 lS

32 , è

2) ïîäàëãåáðà ëåâîé àëãåáðû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè,
ïîñòðîåííàÿ íà âåêòîðàõ

lx = le0 lx
0 + leβ lx

β = le0 lx
0 + le21 lx

21+

+ le13 lx
13 + le32 lx

32 ,



70 ÃËÀÂÀ 4.3 Áåëûå ëåïòîíû. Àëãåáðà äåéñòâèÿ áåëûõ ëåïòîíîâ Cw

çäåñü è äàëåå â ýòîì Ðàçäåëå èíäåêñû α è β ïðîáåãàþò
çíà÷åíèÿ 21, 13, 32.
Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ïîäàëãåáð äèíàìè÷åñêèì ïà-

ðàìåòðîì ÿâëÿåòñÿ èìïóëüñ

pαβ = −∂ lS
α

∂ lxβ
. (22)

Êîîðäèíàòû xβ ýòî êîîðäèíàòû ïëîùàäåé x21, x13,
x32 â ïëîñêîñòÿõ 21, 13, 32. Îò êîîðäèíàò xβ ïåðåé-
äåì ê êîîðäèíàòàì óãëîâ φβ â óêàçàííûõ ïëîñêîñòÿõ
è, ñîîòâåòñòâåííî, îò èìïóëüñà (22) ïåðåéäåì ê ñîá-
ñòâåííîìó ìîìåíòó ëåâûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîâîðîòîâ
èëè ñïèíó8

Mα
β = −∂ lS

α

∂ lφβ
.

Äëÿ íåãî ëåâûé êâàíòîâûé ïîñòóëàò (17) çàïèñûâà-
åòñÿ òàê:

∂ lψ
K

∂ lφβ
= −1

ℏ
· lCKK1α ·Mα

β · lψK1 .

È, â ñîîòâåòñòâèè ñ íàøèì îïðåäåëåíèåì,

M̂β = lC
K
K1α ·Mα

β

� ýòî îïåðàòîð ñîáñòâåííîãî ìîìåíòà èëè îïåðàòîð
ñïèíà ëåïòîíà.
Ïîëàãàÿ

Mα
β =

ℏ
2
δαβ ,

ïåðåéäåì ê îïåðàòîðó ñïèíà â ñëåäóþùåì âèäå:

ŝβ ≡ M̂β =
ℏ
2
lC

K
K1β .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì VI.2 ñòðóêòóðíûå ìàò-
ðèöû lC

K
K1β âî âòîðîì ñæàòîì ïðåäñòàâëåíèè ñâÿçà-

íû ñ ìàòðèöàìè Ïàóëè σ1, σ2, σ3 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

lC
K
K132 = i 1

1
= i σ1 ,

lC
K
K113 = i -i

i
= i σ2 ,

8 Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî îïðåäåëåíèå ñïèíà êàê ñîáñòâåí-
íîãî ìîìåíòà èìïóëüñà ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåóäà÷íûì, òàê êàê
ìîìåíò èìïóëüñà ýòî âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå èìïóëüñà íà
ïëå÷î, êîòîðîå (ïðîèçâåäåíèå) ïðè îïðåäåëåíèè ñïèíà íå ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ.

lC
K
K121 = i -1

1
= i σ3 .

Ïîñëå èñïîëüçîâàíèÿ ýòèõ ìàòðèö è ïåðåîáîçíà÷å-
íèÿ èíäåêñîâ ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò îïå-
ðàòîðà ñïèíà

ŝ1 = i
ℏ
2
σ1 , ŝ2 = i

ℏ
2
σ2 , ŝ3 = i

ℏ
2
σ3 .

Äëÿ íèõ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ïðàâèëà óìíîæå-
íèÿ:

ŝ1 · ŝ2 =
ℏ
2
ŝ3 , ŝ3 · ŝ1 =

ℏ
2
ŝ2 , ŝ2 · ŝ3 =

ℏ
2
ŝ1 .

2. Ðåëÿòèâèñòñêèé ñïèí

Ñïåöèàëüíàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè ðàññìàòðèâà-
åò ÷åòûðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, ñîäåðæàùåå òðè ãåî-
ìåòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû 1, 2, 3 è êîîðäèíàòó âðåìåíè
4. Ïîýòîìó â ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ê
òðåì ãåîìåòðè÷åñêèì ïëîñêîñòÿì 21, 13, 32 äîáàâëÿ-
þòñÿ òðè ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå ïëîñêîñòè 14,
42, 34. Â êàæäîé èç óêàçàííûõ ïëîñêîñòåé äåéñòâó-
åò ãðóïïà ïîâîðîòîâ. Ïîâîðîòû â ïëîñêîñòÿõ 21, 13,
32 ñîñòàâëÿþò ãðóïïó ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîâîðîòîâ èëè,
äðóãèìè ñëîâàìè, ãðóïïó òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîâî-
ðîòîâ, à ïîâîðîòû â ïëîñêîñòÿõ 14, 42, 34 ñîñòàâëÿ-
þò òðè ãðóïïû Ëîðåíöà èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, òðè
ãðóïïû ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïîâîðîòîâ. Âìåñòå óêàçàí-
íûå ïîâîðîòû ñîñòàâëÿþò ðåëÿòèâèñòñêóþ ãðóïïó ïî-
âîðîòîâ.
Ìîìåíò ýòî äèíàìè÷åñêèé ïàðàìåòð, ÿâëÿþùèéñÿ

èíâàðèàíòîì ãðóïïû ïîâîðîòîâ. Â ïðåäûäóùåì Ðàç-
äåëå ðàññìàòðèâàëñÿ îïåðàòîð ñîáñòâåííîãî ìîìåíòà
- îïåðàòîð ñïèíà - ñ êîìïîíåíòàìè ŝ21, ŝ13, ŝ32 êàê
èíâàðèàíò ãðóïïû ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîâîðîòîâ. Ñïèí ñ
óêàçàííûìè êîìïîíåíòàìè îïåðàòîðà óäîáíî íàçâàòü
íåðåëÿòèâèñòñêèì (îòíîñÿùèìñÿ ê ãåîìåòðè÷åñêîìó
ïðîñòðàíñòâó). Îäíàêî, îáðàùåíèå ê ñïåöèàëüíîé òåî-
ðèè îòíîñèòåëüíîñòè çàñòàâëÿåò ââåñòè äîïîëíèòåëü-
íûå êîìïîíåíòû îïåðàòîðà ñïèíà ŝ14, ŝ42, ŝ34. Ñïèí,
õàðàêòåðèçóåìûé îïåðàòîðîì ñî âñåìè øåñòüþ êîìïî-
íåíòàìè, íàçîâåì ðåëÿòèâèñòñêèì.
Ðåëÿòèâèñòñêîìó ñïèíó ñîîòâåòñòâóþò
1) ïîäàëãåáðà ëåâîé àëãåáðû äåéñòâèÿ, ïîñòðîåííàÿ

íà âåêòîðàõ

lS = le0 lS
0 + leα lS

α + le1324 lS
1324 =

= le0 lS
0 + le21 lS

21 + le13 lS
13 + le32 lS

32+

+ le14 lS
14 + le42 lS

42 + le34 lS
34 + le1324 lS

1324 ,è

2) ïîäàëãåáðà ëåâîé àëãåáðû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè,
ïîñòðîåííàÿ íà âåêòîðàõ

lx = le0 lx
0 + leβ lx

β + le1324 lx
1324 =

= le0 lx
0 + le21 lx

21 + le13 lx
13 + le32 lx

32+

+ le14 lx
14 + le42 lx

42 + le34 lx
34 + le1324 lx

1324 ,
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çäåñü è äàëåå â ýòîì Ðàçäåëå èíäåêñû α è β ïðîáåãàþò
çíà÷åíèÿ 21, 13, 32, 14, 42, 34.
Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ïîäàëãåáð äèíàìè÷åñêèì ïà-

ðàìåòðîì ÿâëÿåòñÿ èìïóëüñ ñ êîìïîíåíòàìè

pαβ = −∂ lS
α

∂ lxβ
. (23)

Êîîðäèíàòû xβ ýòî êîîðäèíàòû ïëîùàäåé x21, x13,
x32 è x14, x42, x34 â ïëîñêîñòÿõ 21, 13, 32 è 14, 42, 34.
Îò êîîðäèíàò xβ ïåðåéäåì ê êîîðäèíàòàì òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêèõ è ãèïåðáîëè÷åñêèõ óãëîâ φβ â óêàçàííûõ
ïëîñêîñòÿõ è, ñîîòâåòñòâåííî, îò èìïóëüñà (23) ïåðåé-
äåì ê ðåëÿòèâèñòñêîìó ìîìåíòó ëåâûõ ïîâîðîòîâ èëè
ðåëÿòèâèñòñêîìó ñïèíó

Mα
β = −∂ lS

α

∂ lφβ
.

Äëÿ íåãî ëåâûé êâàíòîâûé ïîñòóëàò (17) çàïèñûâà-
åòñÿ òàê:

∂ lψ
K

∂ lφβ
= −1

ℏ
· lCKK1α ·Mα

β · lψK1 .

È, â ñîîòâåòñòâèè ñ íàøèì îïðåäåëåíèåì,

M̂β = lC
K
K1α ·Mα

β

� ýòî îïåðàòîð ñîáñòâåííîãî ðåëÿòèâèñòñêîãî ìîìåíòà
èëè îïåðàòîð ðåëÿòèâèñòñêîãî ñïèíà ëåïòîíà.
Ïîëàãàÿ

Mα
β =

ℏ
2
δαβ ,

ïåðåéäåì ê îïåðàòîðó ðåëÿòèâèñòñêîãî ñïèíà â ñëåäó-
þùåì âèäå:

ŝβ ≡ M̂β =
ℏ
2
lC

K
K1β .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì VI.1 ñòðóêòóðíûå ìàò-
ðèöû lC

K
K1β â ïåðâîì ñæàòîì ïðåäñòàâëåíèè ñâÿçà-

íû ñ ìàòðèöàìè Ïàóëè σ1, σ2, σ3 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

lC
K
K132 = i

σ1
σ1

= i σ1 [1] ,

lC
K
K113 = i

σ2
σ2

= i σ2 [1] ,

lC
K
K121 = i

σ3
σ3

= i σ3 [1] .

lC
K
K141 = 1

−σ1
σ1

= 1σ1 [σ3] ,

lC
K
K142 = 1

−σ2
σ2

= 1σ2 [σ3] ,

lC
K
K143 = 1

−σ3
σ3

= 1σ3 [σ3] .

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ýòèõ ìàòðèö ïîëó÷èì âûðàæå-
íèÿ äëÿ êîìïîíåíò îïåðàòîðà ðåëÿòèâèñòñêîãî ñïèíà

ŝ32 = i
ℏ
2
σ1 [1] , ŝ13 = i

ℏ
2
σ2 [1] , ŝ21 = i

ℏ
2
σ3 [1] ,

ŝ41 = 1
ℏ
2
σ1 [σ3], ŝ42 = 1

ℏ
2
σ2 [σ3], ŝ43 = 1

ℏ
2
σ3 [σ3].

Äëÿ íèõ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ïðàâèëà óìíîæå-
íèÿ:

ŝ32 · ŝ13 =
ℏ
2
ŝ21, ŝ21 · ŝ32 =

ℏ
2
ŝ13, ŝ13 · ŝ21 =

ℏ
2
ŝ32,

ŝ43 · ŝ32 =
ℏ
2
ŝ42, ŝ41 · ŝ13 =

ℏ
2
ŝ43, ŝ42 · ŝ21 =

ℏ
2
ŝ41,

ŝ21 · ŝ41 =
ℏ
2
ŝ42, ŝ13 · ŝ43 =

ℏ
2
ŝ41, ŝ32 · ŝ42 =

ℏ
2
ŝ32.

2.1. Ðåëÿòèâèñòñêèé ìîìåíò èìïóëüñà

Ðåëÿòèâèñòñêèé ìîìåíò èìïóëüñà âêëþ÷àåò â ñå-
áÿ ãåîìåòðè÷åñêèå êîìïîíåíòû è ïðîñòðàíñòâåííî-
âðåìåííûå êîìïîíåíòû. Â îòëè÷èå îò ãåîìåòðè÷å-
ñêîãî ìîìåíòà èìïóëüñà, ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé
ìîìåíò èìïóëüñà îñòàåòñÿ íåîïðåäåëåííûì. Çäåñü ìû
âîñïîëíèì ýòîò ïðîáåë.

-

6x2

x1

6e2
-
e1

�
�

�
�3

-
x

φ

p
Ðèñ.1

Ïðåäâàðèòåëüíî íàïîìíèì, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêèé ìî-
ìåíò èìïóëüñà Mφ ýòî âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ãåî-
ìåòðè÷åñêîãî âåêòîðà x è âåêòîðà èìïóëüñà p, ïðè÷åì
ãåîìåòðè÷åñêèé âåêòîð ñîåäèíÿåò íåïîäâèæíóþ òî÷-
êó è òî÷êó ïðèëîæåíèÿ âåêòîðà èìïóëüñà. Òî åñòü,

Mφ = x× p . (24)

Mφ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ãðóïïû ãåîìåòðè÷åñêèõ
ïîâîðîòîâ.
Èñïîëüçóÿ Ðèñ.1, èìååì

x = e1 · x1 , p = e1 · p · cosφ+ e2 · p · sinφ .

Òàêèì îáðàçîì,

Mφ = e1 × e2 · x1 · p · sinφ = e12 · x1 · p · sinφ .
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Îòñþäà çíà÷åíèå êîìïîíåíòû ìîìåíòà èìïóëüñà,
îòíîñÿùåéñÿ ê ïëîñêîñòè 12, ðàâíî

Mφ = x1 · p · sinφ = x1 ·m · v2 .

Äëÿ îáðàòíîãî ïîâîðîòà èñïîëüçóåì

x = e2 · x2 , p = e1 · p · sinφ+ e2 · p · cosφ .

Òàêèì îáðàçîì,

M−φ = e2 × e1 · x2 · p · sinφ = −e12 · x2 · p · sinφ .

Îòñþäà çíà÷åíèå êîìïîíåíòû ìîìåíòà èìïóëüñà
äëÿ îáðàòíîãî ïîâîðîòà â ïëîñêîñòè 12, ðàâíî

M−φ = −x2 · p · sinφ = −x2 ·m · v1 .

Ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ìîìåíò èìïóëüñà îïðå-
äåëèì ôîðìóëîé, àíàëîãè÷íîé ôîðìóëå (24),

Mψ = x× p ,

íî â êîòîðîé âåêòîðû x è p îòíåñåíû ê ïðîñòðàíñòâåííî-
âðåìåííîé ïëîñêîñòè.Mψ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ãðóï-
ïû Ëîðåíöà.

-

6ict

x1

6e4
-
e1

�
�
�
�3

-
x

iψ

p
Ðèñ.2

Èñïîëüçóÿ Ðèñ.2, èìååì

x = e1 · x1 , p = e1 · p · cos(iψ) + e4 · p · sin(iψ) .

Òàêèì îáðàçîì,

Mψ = (i · e1 × e4) · x1 · p · sinh(ψ) = e14 · x1 ·m · c .

Îòñþäà çíà÷åíèå êîìïîíåíòû ìîìåíòà èìïóëüñà,
îòíîñÿùåéñÿ ê ïëîñêîñòè 14, ðàâíî

Mψ = x1 · p · sinh(ψ) = x1 ·m · c .

Äëÿ îáðàòíîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïîâîðîòà èñïîëü-
çóåì

x = e4 · c t , p = e1 · p · sin(iψ) + e4 · p · cos(iψ) .

Òàêèì îáðàçîì,

M−ψ = (i ·e1×e4) · c t ·p · sinh(ψ) = −e14 · c t ·p · sinh(ψ).

Îòñþäà çíà÷åíèå êîìïîíåíòû ìîìåíòà èìïóëüñà
äëÿ îáðàòíîãî ïîâîðîòà â ïëîñêîñòè 14, ðàâíî

M−ψ = −c t · p · sinh(ψ) = −c t ·m · v1 .

3. Ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä � ñîáñòâåííûé çàðÿä
ïðàâûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîâîðîòîâ

Ýëåêòðè÷åñêîìó çàðÿäó ñîîòâåòñòâóþò
1) ïîäàëãåáðà ïðàâîé àëãåáðû äåéñòâèÿ, ïîñòðîåí-

íàÿ íà âåêòîðàõ

rS = re0 rS
0 + reα rS

α = re0 rS
0 + re21 rS

21+

+ re13 rS
13 + re32 rS

32 , è

2) ïîäàëãåáðà ïðàâîé àëãåáðû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè,
ïîñòðîåííàÿ íà âåêòîðàõ

rx = re0 rx
0 + reβ rx

β = re0 rx
0 + re21 rx

21+

+ re13 rx
13 + re32 rx

32 ,

çäåñü è äàëåå â ýòîì Ðàçäåëå èíäåêñû α è β ïðîáåãàþò
çíà÷åíèÿ 21, 13, 32.
Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ïîäàëãåáð äèíàìè÷åñêèì ïà-

ðàìåòðîì ÿâëÿåòñÿ çàðÿä

Qαβ = −∂ rS
α

∂ rxβ
. (25)

Îò êîîðäèíàò rx
β ïåðåéäåì ê êîîðäèíàòàì rθ

β èç
óñëîâèÿ, ÷òî òàêîìó ïåðåõîäó ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîä
îò çàðÿäà (25) ê ñîáñòâåííîìó çàðÿäó ïðàâûõ ãåîìåò-
ðè÷åñêèõ ïîâîðîòîâ èëè ê ýëåêòðè÷åñêîìó çàðÿäó

qαβ = −∂ rS
α

∂ rθβ
.

Äëÿ íåãî ïðàâûé êâàíòîâûé ïîñòóëàò (20) çàïèñû-
âàåòñÿ òàê:

∂ rψ
K

∂ rφβ
= −1

ℏ
· rCKK1α · qαβ · rψK1 .

È, â ñîîòâåòñòâèè ñ íàøèì îïðåäåëåíèåì,

q̂β = rC
K
K1α · qαβ

� ýòî îïåðàòîð ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà ëåïòîíà.
Ïîëàãàÿ

qαβ = e · δαβ ,

ãäå e � ôèçè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ � ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä ýëåêòðîíà,
ïåðåéäåì ê îïåðàòîðó ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà â ñëåäó-
þùåì âèäå:

q̂β = e · rCKK1β .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì V.2 ñòðóêòóðíûå ìàòðè-
öû rC

K
K1β âî âòîðîì ñæàòîì ïðåäñòàâëåíèè âûãëÿ-

äÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

rC
K
K132 = a 1

-1
= a I ,
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rC
K
K113 = b 1

-1
= b I ,

rC
K
K121 = i 1

1
= i 11 .

Ïîñëå èñïîëüçîâàíèÿ ýòèõ ìàòðèö ïîëó÷èì âûðà-
æåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò îïåðàòîðà ýëåêòðè÷åñêîãî çà-
ðÿäà

q̂32 = e · a I , q̂13 = e · b I , q̂21 = e · i 11 .

Äëÿ íèõ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ïðàâèëà óìíîæå-
íèÿ:

q̂32 · q̂13 = e · q̂21 , q̂21 · q̂32 = e · q̂13 , q̂13 · q̂21 = e · q̂32 .

4. Ñëàáûé çàðÿä � ñîáñòâåííûé çàðÿä ïðàâîé
ïîäàëãåáðû äåéñòâèÿ

Ñëàáîìó çàðÿäó ñîîòâåòñòâóþò
1) ïîäàëãåáðà ïðàâîé àëãåáðû äåéñòâèÿ, ïîñòðîåí-

íàÿ íà âåêòîðàõ

rS = re0 rS
0 + reα rS

α = re0 rS
0 + re1324 rS

1324+

+ re123 rS
123 + re4 rS

4 , è

2) ïîäàëãåáðà ïðàâîé àëãåáðû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè,
ïîñòðîåííàÿ íà âåêòîðàõ

rx = re0 rx
0 + reβ rx

β = re0 rx
0 + re1324 rx

1324+

+ re123 rx
123 + re4 rx

4 ,

çäåñü è äàëåå â ýòîì Ðàçäåëå èíäåêñû α è β ïðîáåãàþò
çíà÷åíèÿ 1324, 123, 4.
Óêàçàííàÿ âûøå ïîäàëãåáðà àëãåáðû äåéñòâèÿ èã-

ðàåò â íàøåé òåîðèè ýëåêòðîñëàáîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
(ñì. Ðàçäåë VI. Ãëàâû 5.3) òó æå ðîëü, ÷òî ãðóïïà ñëà-
áîãî èçîñïèíà â òåîðèè Ñàëàìà-Âàéíáåðãà-Ãëýøîó.
Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ïîäàëãåáð äèíàìè÷åñêèì ïà-

ðàìåòðîì ÿâëÿåòñÿ çàðÿä

Qαβ = −∂ rS
α

∂ rxβ
. (26)

Îò êîîðäèíàò rx
β ïåðåéäåì ê êîîðäèíàòàì rθ

β èç
óñëîâèÿ, ÷òî òàêîìó ïåðåõîäó ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîä
îò çàðÿäà (26) ê ñîáñòâåííîìó çàðÿäó óêàçàííîé ïðà-
âîé ïîäàëãåáðû äåéñòâèÿ èëè ê ñëàáîìó çàðÿäó

gαβ = −∂ rS
α

∂ rθβ
.

Äëÿ íåãî ïðàâûé êâàíòîâûé ïîñòóëàò (20) çàïèñû-
âàåòñÿ òàê:

∂ rψ
K

∂ rθβ
= −1

ℏ
· rCKK1α · gαβ · rψK1 .

È, â ñîîòâåòñòâèè ñ íàøèì îïðåäåëåíèåì,

ĝβ = rC
K
K1α · gαβ

� ýòî îïåðàòîð ñëàáîãî çàðÿäà ëåïòîíà.
Ïîëàãàÿ, ÷òî ñëàáûé çàðÿä gαβ ñîñòîèò èç ñëåäóþ-

ùèõ êîìïîíåíò:

g13241324 = gz · δ13241324 ,
g123123 = gw · δ123123 , g44 = gw · δ44 ,

ãäå gz è gw � ôèçè÷åñêèå ïîñòîÿííûå ñëàáîãî âçàèìî-
äåéñòâèÿ, ïåðåéäåì ê ñëåäóþùèì êîìïîíåíòàì îïåðà-
òîðà ñëàáîãî çàðÿäà ëåïòîíà

q̂1324 = gz · rCKK11324 ,

q̂123 = gw · rCKK1123 , q̂4 = gw · rCKK14 .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì III.1 ñòðóêòóðíûå ìàò-
ðèöû rC

K
K1β âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

rC
K
K11324 = i

11

11

11

11

,

rC
K
K1123 = 1

-11

11

11

-11

,

rC
K
K14 = i

11

-11

-11

11

.

Ïîñëå èñïîëüçîâàíèÿ ýòèõ ìàòðèö ïîëó÷èì ñëåäó-
þùèå ïðàâèëà óìíîæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò îïåðàòîðà
ñëàáîãî çàðÿäà:

ĝ1324 · ĝ123 = gz · ĝ4 , ĝ4 · ĝ1324 = gz · ĝ123 ,

ĝ4 · ĝ123 =
gw · gw
gz

· ĝ1324 .

VIII. ÂÛÂÎÄÛ ÏÎ ÃËÀÂÅ

� Àëãåáðîé äåéñòâèÿ è ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ðå-
ëÿòèâèñòñêèõ ëåïòîíîâ ÿâëÿåòñÿ àëãåáðà Êëèô-
ôîðäà, îáðàçóþùåå ïðîñòðàíñòâî êîòîðîé ïî-
äîáíî ÷åòûðåõìåðíîìó ïðîñòðàíñòâó-âðåìåíè
ÑÒÎ.

� Àëãåáðà òðåòüåé êîìïîíåíòû ýëåêòðè÷åñêîãî çà-
ðÿäà ëåïòîíîâ � ýòî ïîäàëãåáðà ïðàâîé àëãåáðû
äåéñòâèÿ áåëûõ ëåïòîíîâ, ïîñòðîåííàÿ íà áàçèñ-
íûõ âåêòîðàõ

rε0 = 1 , rε21 = i .
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� Àëãåáðà ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà ëåïòîíîâ � ýòî
ïîäàëãåáðà ïðàâîé àëãåáðû äåéñòâèÿ áåëûõ ëåï-
òîíîâ, ïîñòðîåííàÿ íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ

rε0 , rε21 , rε13 , rε32 .

� Àëãåáðà ñëàáîãî çàðÿäà ëåïòîíîâ � ýòî ïîäàë-
ãåáðà ïðàâîé àëãåáðû äåéñòâèÿ áåëûõ ëåïòîíîâ,
ïîñòðîåííàÿ íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ

rε0 , rε4 , rε123 , rε1324 .

� Àëãåáðà íåðåëÿòèâèñòñêîãî ñïèíà � ýòî ïîäàë-
ãåáðà ëåâîé àëãåáðû äåéñòâèÿ ëåïòîíîâ, ïîñòðî-
åííàÿ íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ

lε0 , lε21 , lε13 , lε32 .

� Àëãåáðà ðåëÿòèâèñòñêîãî ñïèíà � ýòî ïîäàëãåáðà
ëåâîé àëãåáðû äåéñòâèÿ ëåïòîíîâ, ïîñòðîåííàÿ
íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ

lε0 , lε21 , lε13 , lε32 ,

lε14 , lε42 , lε34 , lε1324 .

� Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû àëãåáðû äåéñòâèÿ ëåïòî-
íîâ lCw ñ ÷åòûðåõìåðíûì îáðàçóþùèì ïðî-
ñòðàíñòâîì, ÷èñëî èçìåðåíèé êîòîðîé ðàâíî
øåñòíàäöàòè, ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì ìàòðèö Äè-
ðàêà. ×èñëî óêàçàííûõ ñòðóêòóðíûõ ìàòðèö
ðàâíî øåñòíàäöàòè, êàê è ÷èñëî ìàòðèö Äèðàêà.
Îäíàêî ýòè ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû ñóùåñòâåí-
íî îòëè÷àþòñÿ îò øåñòíàäöàòè ìàòðèö Äèðàêà
ïðåæäå âñåãî òåì, ÷òî èõ ðàçìåðíîñòü â êîì-
ïëåêñíîì ïðåäñòàâëåíèè ðàâíà 8× 8 â òî âðåìÿ,
êàê ðàçìåðíîñòü øåñòíàäöàòè ìàòðèö Äèðàêà â
êîìïëåêñíîì ïðåäñòàâëåíèè ðàâíà 4× 4.

� Ïîñòóëèðóåòñÿ ñëåäóþùàÿ îðãàíèçàöèÿ âåêòî-
ðîâ äåéñòâèÿ ñîïóòñòâóþùèõ âåðõíèõ è íèæíèõ
ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö, ïðèíàäëåæàùèõ îä-
íîé ãðóïïå ïîêîëåíèé:

1) âåêòîð äåéñòâèÿ ïîäàëãåáðû S îòíîñèòñÿ ê
äâóì ñîïóòñòâóþùèì ôóíäàìåíòàëüíûì ÷àñòè-
öàì � íèæíåé è âåðõíåé � îäíîãî ïîêîëåíèÿ;

2) âåêòîð äåéñòâèÿ ïîäàëãåáðû S, â êîòîðîé çà
îñíîâíîå íàïðàâëåíèå ïðèíÿò áàçèñíûé âåêòîð
e21, îòíîñèòñÿ ê äâóì ñîïóòñòâóþùèì ôóíäà-
ìåíòàëüíûì ÷àñòèöàì � íèæíåé è âåðõíåé � ïåð-
âîãî ïîêîëåíèÿ;

3) âåêòîð äåéñòâèÿ ïîäàëãåáðû S, â êîòîðîé çà
îñíîâíîå íàïðàâëåíèå ïðèíÿò áàçèñíûé âåêòîð
e13, îòíîñèòñÿ ê äâóì ñîïóòñòâóþùèì ôóíäà-
ìåíòàëüíûì ÷àñòèöàì � íèæíåé è âåðõíåé � âòî-
ðîãî ïîêîëåíèÿ;

4) âåêòîð äåéñòâèÿ ïîäàëãåáðû S, â êîòîðîé çà
îñíîâíîå íàïðàâëåíèå ïðèíÿò áàçèñíûé âåêòîð
e32, îòíîñèòñÿ ê äâóì ñîïóòñòâóþùèì ôóíäà-
ìåíòàëüíûì ÷àñòèöàì � íèæíåé è âåðõíåé � òðå-
òüåãî ïîêîëåíèÿ.

� Ïåðâîå ñæàòîå ïðåäñòàâëåíèå ïðàâîé àëãåáðû
äåéñòâèÿ áåëûõ ëåïòîíîâ ïðèâîäèò ê îòîæäåñòâ-
ëåíèþ ìàòðèöû rC

L
K34 ñ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé

rC
L
K0 = δLK .

� Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû ïåðâîãî ñæàòîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ëåâîé àëãåáðû äåéñòâèÿ áåëûõ ëåïòî-
íîâ ñîâïàäàþò ñ ìàòðèöàìè Äèðàêà.
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I. ÂÂÅÄÅÍÈÅ. ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÄÈÐÀÊÀ

Îòïðàâíîé òî÷êîé äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé
áóäåò óðàâíåíèå Äèðàêà. Ñòðåìëåíèå ñîåäèíèòü ýòî
óðàâíåíèå ñ èçëîæåííûì íàìè àëãåáðàè÷åñêèì ïîäõî-
äîì ê êâàíòîâûì ÿâëåíèÿì çàñòàâëÿåò íàñ ïîñòàâèòü
â ñîîòâåòñòâèå âîëíîâûì ôóíêöèÿì ôóíäàìåíòàëü-
íûõ ÷àñòèö âåêòîðû îïðåäåëåííîãî âèäà.
Ôóíäàìåíòàëüíûå ÷àñòèöû � ýòî òàêèå ýëåìåíòàð-

íûå ÷àñòèöû, âíóòðåííÿÿ ñòðóêòóðà êîòîðûõ â íàñòî-
ÿùåå âðåìÿ äëÿ íàñ íåäîñòóïíà êàê â ýêñïåðèìåíòàëü-
íîì, òàê è â òåîðåòè÷åñêîì îòíîøåíèè. Âûäåëåíèå ÷à-
ñòèö ïî óêàçàííîìó ïðèçíàêó ñêîðåå âñåãî íå ÿâëÿåòñÿ
ñëó÷àéíûì. À çà ýòèì ïðèçíàêîì, íàäî ïîëàãàòü, ñòî-
èò íåêàÿ îáùíîñòü ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö. Îäíîé
èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö ÿâëÿåòñÿ ýëåêòðîí.
Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî ïðèâåäåì óðàâíåíèå Äèðàêà,

ïðåäíàçíà÷åííîå ïðåæäå âñåãî äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäå-
íèÿ ýëåêòðîíà:(

γiαβ ∂i +
me c

ℏ
γ0αβ

)
· ψβ = 0 . (1)

Çäåñü âåëè÷èíà me åñòü ìàññà ýëåêòðîíà, c � ñêî-
ðîñòü ñâåòà, ℏ � ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà, γ0 � åäèíè÷íàÿ
ìàòðèöà

γ0 =

1

1

1

1

,

γi � ÷åòûðå îáðàçóþùèõ ìàòðèöû àëãåáðû Äèðàêà

γ1 = i

-1

-1

1

1

, γ2 = i

i

-i

-i

i

,

γ3 = i

1

-1

-1

1

, γ4 = −i
1

1

1

1

.

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëåíà ñòîëáöîì èç ÷åòû-
ðåõ êîìïëåêñíûõ êîìïîíåíò

ψβ ∼ ψ =

ψ1

ψ2

ψ3

ψ4

, (2)

ãäå

ψ1 = φ1 + i χ1 , ψ2 = φ2 + i χ2 ,

ψ3 = φ3 + i χ3 , ψ4 = φ4 + i χ4 .
(3)

Îïåðàòîðû ∂i åñòü îïåðàòîðû ÷àñòíîãî äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ ïî ãåîìåòðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì x1, x2, x3

è âðåìåíè x4 = c t:

∂i =
∂

∂xi
∼
(

∂

∂x1
,
∂

∂x2
,
∂

∂x3
,
∂

∂x4
=

∂

c ∂t

)
.

Ïðèâåäåííûå óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óðàâ-
íåíèÿ Äèðàêà â êîìïëåêñíîé ôîðìå. Èíäåêñû α, β
ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 1, 2, 3, 4 â ñîîòâåòñòâèè ñ íóìå-
ðàöèåé êîìïîíåíò âîëíîâîé ôóíêöèè. Îäíàêî íóæíî
èìåòü â âèäó, ÷òî èñïîëüçóåìàÿ çäåñü íóìåðàöèÿ íå
èìååò îòíîøåíèÿ ê òîé íóìåðàöèè êîìïîíåíò, êîòî-
ðàÿ áûëà ââåäåíà â àëãåáðå äåéñòâèÿ.
Êðîìå êîìïëåêñíîé ôîðìû, óðàâíåíèå Äèðàêà ìî-

æåò áûòü çàïèñàíî â ñïèíîðíîé ôîðìå. Äëÿ ýòîãî
íåîáõîäèìî ñòîëáåö ψ èç ÷åòûðåõ êîìïîíåíò çàìåíèòü
íà ñòîëáåö èç äâóõ êîìïîíåíò

ψ =

∣∣∣∣∣ ξη
∣∣∣∣∣ . (4)

Êàæäàÿ èç êîìïîíåíò ξ è η ÿâëÿåòñÿ äâóõêîìïî-
íåíòíîé ôóíêöèåé

ξ =

∣∣∣∣∣ φ1 + i χ1

φ2 + i χ2

∣∣∣∣∣ ,

η =

∣∣∣∣∣ φ3 + i χ3

φ4 + i χ4

∣∣∣∣∣ .
Êàæäàÿ èç âåëè÷èí ξ è η îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñïèíîð

Ïðè ýòîì âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ âûñòóïàåò êàê áèñïèíîð.
Ñïèíîðíîé ôîðìå óðàâíåíèÿ Äèðàêà ñîîòâåòñòâóþò
ìàòðèöû Äèðàêà ðàçìåðíîñòè 2×2, â êîòîðûõ èñïîëü-
çîâàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ áëîêîâ 2×2:

1 = 1

1
, σ1 = 1

1
, σ2 = -i

i
, σ3 = -1

1
.

Ïîñëå îáîçíà÷åíèÿ óêàçàííûõ áëîêîâ ïîëó÷èì ìàò-
ðèöû Äèðàêà â ñëåäóþùåì âèäå:

γ0 = 1

1
,

γi � ÷åòûðå îáðàçóþùèõ ìàòðèöû àëãåáðû Äèðàêà

γ1 = i -σ1

σ1
, γ2 = i -σ2

σ2
,

γ3 = i -σ3

σ3
, γ4 = −i 1

1
.
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Ñïèíîðíàÿ ôîðìà óðàâíåíèÿ Äèðàêà â ìàòðè÷íîì
âèäå:(

−i 1

1
∂4 + i -σa

σa
∂a +

me c
ℏ

1

1

)
ξ

η
= 0 .

Ïðèâåäåííîå óðàâíåíèå Äèðàêà è âõîäÿùèå â íåãî
âåëè÷èíû, â òîì ÷èñëå è âîëíîâóþ ôóíêöèþ ψ, îò-
íåñåì ê ýëåêòðîíó. Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ àëãåáðàè÷å-
ñêèì ïîäõîäîì äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàñêðûòü ñîäåðæàíèå
âîëíîâîé ôóíêöèè ýëåêòðîíà.

II. ÂÎËÍÎÂÀß ÔÓÍÊÖÈß ÝËÅÊÒÐÎÍÀ

Óðàâíåíèå ñòðóêòóðû ïðàâîé êîíòðàâàðèàíòíîé
àëãåáðû äåéñòâèÿ rS ìîæíî ñâåñòè ê óðàâíåíèþ (57)
Ãëàâû 3.3. Ðàçäåë IX.3., êîòîðîå íàçâàíî îáîáùåííûì
óðàâíåíèåì Äèðàêà. Çàïèøåì åãî â ñëåäóþùåì âèäå:(

lC
IA1

B1
· ∂I +

mc

ℏ
· lC0A1

B1

)
ψB1 = 0 .

Ñóììèðîâàíèå ïî èíäåêñó I îãðàíè÷èì ÷åòûðåõ-
ìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì-âðåìåíåì. Ïîëó÷èì(

lC
iA1

B1 · ∂i +
mc

ℏ
· lC0A1

B1

)
ψB1 = 0 .

Óñòàíîâèì ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû, ïðè êîòîðûõ ýòî
óðàâíåíèå ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì Äèðàêà (1).

1. Êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèå

Óðàâíåíèå Äèðàêà ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî ïåðåëî-
æåíî íà âåëè÷èíû, ïðèíÿòûå íàìè â àëãåáðàè÷åñêîì
ïîäõîäå:(

lC
iA1

B1
∂i +

me c

ℏ lC
0A1

B1

)
· ψB1 = 0 .

Çäåñü lC
0A1

B1
� åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, à lC

iA1
B1

�
îáðàçóþùèå ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû, ëåâîé êîâàðèàíò-
íîé àëãåáðû Êëèôôîðäà1 â ïåðâîì ñæàòîì êîìïëåêñ-
íîì ïðåäñòàâëåíèè.2 Ýòè ìàòðèöû ñîâïàäàþò ñ âû-
øåïðèâåäåííûìè ìàòðèöàìè Äèðàêà, îäíàêî àëãåá-
ðàè÷åñêèé ïîäõîä ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ñîîòâåòñòâèå
ñòðîê è ñòîëáöîâ ìàòðèö êîîðäèíàòàì âåêòîðà àëãåá-
ðû Êëèôôîðäà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì V.1. Ãëà-
âû 4.3. èìååì ñëåäóþùèå ìàòðèöû lC

iA1
B1

è lC
0A1

B1

3:

1 Äðóãèìè ñëîâàìè, ëåâîé êîâàðèàíòíîé àëãåáðû ïðîñòðàí-
ñòâà-âðåìåíè áåëûõ ëåïòîíîâ lX∗

w
2 Ñì. Ãëàâà 4.3. Ðàçäåë V.1.
3 Ìàòðèöû lC

IA1
B1

ìîæíî óñòàíîâèòü, èñïîëüçóÿ ìàòðèöû

lC
B1

A1I
, èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî îíè ñâÿçàíû îïåðàöèåé òðàíñ-

ïîíèðîâàíèÿ, ïîýòîìó àíòèñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû ìåíÿþò
çíàê, à ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû íå ìåíÿþòñÿ.

lC
0A1

B1
=

0 123
13 2

1 13

1 0

1 2

1 123

,

lC
1A1

B1
= i

0 123
13 2

-1 13

-1 0

1 2

1 123

,

lC
2A1

B1
= i

0 123
13 2

i 13

-i 0

-i 2

i 123

,

lC
3A1

B1
= i

0 123
13 2

1 13

-1 0

-1 2

1 123

,

lC
4A1

B1
= −i

0 123
13 2

1 13

1 0

1 2

1 123

.

Òàêèì îáðàçîì, èíäåêñû A1, B1 äëÿ êîìïëåêñíî-
ãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ (13, 0, 2, 123).
Ýòèì ìàòðèöàì ñîîòâåòñòâóåò âåêòîð ψ àëãåáðû C3,
íà êîòîðûé ïðîåöèðóåòñÿ âåêòîð àëãåáðû C4 â ïåðâîì
ñæàòîì êîìïëåêñíîì ïðåäñòàâëåíèè4

ψ = ε13ψ
13 + ε0ψ

0 + ε2ψ
2 + ε123ψ

123 , (5)

ãäå

ψ13 = i ψ32 + ψ13 , ψ2 = i ψ1 + ψ2 ,

ψ0 = i ψ21 + ψ0 , ψ123 = i ψ3 + ψ123 .
(6)

Ñ ó÷åòîì ýòîãî ñòîëáåö èç êîìïîíåíò (êîìïëåêñíûõ
êîîðäèíàò) âåêòîðà ψ ìîæíî çàïèñàòü òàê:

ψβ ∼ ψ =

ψ13

ψ0

ψ2

ψ123

. (7)

Ñðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ (2) è (7), à òàêæå (3) è (6),
ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó äåéñòâèòåëü-
íûìè êîîðäèíàòàìè âîëíîâîé ôóíêöèè Äèðàêà è êî-
îðäèíàòàìè âåêòîðà àëãåáðû Êëèôôîðäà:

ψ32 = φ1 , ψ21 = φ2 , ψ1 = φ3 , ψ3 = φ4 ,

ψ13 = χ1 , ψ0 = χ2 , ψ2 = χ3 , ψ123 = χ4 .

4 Ñì. Ðàçäåë V Ãëàâû 4.3.
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2. Êâàòåðíèîííîå ïðåäñòàâëåíèå

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê êâàòåðíèîííîìó ïðåäñòàâëå-
íèþ ëåâîé êîâàðèàíòíîé àëãåáðû Êëèôôîðäà.5 Äëÿ
íåãî åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà lC

0A1
B1

è îáðàçóþùèå ñòðóê-
òóðíûå ìàòðèöû lC

iA1
B1

â ïåðâîì ñæàòîì êâàòåðíè-
îííîì ïðåäñòàâëåíèè ñîâïàäàþò ñ âûøåïðèâåäåííû-
ìè ìàòðèöàìè Äèðàêà â ñïèíîðíîì ïðåäñòàâëåíèè:

lC
0A1

B1
=

0 123

11 0

11 123

,

lC
1A1

B1
= i

0 123

-σ1 0

σ1 123

,

lC
2A1

B1
= i

0 123

-σ2 0

σ2 123

,

lC
3A1

B1
= i

0 123

-σ3 0

σ3 123

,

lC
4A1

B1
= −i

0 123

11 0

11 123

.

Òàêèì îáðàçîì, èíäåêñû A1, B1 â êâàòåðíèîííîì
ïðåäñòàâëåíèè ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ (0, 123) Ýòèì
ìàòðèöàì ñîîòâåòñòâóåò âåêòîð ψ àëãåáðû C3, íà
êîòîðûé ïðîåöèðóåòñÿ âåêòîð àëãåáðû C4 â ïåðâîì
ñæàòîì êâàòåðíèîííîì ïðåäñòàâëåíèè

ψ = Ψ0 ε0 +Ψ123 ε123 ,

ãäå êâàòåðíèîííûå êîîðäèíàòû èìåþò âèä

Ψ0 = a I ψ32 + b I ψ13 + i ψ21 + ψ0 ,

Ψ123 = a I ψ1 + b I ψ2 + i ψ3 + ψ123 .
(8)

Ñ ó÷åòîì ýòîãî ñòîëáåö èç êâàòåðíèîííûõ êîîðäè-
íàò âåêòîðà ψ ìîæíî çàïèñàòü òàê:

ψ ∼ Ψ0

Ψ123
. (9)

Ñðàâíèâàÿ ýòîò ñòîëáåö ñ âûðàæåíèåì (4), ïîëó÷èì
ñëåäóþùåå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñïèíîðàìè è êâàòåð-
íèîííûìè êîîðäèíàòàìè âåêòîðà àëãåáðû: Êëèôôîð-
äà

ξ = Ψ0 , η = Ψ123 .

5 Ñì. Ðàçäåë VI.1. Ãëàâû 4.3.

3. Äåéñòâèòåëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå Äèðàêà ìî-
æåò áûòü çàïèñàíî â äåéñòâèòåëüíîì ïðåäñòàâëåíèè
àëãåáðû Êëèôôîðäà. Ýòà ôîðìà óðàâíåíèÿ Äèðàêà,
íåèçâåñòíàÿ ðàíåå, ñëåäóåò èç ïðèìåíÿåìîãî íàìè àë-
ãåáðàè÷åñêîãî ïîäõîäà:(

lC
iA1

B1
∂i +

me c

ℏ lC
0A1

B1

)
· ψB1 = 0 .

Äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ èíäåêñû A1,
B1 ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ

(32, 13, 21, 0, 1, 2, 3, 123) ,

lC
0A1

B1
� åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, à lC

iA1
B1

� îáðàçó-
þùèå ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû, êîâàðèàíòíîé àëãåáðû
Êëèôôîðäà â ïåðâîì ñæàòîì äåéñòâèòåëüíîì ïðåä-
ñòàâëåíèè6:

lC
0A1

B1
=

13 0 2 123
32 21 1 3

32 1

13 1

21 1

0 1

1 1

2 1

3 1

123 1

,

lC
1A1

B1
=

13 0 2 123
32 21 1 3

32 -1

13 1

21 -1

0 1

1 1

2 -1

3 1

123 -1

,

lC
2A1

B1
=

13 0 2 123
32 21 1 3

32 -1

13 -1

21 1

0 1

1 1

2 1

3 -1

123 -1

,

6 Ñì. Ðàçäåë VI.1. Ãëàâà 4.3.



78 ÃËÀÂÀ 4.4 Áåëûå ëåïòîíû. Îáîáùåíèå óðàâíåíèÿ Äèðàêà

lC
3A1

B1
=

13 0 2 123
32 21 1 3

32 1

13 -1

21 -1

0 1

1 -1

2 1

3 1

123 -1

,

lC
4A1

B1
=

14 34 234 124

42 1324 134 4

13 0 2 123
32 21 1 3

32 -1

13 1

21 -1

0 1

1 -1

2 1

3 -1

123 1

.

Èì ñîîòâåòñòâóåò âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ýëåêòðîíà

ψ = ε32 ψ
32 + ε13 ψ

13 + ε21 ψ
21 + ε0 ψ

0 +

+ε1 ψ
1 + ε2 ψ

2 + ε3 ψ
3 + ε123 ψ

123 ,

êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ñòîëáöîì èç äåé-
ñòâèòåëüíûõ êîîðäèíàò

ψ =

ψ32

ψ13

ψ21

ψ0

ψ1

ψ2

ψ3

ψ123

.

Äåéñòâèòåëüíàÿ ôîðìà óðàâíåíèÿ Äèðàêà ìîæåò
îêàçàòüñÿ ïîëåçíîé ïðè âûïîëíåíèè ÷èñëåííûõ ðàñ-
÷åòîâ.

III. ÂÎËÍÎÂÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ ÌÞÎÍÀ È
ÒÀÓ-ËÅÏÒÎÍÀ

Ìû îïðåäåëèëè êîîðäèíàòû âåêòîðà äåéñòâèÿ (âîë-
íîâîé ôóíêöèè) îäíîé èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö
� ýëåêòðîíà. Îäíàêî, ïîìèìî ýëåêòðîíà, èçâåñòíû
åùå äâå ôóíäàìåíòàëüíûå ÷àñòèöû, íè÷åì íå îòëè-
÷àþùèåñÿ7 îò ýëåêòðîíà, çà èñêëþ÷åíèåì ìàññû, �
ìþîí (µ) è òàó-ëåïòîí (τ). Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïîâåäåíèå

7 ïî ñåãîäíÿøíèì ïðåäñòàâëåíèÿì

ìþîíà è òàó-ëåïòîíà, òàê æå êàê è ýëåêòðîíà, îïè-
ñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Äèðàêà (1), â êîòîðîì âìåñòî
ìàññû me ôèãóðèðóåò, ñîîòâåòñòâåííî, ìàññà ìþî-
íà mµ èëè ìàññà òàó-ëåïòîíà mτ . Ñ òåîðåòè÷åñêîé
òî÷êè çðåíèÿ íàëè÷èå òàêîãî ïîäîáèÿ ÷àñòèö ÿâëÿåò-
ñÿ çàãàäêîé. Ïîïðîáóåì ðàññìîòðåòü ýòó ïðîáëåìó â
ðàìêàõ íàøåãî àëãåáðàè÷åñêîãî ïîäõîäà. Ïóñòü êîîð-
äèíàòû âåêòîðà äåéñòâèÿ ýëåêòðîíà èçâåñòíû. Òîãäà
êàêèìè äîëæíû áûòü êîîðäèíàòû åùå äâóõ âåêòîðîâ
äåéñòâèÿ (ñîîòâåòñòâóþùèõ ìþîíó è òàó-ëåïòîíó),
îòëè÷íûõ äðóã îò äðóãà, íî äëÿ êîòîðûõ âèä óðàâ-
íåíèÿ Äèðàêà îñòàåòñÿ íåèçìåííûì? Àëãåáðàè÷åñêèé
ïîäõîä äàåò íà ýòîò âîïðîñ åäèíñòâåííûé îòâåò.

Â Ðàçäåëå IV. Ãëàâû 4.2. áûëà îòìå÷åíà îñîáåí-
íîñòü áàçèñíîãî âåêòîðà ε21. Ýòîò âåêòîð ÿâëÿåòñÿ
êëþ÷åâûì â îðãàíèçàöèè êîìïëåêñíîãî ïðåäñòàâëå-
íèÿ. Èìåííî ýòîìó âåêòîðó ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå
ìíèìàÿ åäèíèöà i. Èìåÿ â âèäó ýòî ñîîòâåòñòâèå, ìû
íàçâàëè íàïðàâëåíèå ε21 îñíîâíûì. Îäíàêî ñ àëãåá-
ðàè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ íàïðàâëåíèÿ ε13 è ε32 ýêâèâà-
ëåíòíû íàïðàâëåíèþ ε21 è òàêæå ìîãóò áûòü ïðèíÿòû
çà îñíîâíîå. Äëÿ òîãî ÷òîáû îòëè÷èòü ýòè ñëó÷àè îò
ïðåäûäóùåãî, ìû äîãîâîðèëèñü îáîçíà÷àòü ìíèìóþ
åäèíèöó ÷åðåç j, åñëè çà îñíîâíîå íàïðàâëåíèå ïðè-
íÿò âåêòîð ε13, è îáîçíà÷àòü ìíèìóþ åäèíèöó ÷åðåç
k, åñëè çà îñíîâíîå íàïðàâëåíèå ïðèíÿò âåêòîð ε32.
Ïåðåõîä îò îäíîãî îñíîâíîãî íàïðàâëåíèÿ ê äðóãîìó
ìû ñâÿçûâàåì ñ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé áàçèñíûõ
âåêòîðîâ ε1, ε2, ε3.

Èòàê, ìû ïðèíÿëè, ÷òî ïîðÿäêó áàçèñíûõ âåêòîðîâ
ε1, ε2, ε3 ñîîòâåòñòâóåò áàçèñíûé âåêòîð îñíîâíîãî íà-
ïðàâëåíèÿ ε21. Ýòîò ñïîñîá îðãàíèçàöèè âåêòîðà àë-
ãåáðû Êëèôôîðäà ìû ïîñòàâèëè â ñîîòâåòñòâèå ýëåê-
òðîíó.

Åñëè æå ìû èçáåðåì èíîé ïîðÿäîê áàçèñíûõ âåê-
òîðîâ ε3, ε1, ε2, òî áàçèñíûì âåêòîðîì îñíîâíîãî íà-
ïðàâëåíèÿ áóäåò ε13. Òàêîé ñïîñîá îðãàíèçàöèè âåêòî-
ðà àëãåáðû Êëèôôîðäà ìû ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå
ìþîíó.

Àëãåáðó Êëèôôîðäà ñ ïîðÿäêîì áàçèñíûõ âåêòîðîâ
ε2, ε3, ε1 è áàçèñíûì âåêòîðîì îñíîâíîãî íàïðàâëåíèÿ
ε32 ìû ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå òàó-ëåïòîíó.

Ðàññìîòðèì äâà ïîñëåäíèõ ñëó÷àÿ.

1. Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ è óðàâíåíèå Äèðàêà äëÿ
ìþîíà

1.1. Äåéñòâèòåëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

Íà îñíîâàíèè ðàíåå ñêàçàííîãî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ
ìþîíà çàïèñûâàåòñÿ òàê:

ψ = ε21 ψ
21 + ε32 ψ

32 + ε13 ψ
13 + ε0 ψ

0 +

+ε3 ψ
3 + ε1 ψ

1 + ε2 ψ
2 + ε312 ψ

312 ,
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à òàêæå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ñòîëáöîì èç äåé-
ñòâèòåëüíûõ êîîðäèíàò

ψ =

ψ21

ψ32

ψ13

ψ0

ψ3

ψ1

ψ2

ψ312

.

Óðàâíåíèå Äèðàêà äëÿ ìþîíà â äåéñòâèòåëüíîì
ïðåäñòàâëåíèè àëãåáðû Êëèôôîðäà âûãëÿäèò òàê:(

lC
iA1

B1
∂i +

mµ c

ℏ lC
0A1

B1

)
· ψB1 = 0 .

Çäåñü äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ èíäåêñû
A1, B1 ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ

(21, 32, 13, 0, 3, 1, 2, 312) ,

lC
0A1

B1
� åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, à lC

iA1
B1

� îáðàçóþ-
ùèå ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû ëåâîé êîâàðèàíòíîé àë-
ãåáðû Êëèôôîðäà â ïåðâîì ñæàòîì äåéñòâèòåëüíîì
ïðåäñòàâëåíèè, íàïðàâëåíèå 13 ïðèíÿòî çà îñíîâíîå:

lC
0A1

B1
=

32 0 1 312
21 13 3 2

21 1

32 1

13 1

0 1

3 1

1 1

2 1

312 1

,

lC
1A1

B1
=

32 0 1 312
21 13 3 2

21 -1

32 -1

13 1

0 1

3 1

1 1

2 -1

312 -1

,

lC
2A1

B1
=

32 0 1 312
21 13 3 2

21 1

32 -1

13 -1

0 1

3 -1

1 1

2 1

312 -1

,

lC
3A1

B1
=

32 0 1 312
21 13 3 2

21 -1

32 1

13 -1

0 1

3 1

1 -1

2 1

312 -1

,

lC
4A1

B1
=

34 24 124 314

41 3214 324 4

32 0 1 312
21 13 3 2

21 -1

32 1

13 -1

0 1

3 -1

1 1

2 -1

312 1

.

1.2. Êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèå

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ìþîíà â êîìïëåêñíîì ïðåäñòàâ-
ëåíèè çàïèñûâàåòñÿ òàê:

ψ = ε32ψ
32 + ε0ψ

0 + ε1ψ
1 + ε312ψ

312 ,

ãäå

ψ32 = j ψ21 + ψ32 , ψ0 = j ψ13 + ψ0 ,

ψ1 = j ψ3 + ψ1 , ψ312 = j ψ2 + ψ312 .
(10)

Ñ ó÷åòîì ýòîãî ñòîëáåö èç êîìïëåêñíûõ êîîðäèíàò
âåêòîðà ψ äëÿ ìþîíà ìîæíî çàïèñàòü òàê:

ψ ∼

ψ32

ψ0

ψ1

ψ312

.

Óðàâíåíèå Äèðàêà äëÿ ìþîíà â êîìïëåêñíîì ïðåä-
ñòàâëåíèè àëãåáðû Êëèôôîðäà âûãëÿäèò òàê:(

lC
iA1

B1
∂i +

mµ c

ℏ lC
0A1

B1

)
· ψB1 = 0 .

Çäåñü äëÿ êîìïëåêñíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ èíäåêñû A1,
B1 ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ

(32, 0, 1, 312) ,

lC
0A1

B1
� åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, à lC

iA1
B1

� îáðàçó-
þùèå ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû, êîâàðèàíòíîé àëãåáðû
Êëèôôîðäà â ïåðâîì ñæàòîì êîìïëåêñíîì ïðåäñòàâ-
ëåíèè, íàïðàâëåíèå 13 ïðèíÿòî çà îñíîâíîå:
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lC
0A1

B1
=

0 312
32 1

1 32

1 0

1 1

1 312

,

lC
1A1

B1
= j

0 312
32 1

j 32

-j 0

-j 1

j 312

,

lC
2A1

B1
= j

0 312
32 1

1 32

-1 0

-1 1

1 312

,

lC
3A1

B1
= j

0 312
32 1

-1 32

-1 0

1 1

1 312

,

lC
4A1

B1
= −j

0 312
32 1

1 32

1 0

1 1

1 312

.

1.3. Êâàòåðíèîííîå ïðåäñòàâëåíèå

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ìþîíà â êâàòåðíèîííîì ïðåä-
ñòàâëåíèè çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ψ = Ψ0 ε0 +Ψ312 ε312 ,

ãäå êâàòåðíèîííûå êîîðäèíàòû èìåþò âèä

Ψ0 = a J ψ21 + b J ψ32 + j ψ13 + ψ0 ,

Ψ312 = a J ψ3 + b J ψ1 + j ψ2 + ψ312 .
(11)

Ñ ó÷åòîì ýòîãî ñòîëáåö èç êâàòåðíèîííûõ êîîðäè-
íàò âåêòîðà ψ ìîæíî çàïèñàòü òàê:

ψ ∼ Ψ0

Ψ312
. (12)

Óðàâíåíèå Äèðàêà äëÿ êâàòåðíèîííûõ êîîðäèíàò
èìååò âèä(

lC
iA1

B1
∂i +

mµ c

ℏ lC
0A1

B1

)
· ψB1 = 0 .

Çäåñü äëÿ êâàòåðíèîííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ èíäåêñû
A1, B1 ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ

(0, 312) ,

lC
0A1

B1
� åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, à lC

iA1
B1

� îáðàçó-
þùèå ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû êîâàðèàíòíîé àëãåáðû
Êëèôôîðäà â ïåðâîì ñæàòîì êâàòåðíèîííîì ïðåä-
ñòàâëåíèè, íàïðàâëåíèå 13 ïðèíÿòî çà îñíîâíîå:

lC
0A1

B1
=

0 312

11 0

11 312

,

lC
1A1

B1
= j

0 312

-µ1 0

µ1 312

,

lC
2A1

B1
= j

0 312

-µ2 0

µ2 312

,

lC
3A1

B1
= j

0 312

-µ3 0

µ3 312

,

lC
4A1

B1
= −j

0 312

11 0

11 312

.

Çäåñü ââåäåíû ïåðåîáîçíà÷åííûå ìàòðèöû Ïàóëè:

11=
1

1
, µ1 = -j

j
, µ2 = -1

1
, µ3 = 1

1
.

Îòñþäà óðàâíåíèå Äèðàêà äëÿ ìþîíà â ìàòðè÷íîì
âèäå âûãëÿäèò òàê:(

−j 11
11

∂4+ j -µa

µa
∂a+

mµ c
ℏ

11
11

)
Ψ0

Ψ312
= 0.

2. Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ è óðàâíåíèå Äèðàêà äëÿ
òàó-ëåïòîíà

2.1. Äåéñòâèòåëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ äëÿ òàó-ëåïòîíà â äåéñòâèòåëü-
íîì ïðåäñòàâëåíèè

ψ = ε13 ψ
13 + ε21 ψ

21 + ε32 ψ
32 + ε0 ψ

0 +

+ε2 ψ
2 + ε3 ψ

3 + ε1 ψ
1 + ε231 ψ

231 ,

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ñòîëáöîì èç äåéñòâèòåëü-
íûõ êîîðäèíàò

ψ =

ψ13

ψ21

ψ32

ψ0

ψ2

ψ2

ψ1

ψ231

.
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Óðàâíåíèå Äèðàêà äëÿ òàó-ëåïòîíà â äåéñòâèòåëü-
íîì ïðåäñòàâëåíèè èìååò âèä:(

lC
iA1

B1
∂i +

mτ c

ℏ lC
0A1

B1

)
· ψB1 = 0 .

Çäåñü äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ èíäåêñû
A1, B1 ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ

(13, 21, 32, 0, 2, 3, 1, 231) ,

lC
0A1

B1
� åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, à lC

iA1
B1

� îáðàçóþ-
ùèå ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû ëåâîé êîâàðèàíòíîé àë-
ãåáðû Êëèôôîðäà â ïåðâîì ñæàòîì äåéñòâèòåëüíîì
ïðåäñòàâëåíèè, íàïðàâëåíèå 32 ïðèíÿòî çà îñíîâíîå:

� lC
0A
B � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà

lC
0A1

B1
=

21 0 3 231
13 32 2 1

13 1

21 1

32 1

0 1

2 1

3 1

1 1

231 1

,

� lC
iA1

B1
� îáðàçóþùèå ìàòðèöû

lC
1A1

B1
=

21 0 3 231
13 32 2 1

13 1

21 -1

32 -1

0 1

2 -1

3 1

1 1

231 -1

,

lC
2A1

B1
=

21 0 3 231
13 32 2 1

13 -1

21 1

32 -1

0 1

2 1

3 -1

1 1

231 -1

,

lC
3A1

B1
=

21 0 3 231
13 32 2 1

13 -1

21 -1

32 1

0 1

2 1

3 1

1 -1

231 -1

,

lC
4A1

B1
=

24 14 314 234

43 2134 214 4

21 0 3 231
13 32 2 1

13 -1

21 1

32 -1

0 1

2 -1

3 1

1 -1

231 1

.

2.2. Êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèå

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ äëÿ òàó-ëåïòîíà â êîìïëåêñíîì
ïðåäñòàâëåíèè èìååò âèä

ψ = ε21ψ
21 + ε0ψ

0 + ε3ψ
3 + ε231ψ

231 ,

ãäå

ψ21 = k ψ13 + ψ21 , ψ0 = k ψ32 + ψ0 ,

ψ3 = k ψ2 + ψ3 , ψ231 = k ψ1 + ψ231 .
(13)

Óðàâíåíèå Äèðàêà äëÿ òàó-ëåïòîíà â êîìïëåêñíîì
ïðåäñòàâëåíèè àëãåáðû Êëèôôîðäà âûãëÿäèò òàê:(

lC
iA1

B1
∂i +

mτ c

ℏ lC
0A1

B1

)
· ψB1 = 0 .

Çäåñü äëÿ êîìïëåêñíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ èíäåêñû A1,
B1 ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ

(21, 0, 3, 231) .

lC
0A1

B1
� åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, à lC

iA1
B1

� îáðàçó-
þùèå ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû, êîâàðèàíòíîé àëãåáðû
Êëèôôîðäà â ïåðâîì ñæàòîì êîìïëåêñíîì ïðåäñòàâ-
ëåíèè, íàïðàâëåíèå 32 ïðèíÿòî çà îñíîâíîå:

lC
0A1

B1
=

0 231
21 3

1 21

1 0

1 3

1 231

,

lC
1A1

B1
= k

0 231
21 3

1 21

-1 0

-1 3

1 231

,

lC
2A1

B1
= k

0 231
21 3

-1 21

-1 0

1 3

1 231

,
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lC
3A1

B1
= k

0 231
21 3

k 21

-k 0

-k 3

k 231

,

lC
4A1

B1
= −k

0 231
21 3

1 21

1 0

1 3

1 231

.

2.3. Êâàòåðíèîííîå ïðåäñòàâëåíèå

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ òàó-ëåïòîíà â êâàòåðíèîííîì
ïðåäñòàâëåíèè çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ψ = Ψ0 ε0 +Ψ231 ε231 ,

ãäå êâàòåðíèîííûå êîîðäèíàòû èìåþò âèä

Ψ0 = aK ψ13 + bK ψ21 + k ψ32 + ψ0 ,

Ψ231 = aK ψ2 + bK ψ3 + k ψ1 + ψ231 .
(14)

Ñ ó÷åòîì ýòîãî ñòîëáåö èç êâàòåðíèîííûõ êîîðäè-
íàò âåêòîðà ψ ìîæíî çàïèñàòü òàê:

ψ ∼ Ψ0

Ψ231
. (15)

Óðàâíåíèå Äèðàêà äëÿ êâàòåðíèîííûõ êîîðäèíàò
èìååò âèä(

lC
iA1

B1
∂i +

mτ c

ℏ lC
0A1

B1

)
· ψB1 = 0 .

Çäåñü äëÿ êâàòåðíèîííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ èíäåêñû
A1, B1 ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ

(0, 231) ,

lC
0A1

B1
� åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, à lC

iA1
B1

� îáðàçóþ-
ùèå ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû â ïåðâîì ñæàòîì êâàòåð-
íèîííîì ïðåäñòàâëåíèè, íàïðàâëåíèå 32 ïðèíÿòî çà
îñíîâíîå:

C0A1
B1 ∼

0 231

11 0

11 231

,

lC
1A1

B1
= k

0 231

-τ1 0

τ1 231

,

lC
2A1

B1
= k

0 231

-τ2 0

τ2 231

,

lC
3A1

B1
= k

0 231

-τ3 0

τ3 231

,

lC
4A1

B1
= −k

0 231

11 0

11 231

.

Çäåñü ââåäåíû ïåðåîáîçíà÷åííûå ìàòðèöû Ïàóëè:

11=
1

1
, τ1 = -1

1
, τ2 = 1

1
, τ3 = -k

k
.

Îòñþäà óðàâíåíèå Äèðàêà äëÿ òàó-ëåïòîíà â ìàò-
ðè÷íîì âèäå âûãëÿäèò òàê:(

−k 11
11

∂4+ k -τa

τa
∂a+

mτ c
ℏ

11
11

)
Ψ0

Ψ231
= 0.

Èçëîæåííàÿ òî÷êà çðåíèÿ ïðèâîäèò ê èíòåðåñíî-
ìó è íåïîíÿòíîìó çàêëþ÷åíèþ. Öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòà-
íîâêà áàçèñíûõ âåêòîðîâ ε1, ε2, ε3 îïèñûâàåò âîëíî-
âûå ôóíêöèè ÷àñòèö ðàçíîé ìàññû, ñëåäîâàòåëüíî ñ
ýíåðãåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòè íàïðàâëåíèÿ àíèçî-
òðîïíû.

IV. ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÛÅ ×ÀÑÒÈÖÛ �
ËÅÏÒÎÍÛ

Ôóíäàìåíòàëüíûå ÷àñòèöû ýëåêòðîí (e), ìþîí (µ)
è òàó-ëåïòîí (τ) îáúåäèíåíû â îäèí êëàññ ýëåìåíòàð-
íûõ ÷àñòèö, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ëåïòîíàìè. Äëÿ
ýòîãî êëàññà ÷àñòèö õàðàêòåðíî èõ íåó÷àñòèå â ñèëü-
íîì âçàèìîäåéñòâèè. Ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòàíîâëåí
óäèâèòåëüíûé ôàêò, ñîñòîÿùèé â òîì, ÷òî ó êàæäîãî
èç óêàçàííûõ ëåïòîíîâ ñóùåñòâóåò ïàðòíåð, íàçâàí-
íûé ñîïóòñòâóþùèì íåéòðèíî. Ó ýëåêòðîíà ýòî �
ýëåêòðîííîå íåéòðèíî (νe), ó ìþîíà ýòî � ìþîííîå
íåéòðèíî (νµ), ó òàó-ëåïòîíà ýòî � òàó-ëåïòîííîå íåé-
òðèíî (ντ ). Íåéòðèíî òàêæå ÿâëÿþòñÿ ëåïòîíàìè, à
ñâÿçü ìåæäó íåéòðèíî è ñîïóòñòâóþùèìè èì ëåïòîíà-
ìè íàñòîëüêî ñóùåñòâåííà, ÷òî ïàðû ñîïóòñòâóþùèõ
ëåïòîíîâ îáúåäèíåíû â ãðóïïû, íàçûâàåìûå ïîêî-
ëåíèÿìè. Òàáëèöà ñãðóïïèðîâàííûõ ëåïòîíîâ èìååò
âèä

1 ïîêîëåíèå 2 ïîêîëåíèå 3 ïîêîëåíèå

νe νµ ντ
e µ τ

ßâëåíèå, áëàãîäàðÿ êîòîðîìó ëåïòîí è ñîïóòñòâóþ-
ùåå åìó íåéòðèíî îáúåäèíÿþòñÿ â ïîêîëåíèå, ñîñòîèò
â ñîõðàíåíèè ðàçíîñòè ÷èñëà ëåïòîíîâ è àíòèëåïòî-
íîâ êàæäîãî èç ïîêîëåíèé ïðè âçàèìîäåéñòâèÿõ ýëå-
ìåíòàðíûõ ÷àñòèö.
Äëÿ íàñ áóäåò âàæíî ñëåäóþùåå îáñòîÿòåëüñòâî.

Ïðè ôîðìóëèðîâêå òåîðèè ýëåêòðîñëàáîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ëåïòîíîâ ðàññìàòðèâàåòñÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ
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ëåïòîíîâ îäíîãî ïîêîëåíèÿ (íàïðèìåð, e è νe). Ýòà
ôóíêöèÿ ñîñòàâëÿåòñÿ âîëåâûì îáðàçîì (òî åñòü áåç
ñóùåñòâåííîãî îáîñíîâàíèÿ) èç âîëíîâûõ ôóíêöèé
ýòèõ ëåïòîíîâ. Òî÷íåå íóæíî ñêàçàòü òàê. Ñòîëáåö
êîìïîíåíò âîëíîâîé ôóíêöèè ëåïòîíîâ îäíîãî ïîêî-
ëåíèÿ ñêëàäûâàåòñÿ èç êîìïîíåíò âîëíîâûõ ôóíêöèé
êàæäîãî èç ëåïòîíîâ ýòîãî ïîêîëåíèÿ.
È òåïåðü, èìåÿ â âèäó âñå âûøåñêàçàííîå, çàäàäèì-

ñÿ ñëåäóþùèì âîïðîñîì: ìîæíî ëè â ðàìêàõ àëãåáðà-
è÷åñêîãî ïîäõîäà îáúÿñíèòü ïàðòíåðñòâî ìåæäó ëåï-
òîíàìè îäíîãî ïîêîëåíèÿ?

V. ÂÎËÍÎÂÀß ÔÓÍÊÖÈß ËÅÏÒÎÍÎÂ
ÏÅÐÂÎÃÎ ÏÎÊÎËÅÍÈß

Îáðàòèìñÿ ñíîâà ê óðàâíåíèþ Äèðàêà. Êàê óêàçû-
âàëîñü ðàíåå, âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ è ìàòðèöû, âõîäÿ-
ùèå â íåãî, â àëãåáðàè÷åñêîì ïîäõîäå ñîîòâåòñòâóþò
ïåðâîìó ñæàòîìó ïðåäñòàâëåíèþ àëãåáðû Cw â åå ïî-
äàëãåáðå C3, ïîñòðîåííîé íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ

ε32, ε13, ε21, ε0, ε1, ε2, ε3, ε123 .

Ïðè ýòîì áàçèñíûå âåêòîðû

ε42, ε14, ε1324, ε34, ε134, ε234, ε4, ε124

ïðèðàâíèâàþòñÿ âûøåóêàçàííûì áàçèñíûì âåêòîðàì
ñîîòâåòñòâåííî, ò.å. ïðîèñõîäèò âûðîæäåíèå êîìïî-
íåíò âåêòîðîâ àëãåáðû Êëèôôîðäà. Ïðè ýòîì ðàçìåð-
íîñòü ñòðóêòóðíûõ ìàòðèö àëãåáðû X∗

w ïîíèæàåòñÿ
âäâîå è ðàâíà 8× 8 â äåéñòâèòåëüíîì ïðåäñòàâëåíèè,
4×4 â êîìïëåêñíîì ïðåäñòàâëåíèè è 2×2 â êâàòåðíè-
îííîì ïðåäñòàâëåíèè, ÷òî êàê ðàç è ñâîéñòâåííî òåî-
ðèè Äèðàêà.
Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ ïîëíîöåííóþ àëãåáðó

Êëèôôîðäà, ìû ïîëó÷èëè íå÷òî áîëüøåå, íåæåëè
ôîðìàëèçì Äèðàêà. Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ â îáùåì ñëó-
÷àå ñîäåðæèò â äâà ðàçà áîëüøå êîìïîíåíò, ÷åì â
òåîðèè Äèðàêà.
Îòñþäà âîçíèêàåò âîïðîñ: åñëè òåîðèÿ Äèðàêà ïðè

íàëè÷èè âûðîæäåíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà äåéñòâèÿ
îïèñûâàåò, äîïóñòèì, ýëåêòðîí, òî ñ ÷åì íåîáõîäèìî
ñâÿçàòü ïîÿâëåíèå äîïîëíèòåëüíûõ êîìïîíåíò ïðè
ñíÿòèè âûðîæäåíèÿ?
Ìû çíàåì, ÷òî ñîãëàñíî ýëåêòðîñëàáîé òåîðèè ýëåê-

òðîí è ýëåêòðîííîå íåéòðèíî ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âçà-
èìîñâÿçàííûé îáúåêò. Åãî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ñòîëáåö êîìïîíåíò, â êîòîðîì ê êîìïî-
íåíòàì, îòíîñÿùèìñÿ ê ýëåêòðîíó, äîáàâëÿþòñÿ êîì-
ïîíåíòû, îòíîñÿùèåñÿ ê íåéòðèíî. Ýòî î÷åíü ïîõî-
æå íà òî, êàê åñëè áû ìû ñíÿëè âûðîæäåíèå ìåæäó
êîìïîíåíòàìè ýëåêòðîíà è ýëåêòðîííîãî íåéòðèíî, òî
åñòü íàäî ïîïûòàòüñÿ èñïîëüçîâàòü "ëèøíèå" êîìïî-
íåíòû âîëíîâîé ôóíêöèè äëÿ îïèñàíèÿ ýëåêòðîííîãî
íåéòðèíî, à âñþ âîëíîâóþ ôóíêöèþ îòíåñòè ê äâóì
÷àñòèöàì ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ � ýëåêòðîíó è ýëåêòðîí-
íîìó íåéòðèíî. Îáîáùåííîå êâàíòîâîå óðàâíåíèå, ñî-

îòâåòñòâóþùåå ýòîé êîíöåïöèè, ðàññìîòðèì â Ðàçäå-
ëå VIII. Ïðåäâàðèòåëüíî ìîæíî ñêàçàòü ñëåäóþùåå.
Ïðè âûðîæäåíèè êîìïîíåíò âîëíîâîé ôóíêöèè ëåï-
òîíîâ ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ (òî åñòü ïðè ïåðâîì ñæàòèè)
îáîáùåííîå óðàâíåíèå äîëæíî ñâîäèòüñÿ ê óðàâíåíèþ
Äèðàêà êàê äëÿ ýëåêòðîíà, òàê è äëÿ íåéòðèíî. Êðîìå
òîãî, ýëåêòðîñëàáàÿ òåîðèÿ äîëæíà ñòðîèòüñÿ íà îñ-
íîâàíèè îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ åñòåñòâåííûì îáðà-
çîì, áåç âîëåâîãî êîíñòðóèðîâàíèÿ, èìåþùåãî ìåñòî
â íàñòîÿùåå âðåìÿ.
Ïðèíèìàåì ñëåäóþùåå ïîëîæåíèå: ïîëíûé âåêòîð

àëãåáðû äåéñòâèÿ Cw ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âîëíîâóþ
ôóíêöèþ ëåïòîíîâ îäíîãî ïîêîëåíèÿ. Äàëåå ïðèâå-
äåì âîëíîâóþ ôóíêöèþ ëåïòîíîâ ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ è
ñîîòâåòñòâóþùèå åé ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû, îáîáùàþ-
ùèå ìàòðèöû Äèðàêà â äåéñòâèòåëüíîì, êîìïëåêñíîì
è êâàòåðíèîííîì ïðåäñòàâëåíèÿõ.

1. Äåéñòâèòåëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ëåïòîíîâ ïåðâîãî ïîêîëå-
íèÿ â äåéñòâèòåëüíîì ïðåäñòàâëåíèè åñòü ñóïåðïîçè-
öèÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé ýëåêòðîíà è åãî íåéòðèíî:

ψ = ε32 ψ
32 + ε13 ψ

13 + ε21 ψ
21 + ε0 ψ

0 +

+ε42 ψ
42 + ε14 ψ

14 + ε1324 ψ
1324 + ε34 ψ

34 +

+ε1 ψ
1 + ε2 ψ

2 + ε3 ψ
3 + ε123 ψ

123 +

+ε134 ψ
134 + ε234 ψ

234 + ε4 ψ
4 + ε124 ψ

124 ,

lC
0A
B � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, à lC

iA
B � îáðàçóþùèå

ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû â äåéñòâèòåëüíîì ïðåäñòàâëå-
íèè, ãäå èíäåêñû A, B ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ

32, 13, 21, 0, 42, 14, 1324, 34, 1, 2, 3, 123, 134, 234, 4, 124 .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì III.2. Ãëàâû 4.3. èìååì

lC
0A
B =

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

,
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lC
1A
B =

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 1
21 -1
0 1
42 -1
14 1

1324 -1
34 1
1 1
2 -1
3 1

123 -1
134 1
234 -1
4 1

124 -1

,

lC
2A
B =

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 1
0 1
42 -1
14 -1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 -1

123 -1
134 1
234 1
4 -1

124 -1

,

lC
3A
B =

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 1
14 -1

1324 -1
34 1
1 -1
2 1
3 1

123 -1
134 -1
234 1
4 1

124 -1

,

lC
4A
B =

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 1
21 -1
0 1
42 -1
14 1

1324 -1
34 1
1 -1
2 1
3 -1

123 1
134 -1
234 1
4 -1

124 1

.

2. Êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèå

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ëåïòîíîâ ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ
â êîìïëåêñíîì ïðåäñòàâëåíèè èìååò âèä

ψ = ε13ψ
13 + ε0ψ

0 + ε14ψ
14 + ε34ψ

34 +

+ε2ψ
2 + ε123ψ

123 + ε234ψ
234 + ε124ψ

124 ,

ãäå êîîðäèíàòû (êîìïîíåíòû) âåêòîðà ÿâëÿþòñÿ êîì-
ïëåêñíûìè:

ψ13 = i ψ32 + ψ13 , ψ0 = i ψ21 + ψ0 ,

ψ14 = i ψ42 + ψ14 , ψ34 = i ψ1324 + ψ34 ,

ψ2 = i ψ1 + ψ2 , ψ123 = i ψ3 + ψ123 ,

ψ234 = i ψ134 + ψ234 , ψ124 = i ψ4 + ψ124 .

(16)

Ïóñòü lC
0A
B � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, à lC

iA
B � îáðà-

çóþùèå ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû â êîìïëåêñíîì ïðåä-
ñòàâëåíèè, ãäå èíäåêñû A, B äëÿ êîìïëåêñíîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ

13, 0, 14, 34, 2, 123, 234, 124 .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì III.2. Ãëàâû 4.3. èìååì

lC
0A
B = 1

0 34 123 124
13 14 2 234

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

,
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lC
1A
B = i

0 34 123 124
13 14 2 234

-1 13

-1 0

-1 14

-1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

,

lC
2A
B = i

0 34 123 124
13 14 2 234

i 13

-i 0

i 14

-i 34

-i 2

i 123

-i 234

i 124

,

lC
3A
B = i

0 34 123 124
13 14 2 234

1 13

-1 0

1 14

-1 34

-1 2

1 123

-1 234

1 124

,

lC
4A
B = −i

0 34 123 124
13 14 2 234

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

.

3. Êâàòåðíèîííîå ïðåäñòàâëåíèå

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ëåïòîíîâ ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ
â êâàòåðíèîííîì ïðåäñòàâëåíèè èìååò âèä

ψ = Ψ0 ε0 +Ψ34 ε34 +Ψ123 ε123 +Ψ124 ε124 .

Çäåñü êîîðäèíàòû(êîìïîíåíòû) âåêòîðà ÿâëÿþòñÿ
êâàòåðíèîíàìè.

Ψ0 = a I ψ32 + b I ψ13 + i ψ21 + ψ0 ,

Ψ34 = a I ψ42 + b I ψ14 + i ψ1324 + ψ34 ,

Ψ123 = a I ψ1 + b I ψ2 + i ψ3 + ψ123 ,

Ψ124 = a I ψ134 + b I ψ234 + i ψ4 + ψ124 .

(17)

Ïóñòü lC
0A
B � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, à lC

iA
B � îá-

ðàçóþùèå ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû àëãåáðû Êëèôôîð-
äà X∗

w â êâàòåðíèîííîì ïðåäñòàâëåíèè, ãäå èíäåêñû
A, B äëÿ êâàòåðíèîííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïðèíèìàþò
çíà÷åíèÿ

0, 34, 123, 124 .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì III.2. Ãëàâû 4.3. èìååì

lC
0A
B = 1

34 124
0 123

11 0

11 34

11 123

11 124

,

lC
1A
B = i

34 124
0 123

-σ1 0

-σ1 34

σ1 123

σ1 124

,

lC
2A
B = i

34 124
0 123

-σ2 0

-σ2 34

σ2 123

σ2 124

,

lC
3A
B = i

34 124
0 123

-σ3 0

-σ3 34

σ3 123

σ3 124

,

lC
4A
B = −i

34 124
0 123

11 0

11 34

11 123

11 124

.

VI. ÂÎËÍÎÂÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ ËÅÏÒÎÍÎÂ
ÐÀÇÍÛÕ ÏÎÊÎËÅÍÈÉ

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ýëåêòðîíó è åãî íåéòðèíî
îïèñûâàþòñÿ ëåïòîíû äðóãèõ ïîêîëåíèé. Äëÿ ýòîãî
íóæíî ðàññìîòðåòü âåêòîðû àëãåáðû Cw, îòëè÷àþùè-
åñÿ ïåðåñòàíîâêîé áàçèñíûõ âåêòîðîâ ε1, ε2, ε3 è ñî-
îòâåòñòâóþùèì âûáîðîì áàçèñíîãî âåêòîðà îñíîâíîãî
íàïðàâëåíèÿ. Ýòî ëèáî ε21, ëèáî ε13, ëèáî ε32.
Íà îñíîâàíèè èçëîæåííîãî óñòàíîâèì ñëåäóþùåå

ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êîìïîíåíòàìè âîëíîâîé ôóíêöèè
è ëåïòîíàìè. Êîìïîíåíòû âîëíîâîé ôóíêöèè ψA, ãäå
èíäåêñ A ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â ñëåäóþùåé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè

32, 13, 21, 0, 42, 14, 1324, 34, 1, 2, 3, 123, 134, 234, 4, 124,
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ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ëåïòîíàì ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ.
Êîìïîíåíòû âîëíîâîé ôóíêöèè ψA, ãäå èíäåêñ A

ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

21, 32, 13, 0, 41, 34, 3214, 24, 3, 1, 2, 312, 324, 124, 4, 314,

ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ëåïòîíàì âòîðîãî ïîêîëåíèÿ.
Êîìïîíåíòû âîëíîâîé ôóíêöèè ψA, ãäå èíäåêñ A

ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

13, 21, 32, 0, 43, 24, 2134, 14, 2, 3, 1, 231, 214, 314, 4, 234,

ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ëåïòîíàì òðåòüåãî ïîêîëå-
íèÿ.
Äëÿ êàæäîé èç óêàçàííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èí-

äåêñîâ äîëæíû áûòü âû÷èñëåíû ñòðóêòóðíûå ìàòðè-
öû ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî äåëàëîñü â Ðàçäåëå III.8.
Â çàêëþ÷åíèè Ãëàâû îñòàíîâèìñÿ íà äâóõ âîïðîñàõ,

êîòîðûå òðåáóþò äîïîëíèòåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ.
1. Â óðàâíåíèè Äèðàêà (1) èñïîëüçîâàíû òå ìàò-

ðèöû, êîòîðûå ïîëó÷åíû ïðè âû÷èñëåíèè. Ïîýòîìó
ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ íåóñòðàíèìûì îòëè÷èåì óðàâíå-
íèÿ (1) îò îáùåïðèíÿòîãî. Äåëî â òîì, ÷òî âû÷èñëå-
íèÿ ïðèâîäÿò ê ìàòðèöå γ3, îòëè÷àþùåéñÿ çíàêîì îò
îáùåïðèíÿòîé, òàê êàê ìàòðèöà σ3 (è òîëüêî îíà) ó
íàñ îòëè÷àåòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû Ïàóëè
ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì. Îòñþäà âîçíèêàåò âîïðîñ,
íàä êîòîðûì ñòîèò ïîäóìàòü: ìîæíî ëè ïóòåì âû-
÷èñëåíèÿ êàêèõ-ëèáî ýôôåêòîâ âûÿñíèòü èñòèííûé
çíàê γ3?
2. Âûÿñíèëîñü, ÷òî ìàòðèöû Äèðàêà è óðàâíå-

íèå Äèðàêà ñîîòâåòñòâóþò ñæàòîìó ïðåäñòàâëåíèþ
ñòðóêòóðíûõ ìàòðèö è âåêòîðîâ àëãåáðû Êëèôôîð-
äà Cw. Â Ðàçäåëå V.1. Ãëàâû 4.3. áûëî óêàçàíî, ÷òî
ïðè ýòîì ÷àñòü ñòðóêòóðíûõ ìàòðèö ïðåäñòàâëÿåòñÿ
òî÷íî, à äðóãàÿ ÷àñòü ñòðóêòóðíûõ ìàòðèö ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ ïðèáëèæåííî. Äëÿ óðàâíåíèÿ Äèðàêà (1) òà-
êîé ïðèáëèæåííî ïðåäñòàâëÿåìîé ìàòðèöåé ÿâëÿåòñÿ
γ4. Îòñþäà âîïðîñ, íàä êîòîðûì ñòîèò ïîäóìàòü:
ìîæíî ëè ïóòåì âû÷èñëåíèÿ êàêèõ-ëèáî ýôôåêòîâ
óñòàíîâèòü ïðèáëèæåííûé õàðàêòåð γ4?

VII. ÏÐÈÍßÒÛÅ ÎÁÎÇÍÀ×ÅÍÈß

Â ðÿäå ñëó÷àåâ äëÿ óäîáñòâà èçëîæåíèÿ áûëè èñ-
ïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ èíäåêñîâ.
Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ îáîçíà÷åíèÿ êîìïîíåíò âåêòî-

ðîâ èñïîëüçóþòñÿ èíäåêñû, îáîçíà÷àåìûå áîëüøèìè
ëàòèíñêèìè áóêâàìè A,B, I,K è òàê äàëåå áåç öèô-
ðû âíèçó. Ïðè ýòîì

8 Çàìåòèì åùå ðàç, ÷òî ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ âûáîð
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíäåêñîâ íåñóùåñòâåíåí, îäíàêî ñ ôèçè-
÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, âèäèìî, ýòî íå òàê. Ñ ãðóïïèðîâêîé èí-
äåêñîâ â îïðåäåëåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íóæíî ñâÿçûâàòü
îïðåäåëåííûé ôèçè÷åñêèé ïîðÿäîê.

äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ýòè èíäåêñû
ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ

(32, 13, 21, 0, 42, 14, 1324, 34, 1, 2, 3, 123, 134, 234, 4, 124) ,

äëÿ êîìïëåêñíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ýòè èíäåêñû ïðè-
íèìàþò çíà÷åíèÿ

(13, 0, 14, 34, 2, 123, 234, 124) ,

äëÿ êâàòåðíèîííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ýòè èíäåêñû
ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ

(0, 34, 123, 124) .

Â ñëó÷àå ïåðâîãî ñæàòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ îáî-
çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðîâ èñïîëüçóþòñ èíäåêñû,
îáîçíà÷àåìûå áîëüøèìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè ñ öèô-
ðîé 1 âíèçó (A1, B1, I1,K1 è òàê äàëåå). Ïðè ýòîì
äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ýòè èíäåêñû

ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ

(32, 13, 21, 0, 1, 2, 3, 123) ,

äëÿ êîìïëåêñíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ýòè èíäåêñû ïðè-
íèìàþò çíà÷åíèÿ

(13, 0, 2, 123) ,

äëÿ êâàòåðíèîííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ýòè èíäåêñû
ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ

(0, 123) .

Â ñëó÷àå âòîðîãî ñæàòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ îáî-
çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðîâ èñïîëüçóþòñ èíäåêñû,
îáîçíà÷àåìûå áîëüøèìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè ñ öèô-
ðîé 2 âíèçó (A2, B2, I2,K2 è òàê äàëåå). Ïðè ýòîì
äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ýòè èíäåêñû

ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ

(32, 13, 21, 0) ,

äëÿ êîìïëåêñíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ýòè èíäåêñû ïðè-
íèìàþò çíà÷åíèÿ

(13, 0) ,

äëÿ êâàòåðíèîííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ýòè èíäåêñû
ïðèíèìàþò çíà÷åíèå

(0) .

Â ñëó÷àå òðåòüåãî ñæàòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ îáî-
çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðîâ èñïîëüçóþòñÿ èíäåêñû,
îáîçíà÷àåìûå áîëüøèìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè ñ öèô-
ðîé 3 âíèçó (A3, B3, I3,K3 è òàê äàëåå). Ïðè ýòîì
äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ýòè èíäåêñû

ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ

(21, 0) ,
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äëÿ êîìïëåêñíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ýòè èíäåêñû ïðè-
íèìàþò çíà÷åíèå

(0) ,

äëÿ êâàòåðíèîííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ýòè èíäåêñû
ïðèíèìàþò çíà÷åíèå

(0) .

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ

CIKL , CLKI

� ýòî òî÷íûå ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû àëãåáð Êëèô-
ôîðäà X∗

w, Cw (ñîîòâåòñòâåííî êîâàðèàíòíîé àëãåáðû
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè áåëûõ ëåïòîíîâ è êîíòðàâàðè-
àíòíîé àëãåáðû äåéñòâèÿ áåëûõ ëåïòîíîâ). Ñîîòâåò-
ñòâåííî

CIK1
L1
, CL1

K1I

� ýòî ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû òåõ æå àëãåáð â ïåðâîì
ñæàòîì ïðåäñòàâëåíèè,

CIK2
L2 , CL2

K2I

� ýòî ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû òåõ æå àëãåáð âî âòîðîì
ñæàòîì ïðåäñòàâëåíèè,

CIK3
L3
, CL3

K3I

� ýòî ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû òåõ æå àëãåáð â òðåòüåì
ñæàòîì ïðåäñòàâëåíèè. Ïåðâîå ñæàòîå ïðåäñòàâëåíèå
ñîîòâåòñòâóåò òåîðèè Äèðàêà, âòîðîå ñæàòîå ïðåä-
ñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóåò òåîðèè Ïàóëè, à òðåòüå ñæà-
òîå ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóåò òåîðèè Øðåäèíãåðà.
È ÷åì âûøå ñæàòèå, òåì ìåíåå òî÷íî ïðåäñòàâëåíû
ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû.
Ïîñëå óêàçàííûõ çàìå÷àíèé ñíîâà ïåðåéäåì ê óðàâ-

íåíèþ Äèðàêà. Îíî ïî-ïðåæíåìó áóäåò äëÿ íàñ îñíî-
âîïîëàãàþùèì. Â ïðèíÿòûõ íàìè îáîçíà÷åíèÿõ îíî
çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:(

lC
iA1

B1
∂i +

me c

ℏ lC
0A1

B1

)
· ψB1 = 0 .

Èòàê, óðàâíåíèå Äèðàêà èñïîëüçóåò íåòî÷íûå, ñî-
îòâåòñòâóþùèå ïåðâîìó ñæàòèþ, ñòðóêòóðíûå ìàòðè-
öû. Îòñþäà âîçíèêàåò åñòåñòâåííîå ñòðåìëåíèå ïåðå-
ïèñàòü óðàâíåíèå Äèðàêà äëÿ òî÷íûõ ñòðóêòóðíûõ
ìàòðèö. Íî òîãäà ìû äîëæíû ïåðåéòè îò âîëíîâîé
ôóíêöèè ψB1 ê âîëíîâîé ôóíêöèè ψB , èìåþùåé â äâà
ðàçà áîëüøå êîìïîíåíò, è äîïîëíèòåëüíûì "ëèøíèì"
êîìïîíåíòàì íåîáõîäèìî äàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ èí-
òåðïðåòàöèþ. Â Ðàçäåëå IV. Ãëàâû 4.3. áûë âûñêà-
çàí ïîñòóëàò î òîì, ÷òî "ëèøíèå" êîìïîíåíòû âîëíî-
âîé ôóíêöèè íåîáõîäèìû äëÿ îïèñàíèÿ ýëåêòðîííîãî
íåéòðèíî, à âñþ âîëíîâóþ ôóíêöèþ íóæíî îòíåñòè
ê äâóì ÷àñòèöàì ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ � ýëåêòðîíó è
ýëåêòðîííîìó íåéòðèíî. Äàëåå ðàññìîòðèì îáîáùåí-
íîå êâàíòîâîå óðàâíåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ïåðåõîäó
ê òî÷íûì ñòðóêòóðíûì ìàòðèöàì è âåðíåìñÿ ê ýòîìó
ïðåäïîëîæåíèþ.

VIII. ÎÁÎÁÙÅÍÍÎÅ ÊÂÀÍÒÎÂÎÅ
ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÄËß ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÛÕ

ÎÁÚÅÊÒÎÂ

Îáîáùèòü óðàâíåíèå Äèðàêà ìîæíî áûëî áû ôîð-
ìàëüíî, çàïèñàâ â íåì òî÷íûå ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû.
Îäíàêî òàêîé ïîäõîä ìîæåò ïðèâåñòè ê îøèáêå, òàê
êàê ïåðåõîä îò ñæàòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê òî÷íîìó åñòü
ïåðåõîä îò ÷àñòíîãî ê îáùåìó è ìîæåò áûòü íåîä-
íîçíà÷íûì. Ïîýòîìó ïîñòóïèì èíà÷å è âîñïîëüçóåì-
ñÿ ñàìûìè îáùèìè ñîîòíîøåíèÿìè, ïðåäíàçíà÷åííû-
ìè äëÿ îïèñàíèÿ êâàíòîâûõ ÿâëåíèé, � óðàâíåíèÿ-
ìè ñòðóêòóðû, à èìåííî âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì
(56) Ãëàâû 3.3, çàïèñàâ åãî â ñëåäóþùåì âèäå:

∂ψL

∂xM
=

1

ℏ
· rCLKI ·

∂SI

∂xM
· ψK . (18)

Äàëåå ïðèäàäèì ýòîìó ñîîòíîøåíèþ ôîðìó óðàâ-
íåíèÿ Äèðàêà. Äëÿ ýòîãî óìíîæèì åãî îáå ÷àñòè íà
ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû lC

MN
L. Ïîëó÷èì

lC
MN

L
∂ψL

∂xM
=

1

ℏ lC
MN

L · rCLKI ·
∂SI

∂xM
· ψK

(êàê ïðèíÿòî, ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïîäðàçó-
ìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå).
Äàëåå ó÷òåì, ÷òî

∂SI

∂xM
= −pIM .

Ïîëó÷èì

lC
MN

L ·∂MψL(x) = −1

ℏ lC
MN

L · rCLKI ·pIM ·ψK . (19)

Ñ íàøåé òî÷êè çðåíèÿ, ýòî óðàâíåíèå è åñòü êâàí-
òîâîå óðàâíåíèå äëÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ îáúåêòîâ â ñà-
ìîì îáùåì âèäå. Îòòàëêèâàÿñü îò íåãî, áóäåì èñêàòü
îáîáùåíèå óðàâíåíèÿ Äèðàêà íà òî÷íûå ñòðóêòóðíûå
ìàòðèöû. Äëÿ ýòîãî ïîñòàâèì ñëåäóþùèé âîïðîñ: ïðè
êàêèõ óñëîâèÿõ óðàâíåíèå (19) ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ
Äèðàêà? Âî-ïåðâûõ, äèôôåðåíöèðîâàíèå â ëåâîé ÷à-
ñòè óðàâíåíèÿ äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî ïî êîîð-
äèíàòàì îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà è âîëíîâàÿ ôóíê-
öèÿ äîëæíà çàâèñåòü îò ýòèõ êîîðäèíàò. Âî-âòîðûõ,
ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû äîëæíû áûòü çàïèñàíû â ïåð-
âîì ñæàòîì ïðåäñòàâëåíèè. Ñ ó÷åòîì ýòèõ äâóõ îá-
ñòîÿòåëüñòâ óðàâíåíèå (19) ïðèíèìàåò âèä

lC
mN1

L1
·∂mψL1(x) = −1

ℏ lC
MN1

L1
· rCL1

K1I ·p
I
M ·ψK1

è òðåòüå óñëîâèå âûãëÿäèò òàê:

lC
MN1

L1
· rCL1

K1I · p
I
M = m · c · δN1

K1
.

Ýòî óñëîâèå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî òîëüêî â îäíîì
ñëó÷àå: åñëè ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ ñèì-
âîëàìè Êðîíåêåðà. Ñðåäè ìàòðèö lC

MN1
L1

òîëüêî
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ìàòðèöà lC
0N1

L1
óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óñëîâèþ. Ñðå-

äè ìàòðèö rC
L1
K1I ýòîìó óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿþò äâå

ìàòðèöû9

rC
L1
K10 , rC

L1
K134 .

Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì, ÷òî òðåòüå óñëîâèå ñâî-
äèòñÿ ê ñëåäóþùåìó:

p00 + p340 = m · c .

Ýòî ñîîòíîøåíèå íå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå÷òî íåîæè-
äàííîå. Èç ÑÒÎ ñëåäóåò, ÷òî

∂S0

∂x0
= −p00 = −m · c .

Ïîýòîìó ïîëó÷åííîå óñëîâèå � ýòî îáîáùåíèå ñîîò-
íîøåíèÿ ÑÒÎ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ. Äàëåå
áóäåì ïîëàãàòü

p00 = p340 =
m c

2
.

Ïîäòâåðæäåíèåì ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ áóäåò ïîëó÷åí-
íûé ðåçóëüòàò.
Íà îñíîâàíèè ïðèâåäåííûõ ñîîáðàæåíèé óðàâíåíèå

Äèðàêà ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

lC
mN1

L1
·∂mψL1(x)+

m c

2 ℏ
( rC

N1
K10+ rC

N1
K134)·ψ

K1 = 0 .

Ïåðåõîäÿ îò ïðèáëèæåííûõ ñòðóêòóðíûõ ìàòðèö
ïåðâîãî ñæàòèÿ ê òî÷íûì ìàòðèöàì, ïîëó÷èì èñêî-
ìîå îáîáùåíèå óðàâíåíèÿ Äèðàêà

lC
mN

L · ∂mψL(x) +
m c

2 ℏ
( rC

N
K0 + rC

N
K34) · ψK = 0 .

(20)
Ïîíÿòíî, ÷òî çäåñü òàêæå rC

N
K0 = δNK , íî rC

N
K34 ̸=

δNK .
Äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî ðåãóëÿðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

àëãåáðû Êëèôôîðäà Cw êîìïîíåíòû âîëíîâîé ôóíê-
öèè ψK(x) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé øåñòíàäöàòü äåéñòâè-
òåëüíûõ ôóíêöèé. Â êîìïëåêñíîì ïðåäñòàâëåíèè âîë-
íîâàÿ ôóíêöèÿ ñîäåðæèò âîñåìü êîìïëåêñíûõ êîìïî-
íåíò âèäà:

ψ13 = i ψ32 + ψ13 , ψ0 = i ψ21 + ψ0 ,

ψ14 = i ψ42 + ψ14 , ψ34 = i ψ1324 + ψ34 ,

ψ2 = i ψ1 + ψ2 , ψ123 = i ψ3 + ψ123 ,

ψ234 = i ψ134 + ψ234 , ψ124 = i ψ4 + ψ124 .

(21)
Â êâàòåðíèîííîì ïðåäñòàâëåíèè êîìïîíåíòàìè âîë-

íîâîé ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ÷åòûðå êâàòåðíèîíà âèäà

Ψ0 = a I ψ32 + b I ψ13 + i ψ21 + ψ0 ,

Ψ34 = a I ψ42 + b I ψ14 + i ψ1324 + ψ34 ,

Ψ123 = a I ψ1 + b I ψ2 + i ψ3 + ψ123 ,

Ψ124 = a I ψ134 + b I ψ234 + i ψ4 + ψ124 .

(22)

9 Ñì. Ðàçäåë 4.1 Ãëàâû 4.3.

Ïðèâåäåì êâàíòîâîå óðàâíåíèå ïî îòíîøåíèþ ê
êâàòåðíèîííûì êîìïîíåíòàì:−i

1

1

1

1

∂4 + i

-σa

-σa

σa

σa

∂a+

+
m c

2 ℏ

1 1

1 1

1 1

1 1


Ψ0

Ψ34

Ψ123

Ψ124

= 0

èëè

i ∂4Ψ
124 + i σa ∂aΨ

123 =
m c

2 ℏ
(Ψ0 +Ψ34) ,

i ∂4Ψ
123 + i σa ∂aΨ

124 =
m c

2 ℏ
(Ψ0 +Ψ34) ,

i ∂4Ψ
34 − i σa ∂aΨ

0 =
m c

2 ℏ
(Ψ123 +Ψ124) ,

i ∂4Ψ
0 − i σa ∂aΨ

34 =
m c

2 ℏ
(Ψ123 +Ψ124) .

(23)

Òåïåðü íåîáõîäèìî âûÿñíèòü íàçíà÷åíèå êîìïîíåíò
âîëíîâîé ôóíêöèè, ÷èñëî êîòîðûõ â äâà ðàçà áîëüøå,
÷åì â òåîðèè Äèðàêà. Äëÿ ýòîãî îáðàòèìñÿ ê ñòàí-
äàðòíîìó ïðåäñòàâëåíèþ êâàíòîâîãî óðàâíåíèÿ.

IX. ÑÒÀÍÄÀÐÒÍÎÅ ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ

1. Ñòàíäàðòíîå ïðåäñòàâëåíèå óðàâíåíèÿ
Äèðàêà

Ñíà÷àëà íàïîìíèì, êàê çàïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèå
Äèðàêà â ñòàíäàðòíîì ïðåäñòàâëåíèè, à çàòåì ïðè-
ìåíèì òîò æå ïðèåì ê ïîëó÷åííîìó íàìè êâàíòîâîìó
óðàâíåíèþ.
Âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì Äèðàêà â êâàòåðíèîí-

íîì ïðåäñòàâëåíèè, ïðèâåäåííîì â Ðàçäåëå I.:(
−i 1

1
∂4 + i -σa

σa
∂a +

m c

ℏ
1

1

)
Ψ0

Ψ123
= 0

èëè

i ∂4Ψ
123 + i σa ∂aΨ

123 =
m c

ℏ
Ψ0 ,

i ∂4Ψ
0 − i σa ∂aΨ

0 =
m c

ℏ
Ψ123 .

(24)

Ïðåîáðàçóåì ýòè óðàâíåíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà-
÷àëà ñëîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå ñî âòîðûì, à çàòåì âû-
÷òåì èç ïåðâîãî âòîðîå. Ïîëó÷èì

i ∂4φ1 − i σa ∂aφ2 =
m c

ℏ
φ1 ,

−i ∂4φ2 + i σa ∂aφ1 =
m c

ℏ
φ2 , (25)

ãäå φ1 = Ψ0 + Ψ123 è φ2 = Ψ0 − Ψ123. Òàêàÿ çàïèñü
óðàâíåíèÿ Äèðàêà íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûì ïðåäñòàâ-
ëåíèåì. Îíî îñîáåííî óäîáíî äëÿ ïåðåõîäà ê âòîðîìó
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ñæàòîìó ïðåäñòàâëåíèþ, òî åñòü ê òåîðèè Ïàóëè, êî-
ãäà Ψ123 → Ψ0 è âòîðîå óðàâíåíèå ñòàíîâèòñÿ òðèâè-
àëüíûì. Äåéñòâèòåëüíî, âûïîëíÿÿ çàìåíó

Ψ → Ψ · exp
(
−i m c2

ℏ
t

)
, φ→ φ · exp

(
−i m c2

ℏ
t

)
,

ïîëó÷èì10

i ∂4φ1 − i σa ∂aφ2 = 0 ,

i σa ∂aφ1 =
2m c

ℏ
φ2 . (26)

Îòêóäà ñëåäóåò óðàâíåíèå Ïàóëè11

i ∂4φ1 +
ℏ

2m c
gab ∂2abφ1 = 0 .

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ àíàëîãè÷íûì ïðèåìîì äëÿ
îáîáùåííîãî êâàíòîâîãî óðàâíåíèÿ. Ïîëó÷åííóþ ôîð-
ìó çàïèñè óðàâíåíèÿ òàêæå áóäåì íàçûâàòü ñòàíäàðò-
íûì ïðåäñòàâëåíèåì.

2. Ñòàíäàðòíîå ïðåäñòàâëåíèå îáîáùåííîãî
êâàíòîâîãî óðàâíåíèÿ

Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèÿ (23) ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ñíà÷àëà ñëîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå ñî âòîðûì à òðåòüå
ñ ÷åòâåðòûì. Ïîëó÷èì

i ∂4φ2 + i σa ∂aφ2 =
m c

ℏ
φ1 ,

i ∂4φ1 − i σa ∂aφ1 =
m c

ℏ
φ2 , (27)

ãäå φ1 = Ψ0 + Ψ34 è φ2 = Ψ123 + Ψ124. Çàòåì âû÷òåì
èç ÷åòâåðòîãî òðåòüå, à èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîå.
Ïîëó÷èì

i ∂4χ2 + i σa ∂aχ2 = 0 ,

i ∂4χ1 − i σa ∂aχ1 = 0 , (28)

ãäå χ1 = Ψ123 −Ψ124 è χ2 = Ψ0 −Ψ34. Òàêèì îáðàçîì,
ñèñòåìà èç ÷åòûðåõ óðàâíåíèé ïðåîáðàçóåòñÿ â äâå ñè-
ñòåìû (27) è (28) èç äâóõ óðàâíåíèé êàæäàÿ. Îäíà èç
ñèñòåì � (27) � ïðåäñòàâëÿåò óðàâíåíèå Äèðàêà äëÿ
÷àñòèöû ñ ìàññîé, îòëè÷íîé îò íóëÿ, à äðóãàÿ � (28)
� ïðåäñòàâëÿåò óðàâíåíèå Äèðàêà äëÿ ÷àñòèöû ñ ìàñ-
ñîé, ðàâíîé íóëþ. Îòñþäà âûòåêàåò èçëîæåííàÿ íèæå
èíòåðïðåòàöèÿ êîìïîíåíò âîëíîâîé ôóíêöèè.

10 Âî âòîðîì óðàâíåíèè ïðåíåáðåãàåì ñëàãàåìûì −i ∂4φ2 ïî îò-
íîøåíèþ ê − m c

ℏ φ2.
11 Îíî îòëè÷àåòñÿ îò óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà òåì, ÷òî âîëíîâàÿ

ôóíêöèÿ φ1 âêëþ÷àåò äâå êîìïëåêñíûå êîìïîíåíòû.

X. ÊÎÌÏÎÍÅÍÒÛ ÂÎËÍÎÂÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ.
ÂÅÐÕÍÈÅ È ÍÈÆÍÈÅ ËÅÏÒÎÍÛ

Â ýòîì ðàçäåëå äàäèì èíòåðïðåòàöèþ êîìïîíåíòàì
Ψ0 +Ψ34, Ψ123 +Ψ124, Ψ123 −Ψ124, Ψ0 −Ψ34 âîëíîâîé
ôóíêöèè êàê âîëíîâûì ôóíêöèÿì ðàçíûõ ÷àñòèö.
Èíòåðïðåòàöèÿ îïèðàåòñÿ íà ñëåäóþùèå ñîîáðàæå-

íèÿ.

1. Ïîëó÷åííîå êâàíòîâîå óðàâíåíèå ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå äâóõ ñèñòåì óðàâíåíèé, êàæäàÿ
èç êîòîðûõ îòíîñèòñÿ ê äâóõêîìïîíåíòíîé âîë-
íîâîé ôóíêöèè.

2. Íåçàâèñèìîñòü óêàçàííûõ äâóõ ñèñòåì óðàâíå-
íèé äðóã îò äðóãà ïîçâîëÿåò îòíåñòè ýòè ñèñòå-
ìû óðàâíåíèé ê ðàçíûì ÷àñòèöàì, ïðè÷åì îäíà
èç ýòèõ ÷àñòèö èìååò ìàññó, îòëè÷íóþ îò íóëÿ,
à äðóãàÿ èìååò ìàññó, ðàâíóþ íóëþ.

3. Ïðè ïåðåõîäå îò îáîáùåííûõ óðàâíåíèé (23) ê
óðàâíåíèÿì Äèðàêà, êîãäà ñîñòàâëÿþùèå êâà-
òåðíèîííûå êîìïîíåíòû Ψ34 è Ψ124 ïðèðàâíèâà-
þòñÿ Ψ0 è Ψ123 ñîîòâåòñòâåííî, êîìïîíåíòà Ψ0

ïåðåõîäèò â ëåâóþ êîìïîíåíòó âîëíîâîé ôóíê-
öèè Äèðàêà, à êîìïîíåíòà à Ψ123 ïåðåõîäèò â
ïðàâóþ êîìïîíåíòó âîëíîâîé ôóíêöèè Äèðàêà.

Óêàçàííûå îáñòîÿòåëüñòâà ïîçâîëÿþò ïðåäñòàâèòü
ñèòóàöèþ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëó÷åííîå êâàíòî-
âîå óðàâíåíèå îòíîñèòñÿ ê äâóì ÷àñòèöàì, âîëíîâûå
ôóíêöèè êîòîðûõ èìåþò äâå êîìïîíåíòû. Ýòèìè ÷à-
ñòèöàìè ÿâëÿþòñÿ ëåïòîíû îäíîãî ïîêîëåíèÿ, òî åñòü
÷àñòèöû îäíîé èç ïàð: ýëåêòðîí è åãî íåéòðèíî {e, νe},
ìþîí è åãî íåéòðèíî {µ, νµ}, τ -ëåïòîí è åãî íåéòðè-
íî {τ, ντ}. Â íàøåì ñëó÷àå íåéòðèíî ðàññìàòðèâàåòñÿ
êàê äâóõêîìïîíåíòíàÿ ÷àñòèöà. Îäíàêî íàáëþäàåò-
ñÿ òîëüêî ëåâîå íåéòðèíî. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ìîæíî
îáúÿñíèòü òåì, ÷òî âçàèìîäåéñòâèÿ, â êîòîðûõ ó÷àñò-
âóåò ïðàâîå íåéòðèíî, îñëàáëåíî â ñðàâíåíèè ñ ëåâûì
íåéòðèíî. Â Ãëàâå 5.2. Ðàçäåë VII. ïîêàçàíî, ÷òî òàêîå
îñëàáëåíèå èìååò ìåñòî.
Âîïðîñ î òîì, ÷åì îòëè÷àþòñÿ âîëíîâûå ôóíêöèè

(è êâàíòîâûå óðàâíåíèÿ) äëÿ ÷àñòèö êàæäîãî èç ïîêî-
ëåíèé, áûë ðàññìîòðåí â Ðàçäåëå VI. Íàïîìíèì, ÷òî
ýòè îòëè÷èÿ ìû ñâÿçàëè ñ îñîáåííîñòÿìè êîìïëåêñ-
íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîñòðàíñòâà äåéñòâèÿ Cw. Ýòî
ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóåò çàïèñè àëãåáðû Cw â âè-
äå ïðîèçâåäåíèÿ C3 × C1, ïðè÷åì ëþáîé èç âåêòîðîâ
ε21, ε13, ε32 ìîæåò áûòü âûáðàí â êà÷åñòâå îñíîâíî-
ãî áàçèñíîãî âåêòîðà àëãåáðû C1. Ïåðâûé ñëó÷àé áûë
ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå âîëíîâûì ôóíêöèÿì ÷àñòèö
ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ {e, νe}, âòîðîé ñëó÷àé ïîñòàâëåí â
ñîîòâåòñòâèå âîëíîâûì ôóíêöèÿì ÷àñòèö âòîðîãî ïî-
êîëåíèÿ {µ, νµ}, òðåòèé ñëó÷àé ïîñòàâëåí â ñîîòâåò-
ñòâèå âîëíîâûì ôóíêöèÿì ÷àñòèö òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ
{τ, ντ}. Êîìïîíåíòû âîëíîâîé ôóíêöèè îäíîé ÷àñòè-
öû, êàê ïðèíÿòî, áóäåì íàçûâàòü ïðàâîé è ëåâîé è
îáîçíà÷àòü íèæíèì èíäåêñîì, ñîîòâåòñòâåííî R è L.
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Íà îñíîâàíèè èçëîæåííîãî óñòàíîâèì ñëåäóþùåå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êîìïîíåíòàìè âîëíîâîé ôóíêöèè
è ëåïòîíàìè. Êîìïîíåíòû âîëíîâîé ôóíêöèè ψA, ãäå
A ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ

32, 13, 21, 0, 42, 14, 1324, 34, 1, 2, 3, 123, 134, 234, 4, 124,

ðàçáèâàþòñÿ íà ÷åòûðå ÷àñòè:

ëåâàÿ êîìïîíåíòà ýëåêòðîíà

eL = Ψ0
(ψ32, ψ13, ψ21, ψ0)+Ψ34

(ψ42, ψ14, ψ1324, ψ34) ,

ïðàâàÿ êîìïîíåíòà ýëåêòðîíà

eR = Ψ123
(ψ1, ψ2, ψ3, ψ123)+Ψ124

(ψ134, ψ234, ψ4, ψ124) ,

ëåâàÿ êîìïîíåíòà e-íåéòðèíî

νeL = Ψ123
(ψ1, ψ2, ψ3, ψ123)−Ψ124

(ψ134, ψ234, ψ4, ψ124) ,

ïðàâàÿ êîìïîíåíòà e-íåéòðèíî

νeR = Ψ0
(ψ32, ψ13, ψ21, ψ0)−Ψ34

(ψ42, ψ14, ψ1324, ψ34) .

Êîìïîíåíòû âîëíîâûõ ôóíêöèé ëåïòîíîâ âòîðîãî è
òðåòüåãî ïîêîëåíèé îòëè÷àþòñÿ îò âûøåïðèâåäåííûõ
öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé ïðîñòðàíñòâåííûõ èíäåê-
ñîâ:

äëÿ ìþîíà è µ-íåéòðèíî 3 → 2 , 2 → 1 , 1 → 3 ;

äëÿ τ -ëåïòîíà è τ -íåéòðèíî 3 → 1 , 2 → 3 , 1 → 2 .

XI. ËÅÂÛÉ ÀÍÀËÎÃ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÄÈÐÀÊÀ

Óðàâíåíèå Äèðàêà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïðàâîãî
óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû è ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ îíî äîëæ-
íî áûòü çàïèñàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:(

lC
iA1

B1
∂i +

me c

ℏ lC
0A1

B1

)
· rψB1 = 0 .

Ïðàâî-ëåâàÿ ñèììåòðèÿ çàñòàâëÿåò çàïèñàòü ëåâûé
àíàëîã óðàâíåíèÿ Äèðàêà, â êîòîðîì èñïîëüçóþòñÿ
ëåâîå óðàâíåíèå ñòðóêòóðû àëãåáðû Êëèôôîðäà(

rC
iA1

B1
∂i +

me c

ℏ rC
0A1

B1

)
· lψB1 = 0 .

Èç Ðàçäåëà V.1. Ãëàâû 4.3. ñëåäóåò âèä ïðàâûõ
ñòðóêòóðíûõ ìàòðèö

rE1 ∼ rC
1I
K = a

0 123

-I 0

I 123

,

rE2 ∼ rC
2I
K = b

0 123

-I 0

I 123

,

rE3 ∼ rC
3I
K = i

0 123

-I 0

I 123

,

rE4 ∼ rC
4I
K = i

0 123

-11 0

11 123

.

Èñïîëüçóÿ óêàçàííûå ìàòðèöû, çàïèøåì óðàâíå-
íèå, ÿâëÿþùååñÿ ëåâûì àíàëîãîì óðàâíåíèÿ Äèðàêà,(

i 1

-1
∂4 + -I

I
(a ∂1 + b ∂2 + i ∂3)+

+
m c

ℏ
1

1

)
Ψ0

Ψ123
= 0 .

Îòñþäà

(i ∂4 − I (a ∂1 + b ∂2 + i ∂3))Ψ
123 =

m c

ℏ
Ψ0 ,

−(i ∂4 − I (a ∂1 + b ∂2 + i ∂3))Ψ
0 =

m c

ℏ
Ψ123 .

(29)

XII. ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÛÅ ×ÀÑÒÈÖÛ �
ÊÂÀÐÊÈ

Ïîìèìî ëåïòîíîâ, ñóùåñòâóþò ôóíäàìåíòàëüíûå
÷àñòèöû, íàçûâàåìûå êâàðêàìè, êîòîðûå îáúåäèíå-
íû â äðóãîé êëàññ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö. Äëÿ ýòîãî
êëàññà ÷àñòèö õàðàêòåðíî èõ ó÷àñòèå â ñèëüíîì âçà-
èìîäåéñòâèè. Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: íåëüçÿ
ëè, îñíîâûâàÿñü íà âåêòîðàõ àëãåáðû Êëèôôîðäà,
ïîñòðîèòü è âîëíîâóþ ôóíêöèþ êâàðêîâ? Èçâåñòíî,
÷òî ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèå Äèðàêà äëÿ îïè-
ñàíèÿ äâèæåíèÿ êâàðêîâ íàòàëêèâàåòñÿ íà ñåðüåçíûå
òðóäíîñòè. Êðîìå òîãî, ðåñóðñ àëãåáðû Êëèôôîðäà
óæå èñ÷åðïàí ëåïòîíàìè. Îòñþäà îáùèé âûâîä: êâàð-
êè òðåáóþò ïðèâëå÷åíèÿ äðóãîé àëãåáðû äåéñòâèÿ. Îá
ýòîé àëãåáðå çäåñü ìû ñêàæåì ëèøü íåñêîëüêî îáùèõ
ñëîâ.

1. Êîíöåïöèÿ îáùíîñòè � ñòðåìëåíèå ðàññìîòðåòü
îáà êëàññà ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö ñ åäèíûõ
ïîçèöèé � çàñòàâëÿåò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî àë-
ãåáðà ëåïòîíîâ, òî åñòü àëãåáðà Êëèôôîðäà, è
íåèçâåñòíàÿ àëãåáðà êâàðêîâ äîëæíû äîïóñêàòü
íåòðèâèàëüíîå îáúåäèíåíèå. Èíà÷å ãîâîðÿ, îíè
äîëæíû ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé äâà ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ
íåêîé åäèíîé àëãåáðû.

2. Òàê êàê è ëåïòîíû, è êâàðêè èìåþò îáùèå ñâîé-
ñòâà � îáëàäàþò ñïèíîì è ýëåêòðè÷åñêèì çàðÿ-
äîì � òî ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà äåéñòâèÿ, îòâåò-
ñòâåííûå çà ýòè õàðàêòåðèñòèêè, äîëæíû ïðè-
ñóòñòâîâàòü êàê â àëãåáðå Êëèôôîðäà, òàê è â
íåèçâåñòíîé àëãåáðå êâàðêîâ.

3. Êàê ëåïòîíû, òàê è êâàðêè èìåþò îáùèå ñâîé-
ñòâà, ïîçâîëÿþùèå ãðóïïèðîâàòü èõ îäèíàêî-
âûì îáðàçîì. Òàê êàæäîìó êâàðêó ñîïîñòàâëÿ-
åòñÿ ñîïóòñòâóþùèé êâàðê. Îäèí èç íèõ íàçû-
âàåòñÿ íèæíèì, äðóãîé, íàçûâàåòñÿ âåðõíèì.
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Íàïðèìåð, d-êâàðê ïðèíÿò çà íèæíþþ ÷àñòèöó,
à ñîïóòñòâóþùèé åìó u-êâàðê îòíîñèòñÿ ê âåðõ-
íåé ÷àñòèöå. Àíàëîãè÷íûå d-êâàðêó � s-êâàðê è
b-êâàðê � òàêæå ïðèíÿòû çà íèæíèå ÷àñòèöû. À
ñîïóòñòâóþùèå èì ôóíäàìåíòàëüíûå ÷àñòèöû
� ñîîòâåòñòâåííî c-êâàðê è t-êâàðê � îòíîñÿòñÿ
ê âåðõíèì ÷àñòèöàì. Âàæíî ñëåäóþùåå. Åñëè
íèæíèå ÷àñòèöû ÿâëÿþòñÿ àíàëîãè÷íûìè, òî
åñòü èìåþò îäèíàêîâûå ñâîéñòâà (ñïèí, çàðÿä)
çà èñêëþ÷åíèåì ìàññû è ïîýòîìó îáúåäèíåíû â
îäíó ãðóïïó � ãðóïïó ïîêîëåíèé, òî ñîïóòñòâó-
þùèå èì íèæíèå ÷àñòèöû òàêæå ñîñòàâëÿþò
ãðóïïó ïîêîëåíèé, òî åñòü ÿâëÿþòñÿ àíàëîãè÷-
íûìè, òî åñòü, îíè èìåþò îäèíàêîâûå ñâîéñòâà
(ñïèí, çàðÿä) çà èñêëþ÷åíèåì ìàññû. Òàêèì îá-
ðàçîì, d-êâàðê, s-êâàðê è b-êâàðê ñîñòàâëÿþò
ãðóïïó àíàëîãè÷íûõ ÷àñòèö � ãðóïïó ïîêîëåíèé
íèæíèõ êâàðêîâ, à u-êâàðê, c-êâàðê è t-êâàðê
ñîñòàâëÿþò ãðóïïó àíàëîãè÷íûõ ÷àñòèö � ãðóï-
ïó ïîêîëåíèé âåðõíèõ êâàðêîâ.

Ñêàçàííîå óäîáíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü òàáëèöåé

1 ïîêîëåíèå 2 ïîêîëåíèå 3 ïîêîëåíèå

u c t âåðõíèå

d s b íèæíèå

Òàêèìè æå âçàèìîîòíîøåíèÿìè îáëàäàþò ñî-
ïóòñòâóþùèå è àíàëîãè÷íûå ëåïòîíû. Òàêèì
îáðàçîì, äëÿ êâàðêîâ, êàê è äëÿ ëåïòîíîâ, íóæ-
íî èñõîäèòü èç òîãî, ÷òî îïðåäåëÿþùåé õàðàê-
òåðèñòèêîé ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö ÿâëÿåò-
ñÿ âåêòîð äåéñòâèÿ. Ïîýòîìó óñëîâèÿ ñîïóò-
ñòâèÿ êâàðêîâ, êàê è ëåïòîíîâ, ñëåäóåò èñêàòü
â îðãàíèçàöèè âåêòîðíîé ñòðóêòóðû ýòèõ ÷à-
ñòèö, ïðè÷åì óñëîâèÿ ñîïóòñòâèÿ äîëæíû áûòü
äâóõïîçèöèîííûìè. Êðîìå òîãî, óñëîâèÿ ñîïóò-
ñòâèÿ äîëæíû áûòü îäèíàêîâûìè äëÿ êàæäîé
ïàðû ñîïóòñòâóþùèõ ÷àñòèö ðàçíûõ ïîêîëåíèé.
Êðîìå òîãî, âåêòîðíûå ñòðóêòóðû àíàëîãè÷íûõ
êâàðêîâ äîëæíû áûòü ðàçëè÷íûìè, íî î÷åíü
ïîõîæèìè, ïðè÷åì ðàçëè÷èÿ â âåêòîðíîé ñòðóê-
òóðå àíàëîãè÷íûõ êâàðêîâ äîëæíû áûòü òðåõ-
ïîçèöèîííûìè.

Óêàçàííûå ñîîáðàæåíèÿ ÿâèëèñü îòïðàâíîé òî÷êîé
ïðè ôîðìóëèðîâêå àëãåáðû êâàðêîâ êàê ìîäåðíèçèðî-
âàííîé àëãåáðû Êëèôôîðäà, ðàññìîòðåííîé â Ãëàâå
3.4.

XIII. ÂÛÂÎÄÛ ÏÎ ÃËÀÂÅ

� Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ íèæíåãî ëåïòîíà åñòü âåêòîð
àëãåáðû Êëèôôîðäà C3.

� Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ íèæíåãî è âåðõíåãî áåëûõ
ëåïòîíîâ îäíîãî ïîêîëåíèÿ åñòü âåêòîð àëãåáðû
Êëèôôîðäà Cw.

� Âîëíîâûå ôóíêöèè áåëûõ ëåïòîíîâ ðàçíûõ ïî-
êîëåíèé îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà öèêëè÷åñêîé
ïåðåñòàíîâêîé òðåõ îáðàçóþùèõ áàçèñíûõ âåê-
òîðîâ.

� Êîìïîíåíòû âîëíîâîé ôóíêöèè Ψ0+Ψ34, Ψ123+
Ψ124, Ψ123 −Ψ124, Ψ0 −Ψ34 îòíîñÿòñÿ ê ðàçíûì
ôóíäàìåíòàëüíûì ÷àñòèöàì � áåëûì ëåïòîíàì.

Ýòîò âûâîä îïèðàåòñÿ íà ñëåäóþùèå ñîîáðàæå-
íèÿ.

1. Ïîëó÷åííûå êâàíòîâûå óðàâíåíèÿ äëÿ áå-
ëûõ ëåïòîíîâ â ñòàíäàðòíîì ïðåäñòàâëíå-
íèè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äâóõ ñèñòåì
óðàâíåíèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îòíîñèòñÿ ê
äâóõêîìïîíåíòíîé âîëíîâîé ôóíêöèè.

2. Íåçàâèñèìîñòü óêàçàííûõ äâóõ ñèñòåì óðàâ-
íåíèé äðóã îò äðóãà ïîçâîëÿåò îòíåñòè ýòè
ñèñòåìû óðàâíåíèé ê ðàçíûì ÷àñòèöàì,
ïðè÷åì îäíà èç ýòèõ ÷àñòèö èìååò ìàññó,
îòëè÷íóþ îò íóëÿ, à äðóãàÿ èìååò ìàññó,
ðàâíóþ íóëþ.

3. Ïðè ïåðåõîäå îò îáîáùåííûõ óðàâíåíèé
(23) ê óðàâíåíèÿì Äèðàêà, êîãäà ñîñòàâ-
ëÿþùèå êâàòåðíèîííûå êîìïîíåíòû Ψ34 è
Ψ124 ïðèðàâíèâàþòñÿ Ψ0 è Ψ123 ñîîòâåò-
ñòâåííî, êîìïîíåíòà Ψ0 ïåðåõîäèò â ëåâóþ
êîìïîíåíòó âîëíîâîé ôóíêöèè Äèðàêà, à
êîìïîíåíòà à Ψ123 ïåðåõîäèò â ïðàâóþ êîì-
ïîíåíòó âîëíîâîé ôóíêöèè Äèðàêà.

� Óñòàíîâëåíî ñëåäóþùåå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó
êîìïîíåíòàìè âîëíîâîé ôóíêöèè è áåëûìè ëåï-
òîíàìè ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ. Êîìïîíåíòû âîëíî-
âîé ôóíêöèè ψA, ãäå A ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ

32, 13, 21, 0, 42, 14, 1324, 34, 1, 2, 3, 123, 134, 234, 4, 124,

ðàçáèâàþòñÿ íà ÷åòûðå ÷àñòè:

ëåâàÿ êîìïîíåíòà áåëîãî ýëåêòðîíà

eL = Ψ0
(ψ32, ψ13, ψ21, ψ0)+Ψ34

(ψ42, ψ14, ψ1324, ψ34) ,

ïðàâàÿ êîìïîíåíòà áåëîãî ýëåêòðîíà

eR = Ψ123
(ψ1, ψ2, ψ3, ψ123)+Ψ124

(ψ134, ψ234, ψ4, ψ124) ,

ëåâàÿ êîìïîíåíòà áåëîãî e-íåéòðèíî

νeL = Ψ123
(ψ1, ψ2, ψ3, ψ123)−Ψ124

(ψ134, ψ234, ψ4, ψ124) ,

ïðàâàÿ êîìïîíåíòà áåëîãî e-íåéòðèíî

νeR = Ψ0
(ψ32, ψ13, ψ21, ψ0)−Ψ34

(ψ42, ψ14, ψ1324, ψ34) .

� Êîìïîíåíòû âîëíîâûõ ôóíêöèé áåëûõ ëåïòî-
íîâ âòîðîãî è òðåòüåãî ïîêîëåíèé îòëè÷àþòñÿ
îò âûøåïðèâåäåííûõ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâ-
êîé ïðîñòðàíñòâåííûõ èíäåêñîâ:

äëÿ ìþîíà è µ-íåéòðèíî 3 → 2 , 2 → 1 , 1 → 3 ;

äëÿ τ -ëåïòîíà è τ -íåéòðèíî 3 → 1 , 2 → 3 , 1 → 2 .
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� Äëÿ îïèñàíèÿ êâàðêîâ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü
àëãåáðó äåéñòâèÿ, îòëè÷íóþ îò àëãåáðû Êëèô-
ôîðäà.
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I. ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÛÅ ÇÀÌÅ×ÀÍÈß

Àëãåáðà äåéñòâèÿ ëåïòîíîâ åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé àë-
ãåáðû äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö S, ñîîòâåò-
ñòâóþùèé ÷àñòíîìó ñëó÷àþ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè.
Äëÿ òîãî ÷òîáû î÷åâèäíî âûäåëèòü ýòîò ñëó÷àé,

äëÿ àëãåáðû äåéñòâèÿ ëåïòîíîâ ââåäåì äðóãîå îáîçíà-
÷åíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ. Âìåñòî îáîçíà÷åíèÿ áàçèñ-
íûõ âåêòîðîâ e ââåäåì îáîçíà÷åíèå ε. Êðîìå òîãî, ââå-
äåì ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå äëÿ àëãåáðû äåéñòâèÿ
ëåïòîíîâ C. Äëÿ àëãåáðû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ëåï-
òîíîâ ââåäåì ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå: XL.
Â ýòîé Ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷åòûðåõìåðíîå ïðåä-

ñòàâëåíèå àëãåáðû ëåïòîíîâ, êîãäà ðàçìåðíîñòü îá-
ðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà àëãåáû äåéñòâèÿ ëåïòîíîâ
è àëãåáðû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ëåïòîíîâ óâåëè÷èâà-
åòñÿ äî ÷åòûðåõ. Íà óðîâíå ÷åòûðåõìåðíîãî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ëåïòîíû ðàçäåëÿþòñÿ íà äâà òèïà. Ëåïòîíû îä-
íîãî òèïà íàçâàíû áåëûìè, à äðóãîãî òèïà - ÷åðíûìè.
Â ýòîé Ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ àëãåáðà äåéñòâèÿ ÷åð-
íûõ ëåïòîíîâ. Îíà îáîçíà÷åíà Cb. Àëãåáðà ïðîñòðàí-
ñòâà-âðåìåíè ÷åðíûõ ëåïòîíîâ îáîçíà÷åíà XLb.

II. ÀËÃÅÁÐÀ ÄÅÉÑÒÂÈß ×ÅÐÍÛÕ
ËÅÏÒÎÍÎÂ

Â ýòîì Ðàçäåëå ðàññìîòðèì àãåáðó äåéñòâèÿ ÷åðíûõ
ëåïòîíîâ Cb ñ ÷åòûðåõìåðíûì îáðàçóþùèì ïðîñòðàí-
ñòâîì.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì III.1. Ãëàâû 3.4. âîëíî-

âàÿ ôóíêöèÿ ëåïòîíîâ â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåíà ñëå-
äóþùåé äèàãðàììîé Þíãà:��

?

1
2
4

3

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè äëÿ
îáðàçóþùèõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ àëãåáðû äåéñòâèÿ
÷åðíûõ ëåïòîíîâ

12 = −21 , 13 = −31 , 23 = −32 ,

14 = 41 , 24 = −42 , 34 = −43 .

Îòñþäà ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèÿ ÷åðíûõ ëåïòîíîâ Cb
åñòü ìíîæåñòâî âåêòîðîâ âèäà

ψ = e0 ψ
0 + ei ψ

i + e[ab] ψ
[ab]+

+e⟨14⟩ ψ
⟨14⟩ + e[42] ψ

[42] + e[34] ψ
[34]+

+e[123] ψ
[123] + e(124)2 ψ

(124)2 + e(134)2 ψ
(134)2+

+e[234] ψ
[234] + e(1324)2 ψ

(1324)2 .

Ïåðåïèøåì ýòî âûðàæåíèå ñ ó÷åòîì ïðèíÿòîãî ïå-
ðåîáîçíà÷åíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ è ïðèíÿòîãî ïîðÿä-
êà èíäåêñîâ ñëàãàåìûõ êîìïîíåíò âåêòîðà ψ

(32, 13, 21, 0, 42, 14, 1324, 34, 1, 2, 3, 123, 134, 234, 4, 124) .

Êðîìå òîãî, äëÿ óäîáñòâà çàïèñè áóäåì îïóñêàòü
óêàçàíèå íà ñèììåòðèþ èíäåêñîâ áàçèñíûõ âåêòîðîâ
è êîîðäèíàò. Íàïðèìåð,

e⟨14⟩ ≡ ε14 , èëè ψ(1324)2 ≡ ψ1324 .

Ïîëó÷èì

ψ = ε32 ψ
32 + ε13 ψ

13 + ε21 ψ
21 + ε0 ψ

0 +

+ ε42 ψ
42 + ε14 ψ

14 + ε1324 ψ
1324 + ε34 ψ

34 +

+ ε1 ψ
1 + ε2 ψ

2 + ε3 ψ
3 + ε123 ψ

123 +

+ ε134 ψ
134 + ε234 ψ

234 + ε4 ψ
4 + ε124 ψ

124 (1)

èëè â êîìïàêòíîé çàïèñè

ψ = εK ψ
K ,

ãäå èíäåêñ K ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ

(32, 13, 21, 0, 42, 14, 1324, 34, 1, 2, 3, 123, 134, 234, 4, 124) .

Åñëè ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñíûìè âåêòîðàìè εi1...ip
îáîçíà÷èòü (Cb)p òî ïðîñòðàíñòâî àëãåáðû ÷åðíûõ
ëåïòîíîâ Cb ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ïðîñòðàíñòâ:

Cb = Cb0 + Cb1 + (Cb)2 + (Cb)3 + (Cb)4 .

1. Äåéñòâèòåëüíîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû
äåéñòâèÿ ÷åðíûõ ëåïòîíîâ Cb

Çàïèñè âåêòîðà ψ (1) ñîîòâåòñòâóåò äåéñòâèòåëüíîå
ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Cb. Â ýòîì ñëó÷àå ñòðóêòóð-
íûå ìàòðèöû, êîòîðûìè ïðåäñòàâëåíû áàçèñíûå âåê-
òîðû

CK1
K2K ∼ εK ,

èìåþò äåéñòâèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû, à ðàçìåðíîñòü
ìàòðèö ðàâíà 16 × 16 (ñì. Ðàçäåë III.). Ïîìèìî äåé-
ñòâèòåëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü iab-
ïðåäñòàâëåíèå è IAB-ïðåäñòàâëåíèå áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ àëãåáðû äåéñòâèÿ è àëãåáðû ïðîñòðàíñòâà-âðåìå-
íè ÷åðíûõ ëåïòîíîâ, óäîáíûå â ñèëó ñâîåé êîìïàêò-
íîñòè.
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2. iab-ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû ÷åðíûõ ëåïòîíîâ
Cb

iab-ïðåäñòàâëåíèå îñíîâàíî íà ñëåäóþùåì ðàçëîæå-
íèè âåêòîðà:

ψ = ε13 ◦ (ε21 ψ32+ ε0 ψ
13)+ ε0 ◦ (ε21 ψ21+ ε0 ψ

0)+

+ ε14 ◦ (ε21 ψ42+ ε0 ψ
14)+ ε34 ◦ (ε21 ψ1324+ ε0 ψ

34)+

+ ε2 ◦ (ε21 ψ1+ ε0 ψ
2)+ ε123 ◦ (ε21 ψ3+ ε0 ψ

123)+

+ ε234 ◦ (ε21 ψ134+ ε0 ψ
234)+ ε124 ◦ (ε21 ψ4+ ε0 ψ

124).

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóåò çàïèñè àëãåáðû Cb
â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ C3 × C1 (çäåñü íèæíèé èíäåêñ
åñòü ðàçìåðíîñòü îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà). Áàçèñ-
íûìè âåêòîðàìè àëãåáðû C3 ÿâëÿþòñÿ

ε13 , ε0 , ε14 , ε34 , ε2 , ε123 , ε234 , ε124 ;

áàçèñíûìè âåêòîðàìè àëãåáðû C1 ÿâëÿþòñÿ

ε21 , ε0 .

Êàê è ïðåæäå ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå áàçèñíîìó
âåêòîðó ε21 àëãåáðû C1 ìíèìóþ åäèíèöó, à áàçèñíîìó
âåêòîðó ε0 äåéñòâèòåëüíóþ åäèíèöó. Â ðåçóëüòàòå ïî-
ëó÷èì âåêòîð àëãåáðû Cb â iab-ïðåäñòàâëåíèè èìååò
âèä

ψ = ε13 ◦ (i ψ32 + ψ13) + ε0 ◦ (i ψ21 + ψ0) +

+ε14 ◦ (i ψ42 + ψ14) + ε34 ◦ (i ψ1324 + ψ34) +

+ε2 ◦ (i ψ1 + ψ2) + ε123 ◦ (i ψ3 + ψ123) +

+ε234 ◦ (i ψ134 + ψ234) + ε124 ◦ (i ψ4 + ψ124) .

Òàêèì îáðàçîì, â iab-ïðåäñòàâëåíèè êîîðäèíàòû
(êîìïîíåíòû) âåêòîðà ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûìè ÷èñ-
ëàìè. Ââåäåì äëÿ íèõ îáîçíà÷åíèå

ψ13 = i ψ32 + ψ13 , ψ0 = i ψ21 + ψ0 ,

ψ14 = i ψ42 + ψ14 , ψ34 = i ψ1324 + ψ34 ,

ψ2 = i ψ1 + ψ2 , ψ123 = i ψ3 + ψ123 ,

ψ234 = i ψ134 + ψ234 , ψ124 = i ψ4 + ψ124 .

(2)

Ñ ó÷åòîì ýòîãî âåêòîð ψ ìîæíî çàïèñàòü êàê

ψ = ε13ψ
13 + ε0ψ

0 + ε14ψ
14 + ε34ψ

34 +

+ε2ψ
2 + ε123ψ

123 + ε234ψ
234 + ε124ψ

124 .

Îòñþäà âèäíî, ÷òî â iab-ïðåäñòàâëåíèè âåêòîð ψ
ïðîåöèðóåòñÿ íà íàïðàâëåíèÿ

ε13, ε0, ε14, ε34, ε2, ε123, ε234, ε124 .

Â iab-ïðåäñòàâëåíèè ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû èìåþò
ðàçìåðíîñòü 8× 8 (ñì. Ðàçäåë III.).

3. IAB-ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû ÷åðíûõ ëåïòîíîâ
Cb

IAB-ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Cb îñíîâàíî íà ðàçëî-
æåíèè âåêòîðà:

ψ = (ε32 ψ
32 + ε13 ψ

13 + ε21 ψ
21 + ε0 ψ

0) ◦ ε0 +
+ (ε32 ψ

42 + ε13 ψ
14 + ε21 ψ

1324 + ε0 ψ
34) ◦ ε34 +

+ (ε32 ψ
1 + ε13 ψ

2 + ε21 ψ
3 + ε0 ψ

123) ◦ ε123 +
+ (ε32 ψ

134 + ε13 ψ
234 + ε21 ψ

4 + ε0 ψ
124) ◦ ε124 .

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóåò çàïèñè àëãåáðû Cb
â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ C2 × C2. Áàçèñíûìè âåêòîðàìè
îäíîé àëãåáðû C2 ÿâëÿþòñÿ

ε0 , ε34 , ε123 , ε124 ;

áàçèñíûìè âåêòîðàìè äðóãîé àëãåáðû C2 ÿâëÿþòñÿ

ε32 , ε13 , ε21 , ε0 .

Ïîñëåäíþþ àëãåáðó ìû íàçâàëè IAB-àëãåáðîé. Ýòà
àëãåáðà àíàëîãè÷íà àëãåáðå êâàòåðíèîíîâ. Äëÿ áàçèñ-
íûõ åäèíèö IAB-àëãåáðû èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå îáî-
çíà÷åíèÿ:

a · I , b · I , i · 11 , 11 .

Çàìåíèì áàçèñíûå âåêòîðû ε32, ε13, ε21, ε0 ïðèâå-
äåííûìè ãèïåð÷èñëàìè â ñîîòâåòñòâèè

ε32 ∼ a I ,

ε13 ∼ b I ,

ε21 ∼ i 11 ,

ε0 ∼ 1 11 .

Ïîëó÷èì âåêòîð àëãåáðû Cb â IAB-ïðåäñòàâëåíèè

ψ = (a · I ψ32 + b · I ψ13 + i · 11ψ21 + 11ψ0) ◦ ε0 +
+(a · I ψ42 + b · I ψ14 + i · 11ψ1324 + 11ψ34) ◦ ε34 +
+(a · I ψ1 + b · I ψ2 + i · 11ψ3 + 11ψ123) ◦ ε123 +
+(a · I ψ134 + b · I ψ234 + i · 11ψ4 + 11ψ124) ◦ ε124 .

Òàêèì îáðàçîì, â IAB-ïðåäñòàâëåíèè êîîðäèíàòû
(êîìïîíåíòû) âåêòîðà ÿâëÿþòñÿ ãèïåð÷èñëàìè. Ââå-
äåì äëÿ íèõ îáîçíà÷åíèå

Ψ0 = a I ψ32 + b I ψ13 + i 11ψ21 + 11ψ0 ,

Ψ34 = a I ψ42 + b I ψ14 + i 11ψ1324 + 11ψ34 ,

Ψ123 = a I ψ1 + bB ψ2 + i 11ψ3 + 11ψ123 ,

Ψ124 = a I ψ134 + b I ψ234 + i 11ψ4 + 11ψ124 .

(3)

Ñ ó÷åòîì ýòîãî âåêòîð ψ ìîæíî çàïèñàòü êàê

ψ = Ψ0 ε0 +Ψ34 ε34 +Ψ123 ε123 +Ψ124 ε124 .

Îòñþäà âèäíî, ÷òî â IAB-ïðåäñòàâëåíèè âåêòîð ψ
ïðîåöèðóåòñÿ íà íàïðàâëåíèÿ ε0, ε34, ε123, ε124.
Â IAB-ïðåäñòàâëåíèè ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû èìåþò

ðàçìåðíîñòü 4× 4 (ñì. Ðàçäåë III.).
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4. Áàçèñíûå âåêòîðû è èõ ïðîèçâåäåíèÿ

Óêàæåì áàçèñíûå âåêòîðû àëãåáðû ÷åðíûõ ëåïòî-
íîâ Cb è ïðàâèëà óìíîæåíèÿ, êîòîðûì îíè ïîä÷èíÿ-
þòñÿ.

� ε0 � áàçèñíûé âåêòîð ñêàëÿðíîé ÷àñòè âåêòîðà.
Äëÿ ε0 èìååò ìåñòî ïðàâèëî óìíîæåíèÿ

ε0 ◦ ε0 = ε0 .

� Îáðàçóþùèå âåêòîðû εi, ãäå èíäåêñ i ïðîáåãà-
åò çíà÷åíèÿ îò 1 äî 4, åñòü áàçèñíûå âåêòîðû
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ÑÒÎ. ×èñëî âåêòîðîâ εi
ðàâíî ÷åòûðåì. Äëÿ íèõ èìåþò ìåñòî ïðàâèëà
óìíîæåíèÿ

εi ◦ ε0 = ε0 ◦ εi = εi ,

(ε1)
2 = (ε2)

2 = (ε3)
2 = ε0 , (ε4)

2 = −ε0 .

� Âåêòîðû

εik = εk ◦ εi .

Çäåñü i ̸= k. ×èñëî ýòèõ âåêòîðîâ ðàâíî ÷èñëó
ñî÷åòàíèé èç ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ ïî äâà

C2
4 = 6 .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì III.1. Ãëàâû 3.4. äëÿ
ýòèõ âåêòîðîâ âûïîëíÿþòñÿ ïðàâèëà ïåðåñòà-
íîâêè èíäåêñîâ è, ñîîòâåòñòâåííî, ñîìíîæèòå-
ëåé (óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè)

ε21 = −ε21 , ε13 = −ε31 , ε32 = −ε23 ,
ε14 = ε41 , ε24 = −ε42 , ε34 = −ε43 .

Ïðàâèëà óìíîæåíèÿ, â êîòîðûõ ó÷àñòâóþò ýòè
âåêòîðû, ñëåäóþò èç óñëîâèÿ àññîöèàòèâíîñòè
è óñëîâèé ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè. Â ÷àñòíîñòè,
èìååì

ε21 ◦ ε21 = −ε0 , ε42 ◦ ε42 = ε0 ,

ε32 ◦ ε32 = −ε0 , ε14 ◦ ε14 = −ε0 ,
ε13 ◦ ε13 = −ε0 , ε34 ◦ ε34 = ε0 .

� Âåêòîðû

εikl = εl ◦ εk ◦ εi .

Çäåñü i ̸= k , i ̸= l , k ̸= l . Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî
ýòèõ âåêòîðîâ ðàâíî ÷èñëó ñî÷åòàíèé èç ÷åòûðåõ
ýëåìåíòîâ ïî òðè

C3
4 = 4 .

Äëÿ ýòèõ âåêòîðîâ âûïîëíÿþòñÿ ïðàâèëà ïåðå-
ñòàíîâêè èíäåêñîâ è, ñîîòâåòñòâåííî, ñîìíîæè-
òåëåé, âûòåêàþùèå èç óñëîâèÿ àññîöèàòèâíîñòè
è óñëîâèé ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè,

ε123 = −ε213 = ε231 = −ε321 = ε312 = −ε132 ,
ε124 = −ε214 = −ε241 = ε421 = −ε412 = −ε142 ,
ε134 = −ε314 = −ε341 = ε431 = −ε413 = −ε143 ,
ε234 = −ε324 = ε342 = −ε432 = ε423 = −ε243 .

Èç óñëîâèÿ àññîöèàòèâíîñòè è óñëîâèé ñîñåäíåé
ïåðåñòàíîâêè òàêæå ñëåäóåò

ε123 ◦ ε123 = −ε0 , ε124 ◦ ε124 = −ε0 ,
ε134 ◦ ε134 = −ε0 , ε234 ◦ ε234 = ε0 .

� Âåêòîð

ε1324 = ε1 ◦ ε3 ◦ ε2 ◦ ε2 .

Äëÿ ýòîãî âåêòîðà âûïîëíÿþòñÿ ïðàâèëà ïåðå-
ñòàíîâêè èíäåêñîâ è, ñîîòâåòñòâåííî, ñîìíîæè-
òåëåé, âûòåêàþùèå èç óñëîâèé ñîñåäíåé ïåðåñòà-
íîâêè,

ε1234 = −ε2134 = ε2314 = −ε3214 =

= ε3124 = −ε1324 = −ε1243 = ε2143 =

= ε2413 = −ε4213 = ε4123 = ε1423 =

= ε1342 = −ε3142 = −ε3412 = ε4312 =

= −ε4132 = −ε1432 = ε2341 = −ε3241 =

= ε3421 = −ε4321 = ε4231 = −ε2431 .

Èç óñëîâèÿ àññîöèàòèâíîñòè è óñëîâèé ñîñåäíåé
ïåðåñòàíîâêè òàêæå ñëåäóåò

ε1324 ◦ ε1324 = ε0 .

III. ÑÒÐÓÊÒÓÐÍÛÅ ÌÀÒÐÈÖÛ ÀËÃÅÁÐ
ÄÅÉÑÒÂÈß È ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ-ÂÐÅÌÅÍÈ

×ÅÐÍÛÕ ËÅÏÒÎÍÎÂ

Âû÷èñëåíèå ñòðóêòóðíûõ ìàòðèö àëãåáð äåéñòâèÿ
è ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ÷åðíûõ ëåïòîíîâ ïîñòðîåíî
íà ïðèìåíåíèè óñëîâèé ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè äëÿ
ýòèõ àëãåáð

12 = −21 , 13 = −31 , 23 = −32 ,

14 = 41 , 24 = −42 , 34 = −43 .

Êîìïîíåíòû âåêòîðîâ è ìàòðèö ðàññìàòðèâàþòñÿ â
ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíäåêñîâ:

(32, 13, 21, 0, 42, 14, 1324, 34, 1, 2, 3, 123, 134, 234, 4, 124) .

Ïåðåõîä îò äåéñòâèòåëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê êîì-
ïàêòíûì ïðåäñòàâëåíèÿì îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì ââå-
äåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ áëî÷íûõ ìàòðèö. Ïðè ïðå-
îáðàçîâàíèè ìàòðèö CLKI è C

IK
L îò äåéñòâèòåëüíî-

ãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê iab-ïðåäñòàâëåíèþ èñïîëüçîâàíû
ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ áëîêîâ 2×2:
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1 = 1

1
, i = 1

-1
,

a = 1

1
, b = -1

1
.

Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ìàòðèö CLKI è CIKL îò iab-
ïðåäñòàâëåíèÿ ê IAB-ïðåäñòàâëåíèþ èñïîëüçîâàíû
ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ áëîêîâ 2×2:

11 = 1

1
, I = 1

1
,

A = 1

1
, B = -1

1
.

Ïðèâåäåì ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû ïðàâîé êîíòðàâà-
ðèàíòíîé àëãåáðû äåéñòâèÿ ÷åðíûõ ëåïòîíîâ Cb è ëå-
âîé êîâàðèàíòíîé àëãåáðû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ÷åð-
íûõ ëåïòîíîâ XL

∗
b .

1. Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû ïðàâîé
êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðû äåéñòâèÿ ÷åðíûõ

ëåïòîíîâ rCb

rε0 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

11 0

11 34

11 123

11 124

rε1 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 -1
34 -1
1 1
2 1
3 -1

123 -1
134 -1
234 -1
4 1

124 1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

1 14

-1 34

1 2

-1 123

-1 234

1 124

= a

34 124

0 123

-I 0

I 34

I 123

-I 124

rε2 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 1
14 -1

1324 -1
34 1
1 -1
2 1
3 1

123 -1
134 -1
234 1
4 1

124 -1

= b

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

1 2

-1 123

1 234

-1 124

= b

34 124

0 123

-I 0

-I 34

I 123

I 124



III. Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû àëãåáð äåéñòâèÿ è ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ÷åðíûõ ëåïòîíîâ 97

rε3 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 1
21 -1
0 1
42 1
14 -1

1324 1
34 -1
1 1
2 -1
3 1

123 -1
134 -1
234 1
4 -1

124 1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

-1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

-1 234

-1 124

= i

34 124

0 123

-11 0

11 34

11 123

-11 124

rε4 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 1
0 -1
42 -1
14 1

1324 -1
34 1
1 -1
2 1
3 -1

123 1
134 1
234 -1
4 1

124 -1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

-1 14

-1 34

-1 2

-1 123

1 234

1 124

= i

34 124

0 123

11 0

-11 34

-11 123

11 124

rε21 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 1
0 -1
42 -1
14 1

1324 -1
34 1
1 1
2 -1
3 1

123 -1
134 -1
234 1
4 -1

124 1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

-1 14

-1 34

1 2

1 123

-1 234

-1 124

= i

34 124

0 123

11 0

-11 34

11 123

-11 124

rε13 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 1
21 1
0 -1
42 -1
14 1

1324 1
34 -1
1 -1
2 1
3 1

123 -1
134 -1
234 1
4 1

124 -1

= b

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

-1 0

1 14

-1 34

1 2

-1 123

1 234

-1 124

= b

34 124

0 123

I 0

I 34

I 123

I 124
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rε32 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 -1
0 -1
42 -1
14 -1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 -1

123 -1
134 -1
234 -1
4 1

124 1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

-1 0

-1 14

1 34

1 2

-1 123

-1 234

1 124

= a

34 124

0 123

I 0

-I 34

I 123

-I 124

rε14 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 1
21 1
0 -1
42 -1
14 1

1324 1
34 -1
1 -1
2 1
3 1

123 -1
134 -1
234 1
4 1

124 -1

= b

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

-1 0

1 14

-1 34

1 2

-1 123

1 234

-1 124

= b

34 124

0 123

I 0

I 34

I 123

I 124

rε42 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 -1
34 -1
1 -1
2 -1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 -1

124 -1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

1 14

-1 34

-1 2

1 123

1 234

-1 124

= a

34 124

0 123

-I 0

I 34

-I 123

I 124

rε34 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

11 0

11 34

11 123

11 124
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rε123 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 -1
0 -1
42 -1
14 -1

1324 -1
34 -1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

-1 0

-1 14

-1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

-11 0

-11 34

11 123

11 124

rε124 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 -1
0 -1
42 -1
14 -1

1324 -1
34 -1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

-1 0

-1 14

-1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

-11 0

-11 34

11 123

11 124

rε134 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 -1
0 -1
42 -1
14 -1

1324 1
34 1
1 -1
2 -1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 -1

124 -1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

-1 0

-1 14

1 34

-1 2

1 123

1 234

-1 124

= a

34 124

0 123

I 0

-I 34

-I 123

I 124

rε234 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 1
21 1
0 -1
42 1
14 -1

1324 -1
34 1
1 1
2 -1
3 -1

123 1
134 -1
234 1
4 1

124 -1

= b

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

-1 0

-1 14

1 34

-1 2

1 123

1 234

-1 124

= b

34 124

0 123

I 0

-I 34

-I 123

I 124
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rε1324 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 1
21 -1
0 1
42 1
14 -1

1324 1
34 -1
1 -1
2 1
3 -1

123 1
134 1
234 -1
4 1

124 -1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

-1 0

1 14

1 34

-1 2

-1 123

1 234

1 124

= i

34 124

0 123

-11 0

11 34

-11 123

11 124

2. Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû ëåâîé êîâàðèàíòíîé
àëãåáðû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ÷åðíûõ ëåïòîíîâ

lXL
∗
b

lE0 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

11 0

11 34

11 123

11 124
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lE1 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 1
21 -1
0 1
42 -1
14 1

1324 -1
34 1
1 1
2 -1
3 1

123 -1
134 1
234 -1
4 1

124 -1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

-1 0

-1 14

-1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= i

34 124

0 123

-A 0

-A 34

A 123

A 124

lE2 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 1
0 1
42 -1
14 -1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 -1

123 -1
134 1
234 1
4 -1

124 -1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

1 2

-1 123

1 234

-1 124

= 1

34 124

0 123

-I 0

-I 34

I 123

I 124

lE3 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 1
14 -1

1324 -1
34 1
1 -1
2 1
3 1

123 -1
134 -1
234 1
4 1

124 -1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

-1 0

1 14

-1 34

-1 2

1 123

-1 234

1 124

= i

34 124

0 123

-B 0

-B 34

B 123

B 124

lE4 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 1
0 1
42 -1
14 -1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 -1

123 -1
134 1
234 1
4 -1

124 -1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

1 2

-1 123

1 234

-1 124

= a

34 124

0 123

B 0

B 34

-B 123

-B 124
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lE21 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 1
14 -1

1324 -1
34 1
1 1
2 -1
3 -1

123 1
134 1
234 -1
4 -1

124 1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

-1 0

1 14

-1 34

1 2

-1 123

1 234

-1 124

= −i

34 124

0 123

B 0

B 34

B 123

B 124

lE13 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 1
0 1
42 -1
14 -1

1324 1
34 1
1 -1
2 -1
3 1

123 1
134 -1
234 -1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

-1 2

1 123

-1 234

1 124

= −1

34 124

0 123

I 0

I 34

I 123

I 124

lE32 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 1
21 -1
0 1
42 -1
14 1

1324 -1
34 1
1 -1
2 1
3 -1

123 1
134 -1
234 1
4 -1

124 1

= −i

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= −i

34 124

0 123

A 0

A 34

A 123

A 124

lE14 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 1
14 -1

1324 -1
34 1
1 1
2 -1
3 -1

123 1
134 1
234 -1
4 -1

124 1

= b

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

-1 2

1 123

1 234

-1 124

= −b

34 124

0 123

I 0

I 34

I 123

I 124
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lE42 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= a

34 124

0 123

A 0

A 34

A 123

A 124

lE34 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 1
21 -1
0 1
42 -1
14 1

1324 -1
34 1
1 -1
2 1
3 -1

123 1
134 -1
234 1
4 -1

124 1

= b

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= b

34 124

0 123

11 0

11 34

11 123

11 124

lE123 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 -1
2 -1
3 -1

123 -1
134 -1
234 -1
4 -1

124 -1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

-1 2

-1 123

-1 234

-1 124

= 1

34 124

0 123

11 0

11 34

-11 123

-11 124

lE124 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 1
21 -1
0 1
42 -1
14 1

1324 -1
34 1
1 1
2 -1
3 1

123 -1
134 1
234 -1
4 1

124 -1

= b

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

-1 2

-1 123

-1 234

-1 124

= b

34 124

0 123

11 0

11 34

-11 123

-11 124
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lE134 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 -1
2 -1
3 -1

123 -1
134 -1
234 -1
4 -1

124 -1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

-1 2

-1 123

-1 234

-1 124

= a

34 124

0 123

A 0

A 34

-A 123

-A 124

lE234 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 1
14 -1

1324 -1
34 1
1 -1
2 1
3 1

123 -1
134 -1
234 1
4 1

124 -1

= b

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

1 2

-1 123

1 234

-1 124

= b

34 124

0 123

-I 0

-I 34

I 123

I 124

lE1324 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 1
0 1
42 -1
14 -1

1324 1
34 1
1 -1
2 -1
3 1

123 1
134 -1
234 -1
4 1

124 1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

-1 2

1 123

-1 234

1 124

= a

34 124

0 123

B 0

B 34

B 123

B 124

IV. ÂÅÐÕÍÈÅ È ÍÈÆÍÈÅ ×ÅÐÍÛÅ
ËÅÏÒÎÍÛ

Ïðåäâàðèòåëüíî íàïîìíèì, ÷òî, ñîãëàñíî Ãëàâå 3.3,
åñëè äåéñòâèå íåêîòîðîãî îáúåêòà ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé,
òî òàêîìó îáúåêòó ïðèñóùè êâàíòîâûå ÿâëåíèÿ, à
óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû ýòîé àëãåáðû ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê êâàíòîâûå ïîñòóëàòû. Êâàíòîâûå ïîñòó-
ëàòû äëÿ ïðîèçâîëüíîé àëãåáðû äåéñòâèÿ â Ðàçäåëå
VIII. Ãëàâû 4.4. áûëè çàïèñàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂ψL

∂xM
=

1

ℏ
· rCLKI ·

∂SI

∂xM
· ψK . (4)

Äàëåå ïðèäàäèì ýòîìó ñîîòíîøåíèþ ôîðìó óðàâ-
íåíèÿ Äèðàêà. Äëÿ ýòîãî óìíîæèì åãî îáå ÷àñòè íà
ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû lC

MN
L è ó÷òåì, ÷òî

∂SI

∂xM
= −pIM .

Êðîìå òîãî, ó÷òåì, ÷òî äèôôåðåíöèðîâàíèå â ëå-
âîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî ïî
êîîðäèíàòàì îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà è âîëíîâàÿ
ôóíêöèÿ äîëæíà çàâèñåòü îò ýòèõ êîîðäèíàò. Ïîëó-
÷èì

lC
mN

L
∂ψL

∂xm
= −1

ℏ lC
MN

L · rCLKI · pIM · ψK . (5)
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Îáðàòèìñÿ ê ïåðâîìó ñæàòîìó ïðåäñòàâëåíèþ ýòî-
ãî óðàâíåíèÿ. Ïî çàìûñëó îíî äîëæíî ñîâïàäàòü ñ
óðàâíåíèåì Äèðàêà äëÿ íèæíåé ôóíäàìåíòàëüíîé ÷à-
ñòèöû. Â òîì ñëó÷àå, åñëè, òàê æå êàê äëÿ áåëûõ ëåï-
òîíîâ, ïðè ïåðåõîäå ñ ñæàòîìó ïðåäñòàâëåíèþ, ïîìè-
ìî ìàòðèöû rC

L1
K10 = δL1

K1
, åùå è

rC
L1
K134 = δL1

K1 ,

óðàâíåíèå (5) â ïåðâîì ñæàòîì ïðåäñòàâëåíèè ïðèîá-
ðåòàåò âèä

lC
mN1

L1

∂ψL1

∂xm
= −1

ℏ
(
lC

0N1
L1

· rCL1
K10 · p00+

+ lC
0N1

L1 · rCL1
K134 · p340

)
· ψK1

èëè

lC
mN1

L
∂ψL1

∂xm
= −1

ℏ
(p00 + p340) · ψN1 .

Ïðè ýòîì äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

p00 + p340 = md c . (6)

Çäåñü md � ìàññà íèæíåé ÷àñòèöû. Ðàçîáüåì âåëè-
÷èíó (md c) ìåæäó èìïóëüñàìè p

0
0 è p

34
0 â íåêîòîðîé

ïðîïîðöèè. Äëÿ ýòîãî ïîëîæèì

p00 =
md c

2
α , p340 =

md c

2
β .

Èç âûðàæåíèÿ (6) èìååì

α+ β

2
= 1 . (7)

Âûïîëíèì îáðàòíûé ïåðåõîä îò óðàâíåíèÿ Äèðàêà
(êâàíòîâîãî óðàâíåíèÿ â ïåðâîì ñæàòîì ïðåäñòàâëå-
íèè) ê îáîáùåííîìó êâàíòîâîìó óðàâíåíèþ äëÿ ñâî-
áîäíîé ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòèöû

lC
mN

L ·∂mψL(x) = −md c

2 ℏ
(α· rCNK0+β · rCNK34)·ψK .

(8)
Ïîíÿòíî, ÷òî çäåñü rC

N
K0 = δNK â îòëè÷èå îò

rC
N
K34. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî, ÷òîáû çàïèñàòü

êâàíòîâîå óðàâíåíèå äëÿ êîíêðåòíîé ôóíäàìåíòàëü-
íîé ÷àñòèöû, íåîáõîäèìî çíàòü ñëåäóþùèå ñòðóêòóð-
íûå ìàòðèöû:

lC
4N
L , lC

1N
L , lC

2N
L , lC

3N
L , rC

N
K34

àëãåáðû ýòîé ÷àñòèöû.
Èìåÿ â âèäó ñêàçàííîå, ïåðåéäåì ê àëãåáðå ÷åðíûõ

ëåïòîíîâ è ñîñòàâëåíèþ êâàíòîâûõ óðàâíåíèé äëÿ
ýòèõ ÷àñòèö.

1. Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû àëãåáðû ÷åðíûõ
ëåïòîíîâ Cb

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû Ðàçäåëîâ III.1 è III.2, ïðèâå-
äåì ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû àëãåáð ÷åðíûõ ëåïòîíîâ,
íåîáõîäèìûå äëÿ ïîñòðîåíèÿ êâàíòîâîãî óðàâíåíèÿ
äëÿ ýòèõ ÷àñòèö.

lC
4N
L = a

34 124
0 123

B 0

B 34

-B 123

-B 124

, lC
1N
L = i

34 124
0 123

-A 0

-A 34

A 123

A 124

,

lC
2N
L = 1

34 124
0 123

-I 0

-I 34

I 123

I 124

, lC
3N
L = i

34 124
0 123

-B 0

-B 34

B 123

B 124

,

rC
N
K0 = 1

34 124
0 123

11 0

11 34

11 123

11 124

, rC
N
K34 = 1

34 124
0 123

11 0

11 34

11 123

11 124

.

Äàëåå, èñïîëüçóÿ ïðèâåäåííûå ìàòðèöû, çàïèøåì
êâàíòîâîå óðàâíåíèå äëÿ ÷åðíûõ ëåïòîíîâ.

2. Êâàíòîâîå óðàâíåíèå äëÿ ñâîáîäíûõ ÷åðíûõ
ëåïòîíîâ

Êâàíòîâîå óðàâíåíèå äëÿ ñâîáîäíûõ ÷åðíûõ ëåïòî-
íîâ ïîëó÷èì, ïîäñòàâèâ â óðàâíåíèå (8) âûøåïðèâå-
äåííûå ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû. Äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî
ðåãóëÿðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû ÷åðíûõ ëåïòîíîâ
Cb êîìïîíåíòû âîëíîâîé ôóíêöèè ψK(x) ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñîáîé øåñòíàäöàòü äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé.
Â iab-ïðåäñòàâëåíèè âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ñîäåðæèò âî-
ñåìü êîìïîíåíò âèäà (2). È â IAB-ïðåäñòàâëåíèè
êîìïîíåíòàìè âîëíîâîé ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ÷åòûðå
IAB-ôóíêöèè âèäà (3). Ïðèâåäåì êâàíòîâîå óðàâ-
íåíèå ïî îòíîøåíèþ ê IAB-êîìïîíåíòàì âîëíîâîé
ôóíêöèè ÷åðíûõ ëåïòîíîâ:

a
B

B

-B

-B

∂4 + i

-A

-A

A

A

∂1+

+

-I

-I

I

I

∂2 + i

-B

-B

B

B

∂3


Ψ0

Ψ34

Ψ123

Ψ124

=

= −md c
2 ℏ

α β

β α

α β

β α

Ψ0

Ψ34

Ψ123

Ψ124
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èëè

−aB ∂4Ψ124 +(i A ∂1 + I ∂2 + i B ∂3)Ψ
123 =

=
md c

2 ℏ
(α ·Ψ0 + β ·Ψ34) ,

−aB ∂4Ψ123 +(i A ∂1 + I ∂2 + i B ∂3)Ψ
124 =

=
md c

2 ℏ
(β ·Ψ0 + α ·Ψ34) ,

aB ∂4Ψ
34 −(i A ∂1 + I ∂2 + i B ∂3)Ψ

0 =

=
md c

2 ℏ
(α ·Ψ123 + β ·Ψ124) ,

aB ∂4Ψ
0 −(i A ∂1 + I ∂2 + i B ∂3)Ψ

34 =

=
md c

2 ℏ
(β ·Ψ123 + α ·Ψ124) .

(9)

3. Ñòàíäàðòíîå ïðåäñòàâëåíèå êâàíòîâîãî
óðàâíåíèÿ äëÿ ñâîáîäíûõ ÷åðíûõ ëåïòîíîâ

Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèÿ (9) ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ñíà÷àëà ñëîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå ñî âòîðûì, à òðå-
òüå ñ ÷åòâåðòûì. Ïîëó÷èì

−aB ∂4φ2+(i A ∂1+I ∂2+ i B ∂3)φ2 =
md c

2 ℏ
(α+β)φ1 ,

aB ∂4φ1 − (i A ∂1 + I ∂2 + i B ∂3)φ1 =
md c

2 ℏ
(α+ β)φ2 ,

(10)
ãäå φ1 = Ψ0 +Ψ34 è φ2 = Ψ123 +Ψ124.
Çàòåì âû÷òåì èç ÷åòâåðòîãî òðåòüå, à èç âòîðîãî

óðàâíåíèÿ ïåðâîå. Ïîëó÷èì

aB ∂4χ2 + (i A ∂1 + I ∂2 + i B ∂3)χ2 =
md c

2 ℏ
(β − α)χ1 ,

−aB ∂4χ1− (i A ∂1+ I ∂2+ i B ∂3)χ1 =
md c

2 ℏ
(β−α)χ2 ,

(11)
ãäå χ1 = Ψ123 −Ψ124 è χ2 = Ψ0 −Ψ34.
Äëÿ ëåïòîíîâ ìû ïîëàãàåì

α = β = 1 .

Ïîýòîìó ïîëó÷èì ñëåäóþùèå äâå ñèñòåìû óðàâíå-
íèé

−aB ∂4φ2 + (i A ∂1 + I ∂2 + i B ∂3)φ2 =
md c

ℏ
φ1 ,

aB ∂4φ1 − (i A ∂1 + I ∂2 + i B ∂3)φ1 =
md c

ℏ
φ2 (12)

è

aB ∂4χ2 + (i A ∂1 + I ∂2 + i B ∂3)χ2 = 0 ,

−aB ∂4χ1 − (i A ∂1 + I ∂2 + i B ∂3)χ1 = 0 . (13)

Ïåðâàÿ ñèñòåìà îòíîñèòñÿ ê íèæíåìó ÷åðíîìó ëåï-
òîíó (íàïðèìåð ýëåêòðîíó). Âòîðàÿ ñèñòåìà îòíîñèò-
ñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùåìó âåðõíåìó ÷åðíîìó ëåïòîíó
(íàïðèìåð ýëåêòðîííîìó íåéòðèíî) ñ ìàññîé, ðàâíîé
íóëþ. Èç ñðàâíåíèÿ ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé ñ àíà-
ëîãè÷íûìè óðàâíåíèÿìè äëÿ áåëûõ ëåïòîíîâ (ñì.
ôîðìóëû (27), (28) Ãëàâà 4.4.) ñëåäóåò, ÷òî ýòè óðàâ-
íåíèÿ îòëè÷àþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ïðè ïðîèçâîä-
íîé ïî âðåìåíè. Êàê óêàçàííîå îòëè÷èå îòðàæàåòñÿ
íà äâèæåíèè ðàçíîöâåòíûõ ëåïòîíîâ, äîñòóïíîì äëÿ
ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêè, ïðåäñòîèò âûÿñíèòü.

V. ÒÀÁËÈÖÀ ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÛÕ
×ÀÑÒÈÖ � ËÅÏÒÎÍÎÂ

Â Ãëàâå 4.3. è íàñòîÿùåé Ãëàâå ïîêàçàíî, ÷òî âîëíî-
âàÿ ôóíêöèÿ áåëûõ è ÷åðíûõ ëåïòîíîâ â ñòàíäàðòíîì
ïðåäñòàâëåíèè ðàñïàäàåòñÿ íà äâå äâóõêîìïîíåíòíûå
âîëíîâûå ôóíêöèè, òî åñòü ýòè ëåïòîíû ïðåäñòàâëåíû
âåðõíåé è íèæíåé ÷àñòèöàìè. Îòñþäà èìååì ñëåäóþ-
ùóþ òàáëèöó ëåïòîíîâ.

1. Ëåïòîíû ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ

ëåïòîíû áåëûå ÷åðíûå

âåðõíèå νew νeb
íèæíèå ew eb

2. Ëåïòîíû âòîðîãî ïîêîëåíèÿ

ëåïòîíû áåëûå ÷åðíûå

âåðõíèå νµw νµb

íèæíèå µw µb

3. Ëåïòîíû òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ

ëåïòîíû áåëûå ÷åðíûå

âåðõíèå ντw ντb
íèæíèå τw τb

VI. ÂÛÂÎÄÛ ÏÎ ÃËÀÂÅ

� Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ íåðåëÿòèâèñòñêîãî ëåïòîíà
åñòü âåêòîð àëãåáðû Êëèôôîðäà C3.

� Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ íèæíåãî è âåðõíåãî ÷åðíîãî
ëåïòîíîâ îäíîãî ïîêîëåíèÿ åñòü âåêòîð àëãåáðû
Êëèôôîðäà Cb.

� Âîëíîâûå ôóíêöèè ÷åðíûõ ëåïòîíîâ ðàçíûõ ïî-
êîëåíèé îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà öèêëè÷åñêîé
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ïåðåñòàíîâêîé òðåõ îáðàçóþùèõ áàçèñíûõ âåê-
òîðîâ.

� Êîìïîíåíòû âîëíîâîé ôóíêöèè Ψ0+Ψ34, Ψ123+
Ψ124, Ψ123 −Ψ124, Ψ0 −Ψ34 îòíîñÿòñÿ ê ðàçíûì
ôóíäàìåíòàëüíûì ÷àñòèöàì �÷åðíûì ëåïòîíàì.

Ýòîò âûâîä îïèðàåòñÿ íà ñëåäóþùèå ñîîáðàæå-
íèÿ.

1. Ïîëó÷åííûå êâàíòîâûå óðàâíåíèÿ äëÿ ÷åð-
íûõ ëåïòîíîâ â ñòàíäàðòíîì ïðåäñòàâëíå-
íèè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äâóõ ñèñòåì
óðàâíåíèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îòíîñèòñÿ ê
äâóõêîìïîíåíòíîé âîëíîâîé ôóíêöèè.

2. Íåçàâèñèìîñòü óêàçàííûõ äâóõ ñèñòåì óðàâ-
íåíèé äðóã îò äðóãà ïîçâîëÿåò îòíåñòè ýòè
ñèñòåìû óðàâíåíèé ê ðàçíûì ÷àñòèöàì,
ïðè÷åì îäíà èç ýòèõ ÷àñòèö èìååò ìàññó,
îòëè÷íóþ îò íóëÿ, à äðóãàÿ èìååò ìàññó,
ðàâíóþ íóëþ.

3. Ïðè ïåðåõîäå îò îáîáùåííûõ óðàâíåíèé
(9) ê óðàâíåíèÿì Äèðàêà, êîãäà ñîñòàâëÿ-
þùèå êâàòåðíèîííûå êîìïîíåíòû Ψ34 è
Ψ124 ïðèðàâíèâàþòñÿ Ψ0 è Ψ123 ñîîòâåò-
ñòâåííî, êîìïîíåíòà Ψ0 ïåðåõîäèò â ëåâóþ
êîìïîíåíòó âîëíîâîé ôóíêöèè Äèðàêà, à
êîìïîíåíòà à Ψ123 ïåðåõîäèò â ïðàâóþ êîì-
ïîíåíòó âîëíîâîé ôóíêöèè Äèðàêà.

� Óñòàíîâëåíî ñëåäóþùåå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó
êîìïîíåíòàìè âîëíîâîé ôóíêöèè è ÷åðíûìè
ëåïòîíàìè ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ. Êîìïîíåíòû âîë-
íîâîé ôóíêöèè ψA, ãäå A ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ

32, 13, 21, 0, 42, 14, 1324, 34, 1, 2, 3, 123, 134, 234, 4, 124,

ðàçáèâàþòñÿ íà ÷åòûðå ÷àñòè:

ëåâàÿ êîìïîíåíòà ÷åðíîãî ýëåêòðîíà

eL = Ψ0
(ψ32, ψ13, ψ21, ψ0)+Ψ34

(ψ42, ψ14, ψ1324, ψ34) ,

ïðàâàÿ êîìïîíåíòà ÷åðíîãî ýëåêòðîíà

eR = Ψ123
(ψ1, ψ2, ψ3, ψ123)+Ψ124

(ψ134, ψ234, ψ4, ψ124) ,

ëåâàÿ êîìïîíåíòà ÷åðíîãî e-íåéòðèíî

νeL = Ψ123
(ψ1, ψ2, ψ3, ψ123)−Ψ124

(ψ134, ψ234, ψ4, ψ124) ,

ïðàâàÿ êîìïîíåíòà ÷åðíîãî e-íåéòðèíî

νeR = Ψ0
(ψ32, ψ13, ψ21, ψ0)−Ψ34

(ψ42, ψ14, ψ1324, ψ34) .

� Êîìïîíåíòû âîëíîâûõ ôóíêöèé ÷åðíûõ ëåïòî-
íîâ âòîðîãî è òðåòüåãî ïîêîëåíèé îòëè÷àþòñÿ
îò âûøåïðèâåäåííûõ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâ-
êîé ïðîñòðàíñòâåííûõ èíäåêñîâ:

äëÿ ìþîíà è µ-íåéòðèíî 3 → 2 , 2 → 1 , 1 → 3 ;

äëÿ τ -ëåïòîíà è τ -íåéòðèíî 3 → 1 , 2 → 3 , 1 → 2 .



Ãëàâà 4.6 Öâåòîâîå âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîíîâ

I. ÖÂÅÒÎÂÎÅ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÅ
ÝËÅÊÒÐÎÍÎÂ

Â ýòîé Ãëàâå ìû ðàññìàòðèâàåì êîðîòêîäåéñòâóþ-
ùåå ïðèòÿæåíèå ìåæäó ýëåêòðîíàìè, íåîáõîäèìîñòü
ââåäåíèÿ êîòîðîãî âûòåêàåò èç àíàëèçà ñèììåòðèé
âîëíîâûõ ôóíêöèé ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö.
Â Ãëàâå 3.4. â êà÷åñòâå àëãåáðàè÷åñêîé îñíîâû

äëÿ îïèñàíèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö, ïðåæäå âñå-
ãî ëåïòîíîâ è êâàðêîâ, ðàññìàòðèâàëèñü ñèììåòðèè
êîìïîíåíò âîëíîâîé ôóíêöèè. Íà íåðåëÿòèâèñòñêîì
óðîâíå äëÿ ÷àñòèö ñî ñïèíîì èìååì äâà òèïà âîë-
íîâûõ ôóíêöèé, îäíà èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì
àëãåáðû Êëèôôîðäà è ñîîòâåòñòâóåò ëåïòîíàì. Åñòå-
ñòâåííî âòîðîé òèï âîëíîâîé ôóíêöèè îòîæäåñòâèòü ñ
êâàðêàìè. Íà ðåëÿòèâèñòñêîì óðîâíå âîëíîâàÿ ôóíê-
öèÿ êâàðêîâ ðàçäåëÿåòñÿ íà òðè ðàçíîâèäíîñòè, êîòî-
ðûå òàêæå åñòåñòâåííî îòîæäåñòâèòü ñ êâàðêàìè òð¼õ
öâåòîâ. Îäíàêî íà ýòîì æå óðîâíå âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ
ëåïòîíîâ ðàçäåëÿåòñÿ íà äâå ðàçíîâèäíîñòè, è íè÷å-
ãî íå îñòàåòñÿ, êàê ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ëåïòîíû (â
÷àñòíîñòè ýëåêòðîí) äâóõöâåòíû.
Òàêèì îáðàçîì, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïðèðîäà âîëíîâûõ

ôóíêöèé ýëåêòðîíîâ äâóõ âèäîâ è âîëíîâûõ ôóíêöèé
êâàðêîâ òðåõ âèäîâ îäèíàêîâà. Íî ñ êâàðêàìè òðåõ âè-
äîâ � ñèíèì, êðàñíûì è æåëòûì � ìû ñâÿçûâàåì ñèëü-
íîå âçàèìîäåéñòâèå (èëè öâåòîâîå ïðèòÿæåíèå), ïðå-
âîñõîäÿùåå ñèëû ýëåêòðîìàãíèòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ýëåêòðîíû äâóõ âèäîâ � áåëûå
è ÷åðíûå � íóæíî íàäåëèòü ñèëàìè öâåòîâîãî ïðèòÿ-
æåíèÿ. Íåò îñíîâàíèé ñ÷èòàòü ñèëû öâåòîâîãî ïðè-
òÿæåíèÿ ìåæäó ýëåêòðîíàìè ñîèçìåðèìûìè ñ ñèëà-
ìè öâåòîâîãî ïðèòÿæåíèÿ ìåæäó êâàðêàìè, íî ìîæíî
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñèëû öâåòîâîãî ïðèòÿæåíèÿ ìåæ-
äó ýëåêòðîíàìè ÿâëÿþòñÿ êîðîòêîäåéñòâóþùèìè è íà
íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè ïðåâîñõîäÿò êóëîíîâñêèå ñèëû
îòòàëêèâàíèÿ. Òàê, êàê ýòî èìååò ìåñòî äëÿ öâåòîâîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ êâàðêîâ.
Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà ôàêòè÷åñêè â íåÿâíîì âèäå

îïèñûâàåò ïðèòÿæåíèå ýëåêòðîíîâ, èñïîëüçóÿ ïîíÿ-
òèå îáìåííîé ýíåðãèè. Îäíàêî, ñ íàøåé òî÷êè çðå-
íèÿ, íåïîñðåäñòâåííîå ââåäåíèå êîðîòêîäåéñòâóþùå-
ãî ïðèòÿæåíèÿ ìåæäó ýëåêòðîíàìè ñîîáùèò íàøèì
ïðåäñòàâëåíèÿì ÿñíîñòü è îïðåäåëåííîñòü.
Âîçìîæíî, ÷òî èçó÷åíèå öâåòîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ

ýëåêòðîíîâ ïîìîæåò ïðè ðåêîíñòðóêöèè öâåòîâîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ êâàðêîâ.
Ïðåäñòàâëåíèå î öâåòîâîì ïðèòÿæåíèè ýëåêòðîíîâ

àêòèâíî âîñïðèíÿòî Â. Á. Ùåðáàòñêèì è åãî ñîòðóä-
íèêàìè1. Äàëåå ìû áóäåì øèðîêî èñïîëüçîâàòü âû-
ñêàçàííûå èìè ñîîáðàæåíèÿ.

1 Õîðîøàâèí Ë. Á., Ùåðáàòñêèé Â. Á., ßêóøèíà Å. Â. Ìóëü-

òèýëåêòðîí � îñíîâà ñâåðõïðîâîäèìîñòè. Îáúåäèíåííûé

II. ÌÓËÜÒÈÝËÅÊÒÐÎÍ

Íà ðèñ. 1. ïîêàçàíû ñèëû, äåéñòâóþùèå íà ðàç-
íîöâåòíûå ýëåêòðîíû, â çàâèñèìîñòè îò ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó íèìè. Ñðåäè íèõ ñèëà îòòàëêèâàíèÿ � ñèëà
Êóëîíà fê (1), ñèëà öâåòîâîãî ïðèòÿæåíèÿ fö (2) è
ðåçóëüòèðóþùàÿ ñèëà fð = fê + fö (3).
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1 � ñèëà Êóëîíà

2 � ñèëà öâåòîâîãî ïðèòÿæåíèÿ

3 � ðåçóëüòèðóþùàÿ ñèëà

Ðèñ. 1.

Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî äâà ýëåêòðîíà ðàçíîãî öâåòà
� áåëûé è ÷åðíûé, � îêàçàâøèñü íà îïðåäåëåííîì ðàñ-
ñòîÿíèè äðóã îò äðóãà, ïðèòÿãèâàþòñÿ äðóã ê äðóãó è
îáðàçóþò åäèíûé îáúåêò � ýëåêòðîííóþ ïàðó. Ñèìâî-
ëè÷åñêè îíà ïîêàçàíà íà ðèñ. 2.

g y g yy g
Ðèñ. 2.

2-ýëåêòðîí
Ðèñ. 3.

4-ýëåêòðîí

Óêàçàííîå ðàññòîÿíèå íàçîâåì õàðàêòåðíûì è îáî-
çíà÷èì a. Äèàïàçîí ðàññòîÿíèé, â ïðåäåëàõ êîòîðûõ
ñèëà öâåòîâîãî ïðèòÿæåíèÿ áîëüøå êóëîíîâñêîé ñèëû
îòòàëêèâàíèÿ

−fö > fê ,

îáîçíà÷èì ∆a. Ïðè ðàññòîÿíèè ìåæäó ýëåêòðîíàìè

íàó÷íûé æóðíàë, �2, 2007, ñ. 68-76.
Ùåðáàòñêèé Â. Á. Öâåòîâîé çàðÿä ýëåêòðîíîâ, õèìè÷å-

ñêàÿ ñâÿçü è ñâåðõïðîâîäèìîñòü.

http://viktor19451.narod.ru.

http://viktor19451.narod.ru
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ìåíüøå a êóëîíîâñêàÿ ñèëà îòòàëêèâàíèÿ áîëüøå ñè-
ëû öâåòîâîãî ïðèòÿæåíèÿ

fê > −fö

è ýëåêòðîíû óäàëÿþòñÿ äðóã îò äðóãà. Ïðè óâåëè÷å-
íèè ðàññòîÿíèè ìåæäó ýëåêòðîíàìè áîëüøå a+∆a êó-
ëîíîâñêàÿ ñèëà îòòàëêèâàíèÿ òàêæå ñòàíîâèòñÿ áîëü-
øå ñèëû öâåòîâîãî ïðèòÿæåíèÿ è ýëåêòðîííàÿ ïàðà
ðàñïàäàåòñÿ.
Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ÿâëåíèé, èññëåäóÿ êîòîðûå

ôèçèêè ñòîëêíóëèñü ñ íåîáõîäèìîñòüþ ââåäåíèÿ ýëåê-
òðîííîé ïàðû. Ýòî

� ïîðÿäîê çàïîëíåíèÿ ýëåêòðîíàìè îðáèòàëåé àòî-
ìîâ;

� õèìè÷åñêàÿ ñâÿçü ïðè ñîåäèíåíèè àòîìîâ â ìî-
ëåêóëû;

� êðèñòàëëè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà âåùåñòâà;

� ÿâëåíèå ñâåðõïðîâîäèìîñòè.

Ïðåäñòàâëåíèå î öâåòîâîì ïðèòÿæåíèè ýëåêòðîíîâ
äàåò îïîðó äëÿ ââåäåíèÿ òàêîãî îáúåêòà, êàê ýëåê-
òðîííàÿ ïàðà. È, íàîáîðîò, ñóùåñòâîâàíèå ýëåêòðîí-
íîé ïàðû ÿâëÿåòñÿ êîñâåííûì ïîäòâåðæäåíèåì ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ýëåêòðîíîâ äâóõ òèïîâ.
Èñïîëüçóÿ ïîòåíöèàë Þêàâû äëÿ îïèñàíèÿ êîðîò-

êîäåéñòâóþùåãî öâåòîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðî-
íîâ, Â. Á. Ùåðáàòñêèé ñ ñîòðóäíèêàìè ïîëó÷èëè ñëå-
äóþùåå çíà÷åíèå äëÿ õàðàêòåðíîãî ðàññòîÿíèÿ ýëåê-
òðîííîé ïàðû:

a ≈ 15 · 10−12ì è ∆a ≈ 5 · 10−12ì .

Äàëåå îíè ñïðàâåäëèâî óêàçàëè, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå
ïîä äåéñòâèåì öâåòîâîãî ïðèòÿæåíèÿ ëþáîå ÷èñëî ïàð
ðàçíîöâåòíûõ ýëåêòðîíîâ ìîæåò îáðàçîâàòü åäèíûé
îáúåêò. Îíè íàçâàëè åãî ìóëüòèýëåêòðîí. Â ÷àñòíî-
ñòè, äâå ýëåêòðîííûå ïàðû, îêàçàâøèñü âáëèçè äðóã
äðóãà, ñîåäèíÿþòñÿ ñèëàìè öâåòîâîãî ïðèòÿæåíèÿ â
åäèíûé îáúåêò, ñîäåðæàùèé ÷åòûðå ýëåêòðîíà � äâà
áåëûõ è äâà ÷åðíûõ (ðèñ. 3).

y g
��g yAA

��y gAA
g y�y g�y g
�

g y
�

Ðèñ. 4.
6-ýëåêòðîí

Ðèñ. 5.
8-ýëåêòðîí

Èç óñëîâèÿ ñèììåòðèè ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî 6-
ýëåêòðîí ñîñòîèò èç ýëåêòðîíîâ, íàõîäÿùèõñÿ â óãëàõ
øåñòèóãîëüíèêà (ðèñ. 4), à 8-ýëåêòðîí ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü ñîñòîÿùèì èç ýëåêòðîíîâ, íàõîäÿùèõñÿ â óãëàõ
êóáà (ðèñ. 5). Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ýëåêòðîíû
â ìóëüòèýëåêòðîíå ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ âäîëü ëèíèè
(â ÷àñòíîñòè, âäîëü çàìêíóòîé ëèíèè) èëè âäîëü ïî-
âåðõíîñòè.

Ìóëüòèýëåêòðîí áåñöâåòåí, òî åñòü ñîäåðæèò îäè-
íàêîâîå ÷èñëî áåëûõ è ÷åðíûõ ýëåêòðîíîâ.
Õàðàêòåðíûé ðàçìåð ìóëüòèýëåêòðîíà ìîæåò ìå-

íÿòüñÿ â çàâèñèìîñòè îò êîíôèãóðàöèè è âåëè÷è-
íû öâåòîâûõ, ýëåêòðè÷åñêèõ è ìàãíèòíûõ ïîëåé êàê
ñîáñòâåííûõ, òàê è âíåøíèõ, à òàêæå îò äâèæåíèÿ
ìóëüòèýëåêòðîíà. Âîçáóæäåíèå ìóëüòèýëåêòðîíà èëè
ýëåêòðîííîé ïàðû, òî åñòü ñîîáùåíèå èì êèíåòè÷å-
ñêîé ýíåðãèè, ìîæåò ïðèâåñòè ê ðàçðóøåíèþ ìóëüòè-
ýëåêòðîíà èëè ýëåêòðîííîé ïàðû. È, íàîáîðîò, óìåíü-
øåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ýëåêòðîíîâ ïðèâîäèò ê
îáðàçîâàíèþ ýëåêòðîííûõ ïàð è ìóëüòèýëåêòðîíîâ.

1. Ýíåðãèÿ öâåòîâîé ñâÿçè

Ýíåðãèÿ öâåòîâîé ñâÿçè èëè ýíåðãèÿ ñâÿçè öâåòî-
âîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ, êîòîðóþ îáîçíà÷èì
Wö, ÷èñëåííî ðàâíà ýíåðãèè îòòàëêèâàíèÿ ýëåêòðî-
íîâ, íàõîäÿùèõñÿ íà õàðàêòåðíîì ðàññòîÿíèè äðóã îò
äðóãà

Wö = e · φ(a) .

Çäåñü e = 1, 6 ·10−19Êë � ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä ýëåê-
òðîíà, φ � ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë íà õàðàêòåðíîì
ðàññòîÿíèè îò çàðÿäà

φ(a) =
e

4 · π · ε0 · a
=

=
1, 6 · 10−19 ·Êë · Â · ì

4 · π · 8, 85 · 10−12 ·Êë · 15 · 10−12 · ì
= 96Â .

(ε0 = 8, 85 · 10−12 Êë
Â·ì � äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàå-

ìîñòü âàêóóìà.)
Îòñþäà ýíåðãèÿ öâåòîâîé ñâÿçè ðàâíà

Wö ≈ 96 ýÂ .

Äëÿ ñðàâíåíèÿ íàïîìíèì, ÷òî ýíåðãèÿ õèìè÷åñêîé
ñâÿçè ðàâíà

Wõ ≈ 5 ýÂ .

III. ÝËÅÊÒÐÎÍÍÀß ÑÒÐÓÊÒÓÐÀ ÀÒÎÌÎÂ.
ÏÐÈÍÖÈÏ ÏÀÓËÈ. ÏÐÀÂÈËÎ ÕÓÍÄÀ

Ýëåêòðîííàÿ ñòðóêòóðà àòîìîâ îïðåäåëÿåòñÿ

� êâàíòîâûìè óñëîâèÿìè, íàêëàäûâàåìûìè íà
äåéñòâèå ýëåêòðîíîâ;

� ïðèíöèïîì Ïàóëè;

� ïðàâèëîì Õóíäà.

Öâåòîâîå ïðèòÿæåíèå ýëåêòðîíîâ ïîçâîëÿåò ïðåä-
ñòàâèòü ìåõàíèçì, ïðèâîäÿùèé ê âûïîëíåíèþ ïðèí-
öèïà Ïàóëè. Ðàçíîöâåòíûå ýëåêòðîíû, îêàçàâøèåñÿ â
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ñèëó êâàíòîâûõ óñëîâèé íà õàðàêòåðíîì ðàññòîÿíèè
äðóã îò äðóãà, ïðèòÿãèâàþòñÿ äðóã ê äðóãó. Ìàãíèò-
íûå ìîìåíòû ýëåêòðîíîâ âñòóïàþò â ìàãíèòíîå âçàè-
ìîäåéñòâèå è ðàçâîðà÷èâàþòñÿ äðóã ïî îòíîøåíèþ ñ
äðóãó. Âñëåäñòâèå ýòîãî ñïèíû ýëåêòðîíîâ ïðèîáðåòà-
þò ïðîòèâîïîëîæíîå íàïðàâëåíèå. Óêàçàííûé ìåõà-
íèçì ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ýëåêòðîííàÿ ïàðà è ìóëü-
òèýëåêòðîí ÿâëÿþòñÿ áîçîíàìè ñ íóëåâûì ñïèíîì.
Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàïîëíåíèÿ ýëåê-

òðîíàìè îðáèòàëåé íåêîòîðîãî, óñëîâíî ïåðâîãî, àòîì-
íîãî ýíåðãåòè÷åñêîãî ïîäóðîâíÿ. Ïåðâûé ýëåêòðîí
ðàñïîëàãàåòñÿ íà âíóòðåííåé (ïåðâîé) îðáèòàëè ïîä-
óðîâíÿ, ñëåäóþùèé ýëåêòðîí ðàñïîëàãàåòñÿ íà âòîðîé
îðáèòàëè è òàê äàëåå, ïîêà ïîñëåäíèé ýëåêòðîí íå
çàéìåò âíåøíþþ (ïîñëåäíþþ) îðáèòàëü ïîäóðîâíÿ.
Ïîÿâëåíèå ýëåêòðîíà íà ñëåäóþùåì, óñëîâíî âòî-

ðîì, ïîäóðîâíå ïðèâîäèò ê ñæàòèþ ïðîñòðàíñòâåí-
íîé îáëàñòè, çàíèìàåìîé ïåðâûì ïîäóðîâíåì. Â ðå-
çóëüòàòå ïåðâàÿ è ïîñëåäóþùàÿ îðáèòàëè ñáëèæàþò-
ñÿ íàñòîëüêî, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ïåðâûì è âòîðûì
ýëåêòðîíàìè óìåíüøàåòñÿ äî õàðàêòåðíîãî. Âòîðîé
ýëåêòðîí ïðèòÿãèâàåòñÿ ê ïåðâîìó è ïåðåñêàêèâàåò íà
ïåðâóþ îðáèòàëü. Âòîðàÿ îðáèòàëü îñâîáîæäàåòñÿ, è
âñå íåñïàðåííûå ýëåêòðîíû ñìåùàþòñÿ íà îäíó îðáè-
òàëü âíóòðü ïåðâîãî ïîäóðîâíÿ. Ïðè ýòîì ýëåêòðîí
âòîðîãî ïîäóðîâíÿ îêàçûâàåòñÿ íà âíåøíåé îðáèòàëè
ïåðâîãî ïîäóðîâíÿ. Ïðè íîâîì ïîÿâëåíèè ýëåêòðîíà
íà âòîðîì ïîäóðîâíå ïî ýòîìó æå àëãîðèòìó ïðîèñõî-
äèò çàïîëíåíèå âòîðîé îðáèòàëè äâóìÿ ýëåêòðîíàìè,
ñâÿçàííûìè ìåæäó ñîáîé ñèëîé öâåòîâîãî ïðèòÿæå-
íèÿ. È òàê äàëåå, ïîêà ïîñëåäíÿÿ îðáèòàëü íå çàïîë-
íèòñÿ äâóìÿ ýëåêòðîíàìè. Ðàññìîòðåííûé çäåñü ïðî-
öåññ ñîîòâåòñòâóåò ïðàâèëó Õóíäà � ïðàâèëó çàïîëíå-
íèÿ ýëåêòðîíàìè îðáèòàëåé ýíåðãåòè÷åñêîãî ïîäóðîâ-
íÿ.
Ïðè âîçáóæäåíèè àòîìà è ñîîáùåíèè âíåøíåé ýëåê-

òðîííîé ïàðå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ýëåêòðîíû ýòîé
ïàðû óäàëÿþòñÿ äðóã îò äðóãà íàñòîëüêî, ÷òî âûõî-
äÿò èç çîíû öâåòîâîãî ïðèòÿæåíèÿ. Îäèí èç ýëåêòðî-
íîâ, îòòàëêèâàÿñü îò äðóãîãî, ïåðåõîäèò íà ñîñåäíþþ
âíåøíþþ îðáèòàëü. Ïðè ýòîì âñå íåñïàðåííûå ýëåê-
òðîíû ñìåùàþòñÿ íà îäíó âíåøíþþ îðáèòàëü.

IV. ÎÐÃÀÍÈÇÀÖÈß ÌÎËÅÊÓË

Àòîìû ïðèòÿãèâàþòñÿ äðóã ê äðóãó è îáðàçóþò ìî-
ëåêóëû. Ìåõàíèçì îáðàçîâàíèÿ ìîëåêóë òàêîâ. Ðàç-
íîöâåòíûå ýëåêòðîíû ðàçíûõ àòîìîâ ïðèòÿãèâàþòñÿ
äðóã ê äðóãó è îáðàçóþò öåíòðàëüíûé ìóëüòèýëåê-
òðîí � îòðèöàòåëüíî çàðÿæåííûé öåíòð, ê êîòîðîìó
ïðèòÿãèâàþòñÿ ïîëîæèòåëüíûå èîíû àòîìîâ. Òàêèì
îáðàçîì, â îñíîâå õèìè÷åñêîé ñâÿçè ëåæèò öâåòîâîå
ïðèòÿæåíèå ìåæäó ýëåêòðîíàìè. Öâåòîâîå ïðèòÿæå-
íèå ýëåêòðîíîâ íå òîëüêî óäåðæèâàåò ýëåêòðîíû äðóã
îêîëî äðóãà, íî è ïðåîäîëåâàåò êóëîíîâñêèå ñèëû îò-
òàëêèâàíèÿ ìåæäó èîíàìè àòîìîâ. Öâåòîâîå ïðèòÿ-
æåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ìåæäó ýëåêòðîíàìè, íàõîäÿ-

ùèìèñÿ íà âíåøíèõ îðáèòàëÿõ àòîìîâ. ×èñëî ýëåê-
òðîíîâ, îòäàâàåìûõ àòîìîì â ìóëüòèýëåêòðîí (èëè
íåñêîëüêî ìóëüòèýëåêòðîíîâ), åñòü âàëåíòíîñòü àòî-
ìà.

1. Äâóõàòîìíûå ìîëåêóëû

Çäåñü ïîëåçíî âñïîìíèòü, ÷òî ðàçëè÷àþò äâà âèäà
ìîëåêóëÿðíîé õèìè÷åñêîé ñâÿçè:

� ãåòåðîïîëÿðíóþ, îñóùåñòâëÿþùóþñÿ, íàïðè-
ìåð, â ìîëåêóëå ïîâàðåííîé ñîëè NaCl, è

� ãîìåîïîëÿðíóþ, èëè êîâàëåíòíóþ, îñóùåñòâëÿ-
þùóþñÿ, íàïðèìåð, â ìîëåêóëå H2.

Ýòè ñâÿçè èìåþò ðàçíîå îáúÿñíåíèå. Â ïåðâîì ñëó-
÷àå ñâÿçü âûçâàíà îòäà÷åé ýëåêòðîíà ùåëî÷íûì ìå-
òàëëîì è çàõâàò åãî ãàëîãåíîì, â ðåçóëüòàòå ÷åãî îá-
ðàçóåòñÿ äâà ðàçíûõ ïî çíàêó èîíà, êîòîðûå çàòåì
ïðèòÿãèâàþòñÿ áëàãîäàðÿ ñèëå Êóëîíà è îáðàçóþò ìî-
ëåêóëó. Êîâàëåíòíàÿ ñâÿçü íå ìîæåò áûòü îáúÿñíå-
íà èíà÷å, ÷åì îáðàçîâàíèåì ýëåêòðîííîé ïàðû, êî-
ãäà êàæäûé ýëåêòðîí ïàðû àòîìîâ ïðèíàäëåæèò îáî-
èì àòîìàì. Óêàçàííûå äâà îáúÿñíåíèÿ ïðîòèâîðå÷àò
òîé òî÷êå çðåíèÿ, ÷òî õèìè÷åñêàÿ ñâÿçü äîëæíà èìåòü
óíèâåðñàëüíîå îáúÿñíåíèå. Ïðîòèâîðå÷èå ñíèìàåòñÿ,
åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ýëåêòðîííàÿ ïàðà èëè ìóëüòèýëåê-
òðîí îáðàçóþòñÿ â ëþáîì ñëó÷àå, íî ãåòåðîïîëÿðíàÿ
ñâÿçü îòëè÷àåòñÿ îò êîâàëåíòíîé òåì, ÷òî ýëåêòðîí-
íàÿ ïàðà èëè ìóëüòèýëåêòðîí ñìåùåíû ê îäíîìó èç
àòîìîâ. Âåëè÷èíà ñìåùåíèÿ îïðåäåëÿåò ìîëåêóëÿð-
íóþ ñâÿçü, çàíèìàþùóþ ïðîìåæóòî÷íîå ïîëîæåíèå
ìåæäó ãåòåðîïîëÿðíîé è ãîìåîïîëÿðíîé ñâÿçÿìè.

1.1. Ìîëåêóëà âîäîðîäà H2

Ïðè ñáëèæåíèè àòîìîâ âîäîðîäà ñ ýëåêòðîíàìè ðàç-
íîãî öâåòà ýëåêòðîíû ïðèòÿãèâàþòñÿ äðóã ê äðóãó è
îáðàçóþò ýëåêòðîííóþ ïàðó, ê êîòîðîé, â ñâîþ î÷å-
ðåäü, ïðèòÿãèâàþòñÿ ÿäðà àòîìîâ (ðèñ. 6). Â ðåçóëü-
òàòå îáðàçóåòñÿ ìîëåêóëà âîäîðîäà H2.

Ðèñ. 6.
Ìîëåêóëà âîäîðîäà H2

i iH+1 H+1ar
Ìîæíî ïîïûòàòüñÿ ïðåäñòàâèòü ñåáå ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ñîáûòèé, â ðåçóëüòàòå êîòîðûõ äâà àòîìà
âîäîðîäà ïðåîáðàçóþòñÿ â ìîëåêóëó âîäîðîäà.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ áîðîâñêîé ìîäåëüþ êàæäûé àòîì

âîäîðîäà ñîäåðæèò ÿäðî (ïðîòîí) � ïîëîæèòåëüíî çà-
ðÿæåííûé öåíòðH+1 è ýëåêòðîí, âðàùàþùéñÿ âîêðóã
ÿäðà ïî îîðáèòå � îêðóæíîñòè ðàäèóñà re ñî ñêîðî-
ñòüþ ve. Ìîìåíò èìïóëüñà ýëåêòðîíà

Le = me · ve · re .
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Ýëåêòîìàãíèòíîå èçëó÷åíèå àòîìà âîäîðîäà ñîïðî-
âîæäàåòñÿ óìåíüøåíèåì ðàäèóñà îðáèòû ýëåêòðîíà.
Ðàññìàòðèâàÿ îáúåäèíåíèå äâóõ àòîìîâ âîäîðîäà â

ìîëåêóëó, íóæíî ðàçäåëèòü äâà ñëó÷àÿ.
Ïåðâûé ñëó÷àé. Ýëåêòðîíû îáîèõ àòîìîâ âðàùàþò-

ñÿ â îäíó ñòîðîíó (íàïðèìåð, ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå). Â
ýòîì ñëó÷àå ìîìåíò èìïóëüñà ýëåêòðîíîâ îáîèõ àòî-
ìîâ ðàâåí 2 · Le.
Ïîñëå òîãî, êàê àòîìû ñáëèæàþòñÿ íàñòîëüêî, ÷òî

ýëåêòðîíû ïîïàäàþò â çîíó ïðèòÿæåíèÿ äðóã äðóãà,
èõ âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå îòíîñèòåëüíî ÿäåð ïðå-
êðàùàåòñÿ. Â ñèëó çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èì-
ïóëüñà ïîñëå ýòîãî íà÷èíàåòñÿ âðàùåíèå ÿäåð àòîìîâ
ïî îðáèòå îòíîñèòåëüíî ýëåêòðîííîé ïàðû (ðèñ. 6.1).
Ýòà îðáèòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îêðóæíîñòü ðàäèóñà

rp ≈ re .

Ðèñ. 6.1.
Îáðàçîâàíèå ìîëåêóëû âîäîðîäà H2

i&%
'$

?
b i&%
'$
6rH+1 H+1

- i6
?
b i

?
6rH+1 H+1

&%
'$i

Åñëè ïðåíåáðå÷ü ìîìåíòîì èìïóëüñà ýëåêòðîííîé
ïàðû, òî ïîëó÷èì ìîìåíò èìïóëüñà ÿäðà

Lp ≈ Le .

Îòñþäà äëÿ ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ÿäðà ïî îðáèòå èìå-
åì

vp ≈ ve ·
me

mp
.

Ýëåêòîìàãíèòíîå èçëó÷åíèå ìîëåêóëû âîäîðîäà ñî-
ïðîâîæäàåòñÿ óìåíüøåíèåì ðàäèóñà îðáèòû ÿäðà.
Ýëåêòðîíû â ýëåêòðîííîé ïàðå âðàùàþòñÿ ïðîòèâ

÷àñîâîé ñòðåëêè. Ìîìåíò èìïóëüñà ýëåêòðîííîé ïàðû
ðàâåí

L2e = −me · ve · a .

Ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå, ÷òî ïîñëå îáúåäèíåíèÿ
àòîìîâ âîäîðîäà ýëåêòðîíû â ýëåêòðîííîé ïàðå âðà-
ùàþòñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Ýòî ïðîèçîéäåò, åñëè
îðáèòû ýëåêòðîíîâ îáúåäèíÿþùèõñÿ àòîìîâ ïåðåñå-
êàþòñÿ (ðèñ. 6.2).

Ðèñ. 6.2.
Ïîëîæèòåëüíûé ìîìåíò èìïóëüñà ýëåêòðîííîé ïàðû.

i&%
'$

?
b i&%

'$
6rH+1 H+1

- i6
?
b i

?
6rH+1 H+1

&%
'$i

Âòîðîé ñëó÷àé. Ýëåêòðîíû îáîèõ àòîìîâ âðàùàþò-
ñÿ â ðàçíûå ñòîðîíû. Â ýòîì ñëó÷àå ìîìåíò èìïóëüñà
ýëåêòðîíîâ îáîèõ àòîìîâ ðàâåí íóëþ. Ñóììàðíûé èì-
ïóëüñ îáîèõ àòîìîâ òàêæå ðàâåí íóëþ.
Ïîñëå òîãî, êàê àòîìû ñáëèæàþòñÿ íàñòîëüêî, ÷òî

ýëåêòðîíû ïîïàäàþò â çîíó ïðèòÿæåíèÿ äðóã äðóãà,
èõ âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå îòíîñèòåëüíî ÿäåð ïðå-
êðàùàåòñÿ è ïåðåõîäèò â ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå
ýëåêòðîííîé ïàðû. Ïðè ýòîì èìïóëüñ ýëåêòðîííîé ïà-
ðû ðàâåí

p2e = 2 ·me · ve .

Â ñèëó çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà ïîñëå ýòîãî íà-
÷èíàåòñÿ ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå ÿäåð àòîìîâ â ñòî-
ðîíó, ïðîòèâîïîëîæíóþ äâèæåíèþ ýëåêòðîííîé ïàðû
(ðèñ. 6.3). Ñêîðîñòü ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ÿäåð
ðàâíà

vp = −ve ·
me

mp
.

Ðèñ. 6.3.
Îáðàçîâàíèå ìîëåêóëû âîäîðîäà H2

i
&%
'$

?
b i
&%
'$
?
rH+1 H+1

- i6
?
b i6
?
rH+1 H+1

Òàêèì îáðàçîì, ýëåêòðîííàÿ ïàðà, ñ îäíîé ñòîðîíû,
è ÿäðà àòîìîâ, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîâåðøàþò êîëåáà-
òåëüíîå äâèæåíèå â ïðîòèâîôàçå äðóã îòíîñèòåëüíî
äðóãà.
Ïðè íàãðåâàíèè ìîëåêóëÿðíîãî âîäîðîäà, áëàãîäà-

ðÿ òåïëîâîìó äâèæåíèþ ýëåêòðîíîâ, ðàññòîÿíèå ìåæ-
äó ýëåêòðîíàìè â ýëåêòðîííîé ïàðå óâåëè÷èâàåòñÿ.
Êîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó ýëåêòðîíàìè â ýëåêòðîííîé
ïàðå ñòàíîâèòñÿ áîëüøå, ÷åì a+∆a, ýëåêòðîííàÿ ïàðà
ðàñïàäàåòñÿ è ìîëåêóëÿðíûé âîäîðîä ïðåâðàùàåòñÿ â
àòîìàðíûé

H2 = 2 ·H .

Ýíåðãèÿ, íåîáõîäèìàÿ äëÿ ðàçëîæåíèÿ ìîëåêóëÿð-
íîãî âîäîðîäà, ñîñòàâëÿåò

W = 436
êÄæ

ìîëü
.

Åñëè ó÷åñòü, ÷òî â îäíîì ìîëå ñîäåðæèòñÿ

NA = 6, 02 · 1023

ìîëåêóë, òî ýíåðãèÿ, íåîáõîäèìàÿ äëÿ ðàñïàäà ýëåê-
òðîííîé ïàðû, ðàâíà

W1 =
W

NA
=

436 · 103 ·Äæ
6, 02 · 1023

= 72, 4 · 10−20Äæ .



112 ÃËÀÂÀ 4.6 Öâåòîâîå âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîíîâ

Âîñïîëüçóåìñÿ ýòîé ýíåðãèåé äëÿ îöåíêè äèàïàçîíà
ðàññòîÿíèé ∆a, â ïðåäåëàõ êîòîðûõ ñèëà öâåòîâîãî
ïðèòÿæåíèÿ áîëüøå êóëîíîâñêîé ñèëû îòòàëêèâàíèÿ.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðàññòîÿíèé a < r < a+∆a èìååì

−fö > fê .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äèàïàçîíà ðàññòîÿíèé ∆a
ðàáîòà ñèëû öâåòîâîãî ïðèòÿæåíèÿ Aö è ðàáîòà êóëî-
íîâñêîé ñèëû îòòàëêèâàíèÿ Aê ñâÿçàíû ñîîòíîøåíè-
åì

−Aö > Aê .

Òàê êàê ýíåðãèÿW1 íàïðàâëåíà íà êîìïåíñàöèþ ðà-
áîòû ñèëû öâåòîâîãî ïðèòÿæåíèÿ Aö, òî äîëæíî âû-
ïîëíÿòüñÿ

W1 = −Aö .

Îòñþäà èìååì ñîîòíîøåíèå

W1 > Aê ,

ïîëüçóÿñü êîòîðûì îöåíèì âåëè÷èíó äèàïàçîíà ∆a.
Òàêèì îáðàçîì, èñõîäèì èç ñîîòíîøåíèÿ

W1 > e · (φ(a)− φ(a+∆a)) ,

èëè

W1 > e · φ(a) · ∆a
a
.

Îòñþäà ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

∆a <
W1 · a
e · φ(a)

=

=
72, 4 · 10−20Êë · Â · 15 · 10−12ì

1, 6 · 10−19 ·Êë · 96 · Â
= 0, 7 · 10−12ì .

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå∆a íà ïîðÿäîê
ìåíüøå çíà÷åíèÿ, óêàçàííîãî â Ðàçäåëå II.
Àòîì âîäîðîäà â ìîëåêóëå H2, îòäàâ ýëåêòðîí, ïðå-

âðàùàåòñÿ â ïîëîæèòåëüíî çàðÿæåííûé èîí H+. Ïî-
ýòîìó ñî ñòîðîíû èîíà H+ ìîëåêóëà âîäîðîäà ñîäåð-
æèò ïîëîæèòåëüíûé çàðÿä. Ýòîò çàðÿä ïðè äîñòàòî÷-
íî íèçêèõ êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèÿõ ìîæåò ïðèòÿãèâàòü-
ñÿ ê ýëåêòðîííîé ïàðå ñîñåäíåé ìîëåêóëû âîäîðîäà.
Ïðè ýòîì âîçíèêàåò íîâàÿ ñâÿçü ìåæäó ìîëåêóëàìè,
êîòîðóþ ìîæíî íàçâàòü âîäîðîäíîé. Ýòà ñâÿçü îïðåäå-
ëÿåò êðèñòàëëè÷åñêèå ñâîéñòâà âîäîðîäà ïðè íèçêèõ
òåìïåðàòóðàõ.

1.2. Ìîëåêóëà êèñëîðîäà O2

Ðèñ. 7. Âíåøíèé ýíåðãåòè÷åñêèé óðîâåíü àòîìà
êèñëîðîäà

2s2

6?

2p2+1+1

6? 6 6

Ýëåêòðîííàÿ ñòðóêòóðà âíåøíåãî óðîâíÿ àòîìà
êèñëîðîäà ïîêàçàíà íà ðèñ. 7. Èç íåå âèäíî, ÷òî â îá-
ðàçîâàíèè ìîëåêóëû O2 ó÷àñòâóþò äâà íåñïàðåííûõ
ýëåêòðîíà 2p1+1, êîòîðûå êàæäûé àòîì êèñëîðîäà îò-
äàåò â öåíòðàëüíûé ìóëüòèýëåêòðîí. Â ðåçóëüòàòå â
öåíòðå ìîëåêóëû O2 íàõîäèòñÿ 4-ýëåêòðîí, ñîñòîÿùèé
èç äâóõ ýëåêòðîííûõ ïàð (ðèñ. 8).

Ðèñ. 8.
Ìîëåêóëà êèñëîðîäà O2

g iO+2 O+2a rr a

Èç òîãî ôàêòà, ÷òî ãàç O2 ïàðàìàãíèòåí, òî åñòü
ìîëåêóëû O2 ñîäåðæàò íåñïàðåííûå ýëåêòðîíû, ñëå-
äóåò, ÷òî ïîñëå òîãî, êàê äâà ýëåêòðîíà 2p1+1 îòäàíû
àòîìîì êèñëîðîäà â 4-ýëåêòðîí, âíåøíÿÿ ýëåêòðîííàÿ
ïàðà 2p2 ðàçâàëèâàåòñÿ, ÷òî è âûçûâàåò ïàðàìàãíå-
òèçì êèñëîðîäà.

1.3. Ìîëåêóëà àçîòà N2

Ðèñ. 9. Âíåøíèé ýíåðãåòè÷åñêèé óðîâåíü àòîìà
àçîòà

2s2

6?

2p1+1+1

6 6 6

Ýëåêòðîííàÿ ñòðóêòóðà âíåøíåãî óðîâíÿ àòîìà
àçîòà ïîêàçàíà íà ðèñ. 9. Ïðè ñîåäèíåíèè â ìîëå-
êóëó N2 êàæäûé àòîì àçîòà îòäàåò â öåíòðàëüíûé
ìóëüòèýëåêòðîí òðè ýëåêòðîíà. Â ðåçóëüòàòå èîíû
àçîòà ãðóïïèðóþòñÿ îêîëî 6-ýëåêòðîíà (ðèñ. 10).

Ðèñ. 10.
Ìîëåêóëà àçîòà N2

g iN+3 N+3a aq qqa

Íóæíî çàìåòèòü, ÷òî ïðèòÿæåíèå ìåæäó ïîëîæè-
òåëüíûì èîíîì, âõîäÿùèì â ñîñòàâ îäíîé ìîëåêóëû,
è ìóëüòèýëåêòðîíîì äðóãîé ìîëåêóëû îñîáåííî ÿðêî
ïðîÿâëÿåòñÿ ïî îòíîøåíèþ ê èîíó âîäîðîäà, òàê êàê
îí íå ñîäåðæèò îñòàòî÷íîé ýëåêòðîííîé îáîëî÷êè.
Äëÿ äðóãèõ èîíîâ, íàïðèìåð N+3 â ðàññìàòðèâàåìîì
ñëó÷àå, ïîëîæèòåëüíûé çàðÿä çàêðûò(ýêðàíèðîâàí)
çàðÿäàìè âíóòðåííåé (îñòàòî÷íîé) ýëåêòðîííîé îáî-
ëî÷êè. Ïîýòîìó ñëåäóåò ñ÷èòàòü, ÷òî óêàçàííàÿ ñâÿçü,
êîòîðóþ ìû íàçîâåì èîííîé, ñëàáåå âîäîðîäíîé ñâÿçè.
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2. Òðåõàòîìíûå ìîëåêóëû

2.1. Ìîëåêóëà âîäû H2O

Óñòàíîâëåíî, ÷òî â ìîëåêóëå âîäû àòîì êèñëîðî-
äà íàõîäèòñÿ â âåðøèíå, à àòîìû âîäîðîäà íàõî-
äÿòñÿ â óãëàõ ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà. Óæå
ýòîò ôàêò äîêàçûâàåò ñóùåñòâîâàíèå ìóëüòèýëåê-
òðîíà, â ýòîì ñëó÷àå 4-ýëåêòðîíà. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè áû ìîëåêóëÿðíàÿ ñâÿçü â H2O îáåñïå÷èâàëàñü
áû äâóìÿ íå ñâÿçàííûìè ìåæäó ñîáîé ýëåêòðîí-
íûìè ïàðàìè, òî ãåîìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ìîëå-
êóëû H2O áûëà áû äðóãîé. Âñå òðè àòîìà íàõîäè-
ëèñü áû íà îäíîé ïðÿìîé. Â 4-ýëåêòðîí ìîëåêóëû
âîäû àòîì êèñëîðîäà îòäàåò äâà íåñïàðåííûõ ýëåê-
òðîíà, à àòîìû âîäîðîäà ñîîòâåòñòâåííî ïî îäíîìó.

Ðèñ. 11.
Ìîëåêóëà âîäûi i�� HH

i
H+1 H+1

O+2

a rr a

Èîíû êèñëîðîäà è âîäîðîäà îêðóæàþò öåíòðàëü-
íûé 4-ýëåêòðîí, ïðèòÿãèâàÿñü ê íåìó è îòòàëêèâàÿñü
äðóã îò äðóãà (ðèñ. 11). Èìåííî ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ âû-
øåóêàçàííàÿ êîíôèãóðàöèÿ ìîëåêóëû âîäû.

Èîíû âîäîðîäà îäíîé ìîëåêóëû âîäû ìîãóò ïðèòÿ-
ãèâàòüñÿ ê 4-ýëåêòðîíó äðóãîé ìîëåêóëû âîäû. Êðî-
ìå òîãî, îêàçàâøèñü äîñòàòî÷íî áëèçêî ê îñòàòî÷íîé
ýëåêòðîííîé îáîëî÷êå èîíà êèñëîðîäà äðóãîé ìîëå-
êóëû âîäû, èîí âîäîðîäà ïðèòÿãèâàåòñÿ ê íåé. Òàê
ïðîÿâëÿåò ñåáÿ âîäîðîäíàÿ ñâÿçü â ìîëåêóëàõ âîäû.
Ýòà ñâÿçü îïðåäåëÿåò ñâîéñòâà âîäû è åå êðèñòàëëîâ.

2.2. Ìîëåêóëà îêèñè ñåðû SO2

Ýëåêòðîííàÿ ñòðóêòóðà âíåøíåãî ýíåðãåòè÷åñêî-
ãî óðîâíÿ àòîìà ñåðû â ìîëåêóëå SO2 ïîêàçàíà íà
ðèñ. 12.

Ðèñ. 12. Âíåøíèé ýíåðãåòè÷åñêèé óðîâåíü àòîìà
ñåðû

3s2

6?

3p1+1+1

6 6 6

3d1

6

Ïðè ñîåäèíåíèè â ìîëåêóëó àòîì ñåðû îòäàåò â öåí-
òðàëüíûé ìóëüòèýëåêòðîí ÷åòûðå íåñïàðåííûõ ýëåê-
òðîíà. Àòîìû êèñëîðîäà îòäàþò â öåíòðàëüíûé ìóëü-
òèýëåêòðîí ïî äâà íåñïàðåííûõ ýëåêòðîíà. Òàêèì îá-
ðàçîì, â öåíòðå ìîëåêóëû SO2 íàõîäèòñÿ 8-ýëåêòðîí

Ðèñ. 13.
Ìîëåêóëà îêèñè ñåðûi i

i
���
� HHHH

O+2 O+2

S+4

a rr ar aa r
Èîíû ñåðû è êèñëîðîäà îêðóæàþò öåíòðàëüíûé 8-

ýëåêòðîí, ïðèòÿãèâàÿñü ê íåìó è îòòàëêèâàÿñü äðóã
îò äðóãà (ðèñ. 13). Óêàçàííîå îáñòîÿòåëüñòâî ñîîò-
âåòñòâóåò óñòàíîâëåííîìó ôàêòó, ÷òî â ìîëåêóëå SO2

àòîì ñåðû íàõîäèòñÿ â âåðøèíå, à àòîìû êèñëîðîäà â
óãëàõ ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà. Â ñâîþ î÷åðåäü,
ýòîò ôàêò äîêàçûâàåò ñóùåñòâîâàíèå 8-ýëåêòðîíà.
Òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëåíèå î ìóëüòèýëåêòðîíå

ïîçâîëÿåò îáúÿñíèòü ïëàíèìåòðèþ òðåõàòîìíûõ ìî-
ëåêóë.

3. ×åòûðåõàòîìíûå ìîëåêóëû

×åòûðåõàòîìíóþ ìîëåêóëó ðàññìîòðèì íà ïðèìåðå
ìîëåêóëû àììèàêà NH3.
Ýëåêòðîííàÿ ñòðóêòóðà âíåøíåãî ýíåðãåòè÷åñêîãî

óðîâíÿ àòîìà àçîòà ïîêàçàíà íà ðèñ. 9. Ïðè ñîåäè-
íåíèè â ìîëåêóëó àììèàêà NH3 àòîì àçîòà îòäàåò â
öåíòðàëüíûé ìóëüòèýëåêòðîí òðè íåñïàðåííûõ ýëåê-
òðîíà. Àòîìû âîäîðîäà îòäàþò â öåíòðàëüíûé ìóëü-
òèýëåêòðîí ïî îäíîìó ýëåêòðîíó. Òàêèì îáðàçîì, â
öåíòðå ìîëåêóëû NH3 íàõîäèòñÿ 6-ýëåêòðîí. Èîíû
àçîòà è âîäîðîäà îêðóæàþò öåíòðàëüíûé 6-ýëåêòðîí,
ïðèòÿãèâàÿñü ê íåìó è îòòàëêèâàÿñü äðóã îò äðóãà
(ðèñ. 14).

Ðèñ. 14.
Ìîëåêóëà àììèàêà

g- èîíû âîäîðîäà H+1

g gg
y

�
�
�
�
�

D
D
D
D
DD

�
�
J

J
JJ

!!!!!

N+3

s 6-ýëåêòðîí
�

�	

Óêàçàííîå îáñòîÿòåëüñòâî ñîîòâåòñòâóåò óñòàíîâ-
ëåííîìó ôàêòó, ÷òî â ìîëåêóëå NH3 àòîì àçîòà íàõî-
äèòñÿ â âåðøèíå, à àòîìû âîäîðîäà â óãëàõ îñíîâàíèÿ
ïèðàìèäû. Ïðåäñòàâëåíèå î ìóëüòèýëåêòðîíå (â íà-
ñòîÿùåì ñëó÷àå î 6-ýëåêòðîíå) ïîçâîëÿåò îáúÿñíèòü
ñòåðåîìåòðèþ ÷åòûðåõàòîìíûõ ìîëåêóë.

4. Ïÿòèàòîìíûå ìîëåêóëû

Ïÿòèàòîìíóþ ìîëåêóëó ðàññìîòðèì íà ïðèìåðå ìî-
ëåêóëû ìåòàíà CH4. Ýëåêòðîííàÿ ñòðóêòóðà âíåøíå-
ãî ýíåðãåòè÷åñêîãî óðîâíÿ àòîìà óãëåðîäà â ýòîì ñî-
åäèíåíèè ïîêàçàíà íà ðèñ. 15. Èç íåå âèäíî, ÷òî àòîì
óãëåðîäà îòäàåò â ñâÿçóþùèå ìóëüòèýëåêòðîíû ÷åòû-
ðå íåñïàðåííûõ ýëåêòðîíà.
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Ðèñ. 15. Âíåøíèé ýíåðãåòè÷åñêèé óðîâåíü àòîìà
óãëåðîäà

2s1

6

2p1+1+1

6 6 6

Óñòàíîâëåíî, ÷òî â ìîëåêóëå ìåòàíà àòîìû âîäîðî-
äà ðàñïîëîæåíû â âåðøèíàõ òåòðàýäðà, à àòîì óãëå-
ðîäà â öåíòðå òåòðàýäðà (ðèñ. 16). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
õèìè÷åñêàÿ ñâÿçü â ìîëåêóëå ìåòàíà îáåñïå÷èâàåòñÿ
÷åòûðüìÿ ýëåêòðîííûìè ïàðàìè, â êîòîðûå àòîì óã-
ëåðîäà îòäàåò ÷åòûðå ýëåêòðîíà, à àòîìû âîäîðîäà ïî
îäíîìó.

Ðèñ. 16.
Ìîëåêóëà ìåòàíà

g gg
g

#
#

A
A
PPycc cc

y- èîí óãëåðîäà C+4g- èîíû âîäîðîäà H+1c - 2-ýëåêòðîíû

Ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå äðóãóþ ìîäåëü ìîëåêóëû
ìåòàíà (ðèñ. 17), êîãäà àòîì óãëåðîäà îòäàåò ÷åòû-
ðå ýëåêòðîíà â öåíòðàëüíûé ìóëüòèýëåêòðîí. Àòîìû
âîäîðîäà îòäàþò â öåíòðàëüíûé ìóëüòèýëåêòðîí ïî
îäíîìó ýëåêòðîíó. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîé ìîäåëè â
öåíòðå ìîëåêóëû íàõîäèòñÿ 8-ýëåêòðîí.

Ðèñ. 17.
Ãèïîòåòè÷åñêàÿ ìîäåëü
ìîëåêóëû ìåòàíà
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C+4

g- èîíû âîäîðîäà H+1s 8-ýëåêòðîí
�

�	

Èîíû óãëåðîäà è âîäîðîäà, ïðèòÿãèâàÿñü ê öåí-
òðàëüíîìó 8-ýëåêòðîíó è îòòàëêèâàÿñü äðóã îò äðó-
ãà, ðàñïîëàãàþòñÿ â óãëàõ ïèðàìèäû ñ êâàäðàòíûì
îñíîâàíèåì. Îñòàåòñÿ íåÿñíûì, ïî÷åìó ýòà ìîäåëü
ìîëåêóëû ìåòàíà íå ðåàëèçóåòñÿ â ïðèðîäå.

5. Ìîëåêóëà áåíçîëà

Öâåòîâîå ïðèòÿæåíèå ýëåêòðîíîâ ïîçâîëÿåò ïðåä-
ñòàâèòü ìîëåêóëó áåíçîëà C6H6 ñëåäóþùèì îáðàçîì
(ðèñ. 18). Â åå îðãàíèçàöèè ó÷àñòâóþò ÷åòûðå ýëåê-
òðîíà âíåøíåãî óðîâíÿ êàæäîãî èç àòîìîâ óãëåðî-
äà (ðèñ. 15) è îäèí ýëåêòðîí êàæäîãî àòîìà âîäîðî-
äà. Âñå àòîìû ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè. Ýëåêòðîíû
êàæäîãî àòîìà óãëåðîäà ðàñïðåäåëåíû ïî ñâÿçóþùèì
ìóëüòèýëåêòðîíàì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îäèí ýëåê-
òðîí íàïðàâëÿåòñÿ â öåíòðàëüíûé 6-ýëåêòðîí. Èîíû
óãëåðîäà ïðèòÿãèâàþòñÿ ê öåíòðàëüíîìó 6-ýëåêòðîíó

è ðàñïîëàãàþòñÿ â óãëàõ øåñòèãðàííèêà. Äâà ýëåêòðî-
íà íàïðàâëÿþòñÿ â äâà 2-ýëåêòðîíà ìåæäó ñîñåäíèìè
èîíàìè óãëåðîäà. È ÷åòâåðòûé ýëåêòðîí ó÷àñòâóåò â
2-ýëåêòðîíå âìåñòå ñ ýëåêòðîíîì àòîìà âîäîðîäà.

Ðèñ. 18.
Ìîëåêóëà áåíçîëà

w- èîíû óãëåðîäà C+4g- èîíû âîäîðîäà H+1d - 2-ýëåêòðîíû
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Ïîñòðîåííàÿ òàêèì îáðàçîì ìîëåêóëà áåíçîëà îáîñ-
íîâûâàåò ìîäåëü ìîëåêóëû áåíçîëà, ïðåäëîæåííóþ
Ë. Ïîëèíãîì.

Ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå äðóãóþ � îáúåìíóþ � ìî-
äåëü ìîëåêóëû áåíçîëà, êîãäà êàæäûé àòîì óãëåðîäà
îòäàåò òðè ýëåêòðîíà â öåíòðàëüíûé 18-ýëåêòðîí.
Èîíû óãëåðîäà, ïðèòÿãèâàÿñü ê öåíòðàëüíîìó 18-
ýëåêòðîíó è îòòàëêèâàÿñü äðóã îò äðóãà, ðàñïîëà-
ãàþòñÿ â óãëàõ îêòàýäðà. Êàê è ïðåæäå, ÷åòâåðòûé
ýëåêòðîí óãëåðîäà è ýëåêòðîí âîäîðîäà îáðàçóþò ñâÿ-
çóþùèé 2-ýëåêòðîí ìåæäó èîíîì óãëåðîäà è èîíîì
âîäîðîäà. Îñòàåòñÿ íåÿñíûì, ïî÷åìó ýòà ìîäåëü ìî-
ëåêóëû áåíçîëà íå ðåàëèçóåòñÿ â ïðèðîäå.

V. ÊÐÈÑÒÀËËÈ×ÅÑÊÀß ÐÅØÅÒÊÀ

Ïðî÷íîñòü è óñòîé÷èâîñòü êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåò-
êè, à òàêæå åå êîíôèãóðàöèÿ îïðåäåëÿþòñÿ òðåìÿ
ôàêòîðàìè:

1) ïðèòÿæåíèåì ðàçíîöâåòíûõ ýëåêòðîíîâ, ðàñïî-
ëîæåííûõ âäîëü ðåáåð ðåøåòêè;

2) êâàíòîâûìè óñëîâèÿìè, íàêëàäûâàåìûìè íà äåé-
ñòâèå ýëåêòðîíîâ, èîíîâ àòîìîâ è àòîìîâ, ó÷àñòâóþ-
ùèõ â ôîðìèðîâàíèè êðèñòàëëà;

3) ñèëàìè Êóëîíà ìåæäó ýëåêòðîííûìè ïàðàìè è
èîíàìè àòîìîâ, ðàñïîëîæåííûìè â óçëàõ êðèñòàëëè-
÷åñêîé ðåøåòêè.

1. Ïîâàðåííàÿ ñîëü NaCl

Ýëåêòðîííàÿ ñòðóêòóðà âíåøíèõ ýíåðãåòè÷åñêèõ
óðîâíåé àòîìà íàòðèÿ â ýòîì ñîåäèíåíèè ïîêàçàíà íà
ðèñ. 19.
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Ðèñ. 19. Âíåøíèå ýíåðãåòè÷åñêèå óðîâíè àòîìà
íàòðèÿ

2s2

6?

2p2+2+2

6?6?6?

3s1

6

Â ôîðìèðîâàíèè êðèñòàëëà ïîâàðåííîé ñîëè ó÷àñò-
âóþò ñåìü ýëåêòðîíîâ àòîìà íàòðèÿ 2p2+2+23s1. Ýëåê-
òðîííàÿ ñòðóêòóðà âíåøíåãî ýíåðãåòè÷åñêîãî óðîâíÿ
àòîìà õëîðà â ýòîì ñîåäèíåíèè ïîêàçàíà íà ðèñ. 20.

Ðèñ. 20. Âíåøíèé ýíåðãåòè÷åñêèé óðîâåíü àòîìà
õëîðà

3s2

6?

3p2+2+1

6?6? ?

Â ôîðìèðîâàíèè êðèñòàëëà ïîâàðåííîé ñîëè ó÷àñò-
âóþò ïÿòü ýëåêòðîíîâ àòîìà õëîðà 3p2+2+1. Â êóáè÷å-
ñêîé ðåøåòêå ïîâàðåííîé ñîëè êàæäûé àòîì íàòðèÿ
ñâÿçàí ñ øåñòüþ àòîìàìè õëîðà, è, íàïðîòèâ, êàæäûé
àòîì õëîðà ñâÿçàí ñ øåñòüþ àòîìàìè íàòðèÿ. Êàæäàÿ
ñâÿçü ñîîòâåòñòâóåò äâóì ýëåêòðîíàì, îáúåäèíåííûì
â ýëåêòðîííóþ ïàðó ñèëàìè öâåòîâîãî ïðèòÿæåíèÿ.
Îáùåå ÷èñëî ýëåêòðîíîâ, ó÷àñòâóþùèõ â îáðàçîâà-
íèè êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè, ïðèõîäÿùèõñÿ íà äâà
àòîìà, ðàâíî äâåíàäöàòè. Ñåìü èç íèõ ïðåäîñòàâ-
ëÿåò àòîì íàòðèÿ (2p2+2+23s1), ïÿòü � àòîì õëîðà
(3p2+2+1).

2. Ìåòàëëè÷åñêàÿ ñâÿçü

Âíåøíèå ýëåêòðîíû â êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêå ìå-
òàëëîâ ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå ãðóïïû. Ýëåêòðîíû
ïåðâîé ãðóïïû îáúåäèíÿþòñÿ â ýëåêòðîííûå ïàðû,
êîòîðûå ðàñïîëàãàþòñÿ íà ðåáðàõ ðåøåòêè è îáåñ-
ïå÷èâàþò ïðî÷íîñòü è óñòîé÷èâîñòü ðåøåòêè. Ýòè
ýëåêòðîíû íå ïåðåìåùàþòñÿ ïîä äåéñòâèåì âíåøíåãî
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è îáåñïå÷èâàþò óñòîé÷èâîñòü ðå-
øåòêè äî òåìïåðàòóðû ïëàâëåíèÿ ìåòàëëà. Ýëåêòðî-
íû äðóãîé ãðóïïû � ýëåêòðîíû ïðîâîäèìîñòè � èìåþò
âîçìîæíîñòü ïåðåìåùàòüñÿ ïîä äåéñòâèåì âíåøíåãî
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è îáåñïå÷èâàþò ýëåêòðîïðîâîä-
íîñòü ìåòàëëà. Îíè ñîñòàâëÿþò òàê íàçûâàåìûé ýëåê-
òðîííûé ãàç.

2.1. Íàòðèé

Íàòðèé èìååò îáúåìíîöåíòðèðîâàííóþ êðèñòàëëè-
÷åñêóþ ðåøåòêó, òî åñòü àòîìû íàòðèÿ ðàñïîëàãàþòñÿ
â óãëàõ è öåíòðå ýëåìåíòàðíîãî êóáà. Îòñþäà ôîð-
ìèðîâàíèå êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè íàòðèÿ ìîæíî
ïðåäñòàâèòü ñåáå ñëåäóþùèì îáðàçîì. Øåñòü ýëåê-
òðîíîâ ïîäóðîâíÿ 2p2+2+2 êàæäîãî àòîìà íàòðèÿ,

íàõîäÿùåãîñÿ â óãëàõ êóáà, ïðèíèìàþò ó÷àñòèå â îð-
ãàíèçàöèè êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè. Àòîìû íàòðèÿ,
ðàñïîëîæåííûå â öåíòðå êóáîâ, ïîïàäàþò òóäà áëà-
ãîäàðÿ êâàíòîâûì óñëîâèÿì, íàêëàäûâàåìûì íà äåé-
ñòâèå ýëåêòðîíîâ, èîíîâ àòîìîâ è àòîìîâ, ó÷àñòâóþ-
ùèõ â ôîðìèðîâàíèè ðåøåòêè. Íåñïàðåííûå âíåøíèå
ýëåêòðîíû (3s1) âñåõ àòîìîâ íàòðèÿ îáðàçóþò ýëåê-
òðîííûé ãàç, îáåñïå÷èâàþùèé ýëåêòðîïðîâîäíîñòü
íàòðèÿ. Äâèæåíèå ýëåêòðîííîãî ãàçà ïîä äåéñòâèåì
âíåøíåãî ïîëÿ íå ðàçðóøàåò êðèñòàëëè÷åñêóþ ðåøåò-
êó. È âîîáùå êðèñòàëëè÷åñêàÿ ðåøåòêà íå ðàçðóøàåò-
ñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå ðàçðóøåíû ýëåêòðîííûå ïàðû
ðåáåð êóáîâ.

2.2. Ëèòèé

Îñîáåííî èíòåðåñíî ïðåäñòàâèòü ôîðìèðîâàíèå
êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè ëèòèÿ. Äåëî â òîì, ÷òî
êðèñòàëëè÷åñêàÿ ðåøåòêà ëèòèÿ, êàê è ðåøåòêà íà-
òðèÿ, ÿâëÿåòñÿ îáúåìíîöåíòðèðîâàííîé. Íî ÷èñëî
ýëåêòðîíîâ â àòîìå ëèòèÿ ðàâíî òðåì (ðèñ. 21).

1s2

6?

2s1

6

Ðèñ. 21. Ýíåðãåòè÷åñêèå óðîâíè àòîìà ëèòèÿ

Èç ñðàâíåíèÿ ñ âûøåðàññìîòðåííûì ñëó÷àåì êðè-
ñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè íàòðèÿ ñëåäóåò, ÷òî êîëè÷åñòâà
ýëåêòðîíîâ ëèòèÿ íå õâàòàåò äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ êðè-
ñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè è ýëåêòðîííîãî ãàçà. Îòñþäà
ïîðÿäîê ôîðìèðîâàíèÿ êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè ëè-
òèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âîñåìü àòî-
ìîâ ëèòèÿ ó÷àñòâóþò â ôîðìèðîâàíèè ýëåìåíòàðíî-
ãî êóáà. Îíè ðàñïîëàãàþòñÿ ïî óãëàì êóáà è ïðåäî-
ñòàâëÿþò äëÿ ýòîãî âñå ýëåêòðîíû. Èõ ÷èñëî 8 · 3 =
24. Ýòè ýëåêòðîíû îáðàçóþò äâåíàäöàòü ýëåêòðîííûõ
ïàð, ðàñïîëîæåííûõ íà ðåáðàõ êóáà è îáåñïå÷èâàþ-
ùèõ åãî ïðî÷íîñòü è óñòîé÷èâîñòü. Òàêèå êóáû îáåñ-
ïå÷èâàþò ïðî÷íîñòü è óñòîé÷èâîñòü êðèñòàëëè÷åñêîé
ðåøåòêè â öåëîì.
Êâàíòîâûå óñëîâèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà äåéñòâèå

ýëåêòðîíîâ, èîíîâ àòîìîâ è àòîìîâ, ó÷àñòâóþùèõ â
ôîðìèðîâàíèè ðåøåòêè, ïðèâîäÿò ê
1) äèñêðåòíîìó ðàñïîëîæåíèþ êóáîâ äðóã îòíîñè-

òåëüíî äðóãà (ðèñ. 22);
2) ðàñïîëîæåíèþ àòîìîâ ëèòèÿ â öåíòðàõ êóáîâ è

ìåæäó íèìè.
Âûøåóêàçàííûå ôàêòîðû â ðåçóëüòàòå ïðèâîäÿò ê

ôîðìèðîâàíèþ îáúåìíîöåíòðèðîâàííîé êðèñòàëëè-
÷åñêîé ðåøåòêè ëèòèÿ2.

2 Ñëåäóåò ñ÷èòàòü, ÷òî êâàíòîâûå óñëîâèÿ, ïðèâîäÿùèå ê äèñ-
êðåòíîìó ðàñïîëîæåíèþ êóáîâ äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà è
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Ðèñ. 22.
Ê îáðàçîâàíèþ êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè ëèòèÿ

Òàêèì îáðàçîì, ñëåäóåò ñ÷èòàòü, ÷òî, â îòëè÷èå îò
íàòðèÿ, ýëåêòðîíû àòîìîâ ëèòèÿ, íàõîäÿùèõñÿ â óç-
ëàõ êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè (óãëàõ êóáîâ), íå ó÷àñò-
âóþò â ýëåêòðîïðîâîäíîñòè ëèòèÿ. Íàçíà÷åíèå ýòèõ
ýëåêòðîíîâ ñîñòîèò â ñòðîèòåëüñòâå êðèñòàëëè÷åñêîé
ðåøåòêè, à ýëåêòðîïðîâîäíîñòü ëèòèÿ îáåñïå÷èâàåò-
ñÿ âíåøíèìè ýëåêòðîíàìè 1p1 öåíòðàëüíûõ àòîìîâ.
Äâèæåíèå ýëåêòðîííîãî ãàçà ïîä äåéñòâèåì âíåøíåãî
ïîëÿ íå ðàçðóøàåò êðèñòàëëè÷åñêóþ ðåøåòêó.

3. Ãðàôèò

Êðèñòàëëè÷åñêóþ ðåøåòêó ãðàôèòà ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü ñîñòîÿùåé èç ïëîñêèõ ýëåìåíòîâ äâóõ âèäîâ.
Ïåðâûé ýëåìåíò ñîñòîèò èç äâóõ ñëîåâ � óñëîâíî âåðõ-
íåãî è íèæíåãî. Îäèí èç ñëîåâ, íàïðèìåð âåðõíèé,
ïîêàçàí íà ðèñ. 23. Îí ñîñòîèò èç øåñòèãðàííèêîâ, â
óãëàõ êîòîðûõ ðàñïîëàãàþòñÿ èîíû óãëåðîäà. Êàæ-
äûé àòîì óãëåðîäà îòäàåò ïî îäíîìó ýëåêòðîíó â
ýëåêòðîííóþ ïàðó ñ êàæäûì èç òðåõ ñîñåäíèõ àòî-
ìîâ. Â ðåçóëüòàòå âäîëü ðåáåð øåñòèãðàííèêîâ ðàñ-
ïîëàãàþòñÿ ýëåêòðîííûå ïàðû, â êîòîðûõ ýëåêòðîíû
ñâÿçàíû öâåòîâûì ïðèòÿæåíèåì è êîòîðûå îáåñïå÷è-
âàþò æåñòêîñòü ñëîÿ â öåëîì. Âòîðîé ñëîé, íàïðèìåð
íèæíèé, âûïîëíåí òî÷íî òàê æå. Ñëîè ðàñïîëàãà-
þòñÿ ïàðàëëåëüíî äðóã äðóãó, ïðè÷åì íàä êàæäûì
àòîìîì óãëåðîäà íèæíåãî ñëîÿ ðàñïîëàãàåòñÿ àòîì
óãëåðîäà âåðõíåãî ñëîÿ. Ýòè àòîìû îòäàþò ïîñëåäíèé
âàëåíòíûé ýëåêòðîí â ñâÿçûâàþùóþ èõ ýëåêòðîí-
íóþ ïàðó. Â ñëåäñòâèå ýòîãî ñëîè æåñòêî ñîåäèíåíû
ìåæäó ñîáîé è îáðàçóþò ñàìîñòîÿòåëüíóþ åäèíèöó
êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè ãðàôèòà.

ðàñïîëîæåíèþ àòîìîâ â öåíòðå êóáîâ, èìåþò ìåñòî è äëÿ
äðóãèõ ìåòàëëîâ (íàïðèìåð, íàòðèÿ) ñ îáúåìíîöåíòðèðîâàí-
íîé êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêîé.

Ðèñ. 23.
Âåðõíèé ñëîé ïåðâîãî ýëåìåíòà ðåøåòêè ãðàôèòà

w- èîíû óãëåðîäà C+4d - 2-ýëåêòðîíû

x x
HH

x xHH

x

x

��

��e e
e e

e e
x x
HH

x xHH

x

x

��

��e e
e e

e e

Âòîðîé ýëåìåíò êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè ãðàôèòà
ÿâëÿåòñÿ îäíîñëîéíûì. Îí ïîêàçàí íà ðèñ. 24. Îí ñî-
ñòîèò èç øåñòèãðàííèêîâ, â óãëàõ êîòîðûõ ðàñïîëàãà-
þòñÿ 6-ýëåêòðîíû. Âäîëü ðåáåð øåñòèãðàííèêîâ ðàñ-
ïîëàãàþòñÿ àòîìû óãëåðîäà, îíè îòäàþò ïî äâà ýëåê-
òðîíà â ñîñåäíèå 6-ýëåêòðîíû.

Ðèñ. 24.
Âòîðîé ýëåìåíò ðåøåòêè ãðàôèòà

w- èîíû óãëåðîäà C+4g- 6-ýëåêòðîíû

h h
HH
HH

h hHH

h

h

��
��

����x x
x x

x x
h h
HH
HH

h hHHHH

h

h

��
��

����x x
x x

x x

Âûøåóêàçàííûå ýëåìåíòû � äâóõñëîéíûé è îäíî-
ñëîéíûé � ðàñïîëàãàþòñÿ ïàðàëëåëüíî è óäåðæèâà-
þòñÿ äðóã îêîëî äðóãà ñèëàìè Êóëîíà. Èîíû óã-
ëåðîäà äâóõñëîéíîãî ýëåìåíòà ïðèòÿãèâàþòñÿ ê 6-
ýëåêòðîíàì îäíîñëîéíîãî ýëåìåíòà, à èîíû óãëåðîäà
îäíîñëîéíîãî ýëåìåíòà ïðèòÿãèâàþòñÿ ê ýëåêòðîí-
íûì ïàðàì äâóõñëîéíîãî ýëåìåíòà. Â ðåçóëüòàòå ãðà-
ôèò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñâîåãî ðîäà ìíîãîñëîéíûé
ïèðîã èç ïåðåìåæàþùèõñÿ ìåæäó ñîáîé ýëåìåíòîâ
ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà.

VI. ÑÂÅÐÕÏÐÎÂÎÄÈÌÎÑÒÜ

Óñëîâèå ñâåðõïðîâîäèìîñòè ñîñòîèò â òîì, ÷òî ýëåê-
òðîíû ïðîâîäèìîñòè äîëæíû áûòü îáúåäèíåíû â êîë-
ëåêòèâ, à êâàíòîâûå óñëîâèÿ äîëæíû çàïðåùàòü îòáè-
ðàòü îò ýòîãî êîëëåêòèâà (ðàññåèâàòü) ýíåðãèþ. Òîãäà
òàêîé êîëëåêòèâíûé íîñèòåëü çàðÿäà äâèæåòñÿ áåñ-
ïðåïÿòñòâåííî, áåç ñîïðîòèâëåíèÿ, îáåñïå÷èâàÿ ÿâëå-
íèå ñâåðõïðîâîäèìîñòè.
Ïðåäñòàâëåíèå î ñóùåñòâîâàíèè ýëåêòðîíîâ äâóõ

âèäîâ è î êîðîòêîäåéñòâóþùåì ïðèòÿæåíèè ìåæäó
íèìè çàñòàâëÿåò îòêàçàòüñÿ îò ýëåêòðîí-ôîíîíîâîãî
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ìåõàíèçìà ïðèòÿæåíèÿ ìåæäó ýëåêòðîíàìè. Ïðè
ýòîì íóæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó âçàè-
ìîäåéñòâóþùèìè ýëåêòðîíàìè ðàâíî õàðàêòåðíîìó
ðàññòîÿíèþ ∼ 15 · 10−12ì, à íå äëèíå êîãåðåíòíîñòè
∼ 10−9 ÷ 10−6ì.
Ñèëû öâåòîâîãî ïðèòÿæåíèÿ íå òîëüêî ïðèâîäÿò ê

îáðàçîâàíèþ ýëåêòðîííûõ ïàð, íî è îáúåäèíÿþò èõ
â ãèãàíòñêèé ìóëüòèýëåêòðîí � òîò ñàìûé êîëëåê-
òèâ ýëåêòðîíîâ, î êîòîðîì øëà ðå÷ü âûøå. À äëè-
íà êîãåðåíòíîñòè, ïî-âèäèìîìó, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì
ðàçìåðîì ýòîãî ìóëüòèýëåêòðîíà. Ìóëüòèýëåêòðîí
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîëëåêòèâíîå êîãåðåíòíîå ñîñòîÿ-
íèå ýëåêòðîíîâ, ââîäèìîå â òåîðèè Áàðäèíà-Êóïåðà-
Øðèôôåðà.
Äèàìàãíåòèçì ñâåðõïðîâîäíèêà âûçâàí òåì, ÷òî

ïîä äåéñòâèåì âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ñâåðõïðî-
âîäíèêå â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëîì Ëåíöà âîçíèêàåò
âðàùàþùèéñÿ êîëüöåâîé ìóëüòèýëåêòðîí, êîòîðûé è
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìåéññíåðîâñêèé òîê.

VII. ØÀÐÎÂÀß ÌÎËÍÈß

Îñíîâûâàÿñü íà ïðåäñòàâëåíèè î öâåòîâîì ïðèòÿ-
æåíèè ýëåêòðîíîâ, ìîæíî ïîñòðîèòü ìîäåëü øàðîâîé
ìîëíèè � ìîäåëü, êîòîðàÿ äîñòàòî÷íî ðàçóìíî îòâå-
÷àåò íà âîïðîñû, âîçíèêàþùèå ïðè àíàëèçå ñâèäå-
òåëüñòâ î÷åâèäöåâ ïðèðîäíîé øàðîâîé ìîëíèè.
Íèæå ïðèâåäåíû ýòè ñâèäåòåëüñòâà.

� Ìîëíèÿ èìååò, êàê ïðàâèëî, ôîðìó øàðà äèà-
ìåòðîì îò íåñêîëüêèõ ñàíòèìåòðîâ äî ìåòðà.
Íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ øàðîâûå ìîëíèè
äèàìåòðîì îò äåñÿòè äî òðèäöàòè ñàíòèìåòðîâ.
Îòñþäà âîçíèêàåò âîïðîñ: ÷åì îáåñïå÷èâàåòñÿ
øàðîâàÿ ôîðìà ìîëíèè. Ïî-âèäèìîìó, äîëæíî
ñóùåñòâîâàòü äîñòàòî÷íî ñèëüíîå ïîâåðõíîñòíîå
íàòÿæåíèå íà ãðàíèöå, îòäåëÿþùåé øàðîâóþ
ìîëíèþ îò îêðóæàþùåé ñðåäû. Ïðèðîäà òàêîãî
íàòÿæåíèÿ îñòàåòñÿ íåÿñíîé, åñëè ó÷åñòü, ÷òî
îíî äîëæíî ñóùåñòâîâàòü â ãàçîâîé ñðåäå.

� Âðåìÿ ñóùåñòâîâàíèÿ øàðîâîé ìîëíèè ñîñòàâ-
ëÿåò îò îäíîé ñåêóíäû äî äâóõ ìèíóò. Åñëè
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî øàðîâàÿ ìîëíèÿ ñîñòîèò èç
âåùåñòâà, íàõîäÿùåãîñÿ â ñîñòîÿíèè ïëàçìû, òî
äëÿ ñòîëü äîëãîãî åå ñóùåñòâîâàíèÿ íåîáõîäè-
ìà âíåøíÿÿ ýíåðãåòè÷åñêàÿ ïîäïèòêà, êîòîðàÿ,
ïî-âèäèìîìó, îòñóòñòâóåò.

� Øàðîâàÿ ìîëíèÿ èìååò õîëîäíóþ ïîâåðõíîñòü,
íå èçëó÷àåò òåïëîòó.

� Øàðîâàÿ ìîëíèÿ ñâåòèòñÿ. Ìîùíîñòü ñâå÷åíèÿ
ñîñòàâëÿåò 100�200 Âò.

� Äâèæåíèå øàðîâîé ìîëíèè ñîïðîâîæäàåòñÿ øè-
ïåíèåì è ïîòðåñêèâàíèåì.

� Øàðîâàÿ ìîëíèÿ ìîæåò äâèãàòüñÿ âäîëü ìå-
òàëëè÷åñêèõ ïðåäìåòîâ è ïðèëèïàòü ê íèì. Ïî
íåêîòîðûì îöåíêàì, øàðîâàÿ ìîëíèÿ ëèáî íåé-
òðàëüíà, ëèáî èìååò íåáîëüøîé ïîëîæèòåëüíûé
çàðÿä.

� Øàðîâàÿ ìîëíèÿ ñïîñîáíà ïðîõîäèòü ñêâîçü âå-
ùåñòâî, íàïðèìåð ñòåêëî.

� Øàðîâàÿ ìîëíèÿ çàêàí÷èâàåò ñâîå ñóùåñòâî-
âàíèå ëèáî âçðûâîì, ëèáî ïîñòåïåííî óãàñàåò,
óìåíüøàÿñü â äèàìåòðå, èçäàâàÿ øèïåíèå è ïî-
òðåñêèâàíèå.

� Øàðîâàÿ ìîëíèÿ âçðûâàåòñÿ ëèáî ïðè ïðèêîñ-
íîâåíèè ê ïðåäìåòàì, ëèáî ñàìîïðîèçâîëüíî. Ïî
íåêîòîðûì îöåíêàì, ýíåðãèÿ âçðûâà ñîñòàâëÿåò
îò íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâ äî íåñêîëüêèõ ñîòåí êè-
ëîäæîóëåé.

� Ïðè âçðûâå øàðîâîé ìîëíèè ïîâðåæäàþòñÿ è
âûãîðàþò ìåòàëëè÷åñêèå ïðåäìåòû, äèýëåêòðè-
÷åñêèå ÷àñòè îñòàþòñÿ öåëûìè.

Ïðåäëàãàåìàÿ ìîäåëü øàðîâîé ìîëíèè âûãëÿäèò
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îñíîâîïîëàãàþùåé ÷àñòüþ øà-
ðîâîé ìîëíèè ÿâëÿåòñÿ ñôåðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà, ïî-
äîáíàÿ îáîëî÷êå íàäóâíîãî øàðèêà. Ýòà îáîëî÷êà
ñîñòîèò èç ðàçíîöâåòíûõ ýëåêòðîíîâ, óëîæåííûõ íà
ñôåðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè â øàõìàòíîì ïîðÿäêå. Ñè-
ëû, ðàçðûâàþùèå øàðèê, � ýòî ñèëû Êóëîíà, äåéñòâó-
þùèå íà êàæäûé èç ýëåêòðîíîâ ñî ñòîðîíû îñòàëü-
íûõ ýëåêòðîíîâ. Ñèëû "íàòÿæåíèÿ" , óäåðæèâàþùèå
îáîëî÷êó øàðèêà îò ðàçðûâà, � ýòî ñèëû öâåòîâîãî
ïðèòÿæåíèÿ ìåæäó ñîñåäíèìè ðàçíîöâåòíûìè ýëåê-
òðîíàìè. Èíà÷å ãîâîðÿ, îñíîâîïîëàãàþùåé ÷àñòüþ
øàðîâîé ìîëíèè ÿâëÿåòñÿ ãèãàíòñêèé ìóëüòèýëåê-
òðîí. Âíåøíå îáîëî÷êà øàðèêà ïðîÿâëÿåò ñåáÿ êàê
îòðèöàòåëüíî çàðÿæåííàÿ ñôåðà. Ïîýòîìó ê íåé ïðè-
òÿãèâàþòñÿ ïîëîæèòåëüíûå èîíû àòìîñôåðíûõ ãàçîâ,
ïðåæäå âñåãî àçîòà è êèñëîðîäà, îáðàçóÿ âíåøíþþ
ïîëîæèòåëüíî çàðÿæåííóþ ñôåðó. Â ðåçóëüòàòå îá-
ðàçóåòñÿ îáúåêò, êîòîðûé ìîæíî èäåíòèôèöèðîâàòü
êàê øàðîâóþ ìîëíèþ.
Òàêèì îáðàçîì, øàðîâóþ ìîëíèþ ìîæíî ïðåäñòà-

âèòü êàê ñôåðè÷åñêèé êîíäåíñàòîð, âíóòðåííÿÿ îáî-
ëî÷êà êîòîðîãî çàðÿæåíà îòðèöàòåëüíî, à âíåøíÿÿ
ïîëîæèòåëüíî. Ïîñëå òîãî, êàê øàðîâàÿ ìîëíèÿ âîç-
íèêëà, îíà íå òðåáóåò ýíåðãåòè÷åñêîé ïîäïèòêè äëÿ
ñâîåé ñîõðàííîñòè. Ýíåðãèÿ, ñîñðåäîòî÷åííàÿ â øà-
ðîâîé ìîëíèè, åñòü ýíåðãèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, çà-
êëþ÷åííîãî ìåæäó îáîëî÷êàìè. Ïîäîáíî êîíäåíñàòî-
ðó, øàðîâàÿ ìîëíèÿ íå èçëó÷àåò òåïëîòó. Âìåñòå ñ òåì
ìîæíî ïðåäñòàâèòü, ÷òî ðàçíîèìåííûå çàðÿäû äèíà-
ìè÷åñêè ðåêîìáèíèðóþò. Îòñþäà ñâå÷åíèå øàðîâîé
ìîëíèè è çâóêîâûå ýôôåêòû (øèïåíèå è ïîòðåñêè-
âàíèå).
Øàðîâàÿ ìîëíèÿ äâèæåòñÿ â àòìîñôåðå ïîäîáíî

íàäóâíîìó øàðèêó. Ïðè âñòðå÷å ñ ïðåïÿòñòâèåì íàòÿ-
æåíèå âíóòðåííåé îáîëî÷êè íàðóøàåòñÿ è ýëåêòðîíû
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ðàçëåòàþòñÿ ïîä äåéñòâèåì ñèë Êóëîíà. Îíè ñîåäè-
íÿþòñÿ ñ îêðóæàþùèìè èîíàìè, îáðàçóÿ ñíà÷àëà àòî-
ìû, à çàòåì ìîëåêóëû àçîòà è êèñëîðîäà. Òàêèå ñîåäè-
íåíèÿ ñîïðîâîæäàþòñÿ âûäåëåíèåì òåïëîâîé ýíåðãèè,
ñæèãàþùåé ñàìî ïðåïÿòñòâèå è åãî îêðóæåíèå.
Ðàññìàòðèâàÿ øàðîâóþ ìîëíèþ êàê ñôåðè÷åñêèé

êîíäåíñàòîð, âû÷èñëèì ýíåðãèþ, ñîñðåäîòî÷åííóþ â
øàðîâîé ìîëíèè, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî âñÿ ýòà ýíåðãèÿ
ïðè âçðûâå ïðåîáðàçóåòñÿ â òåïëîòó.

� Ïóñòü ðàäèóñ øàðîâîé ìîëíèè

R = 0, 1 ì ,

à õàðàêòåðíîå ðàññòîÿíèå öâåòîâîãî ïðèòÿæåíèÿ
ýëåêòðîíîâ a = 2 · 10−11ì.

� Îòñþäà ïëîùàäü âíóòðåííåé îáîëî÷êè øàðîâîé
ìîëíèè S = 4πR2, à ïëîùàäü, ïðèõîäÿùàÿñÿ íà
îäèí ýëåêòðîí,

s =
πa2

4
.

� ×èñëî ýëåêòðîíîâ íà âíóòðåííåé îáîëî÷êå

n =
16πR2

πa2
= 4 · 1020 .

� Åñëè ó÷åñòü, ÷òî çàðÿä ýëåêòðîíà

e = 1, 6 · 10−19 Êë,

òî çàðÿä, ñîñðåäîòî÷åííûé íà âíóòðåííåé îáî-
ëî÷êå,

q = n · e = 64 Êë .

� Åìêîñòü ñôåðè÷åñêîãî êîíäåíñàòîðà

C =
4πε0R

2

∆
,

ãäå ε0 � äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü âàêóó-
ìà

ε0 = 8, 85 · 10−12 Êë

Â · ì
,

∆ � ýòî ðàññòîÿíèå ìåæäó ñôåðè÷åñêèìè îáî-
ëî÷êàìè øàðîâîé ìîëíèè. Ïðèìåì ∆ ðàâíûì
ðàäèóñó Áîðà:

∆ = 53 · 10−12 ì .

� Âû÷èñëèì âåëè÷èíó, îáðàòíóþ åìêîñòè ñôåðè-
÷åñêîãî êîíäåíñàòîðà

1

C
=

∆

4πε0R2
= 47

Â

Êë
.

� Äàëåå âû÷èñëèì íàïðÿæåíèå ìåæäó îáêëàäêàìè
ñôåðè÷åñêîãî êîíäåíñàòîðà

U =
q

C
= 3000 Â .

� È, íàêîíåö, âû÷èñëèì ýíåðãèþ ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîëÿ, ñîñðåäîòî÷åííîãî ìåæäó îáêëàäêàìè ñôå-
ðè÷åñêîãî êîíäåíñàòîðà. Ýòó ýíåðãèþ îòîæäå-
ñòâèì ñ ýíåðãèåé øàðîâîé ìîëíèè.

W =
U q

2
= 96 êÄæ .

Ýòà âåëè÷èíà âïîëíå ñîãëàñóåòñÿ ñ ñóùåñòâóþ-
ùèìè îöåíêàìè ýíåðãèè øàðîâîé ìîëíèè.

Òàê êàê çàðÿäû îáîëî÷åê øàðîâîé ìîëíèè ïðîòèâî-
ïîëîæíû ïî çíàêó è îäèíàêîâû ïî âåëè÷èíå, òî èçäà-
ëåêà øàðîâàÿ ìîëíèÿ íåéòðàëüíà. Âáëèçè îíà èìååò
ñëàáûé ïîëîæèòåëüíûé çàðÿä, òàê êàê âíåøíÿÿ îáî-
ëî÷êà çàðÿæåíà ïîëîæèòåëüíî. Ïðè ïðèáëèæåíèè ê
ïðîâîäíèêó øàðîâàÿ ìîëíèÿ ñâîèì âíåøíèì ïîëîæè-
òåëüíûì çàðÿäîì íàâîäèò â ïðîâîäíèêå îòðèöàòåëü-
íûé çàðÿä, ê êîòîðîìó ïðèòÿãèâàåòñÿ.
Ïðèáëèæàÿñü ê äèýëåêòðèêó, øàðîâàÿ ìîëíèÿ ïî-

ëÿðèçóåò åãî. Ìîæíî ïðåäñòàâèòü, ÷òî ïðè ñîïðèêîñ-
íîâåíèè øàðîâîé ìîëíèè è äèýëåêòðèêà îòðèöàòåëü-
íûé çàðÿä ïîëÿðèçîâàííîãî ñëîÿ äèýëåêòðèêà êîì-
ïåíñèðóåò ïîëîæèòåëüíûé çàðÿä ó÷àñòêà âíåøíåé
îáîëî÷êè øàðîâîé ìîëíèè è ðàçðóøàåò åãî. Îäíà-
êî äåôåêòíûé ó÷àñòîê øàðîâîé ìîëíèè çàêðûâàåòñÿ
ïîëîæèòåëüíûìè çàðÿäàìè ïîëÿðèçîâàííîãî ñëîÿ äè-
ýëåêòðèêà. Â ðåçóëüòàòå øàðîâàÿ ìîëíèÿ ñîõðàíÿåò
ñâîþ óñòîé÷èâîñòü è ïðîäâèãàåòñÿ âíóòðü äèýëåê-
òðèêà. Òàêæå îòðèöàòåëüíûå çàðÿäû ïîëÿðèçîâàííî-
ãî ñëîÿ äèýëåêòðèêà ñëóæàò çàïëàòîé ðàçðóøåííîãî
ó÷àñòêà âíóòðåííåé îáîëî÷êè øàðîâîé ìîëíèè. Àíà-
ëîãè÷íî ìîæíî îáúÿñíèòü âûõîä øàðîâîé ìîëíèè èç
äèýëåêòðèêà è ïðîõîæäåíèå øàðîâîé ìîëíèè ÷åðåç
ïðåïÿòñòâèÿ, íàïðèìåð ÷åðåç ñòåêëî.
Ïîñòåïåííîå óãàñàíèå øàðîâîé ìîëíèè îçíà÷àåò,

÷òî êîìïåíñàöèÿ çàðÿäîâ îáîëî÷åê ïðîèñõîäèò ïîñòå-
ïåííî. Ïðè ýòîì ðàçäàåòñÿ õàðàêòåðíîå ïîòðåñêèâà-
íèå. Ïðèòÿæåíèå îñòàâøèõñÿ ðàçíîöâåòíûõ ýëåêòðî-
íîâ îáåñïå÷èâàåò øàðîâóþ ôîðìó ìîëíèè, íî ìåíü-
øåãî äèàìåòðà. Óêðîùåííàÿ øàðîâàÿ ìîëíèÿ ìîæåò
ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé èñòî÷íèê ýíåðãèè áîëåå ýôôåê-
òèâíûé, ÷åì àêêóìóëÿòîðíàÿ áàòàðåÿ. Òåðìèí �Óêðî-
ùåííàÿ� îçíà÷àåò, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ýëåêòðè÷åñêîé
ýíåðãèè øàðîâîé ìîëíèè, ñîïðîâîæäàþùååñÿ ðàçðû-
âîì öâåòîâûõ ñâÿçåé ìåæäó ðàçíîöâåòíûìè ýëåêòðî-
íàìè, íå äîëæíî ñîïðîâîæäàòüñÿ âçðûâíûì óíè÷òî-
æåíèåì øàðîâîé ìîëíèè, à òîëüêî óìåíüøåíèåì åå
ðàçìåðîâ.

1. Èñêóññòâåííàÿ øàðîâàÿ ìîëíèÿ

Â 2001 ãîäó Ã. Ä. Øàáàíîâ è À. È. Åãîðîâ íà ñîçäàí-
íîé èìè óñòàíîâêå ïîëó÷èëè äîëãîæèâóùèé ïëàçìî-
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Ðèñ. 25

Ðèñ. 26

èä 3 , êîòîðûé ìîæåò áûòü îòîæäåñòâëåí ñ ïðèðîäíîé
øàðîâîé ìîëíèåé.
Ñõåìà óñòàíîâêè ïîêàçàíà íà ðèñ. 25 è ðèñ. 26. Óñòà-

íîâêà (ðèñ. 25) ñîäåðæèò êîíäåíñàòîð (1), êîòîðûé çà-
ïèòûâàåòñÿ îò èñòî÷íèêà ïîñòîÿííîãî òîêà (2), è ïî-
ëèýòèëåíîâóþ åìêîñòü (3) ñ âîäîé. Â åìêîñòè (3) óñòà-
íîâëåíû äâà ýëåêòðîäà: êîëüöåâîé (4), íàõîäÿùèéñÿ
íà äíå åìêîñòè (3), è öåíòðàëüíûé (5), ðàñïîëîæåí-
íûé íàä ïîâåðõíîñòüþ âîäû. Öåíòðàëüíûé ýëåêòðîä
(5) â îòëè÷èå îò êîëüöåâîãî ýëåêòðîäà (4) èçîëèðîâàí
îò âîäû. Êîëüöåâîé ýëåêòðîä (4) ñîåäèíåí ñ ïîëîæè-
òåëüíî çàðÿæåííîé îáêëàäêîé êîíäåíñàòîðà (1), öåí-
òðàëüíûé ýëåêòðîä (5) ÷åðåç ðàçðÿäíèê (6) ñîåäèíåí
ñ îòðèöàòåëüíî çàðÿæåííîé îáêëàäêîé êîíäåíñàòîðà
(1).
Îòìåòèì ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû óñòàíîâêè: äèà-

ìåòð ïîëèýòèëåíîâîé åìêîñòè ñîñòàâëÿåò 0, 2ì; êîí-
äåíñàòîð èìååò åìêîñòü 600ìêÔ è íàïðÿæåíèå íà
îáêëàäêàõ äî 5000Â. Íà ðèñ. 26 ïîêàçàíî óñòðîé-
ñòâî, ñîïðîâîæäàþùåå öåíòðàëüíûé ýëåêòðîä (5).
Öåíòðàëüíûé ýëåêòðîä (5) óñòàíîâëåí â êâàðöåâîé
òðóáêå (7) è ñîåäèíåí ñ ìåäíîé øèíîé (8), èçîëè-
ðîâàííîé îò âîäû è ñîåäèíåííîé ñ ðàçðÿäíèêîì (6).

3 Øàáàíîâ Ã. Ä. Îïòè÷åñêèå ñâîéñòâà äîëãîæèâóùèõ ñâåòÿ-

ùèõñÿ îáðàçîâàíèé. 3-ÿ ìåæäóíàð. êîíô. ¾Åñòåñòâåííûå è
àíòðîïîãåííûå àýðîçîëè¿. ÑÏá. 24-27 ñåíòÿáðÿ 2001. ñ.368-
370. Ñîêð. âàðèàíò â Ïèñüìàõ â ÆÒÔ 2002, ò.28, Â4, ñ.81-86.

Êâàðöåâàÿ òðóáêà (7) âîçâûøàåòñÿ íàä ïîâåðõíîñòüþ
âîäû íà íåñêîëüêî ìèëëèìåòðîâ, öåíòðàëüíûé ýëåê-
òðîä ðàñïîëîæåí íà óðîâíå âîäû. Âíóòðè êâàðöåâîé
òðóáêè (7) íàä ïîâåðõíîñòüþ öåíòðàëüíîãî ýëåêòðîäà
(5) óñòàíîâëåíà êàïëÿ âîäû èëè âîäíîãî ýëåêòðîëèòà
(9).
Óñòàíîâêà ðàáîòàåò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðè çàìû-

êàíèè ðàçðÿäíèêà (6) êîíäåíñàòîð (1) ðàçðÿæàåòñÿ íà
êîëüöåâîé è öåíòðàëüíûé ýëåêòðîäû. Íàä öåíòðàëü-
íûì ýëåêòðîäîì âîçíèêàåò ïëàçìåííàÿ ñòðóÿ, îò êî-
òîðîé îòäåëÿåòñÿ è ïëûâåò â âîçäóõå øàðîâàÿ ìîë-
íèÿ (øàðîâîé ïëàçìîèä). Îíà ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî
ñåêóíä. Äèàìåòð øàðîâîé ìîëíèè ñîñòàâëÿåò 0, 2ì.
Ïðåäñòàâëåíèå î öâåòîâîì ïðèòÿæåíèè ýëåêòðîíîâ

ïîçâîëÿåò îáúÿñíèòü óêàçàííûé îïûò.
Ïðåäâàðèòåëüíî îòìåòèì, ÷òî êàïëÿ âîäû èëè âîä-

íîãî ýëåêòðîëèòà íà öåíòðàëüíîì ýëåêòðîäå ÿâëÿåò-
ñÿ ñòðîèòåëüíûì ìàòåðèàëîì äëÿ øàðîâîé ìîëíèè.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîÿñíèòü ýòî ñîîáðàæåíèå, îïðåäå-
ëèì ìàññó âîäû, êîòîðàÿ íåîáõîäèìà äëÿ ñîçäàíèÿ
ñôåðè÷åñêîé ìóëüòèýëåêòðîííîé îáîëî÷êè øàðîâîé
ìîëíèè, ðàññìîòðåííîé â ïðåäûäóùåì Ðàçäåëå. Ýòà
îáîëî÷êà ñîäåðæèò

n = 4 · 1020

ýëåêòðîíîâ. Ýòî êîëè÷åñòâî íàáèðàåòñÿ èç

n4ý =
n

4
= 1020

4-ýëåêòðîíîâ ìîëåêóë âîäû. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ñî-
çäàíèÿ ñôåðè÷åñêîé ìóëüòèýëåêòðîííîé îáîëî÷êè
øàðîâîé ìîëíèè íåîáõîäèìî

nH2O = 1020

ìîëåêóë âîäû. Äàëåå ó÷òåì, ÷òî â îäíîì ìîëå âîäû,
òî åñòü â 18 ãðàììàõ âîäû, ñîäåðæèòñÿ ÷èñëî ìîëå-
êóë, ðàâíîå ÷èñëó Àâîãàäðî NA = 6, 02 · 1023. Ïîýòî-
ìó ìàññà âîäû, íåîáõîäèìàÿ äëÿ ñîçäàíèÿ ñôåðè÷å-
ñêîé ìóëüòèýëåêòðîííîé îáîëî÷êè øàðîâîé ìîëíèè,
ñîñòàâëÿåò

mH2O = 18 ã
nH2O

NA
= 18 ã

1020

6, 02 · 1023
= 3 · 10−3 ã .

Ýòî ìàññà êàïëè âîäû, íàõîäÿùåéñÿ íà öåíòðàëüíîì
ýëåêòðîäå.
Ïðè ðàçðÿäå êîíäåíñàòîðà â ïðîñòðàíñòâå ìåæäó

ïîâåðõíîñòüþ âîäû â ïîëèýòèëåíîâîé åìêîñòè è öåí-
òðàëüíûì ýëåêòðîäîì âîçíèêàåò ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå.
Ñèëîâûå ëèíèè íàïðÿæåííîñòè ýòîãî ïîëÿ çàïîëíÿ-
þò îáëàñòü, êîòîðóþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòü
òîðà (ðèñ. 27).
Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ñêîíöåíòðèðîâàíî â "âîðîíêå"

òîðîâèäíîé ÷àñòè, êàê ðàç òàì, ãäå íàõîäèòñÿ êàïëÿ
âîäû (9) � ñòðîèòåëüíûé ìàòåðèàë äëÿ îáîëî÷êè øà-
ðîâîé ìîëíèè. Ïóñòü âåëè÷èíà óêàçàííîãî ýëåêòðè-
÷åñêîãî ïîëÿ òàêîâà, ÷òî ïðèâîäèò ê îòðûâó èîíîâ
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Ðèñ. 27

Ðèñ. 28

âîäîðîäà è êèñëîðîäà îò ñâÿçóþùèõ èõ 4-ýëåêòðîíîâ,
ñ îäíîé ñòîðîíû, íî ïðè ýòîì 4-ýëåêòðîíû ñîõðàíÿþò
ñâîþ êîíôèãóðàöèþ, ñ äðóãîé ñòîðîíû. Èíà÷å ãîâîðÿ,
ïóñòü ýíåðãèÿ óêàçàííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ áîëü-
øå ýíåðãèè õèìè÷åñêîé ñâÿçè è ìåíüøå ýíåðãèè öâåòî-
âîé ñâÿçè. Â ðåçóëüòàòå îñâîáîæäåííûå 4-ýëåêòðîíû
ñîåäèíÿþòñÿ ìåæäó ñîáîé ñèëàìè öâåòîâîãî ïðèòÿæå-
íèÿ â çàìêíóòóþ îáîëî÷êó. Ýòà îáîëî÷êà ðàçäóâàåòñÿ
â ñôåðó ïîä äåéñòâèåì ñèë Êóëîíà. Îòðèöàòåëüíûé
çàðÿä öåíòðàëüíîãî ýëåêòðîäà âûòàëêèâàåò îáîëî÷êó
ñôåðè÷åñêîãî ìóëüòèýëåêòðîíà ââåðõ (ðèñ. 28). Âìå-
ñòå ñ ýòèì ïðîöåññîì ñôåðè÷åñêèé ìóëüòèýëåêòðîí
ó÷àñòâóåò â ïðîöåññå îáðàñòàíèÿ åãî èîíàìè âîäîðî-
äà è êèñëîðîäà � ïðîöåññå, êîòîðûé ñîïðîâîæäàåòñÿ
ñâå÷åíèåì øàðîâîé ìîëíèè.
Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì ïàðàìåòðû óñòàíîâêè, êîòî-

ðûå ñëåäóåò ñ÷èòàòü êëþ÷åâûìè äëÿ ïîëó÷åíèÿ øà-
ðîâîé ìîëíèè:
1) äèàìåòð åìêîñòè 0, 2ì è ñîîòâåòñòâåííî äèàìåòð

òîðîâèäíîé ÷àñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ êîððåëèðóþò
ñ äèàìåòðîì øàðîâîé ìîëíèè;
2) íàïðÿæåíèå êîíäåíñàòîðà äî 5000Â êîððåëèðó-

åò ñ íàïðÿæåíèåì ìåæäó ñôåðè÷åñêèìè îáîëî÷êàìè
øàðîâîé ìîëíèè (ñì. ïðåäûäóùèé Ðàçäåë).

VIII. ÂÛÂÎÄÛ ÏÎ ÃËÀÂÅ

� Â îñíîâå ôîðìèðîâàíèÿ ýëåêòðîííîé ñòðóêòóðû
àòîìîâ ëåæèò öâåòîâîå ïðèòÿæåíèå ýëåêòðîíîâ

âíóòðåííèõ îðáèòàëåé ýíåðãåòè÷åñêèõ ïîäóðîâ-
íåé, ïðèâîäÿùåå ê âûïîëíåíèþ ïðèíöèïà Ïàóëè
è ïðàâèëà Õóíäà.

� Â îñíîâå õèìè÷åñêîé ñâÿçè ëåæèò öâåòîâîå ïðè-
òÿæåíèå ýëåêòðîíîâ.

� Â îñíîâå êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðû âåùåñòâà
ëåæèò öâåòîâîå ïðèòÿæåíèå ýëåêòðîíîâ, îáåñïå-
÷èâàþùåå ïðî÷íîñòü è óñòîé÷èâîñòü êðèñòàëëè-
÷åñêîé ðåøåòêè.

� Ñâåðõïðîâîäèìîñòü îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ñèëû
öâåòîâîãî ïðèòÿæåíèÿ íå òîëüêî ïðèâîäÿò ê îá-
ðàçîâàíèþ ýëåêòðîííûõ ïàð, íî è îáúåäèíÿþò
èõ â ãèãàíòñêèé ìóëüòèýëåêòðîí, ïðåäñòàâëÿþ-
ùèé ñîáîé êîëëåêòèâíîå êîãåðåíòíîå ñîñòîÿíèå
ýëåêòðîíîâ, ââîäèìîå â òåîðèè Áàðäèíà-Êóïåðà-
Øðèôôåðà.

� ßâëåíèåøàðîâàÿ ìîëíèÿ îáúÿñíÿåòñÿ öâåòîâûì
ïðèòÿæåíèåì ýëåêòðîíîâ, îáúåäèíÿþùèì ýëåê-
òðîíû àòìîñôåðíûõ ãàçîâ â ãèãàíòñêóþ ñôåðó.

� Ñëåäóåò ñîãëàñèòüñÿ ñ Â. Á. Ùåðáàòñêèì, ïðî-
ãíîçèðóþùèì íîâóþ äâóõöâåòíóþ ýëåêòðîíèêó
è íîâûé èñòî÷íèê ýíåðãèè, èñïîëüçóþùèé ýíåð-
ãèþ ìóëüòèýëåêòðîíà. Íå èñêëþ÷åíî, ÷òî òàêèì
èñòî÷íèêîì áóäåò ñâîåãî ðîäà óêðîùåííàÿ øà-
ðîâàÿ ìîëíèÿ.
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ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè êâàðêîâ

I. ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÛÅ ÇÀÌÅ×ÀÍÈß

Äëÿ îïèñàíèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö, îòëè÷íûõ
îò ëåïòîíîâ, ìû ìîäåðíèçèðîâàëè àëãåáðó Êëèôôîð-
äà, îòêàçàâøèñü îò àíòèêîììóòàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ
âñåõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà.

Òåïåðü, ñëåäóÿ èñõîäíîìó ïðåäïîëîæåíèþ, ìû ðàñ-
ñìàòðèâàåì àëãåáðó äåéñòâèÿ êâàðêîâ êàê ÷àñòíûé
ñëó÷àé àëãåáðû äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö
S, äëÿ êîòîðîãî îäíà ÷àñòü ïðîèçâåäåíèé áàçèñíûõ
âåêòîðîâ îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà àíòèêîììóòà-
òèâíà, à äðóãàÿ ÷àñòü � êîììóòàòèâíà. Òàêæå àëãåáðà
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè êâàðêîâ åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé
àëãåáðû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷à-
ñòèö X.
Äëÿ òîãî ÷òîáû î÷åâèäíî âûäåëèòü ýòîò ñëó÷àé,

äëÿ àëãåáðû êâàðêîâ (äåéñòâèÿ è ïðîñòðàíñòâà-âðå-
ìåíè) âìåñòî îáîçíà÷åíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ e ââå-
äåì îáîçíà÷åíèå λ, à âìåñòî E ââåäåì îáîçíà÷åíèå Λ.
Êðîìå òîãî, ââåäåì ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå äëÿ àë-
ãåáðû äåéñòâèÿ êâàðêîâ Q è ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå
äëÿ àëãåáðû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè êâàðêîâ XQ.

Ýòà Ãëàâà îòíîñèòñÿ ê êâàðêàì, êîòîðûå íàçâàíû
íåðåëÿòèâèñòñêèìè. Ýòî íàçâàíèå íå îçíà÷àåò, ÷òî
ðàññìàòðèâàþòñÿ êâàðêè, äâèæóùèåñÿ ñ ñêîðîñòüþ,
ìíîãî ìåíüøåé ñêîðîñòè ñâåòà. Ýòî íàçâàíèå îçíà-
÷àåò, ÷òî ðàññìàòðèâàþòñÿ êâàðêè, â ôîðìèðîâàíèè
âîëíîâîé ôóíêöèè êîòîðûõ íå ó÷àñòâóþò âðåìåíè-
ïîäîáíûå êîìïîíåíòû, òî åñòü îáðàçóþùåå ïðîñòðàí-
ñòâî àëãåáðû äåéñòâèÿ òàêèõ êâàðêîâ ïîëàãàåòñÿ ïî-
äîáíûì ãåîìåòðè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó.

II. ÀËÃÅÁÐÀ ÄÅÉÑÒÂÈß ÊÂÀÐÊÎÂ.
ÍÀ×ÀËÜÍÛÅ ÑÂÅÄÅÍÈß

Íàñòîÿùàÿ Ãëàâà ïîñâÿùåíà àëãåáðå äåéñòâèÿ íåðå-
ëÿòèâèñòñêèõ êâàðêîâ Q3, îáðàçóþùèì ïðîñòðàí-
ñòâîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî, ïîäîáíîå ãåî-
ìåòðè÷åñêîìó, ñ áàçèñíûìè âåêòîðàìè

λ1 ≡ e1 , λ2 ≡ e2 , λ3 ≡ e3 .

Ïðåäâàðèòåëüíî íàïîìíèì, ÷òî êâàðêè îáúåäèíåíû
â òðè ãðóïïû ïîêîëåíèé è äâå ãðóïïû íèæíèõ è âåðõ-
íèõ êâàðêîâ:

1 ïîêîëåíèå 2 ïîêîëåíèå 3 ïîêîëåíèå

u c t âåðõíèå

d s b íèæíèå

1. Àëãåáðà äåéñòâèÿ è ïîêîëåíèÿ êâàðêîâ

Àëãåáðà äåéñòâèÿ íåðåëÿòèâèñòñêèõ êâàðêîâ âêëþ-
÷àåò â ñåáÿ òðè àëãåáðû, îòëè÷àþùèåñÿ ïðàâèëàìè ïå-
ðåñòàíîâêè ñîìíîæèòåëåé â ïðîèçâåäåíèÿõ áàçèñíûõ
âåêòîðîâ îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà.

1.1. Àëãåáðà äåéñòâèÿ êâàðêîâ ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ

Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì IV.2 Ãëàâû 3.4 âîëíî-
âàÿ ôóíêöèÿ êâàðêîâ ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ îïðåäåëåíà
ñëåäóþùåé äèàãðàììîé Þíãà:��

?
1
2
3

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè äëÿ
ãåîìåòðè÷åñêèõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ àëãåáðû êâàðêîâ

12 = −21 , 13 = 31 , 23 = −32

èëè â ðàçâåðíóòîì âèäå

λ2 ◦ λ1 = −λ1 ◦ λ2 ,
λ1 ◦ λ3 = λ3 ◦ λ1 , (1)

λ3 ◦ λ2 = −λ2 ◦ λ3 .

Â ðåçóëüòàòå ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷àñòü âîëíîâîé
ôóíêöèè êâàðêîâ èìååò âèä

ψ = e0 ψ
0 + ea ψ

a+ e[21] ψ
[21]+ e⟨13⟩ ψ

⟨13⟩+ e[32] ψ
[32]+

+e(123)2 ψ
(123)2 .

Ïåðåïèøåì ýòî âûðàæåíèå ñ ó÷åòîì ïðèíÿòîãî ïå-
ðåîáîçíà÷åíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ è ïðèíÿòîãî ïîðÿä-
êà èíäåêñîâ ñëàãàåìûõ êîìïîíåíò âåêòîðà ψ

(32, 13, 21, 0, 1, 2, 3, 123) .

Ïîëó÷èì

ψ = λ32 ψ
32 + λ13 ψ

13 + λ21 ψ
21 + λ0 ψ

0 +

+ λ1 ψ
1 + λ2 ψ

2 + λ3 ψ
3 + λ123 ψ

123 (2)

èëè â êîìïàêòíîé çàïèñè

ψ = λA ψ
A ,

ãäå èíäåêñ A ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ

A ∼ (32, 13, 21, 0, 1, 2, 3, 123) .

Àëãåáðó, âêëþ÷àþùóþ ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ
(1), ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êâàðêàì ïåðâîãî ïîêîëå-
íèÿ, òî åñòü u è d êâàðêàì, è áóäåì îáîçíà÷àòü Q(1).
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1.2. Àëãåáðà äåéñòâèÿ êâàðêîâ âòîðîãî ïîêîëåíèÿ

Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì IV.2 Ãëàâû 3.4 âîëíî-
âàÿ ôóíêöèÿ êâàðêîâ âòîðîãî ïîêîëåíèÿ îïðåäåëåíà
ñëåäóþùåé äèàãðàììîé Þíãà:��

?
3
1
2

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè äëÿ
ãåîìåòðè÷åñêèõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ àëãåáðû êâàðêîâ

12 = −21 , 13 = −31 , 23 = 32

èëè â ðàçâåðíóòîì âèäå

λ2 ◦ λ1 = −λ1 ◦ λ2 ,
λ1 ◦ λ3 = −λ3 ◦ λ1 , (3)

λ3 ◦ λ2 = λ2 ◦ λ3 .

Â ðåçóëüòàòå ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷àñòü âîëíîâîé
ôóíêöèè êâàðêîâ èìååò âèä

ψ = e0 ψ
0 + ea ψ

a+ e[13] ψ
[13]+ e⟨32⟩ ψ

⟨32⟩+ e[21] ψ
[21]+

+e(312)2 ψ
(312)2 .

Ïåðåïèøåì ýòî âûðàæåíèå ñ ó÷åòîì ïðèíÿòîãî ïå-
ðåîáîçíà÷åíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ è ïðèíÿòîãî ïîðÿä-
êà èíäåêñîâ ñëàãàåìûõ êîìïîíåíò âåêòîðà ψ

(21, 32, 13, 0, 3, 1, 2, 312) .

Ïîëó÷èì

ψ = λ21 ψ
21 + λ32 ψ

32 + λ13 ψ
13 + λ0 ψ

0 +

+ λ3 ψ
3 + λ1 ψ

1 + λ2 ψ
2 + λ312 ψ

312 (4)

èëè â êîìïàêòíîé çàïèñè

ψ = λA ψ
A ,

ãäå èíäåêñ A ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ

A ∼ (21, 32, 13, 0, 3, 1, 2, 312) .

Àëãåáðó, âêëþ÷àþùóþ ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøå-
íèÿ (3), ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êâàðêàì âòîðîãî ïî-
êîëåíèÿ, òî åñòü c è s êâàðêàì, è áóäåì îáîçíà÷àòü
Q(2).

1.3. Àëãåáðà äåéñòâèÿ êâàðêîâ òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ

Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì IV.2 Ãëàâû 3.4 âîëíî-
âàÿ ôóíêöèÿ êâàðêîâ òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ îïðåäåëåíà
ñëåäóþùåé äèàãðàììîé Þíãà:��

?
2
3
1

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè äëÿ
ãåîìåòðè÷åñêèõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ àëãåáðû êâàðêîâ

12 = 21 , 13 = −31 , 23 = −32

èëè â ðàçâåðíóòîì âèäå

λ2 ◦ λ1 = λ1 ◦ λ2 ,
λ1 ◦ λ3 = −λ3 ◦ λ1 , (5)

λ3 ◦ λ2 = −λ2 ◦ λ3 .

Â ðåçóëüòàòå ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷àñòü âîëíîâîé
ôóíêöèè êâàðêîâ èìååò âèä

ψ = e0 ψ
0 + ea ψ

a+ e[32] ψ
[32]+ e⟨21⟩ ψ

⟨21⟩+ e[13] ψ
[13]+

+e(231)2 ψ
(231)2 .

Ïåðåïèøåì ýòî âûðàæåíèå ñ ó÷åòîì ïðèíÿòîãî ïå-
ðåîáîçíà÷åíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ è ïðèíÿòîãî ïîðÿä-
êà èíäåêñîâ ñëàãàåìûõ êîìïîíåíò âåêòîðà ψ

(13, 21, 32, 0, 2, 3, 1, 231) .

Ïîëó÷èì

ψ = λ13 ψ
13 + λ21 ψ

21 + λ32 ψ
32 + λ0 ψ

0 +

+ λ2 ψ
2 + λ3 ψ

3 + λ1 ψ
1 + λ231 ψ

231 (6)

èëè â êîìïàêòíîé çàïèñè

ψ = λA ψ
A ,

ãäå èíäåêñ A ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ

A ∼ (13, 21, 32, 0, 2, 3, 1, 231) .

Àëãåáðó, âêëþ÷àþùóþ ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøå-
íèÿ (5), ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êâàðêàì òðåòüåãî ïî-
êîëåíèÿ, òî åñòü t è b êâàðêàì, è áóäåì îáîçíà÷àòü
Q(3).
Àëãåáðû Q(1), Q(2), Q(3), ïîñòàâëåííûå â ñîîòâåò-

ñòâèå òðåì ïîêîëåíèÿì êâàðêîâ, ñîäåðæàò ïî äâóì àí-
òèêîììóòàòèâíûì è îäíîìó êîììóòàòèâíîìó ñîîòíî-
øåíèÿì. Ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî ýòî ñîâïàäåíèå ïðèâå-
äåò ê ñîâïàäåíèþ ðÿäà äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê
ïîêîëåíèé êâàðêîâ.
Îò àëãåáðû Q(1), ìîæíî ïåðåéòè ê àëãåáðå Q(2) è

çàòåì ê àëãåáðå Q(3), âûïîëíÿÿ öèêëè÷åñêóþ ïåðåñòà-
íîâêó èíäåêñîâ 1, 2, 3, íóìåðóþùèõ êîìïîíåíòû ãåî-
ìåòðè÷åñêîãî âåêòîðà. Â ÷àñòíîñòè, ïåðåõîä îò âîëíî-
âûõ ôóíêöèé êâàðêîâ îäíîãî ïîêîëåíèÿ ê âîëíîâûì
ôóíêöèÿì êâàðêîâ äðóãèõ ïîêîëåíèé îñóùåñòâëÿåò-
ñÿ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé èíäåêñîâ, íóìåðóþùèõ
êîìïîíåíòû ãåîìåòðè÷åñêîãî âåêòîðà. Ïðè ýòîì ñàìî
÷èñëî ïîêîëåíèé êâàðêîâ ðàâíî ðàçìåðíîñòè ãåîìåò-
ðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, òî åñòü òðåì. Çäåñü íåîáõîäè-
ìî âñïîìíèòü, ÷òî â Ãëàâå 4.2 Ðàçäåë IV. áûëî ïîêàçà-
íî, ÷òî ïåðåõîä îò âîëíîâûõ ôóíêöèé ëåïòîíîâ îäíîãî
ïîêîëåíèÿ ê âîëíîâûì ôóíêöèÿì ëåïòîíîâ äðóãèõ ïî-
êîëåíèé îñóùåñòâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé
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èíäåêñîâ, íóìåðóþùèõ êîìïîíåíòû ãåîìåòðè÷åñêîãî
âåêòîðà, à ñàìî ÷èñëî ïîêîëåíèé ëåïòîíîâ ðàâíî ðàç-
ìåðíîñòè ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Òàêèì îáðà-
çîì, ìû èìååì åäèíóþ òî÷êó çðåíèÿ, îáúÿñíÿþùóþ
êàê ñóùåñòâîâàíèå ïîêîëåíèé ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷à-
ñòèö, òàê è èõ ÷èñëî. Íàëè÷èå òàêîé òî÷êè çðåíèÿ
ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ïîñòðîåíèÿ åäèíîé
òåîðèè âçàèìîäåéñòâèé.

2. Àëãåáðà äåéñòâèÿ íèæíèõ è âåðõíèõ êâàðêîâ

Çäåñü íåîáõîäèìî âñïîìíèòü ñèòóàöèþ, ñ êîòîðîé
ìû ñòîëêíóëèñü ïðè îïèñàíèè ëåïòîíîâ. Â Ãëàâå 4.2.
Ðàçäåë IV. áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî àëãåáðà Êëèôôîð-
äà C3 ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé äåéñòâèÿ ëåïòîíîâ îäíîãî
ïîêîëåíèÿ. Íàøè ðàññóæäåíèÿ âêëþ÷àëè äâà ýòàïà.
Ñíà÷àëà ìû îáîáùèëè àëãåáðó C3 äî àëãåáðû ðåëÿ-
òèâèñòñêèõ ëåïòîíîâ C4, à çàòåì çàïèñàëè óðàâíåíèÿ
êâàíòîâîé ìåõàíèêè äëÿ ýòîé àëãåáðû. Îêàçàëîñü, ÷òî
óðàâíåíèÿ ðàñïàäàþòñÿ íà äâå íåçàâèñèìûå ñèñòåìû
óðàâíåíèé, îäíà èç êîòîðûõ îòíîñèòñÿ ê âåðõíåìó, à
äðóãàÿ ê íèæíåìó ëåïòîíàì îäíîãî ïîêîëåíèÿ. Åñëè
äîïóñòèòü åäèíóþ òî÷êó çðåíèÿ íà àëãåáðàè÷åñêóþ
ñòðóêòóðó ëåïòîíîâ è êâàðêîâ, òî íóæíî ñ÷èòàòü,
÷òî àëãåáðà êâàðêîâ Q3 ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé äåéñòâèÿ
êâàðêîâ îäíîãî ïîêîëåíèÿ (íàïðèìåð u è d). Ïðè-
÷åì ïîñëå òîãî, êàê àëãåáðà Q3 áóäåò îáîáùåíà äî
àëãåáðû ðåëÿòèâèñòñêèõ êâàðêîâ Q4 è äëÿ íåå áóäóò
çàïèñàíû óðàâíåíèÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè, ýòè óðàâ-
íåíèÿ äîëæíû äîïóñòèòü âîçìîæíîñòü èõ çàïèñè â
âèäå äâóõ íåçàâèñèìûõ ñèñòåì óðàâíåíèé. Îäíà èç
ýòèõ ñèñòåì äîëæíà îòíîñèòüñÿ ê âåðõíåìó êâàðêó
(íàïðèìåð u), à äðóãàÿ ê íèæíåìó êâàðêó (íàïðèìåð
d) îäíîãî ïîêîëåíèÿ. Íàëè÷èå òàêîé òî÷êè çðåíèÿ íà
àëãåáðàè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö
îäíîãî ïîêîëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âåñüìà æåëàòåëüíûì ñ
ïîçèöèè åäèíîãî ïîäõîäà ê ôóíäàìåíòàëüíûì ÷àñòè-
öàì. Èìåííî ýòó òî÷êó çðåíèÿ ìû ïðîâîäèì, ïîñòóëè-
ðóÿ âûøåóêàçàííîå ñîîòâåòñòâèå àëãåáð è ïîêîëåíèé
êâàðêîâ.

III. ÀËÃÅÁÐÀ ÍÅÐÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÈÕ
ÊÂÀÐÊÎÂ. ÎÁÙÀß ×ÀÑÒÜ

1. Áàçèñíûå âåêòîðû

Â ñîîòâåòñòâèè ñ âûäâèíóòûì ïðåäïîëîæåíèåì àë-
ãåáðà Q3 åñòü àëãåáðà äåéñòâèÿ êâàðêîâ. Óêàæåì áà-
çèñíûå âåêòîðû ýòîé àëãåáðû è ïðàâèëà óìíîæåíèÿ,
êîòîðûì îíè ïîä÷èíÿþòñÿ.

� λ0 � áàçèñíûé âåêòîð ñêàëÿðíîé ÷àñòè âåêòîðà.
Ýòîò áàçèñíûé âåêòîð íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò
ñîîòâåòñòâóþùåãî âåêòîðà ε0 àëãåáðû C. Îäíà-
êî ìû èñïîëüçóåì äðóãîå îáîçíà÷åíèå äëÿ òîãî,
÷òîáû ïîä÷åðêíóòü ïðèíàäëåæíîñòü ýòîãî âåê-

òîðà äðóãîé àëãåáðå. Äëÿ λ0 èìååò ìåñòî ïðàâè-
ëî óìíîæåíèÿ

λ0 ◦ λ0 = λ0 .

� Îáðàçóþùèå âåêòîðû λa, ãäå èíäåêñ a ïðîáåãà-
åò çíà÷åíèÿ îò 1 äî 3. Íóæíî èìåòü â âèäó, ÷òî
îáðàçóþùåå ïðîñòðàíñòâî äëÿ àëãåáð Q3 è C3

îäèíàêîâî. Ïîýòîìó âåêòîðû λa ýêâèâàëåíòíû
âåêòîðàìè εa, ïîêà íå ðàññìàòðèâàåòñÿ óìíîæå-
íèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ. ×èñëî âåêòîðîâ λa ðàâíî
òðåì. Äëÿ íèõ èìåþò ìåñòî ïðàâèëà óìíîæåíèÿ

λa ◦ λ0 = λ0 ◦ λa = λa ,

λa ◦ λa = λ0 .

� Âåêòîðû

λab = λa ◦ λb .

Çäåñü a ̸= b. ×èñëî ýòèõ âåêòîðîâ ðàâíî ÷èñëó
ñî÷åòàíèé èç òðåõ ýëåìåíòîâ ïî äâà

C2
3 = 3 .

Äëÿ ýòèõ âåêòîðîâ âûïîëíÿþòñÿ ïðàâèëà ïåðå-
ñòàíîâêè èíäåêñîâ è ñîîòâåòñòâåííî ñîìíîæèòå-
ëåé (óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè), óêàçàííûå
â Ðàçäåëå I.

� Âåêòîð

λ123 = λ1 ◦ λ2 ◦ λ3 .

Äëÿ ýòèõ âåêòîðîâ âûïîëíÿþòñÿ ïðàâèëà óìíî-
æåíèÿ, âûòåêàþùèå èç óñëîâèÿ àññîöèàòèâíîñòè
è óñëîâèé ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè.

2. Óìíîæåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ

2.1. Êîíòðàâàðèàíòíàÿ àëãåáðà

Çäåñü ìû îòòàëêèâàåìñÿ îò ñëåäóþùèõ îáùèõ ñî-
îáðàæåíèé. Áàçèñíûå âåêòîðû eI ó÷àñòâóþò â ïî-
ñòðîåíèè êàê êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðû äåéñòâèÿ
ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö S, òàê è êîíòðàâàðèàíòíîé
àëãåáðû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷à-
ñòèö X. Ïðèíàäëåæíîñòü âåêòîðà èëè àëãåáðå äåé-
ñòâèÿ èëè àëãåáðå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè îïðåäåëÿåò-
ñÿ ðàçìåðíîñòüþ êîîðäèíàò âåêòîðà. Ïîýòîìó, åñëè íå
ðàññìàòðèâàòü ðàçìåðíîñòü âåêòîðà èëè ñ÷èòàòü âåê-
òîð áåçðàçìåðíûì, òî ìîæíî ãîâîðèòü âîîáùå î êîí-
òðàâàðèàíòíîé àëãåáðå ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö.
Îáîçíà÷èì áåçðàçìåðíóþ àëãåáðó ôóíäàìåíòàëüíûõ
÷àñòèö ñëåäóþùèì îáðàçîì: (S, X). Íåîáõîäèìî îò-
ìåòèòü, ÷òî óìíîæåíèå â êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðå
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(S, X) ÿâëÿåòñÿ íåêîììóòàòèâíûì, ïîýòîìó àëãåá-
ðà (S, X) ñóùåñòâóåò â äâóõ ìîäèôèêàöèÿõ: ïðàâîé
� r(S, X) è ëåâîé � l(S, X). Äëÿ ïðàâîé êîíòðàâà-
ðèàíòíîé àëãåáðû ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö r(S, X)
óìíîæåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ èìååò âèä

reK ◦ reI = reL · rCLKI .

Äëÿ ëåâîé êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðû ôóíäàìåí-
òàëüíûõ ÷àñòèö l(S, X) óìíîæåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ
èìååò âèä

leI ◦ leK = leL · lCLKI .

Êðîìå òîãî, íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ñòðóêòóðíûå
ïîñòîÿííûå

CLKI ∼ rC
L
KI , lC

L
KI

ó÷àñòâóþò â ôîðìèðîâàíèè îïåðàòîðà íàáëà ôóíäà-
ìåíòàëüíîé àíòè÷àñòèöû. Ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå

rC
L
KI ó÷àñòâóþò â ôîðìèðîâàíèè ëåâîãî îïåðàòîðà

íàáëà, à ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå lC
L
KI ó÷àñòâóþò â

ôîðìèðîâàíèè ïðàâîãî îïåðàòîðà íàáëà.
Îòòàëêèâàÿñü îò âûøåñêàçàííîãî, îáðàòèìñÿ ê àë-

ãåáðå êâàðêîâ. Áàçèñíûå âåêòîðû λI ó÷àñòâóþò â
ïîñòðîåíèè êàê êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðû äåéñòâèÿ
êâàðêîâ Q, òàê è êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðû ïðî-
ñòðàíñòâà-âðåìåíè êâàðêîâ XQ. Ïðèíàäëåæíîñòü âåê-
òîðà èëè àëãåáðå äåéñòâèÿ, èëè àëãåáðå ïðîñòðàí-
ñòâà-âðåìåíè îïðåäåëÿåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ êîîðäèíàò
âåêòîðà. Ïîýòîìó, åñëè íå ðàññìàòðèâàòü ðàçìåð-
íîñòü âåêòîðà èëè ñ÷èòàòü âåêòîð áåçðàçìåðíûì, òî
ìîæíî ãîâîðèòü âîîáùå î êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðå
êâàðêîâ. Îáîçíà÷èì áåçðàçìåðíóþ àëãåáðó êâàðêîâ
ñëåäóþùèì îáðàçîì: (Q, XQ). Íåîáõîäèìî îòìåòèòü,
÷òî óìíîæåíèå â êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðå êâàðêîâ
(Q, XQ) ÿâëÿåòñÿ íåêîììóòàòèâíûì, ïîýòîìó àëãåáðà
(Q, XQ) ñóùåñòâóåò â äâóõ ìîäèôèêàöèÿõ: ïðàâîé �

r(Q, XQ) è ëåâîé � l(Q, XQ). Äëÿ ïðàâîé êîíòðàâàðè-
àíòíîé àëãåáðû êâàðêîâ r(Q, XQ) óìíîæåíèå áàçèñ-
íûõ âåêòîðîâ èìååò âèä

rλK ◦ rλI = rλL · rCLKI . (7)

Äëÿ ëåâîé êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðû êâàðêîâ l(Q, XQ)
óìíîæåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ èìååò âèä

lλI ◦ lλK = lλL · lCLKI . (8)

Êðîìå òîãî, íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ñòðóêòóðíûå
ïîñòîÿííûå

CLKI ∼ rC
L
KI , lC

L
KI

ó÷àñòâóþò â ôîðìèðîâàíèè îïåðàòîðà íàáëà àíòè-
êâàðêà. Ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå rC

L
KI ó÷àñòâóþò

â ôîðìèðîâàíèè ëåâîãî îïåðàòîðà íàáëà, à ñòðóêòóð-
íûå ïîñòîÿííûå lC

L
KI ó÷àñòâóþò â ôîðìèðîâàíèè

ïðàâîãî îïåðàòîðà íàáëà.

2.2. Êîâàðèàíòíàÿ àëãåáðà

Çäåñü òàêæå áóäåì îòòàëêèâàòüñÿ îò ñëåäóþùèõ
îáùèõ ñîîáðàæåíèé. Áàçèñíûå âåêòîðû EI ó÷àñòâó-
þò â ïîñòðîåíèè êàê êîâàðèàíòíîé àëãåáðû äåéñòâèÿ
ôóíäàìåíòàëüíûõ àíòè÷àñòèö S∗, òàê è êîâàðèàíòíîé
àëãåáðû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ôóíäàìåíòàëüíûõ àí-
òè÷àñòèö X∗. Ïðèíàäëåæíîñòü âåêòîðà èëè àëãåáðå
äåéñòâèÿ èëè àëãåáðå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ àíòè÷àñòèö îïðåäåëÿåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ
âåêòîðà. Ïîýòîìó, åñëè íå ðàññìàòðèâàòü ðàçìåðíîñòü
âåêòîðà èëè ñ÷èòàòü âåêòîð áåçðàçìåðíûì, òî ìîæíî
ãîâîðèòü âîîáùå î êîâàðèàíòíîé àëãåáðå ôóíäàìåí-
òàëüíûõ àíòè÷àñòèö. Îáîçíà÷èì áåçðàçìåðíóþ àë-
ãåáðó ôóíäàìåíòàëüíûõ àíòè÷àñòèö ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì: (S, X)∗. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî óìíîæåíèå
â êîâàðèàíòíîé àëãåáðå (S, X)∗ ÿâëÿåòñÿ íåêîììóòà-
òèâíûì, ïîýòîìó àëãåáðà (S, X)∗ ñóùåñòâóåò â äâóõ
ìîäèôèêàöèÿõ: ïðàâîé � r(S, X)∗ è ëåâîé � l(S, X)∗.
Äëÿ ïðàâîé êîâàðèàíòíîé àëãåáðû ôóíäàìåíòàëüíûõ
àíòè÷àñòèö r(S, X)∗ óìíîæåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ
èìååò âèä

rE
K ◦ rE

I = rC
IK
L · rEL .

Äëÿ ëåâîé êîâàðèàíòíîé àëãåáðû ôóíäàìåíòàëü-
íûõ àíòè÷àñòèö l(S, X)∗ óìíîæåíèå áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ èìååò âèä

lE
I ◦ lE

K = lC
IK
L · lEL .

Êðîìå òîãî, íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ñòðóêòóðíûå
ïîñòîÿííûå

CIKL ∼ rC
IK
L , lC

IK
L

ó÷àñòâóþò â ôîðìèðîâàíèè îïåðàòîðà íàáëà ôóíäà-
ìåíòàëüíîé ÷àñòèöû. Ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå rC

IK
L

ó÷àñòâóþò â ôîðìèðîâàíèè ëåâîãî îïåðàòîðà íàáëà,
à ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå lC

IK
L ó÷àñòâóþò â ôîð-

ìèðîâàíèè ïðàâîãî îïåðàòîðà íàáëà.
Îòòàëêèâàÿñü îò âûøåñêàçàííîãî, îáðàòèìñÿ ê àë-

ãåáðå àíòèêâàðêîâ. Áàçèñíûå âåêòîðû ΛI ó÷àñòâóþò
â ïîñòðîåíèè êàê êîâàðèàíòíîé àëãåáðû äåéñòâèÿ
àíòèêâàðêîâ Q∗, òàê è êîâàðèàíòíîé àëãåáðû ïðî-
ñòðàíñòâà-âðåìåíè àíòèêâàðêîâ XQ

∗. Ïðèíàäëåæíîñòü
âåêòîðà èëè àëãåáðå äåéñòâèÿ èëè àëãåáðå ïðîñòðàí-
ñòâà-âðåìåíè àíòèêâàðêîâ îïðåäåëÿåòñÿ ðàçìåðíî-
ñòüþ âåêòîðà. Ïîýòîìó, åñëè íå ðàññìàòðèâàòü ðàç-
ìåðíîñòü âåêòîðà èëè ñ÷èòàòü âåêòîð áåçðàçìåðíûì,
òî ìîæíî ãîâîðèòü âîîáùå î êîâàðèàíòíîé àëãåáðå
àíòèêâàðêîâ. Îáîçíà÷èì áåçðàçìåðíóþ àëãåáðó àí-
òèêâàðêîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì: (Q, XQ)

∗. Íåîáõîäè-
ìî îòìåòèòü, ÷òî óìíîæåíèå â êîâàðèàíòíîé àëãåáðå
(Q, XQ)

∗ ÿâëÿåòñÿ íåêîììóòàòèâíûì, ïîýòîìó àëãåá-
ðà (Q, XQ)

∗ ñóùåñòâóåò â äâóõ ìîäèôèêàöèÿõ: ïðàâîé
� r(Q, XQ)

∗ è ëåâîé � l(Q, XQ)
∗. Äëÿ ïðàâîé êîâàðè-

àíòíîé àëãåáðû àíòèêâàðêîâ r(Q, XQ)
∗ óìíîæåíèå

áàçèñíûõ âåêòîðîâ èìååò âèä

rΛ
K ◦ rΛ

I = rC
IK
L rΛ

L . (9)



IV. Àëãåáðà äåéñòâèÿ êâàðêîâ ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ Q(1) 125

Äëÿ ëåâîé êîâàðèàíòíîé àëãåáðû àíòèêâàðêîâ l(Q, XQ)
∗

óìíîæåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ èìååò âèä

lΛ
I ◦ lΛ

K = lC
IK
L lΛ

L . (10)

Êðîìå òîãî, íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ñòðóêòóðíûå
ïîñòîÿííûå

CIKL ∼ rC
IK
L , lC

IK
L

ó÷àñòâóþò â ôîðìèðîâàíèè îïåðàòîðà íàáëà êâàðêà.
Ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå rC

IK
L ó÷àñòâóþò â ôîðìè-

ðîâàíèè ëåâîãî îïåðàòîðà íàáëà, à ñòðóêòóðíûå ïî-
ñòîÿííûå lC

IK
L ó÷àñòâóþò â ôîðìèðîâàíèè ïðàâîãî

îïåðàòîðà íàáëà.

IV. ÀËÃÅÁÐÀ ÄÅÉÑÒÂÈß ÊÂÀÐÊÎÂ
ÏÅÐÂÎÃÎ ÏÎÊÎËÅÍÈß Q(1)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ âûäâèíóòûì íàìè ïðåäïîëîæå-
íèåì êîììóòàòèâíî-àíòèêîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà Q(1)
åñòü àëãåáðà äåéñòâèÿ êâàðêîâ ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ.
Óêàæåì áàçèñíûå âåêòîðû ýòîé àëãåáðû è ïðàâèëà
óìíîæåíèÿ, êîòîðûì îíè ïîä÷èíÿþòñÿ.

� λ0 � áàçèñíûé âåêòîð ñêàëÿðíîé ÷àñòè âåêòîðà.
Äëÿ λ0 èìååò ìåñòî ïðàâèëî óìíîæåíèÿ

λ0 ◦ λ0 = λ0 .

� Îáðàçóþùèå áàçèñíûå âåêòîðû λa, ãäå èíäåêñ a
ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ îò 1 äî 3, åñòü áàçèñíûå âåê-
òîðû ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. ×èñëî âåê-
òîðîâ λa ðàâíî òðåì. Äëÿ íèõ èìåþò ìåñòî ïðà-
âèëà óìíîæåíèÿ

λa ◦ λ0 = λ0 ◦ λa = λa ,

λa ◦ λa = λ0 .

� Âåêòîðû

λab = λb ◦ λa .

Çäåñü a ̸= b.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì I äëÿ ýòèõ âåêòîðîâ
âûïîëíÿþòñÿ ïðàâèëà ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ è
ñîîòâåòñòâåííî ñîìíîæèòåëåé � óñëîâèÿ ñîñåä-
íåé ïåðåñòàíîâêè

λ12 = −λ21 ,
λ13 = λ31 ,

λ32 = −λ23 .

Ïðàâèëà óìíîæåíèÿ, â êîòîðûõ ó÷àñòâóþò ýòè
âåêòîðû, ñëåäóþò èç óñëîâèÿ àññîöèàòèâíîñòè è
óñëîâèé ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè. Â ÷àñòíîñòè,

λ21 ◦ λ21 = −λ0 ,
λ13 ◦ λ13 = λ0 ,

λ32 ◦ λ32 = −λ0 .

� Âåêòîð

λ123 = λ3 ◦ λ2 ◦ λ1 .

Äëÿ ýòîãî âåêòîðà âûïîëíÿþòñÿ ïðàâèëà ïåðå-
ñòàíîâêè èíäåêñîâ è ñîîòâåòñòâåííî ñîìíîæèòå-
ëåé

λ123 = −λ213 = −λ231 = λ321 = −λ312 = −λ132 .

Èç óñëîâèÿ àññîöèàòèâíîñòè è óñëîâèé ñîñåäíåé
ïåðåñòàíîâêè òàêæå ñëåäóåò

λ123 ◦ λ123 = λ0 .

1. Äåéñòâèòåëüíîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû
äåéñòâèÿ êâàðêîâ Q(1)

Çàïèñè âåêòîðà ψ

ψ = λ32 ψ
32 + λ13 ψ

13 + λ21 ψ
21 + λ0 ψ

0 +

+λ1 ψ
1 + λ2 ψ

2 + λ3 ψ
3 + λ123 ψ

123

ñîîòâåòñòâóåò äåéñòâèòåëüíîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû
äåéñòâèÿ êâàðêîâQ3. Â ýòîì ñëó÷àå ñòðóêòóðíûå ìàò-
ðèöû, êîòîðûìè ïðåäñòàâëåíû áàçèñíûå âåêòîðû

CLKI ∼ λI ,

èìåþò äåéñòâèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû, à ðàçìåðíîñòü
ìàòðèö ðàâíà 8 × 8 (cì. Ðàçäåë V). Ïîìèìî äåé-
ñòâèòåëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, áóäåì èñïîëüçîâàòü iab-
ïðåäñòàâëåíèå è IAB-ïðåäñòàâëåíèå, óäîáíûå â ñèëó
ñâîåé êîìïàêòíîñòè.

2. iab-ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû äåéñòâèÿ êâàðêîâ
Q(1)

iab-ïðåäñòàâëåíèå îñíîâàíî íà ñëåäóþùåì ðàçëîæå-
íèè âåêòîðà:

ψ = λ13 ◦ (λ21 ψ32 + λ0 ψ
13) + λ0 ◦ (λ21 ψ21 + λ0 ψ

0) +

+λ2 ◦ (λ21 ψ1 + λ0 ψ
2) + λ123 ◦ (λ21 ψ3 + λ0 ψ

123) .

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóåò çàïèñè àëãåáðû
Q3 â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ Q2 × Q1 (çäåñü íèæíèé èí-
äåêñ åñòü ðàçìåðíîñòü îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà).
Áàçèñíûìè âåêòîðàìè àëãåáðû Q2 ÿâëÿþòñÿ

λ13 , λ0 , λ2 , λ123 ;

áàçèñíûìè âåêòîðàìè àëãåáðû Q1 ÿâëÿþòñÿ

λ21 , λ0 .

Ïðîñòðàíñòâî Q1 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðî-
ñòðàíñòâî iab-÷èñåë. Äëÿ ýòîãî áàçèñíîìó âåêòîðó
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λ21 àëãåáðû Q1 ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ìíèìóþ åäè-
íèöó, ó÷èòûâàÿ, ÷òî (λ21)

2 = −1, à áàçèñíîìó âåêòîðó
λ0 ýòîé àëãåáðû ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå äåéñòâèòåëü-
íóþ åäèíèöó:

λ21 ∼ i , λ0 ∼ 1 .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì âåêòîð àëãåáðû Q3 â iab-
ïðåäñòàâëåíèè

ψ = λ13 ◦ (i ψ32 + ψ13) + λ0 ◦ (i ψ21 + ψ0)+

+λ2 ◦ (i ψ1 + ψ2) + λ123 ◦ (i ψ3 + ψ123) .
(11)

Òàêèì îáðàçîì, â iab-ïðåäñòàâëåíèè êîîðäèíàòû
(êîìïîíåíòû) âåêòîðà ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûìè ÷èñ-
ëàìè. Ââåäåì äëÿ íèõ îáîçíà÷åíèÿ

ψ13 = i ψ32 + ψ13 , ψ0 = i ψ21 + ψ0 ,

ψ2 = i ψ1 + ψ2 , ψ123 = i ψ3 + ψ123 .
(12)

Ñ ó÷åòîì ýòîãî âåêòîð ψ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ψ = λ13ψ
13 + λ0ψ

0 + λ2ψ
2 + λ123ψ

123 . (13)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî â iab-ïðåäñòàâëåíèè âåêòîð ψ
ïðîåöèðóåòñÿ íà íàïðàâëåíèÿ λ13, λ0, λ2, λ123.
Â iab-ïðåäñòàâëåíèè ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû èìåþò

ðàçìåðíîñòü 4 × 4. Îò iab-ïðåäñòàâëåíèÿ ïåðåéäåì ê
IAB-ïðåäñòàâëåíèþ.

3. IAB-ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû äåéñòâèÿ êâàðêîâ
Q(1)

IAB-ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Q3 îñíîâàíî íà ðàçëî-
æåíèè âåêòîðà:

ψ = (λ32 ψ
32 + λ13 ψ

13 + λ21 ψ
21 + λ0 ψ

0) ◦ λ0 +
+(λ32 ψ

1 + λ13 ψ
2 + λ21 ψ

3 + λ0 ψ
123) ◦ λ123 .

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóåò çàïèñè àëãåáðû
Q3 â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ Q1×Q2. Áàçèñíûìè âåêòîðà-
ìè àëãåáðû Q1 ÿâëÿþòñÿ

λ0 , λ123 ;

áàçèñíûìè âåêòîðàìè àëãåáðû Q2 ÿâëÿþòñÿ

λ32 , λ13 , λ21 , λ0 .

(λ32)
2 = (λ21)

2 = −1 , (λ13)
2 = (λ0)

2 = 1 .

Ïîñëåäíþþ àëãåáðó íàçîâåì IAB-àëãåáðîé. Ýòà àë-
ãåáðà àíàëîãè÷íà àëãåáðå êâàòåðíèîíîâ. Äëÿ áàçèñ-
íûõ åäèíèö IAB-àëãåáðû èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå îáî-
çíà÷åíèÿ:

a · I , b ·A , i ·B , 11 .

Çàìåíèì áàçèñíûå âåêòîðû λ32, λ13, λ21, λ0 ïðèâå-
äåííûìè ãèïåð÷èñëàìè

λ32 ∼ a I ,

λ13 ∼ bA ,

λ21 ∼ i B ,

λ0 ∼ 1 11 .

Ïîëó÷èì âåêòîð àëãåáðû Q3 â IAB-ïðåäñòàâëåíèè
1

ψ = (a · I ψ32 + b ·Aψ13 + i ·B ψ21 + 11ψ0) ◦ λ0 +
+(a · I ψ1 + b ·Aψ2 + i ·B ψ3 + 11ψ123) ◦ λ123 .

Òàêèì îáðàçîì, â IAB-ïðåäñòàâëåíèè êîîðäèíàòû
(êîìïîíåíòû) âåêòîðà ÿâëÿþòñÿ ãèïåð÷èñëàìè. Ââå-
äåì äëÿ íèõ îáîçíà÷åíèÿ

Ψ0 = a I ψ32 + bAψ13 + i B ψ21 + 11ψ0 ,

Ψ123 = a I ψ1 + bAψ2 + i B ψ3 + 11ψ123 .
(14)

Ñ ó÷åòîì ýòîãî âåêòîð ψ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ψ = Ψ0 λ0 +Ψ123 λ123 .

Îòñþäà âèäíî, ÷òî â IAB-ïðåäñòàâëåíèè âåêòîð ψ
ïðîåöèðóåòñÿ íà íàïðàâëåíèÿ λ0, λ123.
Â IAB-ïðåäñòàâëåíèè ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû èìåþò

ðàçìåðíîñòü 2× 2 (ñì. Ðàçäåë V).

V. ÑÒÐÓÊÒÓÐÍÛÅ ÌÀÒÐÈÖÛ
ÊÎÍÒÐÀÂÀÐÈÀÍÒÍÎÉ ÀËÃÅÁÐÛ

ÄÅÉÑÒÂÈß ÊÂÀÐÊÎÂ Q3

Â ýòîì Ðàçäåëå ðàññìîòðèì âû÷èñëåíèå ñòðóêòóð-
íûõ ìàòðèö àëãåáðû êâàðêîâ Q3. Ïðè ýòîì áóäåì
ïîëüçîâàòüñÿ îïûòîì, ïîëó÷åííûì ïðè âûâîäå ìàò-
ðèö Äèðàêà. Îáðàùåíèå ê ìàòðèöàì Äèðàêà íàó÷èëî
íàñ ñëåäóþùåìó.
1. Êîìïîíåíòû âåêòîðîâ è ìàòðèö íåîáõîäèìî ðàñ-

ñìàòðèâàòü â ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíäåê-
ñîâ

(32, 13, 21, 0, 1, 2, 3, 123) .

2. Ïåðåõîä îò äåéñòâèòåëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê
êîìïàêòíûì ïðåäñòàâëåíèÿì îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì
ââåäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ áëî÷íûõ ìàòðèö. Ïðè ïðå-
îáðàçîâàíèè ìàòðèö rC

L
KI è lC

L
KI îò äåéñòâèòåëü-

íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê iab-ïðåäñòàâëåíèþ èñïîëüçîâà-
íû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ áëîêîâ 2×2:

1 Çàìåòèì, ÷òî ïðè óìíîæåíèè áàçèñíûõ åäèíèö ïåðâûå è âòî-
ðûå ñîìíîæèòåëè óìíîæàþòñÿ îòäåëüíî. Íàïðèìåð,

(a · I) · (b ·A) = (a · b) · (I ·A) = −i ·B .
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1 = 1

1
, i = 1

-1
.

a = 1

1
, b = -1

1
.

Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ìàòðèö rC
L
KI è lC

L
KI îò iab-

ïðåäñòàâëåíèÿ ê IAB-ïðåäñòàâëåíèþ èñïîëüçîâàíû
ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ áëîêîâ 2×22:

11 = 1

1
, I = 1

1
,

A = 1

1
, B = -1

1
.

3. Ïðè ïåðåõîäå ê ÷àñòíûì ñëó÷àÿì êâàíòîâîé òåî-
ðèè öåëåñîîáðàçíî ïîëüçîâàòüñÿ ïðîöåäóðîé ñæàòèÿ,
èëè âûðîæäåíèÿ, ñëàãàåìûõ êîìïîíåíò âåêòîðà.
Èòàê, â ñîîòâåòñòâèè ñ íàøèì îáùèì ïîäõîäîì ìû

äîëæíû, ïîëüçóÿñü ïðàâèëàìè óìíîæåíèÿ âåêòîðîâ â
àëãåáðå Q3, íàéòè ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû ýòîé àëãåá-
ðû. Çàòåì, àíàëèçèðóÿ ñâîéñòâà ýòèõ ìàòðèö, ñäåëàòü
çàêëþ÷åíèå îòíîñèòåëüíî ñâîéñòâ êâàðêîâ.

1. Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû ïðàâîé
êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðû äåéñòâèÿ êâàðêîâ

ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ rQ3(1)

Äàëåå ïðèñòóïèì ê âû÷èñëåíèþ ñòðóêòóðíûõ ìàò-
ðèö ïðàâîé àëãåáðû äåéñòâèÿ êâàðêîâ rQ3. Ñòðóêòóð-
íûå ìàòðèöû áóäåì îáîçíà÷àòü òåìè áàçèñíûìè âåê-
òîðàìè, êîòîðûå îíè ïðåäñòàâëÿþò:

rλI ∼ rC
L
KI .

Íàïîìíèì, ÷òî çàêîí óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ â ïðàâîé àëãåáðå êâàðêîâ rQ3 çàïèñûâàåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

rλK ◦ rλI = rλL · rCLKI (15)

2 Íàïîìíèì (ñì. Ãëàâà 4.2. Ðàçäåë III.), ÷òî äëÿ ìàòðèö i, a, b
è ñîîòâåòñòâóþùèõ ãèïåð÷èñåë âûïîëíÿþòñÿ ïðàâèëà óìíî-
æåíèÿ

a2 = b2 = 1 , i2 = −1 , a b = −b a = i ,

a i = −i a = b , i b = −b i = a .

Àíàëîãè÷íî äëÿ ìàòðèö I, A, B è ñîîòâåòñòâóþùèõ ãèïåð÷è-
ñåë âûïîëíÿþòñÿ ïðàâèëà óìíîæåíèÿ

A2 = B2 = 11 , I2 = −11 , AB = −BA = I ,

A I = −I A = B , I B = −B I = A .

Èç âûðàæåíèÿ (15) ñëåäóåò àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ
ñòðóêòóðíûõ ìàòðèö ïðàâîé àëãåáðû äåéñòâèÿ êâàð-
êîâ rQ3. Ýòè ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþò áàçèñíûì âåê-
òîðàì rλI . Ñíà÷àëà íóæíî óñòàíîâèòü íîìåð ñòðóê-
òóðíîé ìàòðèöû (I) â ñîîòâåòñòâèè ñ íîìåðîì áà-
çèñíîãî âåêòîðà, çàòåì äëÿ êàæäîãî ñòîëáöà ìàòðè-
öû (K) ïðîäåëàòü ñëåäóþùèå âû÷èñëåíèÿ. Áàçèñíûé
âåêòîð rλK , íîìåð êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ íîìåðîì
ñòîëáöà ìàòðèöû, íóæíî óìíîæèòü ñïðàâà íà áàçèñ-
íûé âåêòîð rλI , íîìåð êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ íîìåðîì
ñòðóêòóðíîé ìàòðèöû. Äàëåå íóæíî îïðåäåëèòü áà-
çèñíûé âåêòîð rλL, íà êîòîðûé ïðîåöèðóåòñÿ ýòî
ïðîèçâåäåíèå, è ÷èñëåííîå çíà÷åíèå ïðîåêöèè. Òîãäà
íîìåð (L) óêàçàííîãî áàçèñíîãî âåêòîðà îïðåäåëèò
íîìåð ñòðîêè, íà ïåðåñå÷åíèè êîòîðîé ñ ðàññìàòðè-
âàåìûì ñòîëáöîì íåîáõîäèìî ïîñòàâèòü óêàçàííîå
÷èñëåííîå çíà÷åíèå ïðîåêöèè.

rλ0 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 1
13 1
21 1
0 1
1 1
2 1
3 1

123 1

= 1

0 123
13 2

1 13

1 0

1 2

1 123

= 1

0 123

11 0

11 123

rλ1 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 1
13 1
21 1
0 1
1 1
2 1
3 1

123 1

= a

0 123
13 2

1 13

1 0

1 2

1 123

= a

0 123

A 0

A 123

rλ2 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 1
13 -1
21 -1
0 1
1 -1
2 1
3 1

123 -1

= b

0 123
13 2

-1 13

1 0

1 2

-1 123

= b

0 123

-I 0

I 123

rλ3 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 -1
13 1
21 -1
0 1
1 1
2 -1
3 1

123 -1

= i

0 123
13 2

-1 13

-1 0

1 2

1 123

= i

0 123

-11 0

11 123
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rλ21 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

52 -1
13 1
21 1
0 -1
1 1
2 -1
3 -1

123 1

= i

0 123
13 2

-1 13

1 0

1 2

-1 123

= i

0 123

B 0

-B 123

rλ13 ∼

13 0 2 123

32 21 1 3

32 -1
13 1
21 -1
0 1
1 1
2 -1
3 1

123 -1

= b

0 123
13 2

1 13

1 0

-1 2

-1 123

= b

0 123

A 0

-A 123

rλ32 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 1
13 1
21 -1
0 -1
1 1
2 1
3 -1

123 -1

= a

0 123
13 2

1 13

-1 0

1 2

-1 123

= a

0 123

I 0

I 123

rλ123 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 -1
13 -1
21 1
0 1
1 -1
2 -1
3 1

123 1

= 1

0 123
13 2

-1 13

1 0

-1 2

1 123

= 1

0 123

B 0

B 123

2. Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû ëåâîé
êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðû äåéñòâèÿ êâàðêîâ

ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ lQ(1)

Äàëåå ïðèñòóïèì ê âû÷èñëåíèþ ñòðóêòóðíûõ ìàò-
ðèö ëåâîé àëãåáðû äåéñòâèÿ êâàðêîâ lQ. Ñòðóêòóð-
íûå ìàòðèöû áóäåì îáîçíà÷àòü òåìè áàçèñíûìè âåê-
òîðàìè, êîòîðûå îíè ïðåäñòàâëÿþò:

lλI ∼ lC
L
KI .

Íàïîìíèì, ÷òî çàêîí óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ â ëåâîé àëãåáðå êâàðêîâ lQ(u, d) çàïèñûâàåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

lλI ◦ lλK = lλL · lCLKI . (16)

Èç (16) ñëåäóåò àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ñòðóêòóðíûõ
ìàòðèö àëãåáðû lQ. Ýòè ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþò áà-
çèñíûì âåêòîðàì lλI . Ñíà÷àëà íóæíî óñòàíîâèòü íî-
ìåð ñòðóêòóðíîé ìàòðèöû (I) â ñîîòâåòñòâèè ñ íîìå-
ðîì áàçèñíîãî âåêòîðà, çàòåì äëÿ êàæäîãî ñòîëáöà
ìàòðèöû (K) ïðîäåëàòü ñëåäóþùèå âû÷èñëåíèÿ. Áà-
çèñíûé âåêòîð lλK , íîìåð êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ íî-
ìåðîì ñòîëáöà ìàòðèöû, íóæíî óìíîæèòü ñëåâà íà
áàçèñíûé âåêòîð lλI , íîìåð êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ íî-
ìåðîì ñòðóêòóðíîé ìàòðèöû. Äàëåå íóæíî îïðåäå-
ëèòü áàçèñíûé âåêòîð lλL, íà êîòîðûé ïðîåöèðóåò-
ñÿ ýòî ïðîèçâåäåíèå, è ÷èñëåííîå çíà÷åíèå ïðîåêöèè.
Òîãäà íîìåð (L) óêàçàííîãî áàçèñíîãî âåêòîðà îïðåäå-
ëèò íîìåð ñòðîêè, íà ïåðåñå÷åíèè êîòîðîé ñ ðàññìàò-
ðèâàåìûì ñòîëáöîì íåîáõîäèìî ïîñòàâèòü óêàçàííîå
÷èñëåííîå çíà÷åíèå ïðîåêöèè.

lλ0 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 1
13 1
21 1
0 1
1 1
2 1
3 1

123 1

= 1

0 123
13 2

1 13

1 0

1 2

1 123

= 1

0 123

11 0

11 123

lλ1 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 -1
13 1
21 -1
0 1
1 1
2 -1
3 1

123 -1

= i

0 123
13 2

-1 13

-1 0

1 2

1 123

= i

0 123

-A 0

A 123

lλ2 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 -1
13 -1
21 1
0 1
1 1
2 1
3 -1

123 -1

= 1

0 123
13 2

-1 13

1 0

1 2

-1 123

= 1

0 123

-I 0

I 123

lλ3 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 1
13 1
21 1
0 1
1 1
2 1
3 1

123 1

= a

0 123
13 2

1 13

1 0

1 2

1 123

= a

0 123

11 0

11 123
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lλ21 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 -1
13 1
21 1
0 -1
1 -1
2 1
3 1

123 -1

= i

0 123
13 2

-1 13

1 0

-1 2

1 123

= i

0 123

B 0

B 123

lλ13 ∼

13 0 2 123

32 21 1 3

32 -1
13 1
21 -1
0 1
1 1
2 -1
3 1

123 -1

= b

0 123
13 2

1 13

1 0

-1 2

-1 123

= b

0 123

A 0

-A 123

lλ32 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 1
13 1
21 -1
0 -1
1 -1
2 -1
3 1

123 1

= a

0 123
13 2

1 13

-1 0

-1 2

1 123

= a

0 123

I 0

-I 123

lλ123 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 1
13 -1
21 -1
0 1
1 1
2 -1
3 -1

123 1

= b

0 123
13 2

-1 13

1 0

-1 2

1 123

= b

0 123

B 0

B 123

VI. ÀËÃÅÁÐÀ ÊÂÀÐÊÎÂ ÂÒÎÐÎÃÎ
ÏÎÊÎËÅÍÈß Q(2)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ âûäâèíóòûì íàìè ïðåäïîëîæå-
íèåì êîììóòàòèâíî-àíòèêîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà Q(2)
åñòü àëãåáðà äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö � c è
s êâàðêîâ. Óêàæåì áàçèñíûå âåêòîðû ýòîé àëãåáðû è
ïðàâèëà óìíîæåíèÿ, êîòîðûì îíè ïîä÷èíÿþòñÿ.

� λ0 � áàçèñíûé âåêòîð ñêàëÿðíîé ÷àñòè âåêòîðà.
Äëÿ λ0 èìååò ìåñòî ïðàâèëî óìíîæåíèÿ

λ0 ◦ λ0 = λ0 .

� Îáðàçóþùèå áàçèñíûå âåêòîðû λa, ãäå èíäåêñ a
ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ îò 1 äî 3, åñòü áàçèñíûå âåê-

òîðû ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. ×èñëî âåê-
òîðîâ λa ðàâíî òðåì. Äëÿ íèõ èìåþò ìåñòî ïðà-
âèëà óìíîæåíèÿ

λa ◦ λ0 = λ0 ◦ λa = λa .

λa ◦ λa = λ0 .

� Âåêòîðû

λab = λa ◦ λb .

Çäåñü a ̸= b. ×èñëî ýòèõ âåêòîðîâ ðàâíî òðåì.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì I äëÿ ýòèõ âåêòîðîâ
âûïîëíÿþòñÿ ïðàâèëà ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ è
ñîîòâåòñòâåííî ñîìíîæèòåëåé � óñëîâèÿ ñîñåä-
íåé ïåðåñòàíîâêè

λ12 = −λ21 ,
λ13 = −λ31 ,
λ32 = λ23 .

Ïðàâèëà óìíîæåíèÿ, â êîòîðûõ ó÷àñòâóþò ýòè
âåêòîðû, ñëåäóþò èç óñëîâèÿ àññîöèàòèâíîñòè è
óñëîâèé ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè. Â ÷àñòíîñòè,

λ21 ◦ λ21 = −λ0 ,
λ13 ◦ λ13 = −λ0 ,
λ32 ◦ λ32 = λ0 .

� Âåêòîð

λ123 = λ1 ◦ λ2 ◦ λ3 .

Äëÿ ýòîãî âåêòîðà âûïîëíÿþòñÿ ïðàâèëà ïåðå-
ñòàíîâêè èíäåêñîâ è ñîîòâåòñòâåííî ñîìíîæèòå-
ëåé

λ123 = −λ213 = λ231 = λ321 = −λ312 = λ132 .

Èç óñëîâèÿ àññîöèàòèâíîñòè è óñëîâèé ñîñåäíåé
ïåðåñòàíîâêè òàêæå ñëåäóåò

λ123 ◦ λ123 = λ0 .

VII. ÀËÃÅÁÐÀ ÊÂÀÐÊÎÂ ÒÐÅÒÜÅÃÎ
ÏÎÊÎËÅÍÈß Q(3)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ âûäâèíóòûì íàìè ïðåäïîëîæå-
íèåì êîììóòàòèâíî-àíòèêîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà Q(3)
åñòü àëãåáðà äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö � t è
b êâàðêîâ. Óêàæåì áàçèñíûå âåêòîðû ýòîé àëãåáðû è
ïðàâèëà óìíîæåíèÿ, êîòîðûì îíè ïîä÷èíÿþòñÿ.

� λ0 � áàçèñíûé âåêòîð ñêàëÿðíîé ÷àñòè âåêòîðà.
Äëÿ λ0 èìååò ìåñòî ïðàâèëî óìíîæåíèÿ

λ0 ◦ λ0 = λ0 .
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� Îáðàçóþùèå áàçèñíûå âåêòîðû λa, ãäå èíäåêñ a
ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ îò 1 äî 3, åñòü áàçèñíûå âåê-
òîðû ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. ×èñëî âåê-
òîðîâ λa ðàâíî òðåì. Äëÿ íèõ èìåþò ìåñòî ïðà-
âèëà óìíîæåíèÿ

λa ◦ λ0 = λ0 ◦ λa = λa .

λa ◦ λa = λ0 .

� Âåêòîðû

λab = λa ◦ λb .

Çäåñü a ̸= b. ×èñëî ýòèõ âåêòîðîâ ðàâíî òðåì.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì I äëÿ ýòèõ âåêòîðîâ
âûïîëíÿþòñÿ ïðàâèëà ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ è
ñîîòâåòñòâåííî ñîìíîæèòåëåé � óñëîâèé ñîñåä-
íåé ïåðåñòàíîâêè

λ12 = λ21 ,

λ13 = −λ31 ,
λ32 = −λ23 .

Ïðàâèëà óìíîæåíèÿ, â êîòîðûõ ó÷àñòâóþò ýòè
âåêòîðû, ñëåäóþò èç óñëîâèÿ àññîöèàòèâíîñòè è
óñëîâèé ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè. Â ÷àñòíîñòè,

λ21 ◦ λ21 = λ0 ,

λ13 ◦ λ13 = −λ0 ,
λ32 ◦ λ32 = −λ0 .

� Âåêòîð

λ123 = λ1 ◦ λ2 ◦ λ3 .

Äëÿ ýòîãî âåêòîðà âûïîëíÿþòñÿ ïðàâèëà ïåðå-
ñòàíîâêè èíäåêñîâ è ñîîòâåòñòâåííî ñîìíîæèòå-
ëåé

λ123 = λ213 = −λ231 = λ321 = λ312 = −λ132 .

Èç óñëîâèÿ àññîöèàòèâíîñòè è óñëîâèé ñîñåäíåé
ïåðåñòàíîâêè òàêæå ñëåäóåò

λ123 ◦ λ123 = λ0 .

VIII. ÃÅÍÅÐÀÒÎÐÛ ÀÐÎÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ SU(3)
ÃÐÓÏÏÛ

Â ýòîì Ðàçäåëå ìû ïîïûòàåìñÿ âû÷èñëèòü ìàòðèöû
Ãåëë-Ìàííà. Íàïîìíèì ñëåäóþùåå. Åñëè êàæäûé èç
êâàðêîâ u, d, s õàðàêòåðèçîâàòü êîìïëåêñíîé âîëíî-
âîé ôóíêöèåé è ïîñòðîèòü íà ýòèõ ôóíêöèÿõ òðåõìåð-
íîå êîìïëåêñíîå ïðîñòðàíñòâî, òî íà ýòîì ïðîñòðàí-
ñòâå äåéñòâóåò àðîìàòè÷åñêàÿ SU(3) ãðóïïà. Ãåíåðà-
òîðàìè ýòîé ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöû Ãåëë-Ìàííà

λ1 ∼
1

1 , λ2 ∼
-i

i , λ3 ∼
1

-1 ,

λ4 ∼ 1

1

, λ5 ∼ -i

i

, λ6 ∼ 1√
3

1

1

-2

,

λ7 ∼
1

1

, λ8 ∼
-i

i

.

Ïîïûòàåìñÿ âû÷èñëèòü ìàòðèöû Ãåëë-Ìàííà, ðàñ-
ñìàòðèâàÿ èõ êàê ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû íåêîòîðîé
àëãåáðû, îáúåäèíÿþùåé àëãåáðû ïðîñòðàíñòâ u, d è
s êâàðêîâ. Ýòó çàäà÷ó áóäåì ðåøàòü ïðè ðÿäå äîïó-
ùåíèé. Âî-ïåðâûõ, ïîëîæèì, ÷òî óêàçàííûå àëãåáðû
ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàìè Êëèôôîðäà. Çàïèøåì âåêòîðû â
êàæäîé èç àëãåáð

xu = λu0 x
0 + λua x

a + λuab x
ab + λu123 x

123 ,

yd = λd0 y
0 + λda y

a + λdab y
ab + λd123 y

123 ,

zs = λs0 z
0 + λsa z

a + λsab z
ab + λs123 z

123 .

Çäåñü â ñèëó íàøåãî äîïóùåíèÿ

λab = −λba .

Âî-âòîðûõ, áóäåì ðàññìàòðèâàòü íå ïîëíûå âåêòî-
ðû, à èõ ÷àñòíûå ñëó÷àè

xu = λu0 x
0 + λuab x

ab ,

yd = λd0 y
0 + λdab y

ab ,

zs = λs0 z
0 + λsab z

ab .

Êàæäûé èç ýòèõ âåêòîðîâ îïðåäåëÿåò ïîäàëãåáðó
ñîîòâåòñòâåííî â àëãåáðàõ ïðîñòðàíñòâ u, d è s êâàð-
êîâ. Òåïåðü îáúåäèíèì ïîëó÷åííûå ïîäàëãåáðû â îá-
ùóþ àëãåáðó, ïðåäñòàâëÿÿ åå âåêòîðîì

w = xu + yd + zs .

Ýòó àëãåáðó îáîçíà÷èì Q(u, d, s). Äàëåå âûïîëíèì
ïðîöåäóðó ñæàòèÿ àëãåáðû Q(u, d, s) ïóòåì îòîæ-
äåñòâëåíèÿ ñëåäóþùèõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ:

λu32 ≡ λs21 , λu13 ≡ λs0 ,

λu21 ≡ λd32 , λu0 ≡ λd13 ,

λd21 ≡ λs32 , λd0 ≡ λs13 .

Íàêîíåö, âû÷èñëèì ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû λab àë-
ãåáðû Q(u, d, s) â ñæàòîì ïðåäñòàâëåíèè. Âû÷èñëåíèÿ
âûïîëíèì â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì, óêàçàííûì â
Ðàçäåëå V.2. Ïîëó÷èì
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λu32 ∼

s 21 0 32 13

d 32 13 21 0

s d u 32 13 21 0

21 32 1

0 13 -1

32 21 1

13 0 -1

32 21

13 0

= i
1

1

λu13 ∼

s 21 0 32 13

d 32 13 21 0

s d u 32 13 21 0

21 32 1

0 13 1

32 21 -1

13 0 -1

32 21

13 0

= i
-i

i

λu21 ∼

s 21 0 32 13

d 32 13 21 0

s d u 32 13 21 0

21 32 -1

0 13 1

32 21 1

13 0 -1

32 21

13 0

= i
-1

1

λd32 ∼

s 21 0 32 13

d 32 13 21 0

s d u 32 13 21 0

21 32

0 13

32 21 1

13 0 -1

32 21 1

13 0 -1

= i 1

1

λd13 ∼

s 21 0 32 13

d 32 13 21 0

s d u 32 13 21 0

21 32

0 13

32 21 1

13 0 1

32 21 -1

13 0 -1

= i -i

i

λd21 ∼

s 21 0 32 13

d 32 13 21 0

s d u 32 13 21 0

21 32

0 13

32 21 -1

13 0 1

32 21 1

13 0 -1

= i -1

1

λs32 ∼

s 21 0 32 13

d 32 13 21 0

s d u 32 13 21 0

21 32 1

0 13 -1

32 21

13 0

32 21 1

13 0 -1

= i
1

1

λs13 ∼

s 21 0 32 13

d 32 13 21 0

s d u 32 13 21 0

21 32 -1

0 13 -1

32 21

13 0

32 21 1

13 0 1

= i
i

-i

λs21 ∼

s 21 0 32 13

d 32 13 21 0

s d u 32 13 21 0

21 32 1

0 13 -1

32 21

13 0

32 21 -1

13 0 1

= i
1

-1

×èñëî ïðèâåäåííûõ ìàòðèö ðàâíî äåâÿòè, îäíàêî
ìàòðèöû λu21, λ

d
21, λ

s
21 ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé òîæäå-

ñòâîì

λu21 + λd21 + λs21 = 0 .

Ñëåäîâàòåëüíî, òîëüêî äâå èç óêàçàííûõ ìàòðèö ÿâ-
ëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè èëè äâå ëèíåéíûå êîì-
áèíàöèè ñ èõ ó÷àñòèåì. Â ÷àñòíîñòè, â êà÷åñòâå ëèíåé-
íî íåçàâèñèìûõ ìàòðèö ìîãóò áûòü âûáðàíû λu21 è

λ6 = λs21 − λd21 ∼
1

1

-2

.

Ïîýòîìó îáùåå ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ìàòðèö
λab ðàâíî âîñüìè è ýòè ìàòðèöû åñòü ìàòðèöû Ãåëë-
Ìàííà ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ.

IX. ÂÛÂÎÄÛ ÏÎ ÃËÀÂÅ

� Íàä ãåîìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì ìîæíî ïî-
ñòðîèòü òðè àëãåáðû, ñîäåðæàùèõ äâà àíòèêîì-
ìóòàòèâíûõ è îäíî êîììóòàòèâíîå ïåðåñòàíî-
âî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ. Ýòè àëãåáðû ñòàâÿòñÿ â
ñîîòâåòñòâèå òðåì ïîêîëåíèÿì êâàðêàì.
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� Âîëíîâûå ôóíêöèè êâàðêîâ ðàçíûõ ïîêîëåíèé
îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà öèêëè÷åñêîé ïåðå-
ñòàíîâêîé òðåõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ îáðàçóþùå-
ãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Ýòî ïðàâèëî
ñîâïàäàåò ñ ïðàâèëîì, óñòàíîâëåííûì äëÿ âîë-
íîâûõ ôóíêöèé ëåïòîíîâ ðàçíûõ ïîêîëåíèé.

� Ââåäåíû ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû àëãåáðû êâàð-
êîâ Q3 ïî òàêîìó æå àëãîðèòìó, ïî êîòîðîìó â
Ãëàâå 4.2. Ðàçäåë III.2 áûëè âûâåäåíû ìàòðèöû
Äèðàêà. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ ñâèäåòåëü-
ñòâîì â ïîëüçó òîãî, ÷òî ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä
ê îïèñàíèþ ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö ñîäåðæèò
ýëåìåíòû åäèíîé òåîðèè.

� Ìàòðèöû Ãåëë-Ìàííà ÿâëÿþòñÿ ñòðóêòóðíûìè
ìàòðèöàìè àëãåáðû, îõâàòûâàþùåé àëãåáðû u,
d, s êâàðêîâ.



Ãëàâà 4.8 Êðàñíûå êâàðêè. Àëãåáðà äåéñòâèÿ êðàñíûõ êâàðêîâ Qr

I. ÐÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÈÅ ÊÂÀÐÊÈ È ÖÂÅÒ

Â ýòîé Ãëàâå ïðîäîëæàåì ðàññìàòðèâàòü àëãåáðó
êâàðêîâ êàê ìîäåðíèçèðîâàííóþ àëãåáðó Êëèôôîð-
äà. Öâåòîâûì ðàçíîâèäíîñòÿì êâàðêîâ ñòàâÿòñÿ â ñî-
îòâåòñòâèå ðàçíîâèäíîñòè óñëîâèé ñîñåäíåé ïåðåñòà-
íîâêè ñ ó÷àñòèåì áàçèñíîãî âåêòîðà âðåìåíè. Êâàíòî-
âûå óðàâíåíèÿ äëÿ ðåëÿòèâèñòñêèõ êâàðêîâ óñòàíàâ-
ëèâàþòñÿ íà îñíîâàíèè òîãî æå àëãîðèòìà, èç êîòîðî-
ãî ðàíåå áûëî ïîëó÷åíî îáîáùåíèå óðàâíåíèÿ Äèðàêà
äëÿ ëåïòîíîâ. Ýòè óðàâíåíèÿ îòíîñÿòñÿ ê êâàðêàì îä-
íîãî ïîêîëåíèÿ è â ñòàíäàðòíîì ïðåäñòàâëåíèè ðàçäå-
ëÿþòñÿ íà äâå íåçàâèñèìûå ñèñòåìû óðàâíåíèé, îäíà
èç êîòîðûõ îòíîñèòñÿ ê âåðõíåìó êâàðêó, à äðóãàÿ ê
íèæíåìó.
Ïðåæäå ÷åì îáðàòèòüñÿ ê àëãåáðå ðåëÿòèâèñòñêèõ

êâàðêîâ Q4 íàïîìíèì ñëåäóþùåå. Óñòàíîâëåíî, ÷òî
êàæäûé èç êâàðêîâ u, d, c, s, t, b ñóùåñòâóåò â òðåõ
ðàçíîâèäíîñòÿõ. Îòëè÷èòåëüíîå ñâîéñòâî ýòèõ ðàçíî-
âèäíîñòåé íàçâàíî öâåòîì, à êâàðêè â óêàçàííûõ ðàç-
íîâèäíîñòÿõ îáîçíà÷åíû êàê êðàñíûé, æåëòûé è ñè-
íèé. Áûëî áû ñòðàííî, åñëè áû öâåòîâàÿ ñèììåòðèÿ íå
èìåëà ïîä ñîáîé àëãåáðàè÷åñêîé îñíîâû. Ñêîðåå âñå-
ãî, èñêîìàÿ àëãåáðà ðåëÿòèâèñòñêèõ êâàðêîâ Q4 áóäåò
ïðåäñòàâëåíà òðåìÿ âàðèàíòàìè, êàæäûé èç êîòîðûõ
áàçèðóåòñÿ íà îäíîé è òîé æå àëãåáðå Q3. Äëÿ òî-
ãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ðåëÿòèâèñòñêóþ àëãåáðó Q4, íàì
ïðåäñòîèò ðàñøèðèòü îáðàçóþùåå ïðîñòðàíñòâî, çà-
ìåíèâ ãåîìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íà ïðîñòðàíñòâî-
âðåìÿ ÑÒÎ. Èíûìè ñëîâàìè, íåîáõîäèìî ââåñòè êîîð-
äèíàòó âðåìåíè, áàçèñíûé âåêòîð λ4 è çàïèñàòü óñëî-
âèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè ýòîãî áàçèñíîãî âåêòîðà ñ
ãåîìåòðè÷åñêèìè áàçèñíûìè âåêòîðàìè λa. Èìåííî ñ
ðàçíîâèäíîñòÿìè óêàçàííûõ óñëîâèé ñîñåäíåé ïåðå-
ñòàíîâêè â äàëüíåéøåì áóäóò ñâÿçàíû öâåòîâûå ðàç-
íîâèäíîñòè êâàðêîâ.
Íà÷íåì ñ àëãåáðû öâåòíûõ êâàðêîâ ïåðâîãî ïîêîëå-

íèÿ Q(1).
Àëãåáðà êðàñíûõ u- è d-êâàðêîâ Q(1)r.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì IV.2. Ãëàâû 3.4. âîëíî-

âàÿ ôóíêöèÿ êâàðêîâ â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåíà ñëå-
äóþùåé äèàãðàììîé Þíãà:��

?

1
2
3

4

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè

12 = −21 , 13 = 31 , 23 = −32 ,

14 = −41 , 24 = −42 , 34 = −43 .

Çàïèøåì óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè ñ ó÷àñòèåì

áàçèñíîãî âåêòîðà âðåìåíè â ðàçâåðíóòîì âèäå

λ1 ◦ λ4 = −λ4 ◦ λ1 ,
λ2 ◦ λ4 = −λ4 ◦ λ2 ,
λ3 ◦ λ4 = −λ4 ◦ λ3 .

Àëãåáðà æåëòûõ u- è d-êâàðêîâ Q(1)y.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì IV.2. Ãëàâû 3.4. âîëíî-

âàÿ ôóíêöèÿ êâàðêîâ â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåíà ñëå-
äóþùåé äèàãðàììîé Þíãà:��

?

�
61

2
3
4

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè

12 = −21 , 13 = 31 , 23 = −32 ,

14 = 41 , 24 = −42 , 34 = −43 .

Çàïèøåì óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè ñ ó÷àñòèåì
áàçèñíîãî âåêòîðà âðåìåíè â ðàçâåðíóòîì âèäå

λ1 ◦ λ4 = λ4 ◦ λ1 ,
λ2 ◦ λ4 = −λ4 ◦ λ2 ,
λ3 ◦ λ4 = −λ4 ◦ λ3 .

Àëãåáðà ñèíèõ u- è d-êâàðêîâ Q(1)b.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì IV.2. Ãëàâû 3.4. âîëíî-

âàÿ ôóíêöèÿ êâàðêîâ â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåíà ñëå-
äóþùåé äèàãðàììîé Þíãà:��

?
1
2
3 4

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè

12 = −21 , 13 = 31 , 23 = −32 ,

14 = 41 , 24 = −42 , 34 = 43 .

Çàïèøåì óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè ñ ó÷àñòèåì
áàçèñíîãî âåêòîðà âðåìåíè â ðàçâåðíóòîì âèäå

λ1 ◦ λ4 = λ4 ◦ λ1 ,
λ2 ◦ λ4 = −λ4 ◦ λ2 ,
λ3 ◦ λ4 = λ4 ◦ λ3 .

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðåéòè ê àëãåáðàì öâåòíûõ êâàð-
êîâ âòîðîãî è òðåòüåãî ïîêîëåíèé, íåîáõîäèìî (â ñîîò-
âåòñòâèè ñ îáùèì ïîäõîäîì) èñïîëüçîâàòü óñëîâèÿ ñî-
ñåäíåé ïåðåñòàíîâêè, îòëè÷àþùèåñÿ îò ïðåäûäóùèõ
öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé ãåîìåòðè÷åñêèõ áàçèñíûõ
âåêòîðîâ.
Òîãäà äëÿ àëãåáðû öâåòíûõ êâàðêîâ âòîðîãî ïîêî-

ëåíèÿ Q(2) ïîëó÷èì ñëåäóþùåå.
Àëãåáðà êðàñíûõ c- è s-êâàðêîâ Q(2)r.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì IV.2. Ãëàâû 3.4. âîëíî-

âàÿ ôóíêöèÿ êâàðêîâ â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåíà ñëå-
äóþùåé äèàãðàììîé Þíãà:
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��
?

3
1
2

4

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè

12 = −21 , 13 = −31 , 23 = 32 ,

34 = −43 , 14 = −41 , 24 = −42 .

Çàïèøåì óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè ñ ó÷àñòèåì
áàçèñíîãî âåêòîðà âðåìåíè â ðàçâåðíóòîì âèäå

λ3 ◦ λ4 = −λ4 ◦ λ3 ,
λ1 ◦ λ4 = −λ4 ◦ λ1 ,
λ2 ◦ λ4 = −λ4 ◦ λ2 .

Àëãåáðà æåëòûõ c- è s-êâàðêîâ Q(2)y.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì IV.2. Ãëàâû 3.4. âîëíî-

âàÿ ôóíêöèÿ êâàðêîâ â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåíà ñëå-
äóþùåé äèàãðàììîé Þíãà:��

?

�
63

1
2
4

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè

12 = −21 , 13 = −31 , 23 = 32 ,

34 = 43 , 14 = −41 , 24 = −42 .

Çàïèøåì óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè ñ ó÷àñòèåì
áàçèñíîãî âåêòîðà âðåìåíè â ðàçâåðíóòîì âèäå

λ3 ◦ λ4 = λ4 ◦ λ3 ,
λ1 ◦ λ4 = −λ4 ◦ λ1 ,
λ2 ◦ λ4 = −λ4 ◦ λ2 .

Àëãåáðà ñèíèõ c- è s-êâàðêîâ Q(2)b.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì IV.2. Ãëàâû 3.4. âîëíî-

âàÿ ôóíêöèÿ êâàðêîâ â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåíà ñëå-
äóþùåé äèàãðàììîé Þíãà:��

?
3
1
2 4

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè

12 = −21 , 13 = −31 , 23 = 32 ,

34 = 43 , 14 = −41 , 24 = 42 .

Çàïèøåì óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè ñ ó÷àñòèåì
áàçèñíîãî âåêòîðà âðåìåíè â ðàçâåðíóòîì âèäå

λ3 ◦ λ4 = λ4 ◦ λ3 ,
λ1 ◦ λ4 = −λ4 ◦ λ1 ,
λ2 ◦ λ4 = λ4 ◦ λ2 .

Äëÿ àëãåáðû öâåòíûõ êâàðêîâ òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ
Q(3) ïîëó÷èì ñëåäóþùåå.
Àëãåáðà êðàñíûõ t- è b-êâàðêîâ Q(3)r.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì IV.2. Ãëàâû 3.4. âîëíî-

âàÿ ôóíêöèÿ êâàðêîâ â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåíà ñëå-
äóþùåé äèàãðàììîé Þíãà:��

?

2
3
1

4

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè

12 = 21 , 13 = −31 , 23 = −32 ,

24 = −42 , 34 = −43 , 14 = −41 .

Çàïèøåì óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè ñ ó÷àñòèåì
áàçèñíîãî âåêòîðà âðåìåíè â ðàçâåðíóòîì âèäå

λ2 ◦ λ4 = −λ4 ◦ λ2 ,
λ3 ◦ λ4 = −λ4 ◦ λ3 ,
λ1 ◦ λ4 = −λ4 ◦ λ1 .

Àëãåáðà æåëòûõ t- è b-êâàðêîâ Q(3)y.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì IV.2. Ãëàâû 3.4. âîëíî-

âàÿ ôóíêöèÿ êâàðêîâ â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåíà ñëå-
äóþùåé äèàãðàììîé Þíãà:��

?

�
62

3
1
4

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè

12 = 21 , 13 = −31 , 23 = −32 ,

24 = 42 , 34 = −43 , 14 = −41 .

Çàïèøåì óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè ñ ó÷àñòèåì
áàçèñíîãî âåêòîðà âðåìåíè â ðàçâåðíóòîì âèäå

λ2 ◦ λ4 = λ4 ◦ λ2 ,
λ3 ◦ λ4 = −λ4 ◦ λ3 ,
λ1 ◦ λ4 = −λ4 ◦ λ1 .

Àëãåáðà ñèíèõ t- è b-êâàðêîâ Q(3)b.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì IV.2. Ãëàâû 3.4. âîëíî-

âàÿ ôóíêöèÿ êâàðêîâ â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåíà ñëå-
äóþùåé äèàãðàììîé Þíãà:��

?
2
3
1 4

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè

12 = 21 , 13 = −31 , 23 = −32 ,

24 = 42 , 34 = −43 , 14 = 41 .
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Çàïèøåì óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè ñ ó÷àñòèåì
áàçèñíîãî âåêòîðà âðåìåíè â ðàçâåðíóòîì âèäå

λ2 ◦ λ4 = λ4 ◦ λ2 ,
λ3 ◦ λ4 = −λ4 ◦ λ3 ,
λ1 ◦ λ4 = λ4 ◦ λ1 .

Äàëåå â ýòîé Ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî àëãåá-
ðà êðàñíûõ êâàðêîâ ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ Q(1)r. Èìå-
åòñÿ â âèäó, ÷òî ïåðåõîä ê àëãåáðàì êðàñíûõ êâàðêîâ
äðóãèõ ïîêîëåíèé î÷åâèäåí. Àëãåáðà æåëòûõ êâàðêîâ
ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ Q(1)y ðàññìàòðèâàåòñÿ â Ãëàâå 4.9.
Àëãåáðà ñèíèõ êâàðêîâ ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ Q(1)b ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ â Ãëàâå 4.10.

II. ÀËÃÅÁÐÀ ÊÐÀÑÍÛÕ u- È d-ÊÂÀÐÊÎÂ
Q(1)r

1. Áàçèñíûå âåêòîðû è èõ ïðîèçâåäåíèÿ

Óêàæåì áàçèñíûå âåêòîðû àëãåáðû Q(1)r è ïðàâèëà
óìíîæåíèÿ, êîòîðûì îíè ïîä÷èíÿþòñÿ.

� λ0 � áàçèñíûé âåêòîð ñêàëÿðíîé ÷àñòè âåêòîðà.
Äëÿ λ0 èìååò ìåñòî ïðàâèëî óìíîæåíèÿ

λ0 ◦ λ0 = λ0 .

� Îáðàçóþùèå âåêòîðû λi, ãäå èíäåêñ i ïðîáåãà-
åò çíà÷åíèÿ îò 1 äî 4, åñòü áàçèñíûå âåêòîðû
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ÑÒÎ. ×èñëî âåêòîðîâ λi
ðàâíî ÷åòûðåì. Äëÿ íèõ èìåþò ìåñòî ïðàâèëà
óìíîæåíèÿ

λi ◦ λ0 = λ0 ◦ λi = λi .

λi ◦ λi = sign(λi)
2 · λ0 ,

ãäå

sign(λ1)
2 = sign(λ2)

2 = sign(λ3)
2 = − sign(λ4)

2 = 1 .

� Âåêòîðû

λik = λk ◦ λi .

Çäåñü i ̸= k. ×èñëî ýòèõ âåêòîðîâ ðàâíî ÷èñëó
ñî÷åòàíèé èç ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ ïî äâà

C2
4 = 6 .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì I äëÿ ýòèõ âåêòîðîâ
âûïîëíÿåòñÿ ïðàâèëî ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ è
ñîîòâåòñòâåííî ñîìíîæèòåëåé (óñëîâèÿ ñîñåäíåé
ïåðåñòàíîâêè)

λ21 = −λ21 , λ13 = λ31 , λ32 = −λ23 ,
λ14 = −λ41 , λ24 = −λ42 , λ34 = −λ43 .

Ïðàâèëà óìíîæåíèÿ, â êîòîðûõ ó÷àñòâóþò ýòè
âåêòîðû, ñëåäóþò èç óñëîâèÿ àññîöèàòèâíîñòè è
óñëîâèé ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè. Â ÷àñòíîñòè,

λ21 ◦ λ21 = −λ0 , λ42 ◦ λ42 = λ0 ,

λ32 ◦ λ32 = −λ0 , λ14 ◦ λ14 = λ0 ,

λ13 ◦ λ13 = λ0 , λ34 ◦ λ34 = λ0 .

� Âåêòîðû

λikl = λi ◦ λk ◦ λl .

Çäåñü i ̸= k , i ̸= l , k ̸= l . Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî
ýòèõ âåêòîðîâ ðàâíî ÷èñëó ñî÷åòàíèé èç ÷åòûðåõ
ýëåìåíòîâ ïî òðè

C3
4 = 4 .

Äëÿ ýòèõ âåêòîðîâ âûïîëíÿþòñÿ ïðàâèëà ïåðå-
ñòàíîâêè èíäåêñîâ è ñîîòâåòñòâåííî ñîìíîæèòå-
ëåé, âûòåêàþùèå èç óñëîâèé ñîñåäíåé ïåðåñòà-
íîâêè:

λ123 = −λ213 = −λ231 = λ321 = −λ312 = −λ132 ,
λ124 = −λ214 = λ241 = −λ421 = λ412 = −λ142 ,
λ134 = λ314 = −λ341 = λ431 = λ413 = −λ143 ,
λ234 = −λ324 = λ342 = −λ432 = λ423 = −λ243 .

Èç óñëîâèÿ àññîöèàòèâíîñòè è óñëîâèé ñîñåäíåé
ïåðåñòàíîâêè òàêæå ñëåäóåò

λ123 ◦ λ123 = λ0 , λ124 ◦ λ124 = λ0 ,

λ134 ◦ λ134 = −λ0 , λ234 ◦ λ234 = λ0 .

� Âåêòîð

λ1324 = λ1 ◦ λ3 ◦ λ2 ◦ λ4 .

Äëÿ ýòîãî âåêòîðà âûïîëíÿþòñÿ ïðàâèëà ïåðå-
ñòàíîâêè èíäåêñîâ è ñîîòâåòñòâåííî ñîìíîæèòå-
ëåé, âûòåêàþùèå èç óñëîâèé ñîñåäíåé ïåðåñòà-
íîâêè:

λ1234 = −λ2134 = −λ2314 = λ3214 =

= −λ3124 = −λ1324 = λ1243 = −λ2143 =

= λ2413 = −λ4213 = λ4123 = −λ1423 =

= λ1342 = λ3142 = −λ3412 = λ4312 =

= λ4132 = −λ1432 = λ2341 = −λ3241 =

= λ3421 = −λ4321 = λ4231 = −λ2431 .

Èç óñëîâèÿ àññîöèàòèâíîñòè è óñëîâèé ñîñåäíåé
ïåðåñòàíîâêè òàêæå ñëåäóåò

λ1324 ◦ λ1324 = λ0 .
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2. Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû àëãåáðû êðàñíûõ
êâàðêîâ

Ïðèâåäåì ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû äâóõ àëãåáð: ïðà-
âîé êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðû êðàñíûõ êâàðêîâ ïåð-
âîãî ïîêîëåíèÿ r(Q, XQ)r è ëåâîé êîâàðèàíòíîé àë-
ãåáðû êðàñíûõ êâàðêîâ ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ l(Q, XQ)

∗
r .

Ñ èñïîëüçîâàíèåì òàêèõ ìàòðèö çàïèñûâàþòñÿ êâàí-
òîâûå óðàâíåíèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ êâàðêîâ. Êîì-
ïîíåíòû âåêòîðîâ è ìàòðèö ðàññìàòðèâàþòñÿ â ñëåäó-
þùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíäåêñîâ:

(32, 13, 21, 0, 42, 14, 1324, 34, 1, 2, 3, 123, 134, 234, 4, 124) .

Ïåðåõîä îò äåéñòâèòåëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê êîì-
ïàêòíûì ïðåäñòàâëåíèÿì îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì ââå-
äåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ áëî÷íûõ ìàòðèö. Ïðè ïðåîá-
ðàçîâàíèè ìàòðèö rC

L
KI è lC

IK
L îò äåéñòâèòåëüíî-

ãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê iab-ïðåäñòàâëåíèþ èñïîëüçîâàíû
ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ áëîêîâ 2×2:

1 = 1

1
, i = 1

-1
.

a = 1

1
, b = -1

1
.

Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ìàòðèö rC
L
KI è lC

IK
L îò iab-

ïðåäñòàâëåíèÿ ê IAB-ïðåäñòàâëåíèþ èñïîëüçîâàíû
ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ áëîêîâ 2×2:

11 = 1

1
, I = 1

1
,

A = 1

1
, B = -1

1
.

2.1. Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû ïðàâîé êîíòðàâàðèàíòíîé
àëãåáðû êðàñíûõ êâàðêîâ ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ r(Q, XQ)r

rλ0 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

11 0

11 34

11 123

11 124
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rλ1 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 -1
14 -1

1324 -1
34 -1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 -1
234 -1
4 -1

124 -1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

-1 14

-1 34

1 2

1 123

-1 234

-1 124

= a

34 124

0 123

A 0

-A 34

A 123

-A 124

rλ2 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 1
14 -1

1324 -1
34 1
1 -1
2 1
3 1

123 -1
134 -1
234 1
4 1

124 -1

= b

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

1 2

-1 123

1 234

-1 124

= b

34 124

0 123

-I 0

-I 34

I 123

I 124

rλ3 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 1
21 -1
0 1
42 1
14 -1

1324 1
34 -1
1 1
2 -1
3 1

123 -1
134 -1
234 1
4 -1

124 1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

-1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

-1 234

-1 124

= i

34 124

0 123

-11 0

11 34

11 123

-11 124

rλ4 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 1
0 -1
42 -1
14 1

1324 -1
34 1
1 -1
2 1
3 -1

123 1
134 1
234 -1
4 1

124 -1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

-1 14

-1 34

-1 2

-1 123

1 234

1 124

= i

34 124

0 123

11 0

-11 34

-11 123

11 124
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rλ21 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 1
21 1
0 -1
42 1
14 -1

1324 -1
34 1
1 1
2 -1
3 -1

123 1
134 -1
234 1
4 1

124 -1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

1 14

-1 34

1 2

-1 123

-1 234

1 124

= i

34 124

0 123

B 0

-B 34

-B 123

B 124

rλ13 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 1
21 -1
0 1
42 -1
14 1

1324 -1
34 1
1 1
2 -1
3 1

123 -1
134 1
234 -1
4 1

124 -1

= b

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

-1 2

-1 123

-1 234

-1 124

= b

34 124

0 123

A 0

A 34

-A 123

-A 124

rλ32 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 -1
0 -1
42 -1
14 -1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 -1

123 -1
134 -1
234 -1
4 1

124 1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

-1 0

-1 14

1 34

1 2

-1 123

-1 234

1 124

= a

34 124

0 123

I 0

-I 34

I 123

-I 124

rλ14 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 1
21 -1
0 1
42 -1
14 1

1324 -1
34 1
1 1
2 -1
3 1

123 -1
134 1
234 -1
4 1

124 -1

= b

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

-1 2

-1 123

-1 234

-1 124

= b

34 124

0 123

A 0

A 34

-A 123

-A 124
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rλ42 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 -1
34 -1
1 -1
2 -1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 -1

124 -1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

1 14

-1 34

-1 2

1 123

1 234

-1 124

= a

34 124

0 123

-I 0

I 34

-I 123

I 124

rλ34 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

11 0

11 34

11 123

11 124

rλ123 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 1
0 1
42 -1
14 -1

1324 1
34 1
1 -1
2 -1
3 1

123 1
134 -1
234 -1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

-1 2

1 123

-1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

B 0

B 34

B 123

B 124

rλ124 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 1
0 1
42 -1
14 -1

1324 1
34 1
1 -1
2 -1
3 1

123 1
134 -1
234 -1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

-1 2

1 123

-1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

B 0

B 34

B 123

B 124
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rλ134 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 -1
0 -1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 -1
2 -1
3 -1

123 -1
134 1
234 1
4 1

124 1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

-1 0

1 14

1 34

-1 2

-1 123

1 234

1 124

= a

34 124

0 123

-A 0

A 34

-A 123

A 124

rλ234 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 1
14 -1

1324 -1
34 1
1 -1
2 1
3 1

123 -1
134 -1
234 1
4 1

124 -1

= b

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

1 2

-1 123

1 234

-1 124

= b

34 124

0 123

-I 0

-I 34

I 123

I 124

rλ1324 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 -1
14 1

1324 1
34 -1
1 -1
2 1
3 1

123 -1
134 1
234 -1
4 -1

124 1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

-1 0

-1 14

1 34

-1 2

1 123

1 234

-1 124

= i

34 124

0 123

-B 0

B 34

B 123

-B 124

2.2. Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû ëåâîé êîâàðèàíòíîé
àëãåáðû êðàñíûõ êâàðêîâ ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ l(Q, XQ)

∗
r

Íàïîìíèì, ÷òî ýòè ìàòðèöû íåîáõîäèìû äëÿ ôîð-
ìèðîâàíèÿ ïðàâûõ îïåðàòîðîâ íàáëà.
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lΛ
0 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

11 0

11 34

11 123

11 124

lΛ
1 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 1
21 -1
0 1
42 -1
14 1

1324 -1
34 1
1 1
2 -1
3 1

123 -1
134 1
234 -1
4 1

124 -1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

-1 0

-1 14

-1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= i

34 124

0 123

-A 0

-A 34

A 123

A 124

lΛ
2 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 1
0 1
42 -1
14 -1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 -1

123 -1
134 1
234 1
4 -1

124 -1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

1 2

-1 123

1 234

-1 124

= 1

34 124

0 123

-I 0

-I 34

I 123

I 124

lΛ
3 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= a

34 124

0 123

11 0

11 34

11 123

11 124
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lΛ
4 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 1
21 -1
0 1
42 -1
14 1

1324 -1
34 1
1 -1
2 1
3 -1

123 1
134 -1
234 1
4 -1

124 1

= −i

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= −i

34 124

0 123

11 0

11 34

11 123

11 124

lΛ
21 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 1
14 -1

1324 -1
34 1
1 1
2 -1
3 -1

123 1
134 1
234 -1
4 -1

124 1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

-1 0

1 14

-1 34

1 2

-1 123

1 234

-1 124

= −i

34 124

0 123

B 0

B 34

B 123

B 124

lΛ
13 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 1
21 -1
0 1
42 -1
14 1

1324 -1
34 1
1 1
2 -1
3 1

123 -1
134 1
234 -1
4 1

124 -1

= b

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

-1 2

-1 123

-1 234

-1 124

= b

34 124

0 123

A 0

A 34

-A 123

-A 124

lΛ
32 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 1
0 1
42 -1
14 -1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 -1

123 -1
134 1
234 1
4 -1

124 -1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

1 2

-1 123

1 234

-1 124

= a

34 124

0 123

-I 0

-I 34

I 123

I 124
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lΛ
14 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 -1
2 -1
3 -1

123 -1
134 -1
234 -1
4 -1

124 -1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

-1 2

-1 123

-1 234

-1 124

= 1

34 124

0 123

A 0

A 34

-A 123

-A 124

lΛ
42 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 1
14 -1

1324 -1
34 1
1 -1
2 1
3 1

123 -1
134 -1
234 1
4 1

124 -1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

-1 0

1 14

-1 34

-1 2

1 123

-1 234

1 124

= i

34 124

0 123

I 0

I 34

-I 123

-I 124

lΛ
34 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 1
21 1
0 -1
42 -1
14 1

1324 -1
34 1
1 -1
2 1
3 -1

123 1
134 -1
234 1
4 -1

124 1

= b

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= b

34 124

0 123

11 0

11 34

11 123

11 124

lΛ
123 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 1
14 -1

1324 -1
34 1
1 1
2 -1
3 -1

123 1
134 1
234 -1
4 -1

124 1

= b

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

-1 2

1 123

-1 234

1 124

= b

34 124

0 123

B 0

B 34

B 123

B 124



144 ÃËÀÂÀ 4.8 Êðàñíûå êâàðêè. Àëãåáðà äåéñòâèÿ êðàñíûõ êâàðêîâ Qr

lΛ
124 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 1
0 1
42 -1
14 -1

1324 1
34 1
1 -1
2 -1
3 1

123 1
134 -1
234 -1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

-1 2

1 123

-1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

B 0

B 34

B 123

B 124

lΛ
134 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 -1
2 -1
3 -1

123 -1
134 -1
234 -1
4 -1

124 -1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

-1 2

-1 123

-1 234

-1 124

= a

34 124

0 123

A 0

A 34

-A 123

-A 124

lΛ
234 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 1
14 -1

1324 -1
34 1
1 -1
2 1
3 1

123 -1
134 -1
234 1
4 1

124 -1

= b

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

1 2

-1 123

1 234

-1 124

= b

34 124

0 123

-I 0

-I 34

I 123

I 124

lΛ
1324 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 1
0 1
42 -1
14 -1

1324 1
34 1
1 -1
2 -1
3 1

123 1
134 -1
234 -1
4 1

124 1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

-1 2

1 123

-1 234

1 124

= a

34 124

0 123

B 0

B 34

B 123

B 124
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3. Äåéñòâèòåëüíîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû
êâàðêîâ Q4

Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû rC
L
KI â äåéñòâèòåëüíîì

ïðåäñòàâëåíèè âû÷èñëåíû ïî àëãîðèòìó, ïðèâåäåí-
íîìó â Ðàçäåëå II. Ãëàâû 4.1, äëÿ ïðèíÿòîãî ðàíåå
ïîðÿäêà èíäåêñîâ. Ïðè ýòîì ñëàãàåìûå âåêòîðà ψ
çàïèñûâàþòñÿ â ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

ψ = λ32 ψ
32 + λ13 ψ

13 + λ21 ψ
21 + λ0 ψ

0 +

+λ42 ψ
42 + λ14 ψ

14 + λ1324 ψ
1324 + λ34 ψ

34 +

+λ1 ψ
1 + λ2 ψ

2 + λ3 ψ
3 + λ123 ψ

123 +

+λ134 ψ
134 + λ234 ψ

234 + λ4 ψ
4 + λ124 ψ

124 .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíû äåéñòâèòåëüíûå ñòðóêòóð-
íûå ìàòðèöû

rC
L
KI ∼ rλI

ðàçìåðíîñòè 16 × 16 (ñì. Ðàçäåë II.2). Ïîìèìî äåé-
ñòâèòåëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ìû èñïîëüçîâàëè iab-
ïðåäñòàâëåíèå.

4. iab-ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû êâàðêîâ Q4

iab-ïðåäñòàâëåíèå îñíîâàíî íà ñëåäóþùåì ðàçëîæå-
íèè âåêòîðà:

ψ = λ13 ◦ (λ21 ψ32 + λ0 ψ
13) + λ0 ◦ (λ21 ψ21 + λ0 ψ

0) +

+ λ14◦(λ21 ψ42+λ0 ψ
14)+λ34◦(λ21 ψ1324+λ0 ψ

34)+

+ λ2 ◦ (λ21 ψ1 + λ0 ψ
2) + λ123 ◦ (λ21 ψ3 + λ0 ψ

123) +

+ λ234◦(λ21 ψ134+λ0 ψ
234)+λ124◦(λ21 ψ4+λ0 ψ

124).

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóåò çàïèñè àëãåáðû
Q4 â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ Q3 × Q1 (çäåñü íèæíèé èí-
äåêñ åñòü ðàçìåðíîñòü îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà).
Áàçèñíûìè âåêòîðàìè àëãåáðû Q3 ÿâëÿþòñÿ

λ13 , λ0 , λ14 , λ34 , λ2 , λ123 , λ234 , λ124 ;

áàçèñíûìè âåêòîðàìè àëãåáðû Q1 ÿâëÿþòñÿ

λ21 , λ0 .

Êàê è ïðåæäå ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå áàçèñíîìó
âåêòîðó λ21 àëãåáðû Q1 ìíèìóþ åäèíèöó, à áàçèñíî-
ìó âåêòîðó λ0 äåéñòâèòåëüíóþ åäèíèöó. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì âåêòîð àëãåáðû Q4 â iab-ïðåäñòàâëåíèè èìå-
åò âèä

ψ = λ13 ◦ (i ψ32 + ψ13) + λ0 ◦ (i ψ21 + ψ0) +

+ λ14 ◦ (i ψ42 + ψ14) + λ34 ◦ (i ψ1324 + ψ34) +

+ λ2 ◦ (i ψ1 + ψ2) + λ123 ◦ (i ψ3 + ψ123) +

+ λ234 ◦ (i ψ134 + ψ234) + λ124 ◦ (i ψ4 + ψ124) .

Òàêèì îáðàçîì, â iab-ïðåäñòàâëåíèè êîîðäèíàòû
(êîìïîíåíòû) âåêòîðà ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûìè ÷èñ-
ëàìè. Ââåäåì äëÿ íèõ îáîçíà÷åíèå

ψ13 = i ψ32 + ψ13 , ψ0 = i ψ21 + ψ0 ,

ψ14 = i ψ42 + ψ14 , ψ34 = i ψ1324 + ψ34 ,

ψ2 = i ψ1 + ψ2 , ψ123 = i ψ3 + ψ123 ,

ψ234 = i ψ134 + ψ234 , ψ124 = i ψ4 + ψ124 .

(1)

Ñ ó÷åòîì ýòîãî âåêòîð ψ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ψ = λ13ψ
13 + λ0ψ

0 + λ14ψ
14 + λ34ψ

34 +

+ λ2ψ
2 + λ123ψ

123 + λ234ψ
234 + λ124ψ

124 .

Îòñþäà âèäíî, ÷òî â iab-ïðåäñòàâëåíèè âåêòîð ψ
ïðîåöèðóåòñÿ íà íàïðàâëåíèÿ λ13, λ0, λ14, λ34, λ2,
λ123, λ234, λ124.
Â iab-ïðåäñòàâëåíèè ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû èìåþò

ðàçìåðíîñòü 8× 8 (ñì. Ðàçäåë II.2).

5. IAB-ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû êâàðêîâ Q4

IAB-ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Q4 îñíîâàíî íà ðàçëî-
æåíèè âåêòîðà:

ψ = (λ32 ψ
32 + λ13 ψ

13 + λ21 ψ
21 + λ0 ψ

0) ◦ λ0 +
+ (λ32 ψ

42 + λ13 ψ
14 + λ21 ψ

1324 + λ0 ψ
34) ◦ λ34 +

+ (λ32 ψ
1 + λ13 ψ

2 + λ21 ψ
3 + λ0 ψ

123) ◦ λ123 +
+ (λ32 ψ

134 + λ13 ψ
234 + λ21 ψ

4 + λ0 ψ
124) ◦ λ124 .

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóåò çàïèñè àëãåáðû
Q4 â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ Q2×Q2. Áàçèñíûìè âåêòîðà-
ìè îäíîé àëãåáðû Q2 ÿâëÿþòñÿ

λ0 , λ34 , λ123 , λ124 ;

áàçèñíûìè âåêòîðàìè äðóãîé àëãåáðû Q2 ÿâëÿþòñÿ

λ32 , λ13 , λ21 , λ0 .

Ïîñëåäíþþ àëãåáðó ìû íàçâàëè IAB-àëãåáðîé. Ýòà
àëãåáðà àíàëîãè÷íà àëãåáðå êâàòåðíèîíîâ. Äëÿ áàçèñ-
íûõ åäèíèö IAB-àëãåáðû èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå îáî-
çíà÷åíèÿ:

a · I , b ·A , i ·B , 11 .

Çàìåíèì áàçèñíûå âåêòîðû λ32, λ13, λ21, λ0 ïðèâåäåí-
íûìè ãèïåð÷èñëàìè

λ32 ∼ a I ,

λ13 ∼ bA ,

λ21 ∼ i B ,

λ0 ∼ 1 11 .

Ïîëó÷èì âåêòîð àëãåáðû Q4 â IAB-ïðåäñòàâëåíèè

ψ = (a · I ψ32 + b ·Aψ13 + i ·B ψ21 + 11ψ0) ◦ λ0 +
+ (a · I ψ42 + b ·Aψ14 + i ·B ψ1324 + 11ψ34) ◦ λ34 +
+ (a · I ψ1 + b ·Aψ2 + i ·B ψ3 + 11ψ123) ◦ λ123 +
+ (a · I ψ134 + b ·Aψ234 + i ·B ψ4 + 11ψ124) ◦ λ124 .
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Òàêèì îáðàçîì, â IAB-ïðåäñòàâëåíèè êîîðäèíàòû
(êîìïîíåíòû) âåêòîðà ÿâëÿþòñÿ ãèïåð÷èñëàìè. Ââå-
äåì äëÿ íèõ îáîçíà÷åíèÿ

Ψ0 = a I ψ32 + bAψ13 + i B ψ21 + 11ψ0 ,

Ψ34 = a I ψ42 + bAψ14 + i B ψ1324 + 11ψ34 ,

Ψ123 = a I ψ1 + bAψ2 + i B ψ3 + 11ψ123 ,

Ψ124 = a I ψ134 + bAψ234 + i B ψ4 + 11ψ124 .

(2)

Ñ ó÷åòîì ýòîãî âåêòîð ψ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ψ = Ψ0 λ0 +Ψ34 λ34 +Ψ123 λ123 +Ψ124 λ124 .

Îòñþäà âèäíî, ÷òî â IAB-ïðåäñòàâëåíèè âåêòîð ψ
ïðîåöèðóåòñÿ íà íàïðàâëåíèÿ λ0, λ34, λ123, λ124.
Â IAB-ïðåäñòàâëåíèè ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû èìåþò

ðàçìåðíîñòü 4× 4 (ñì. Ðàçäåë II.2).

III. ÊÂÀÍÒÎÂÎÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÄËß
ÑÂÎÁÎÄÍÛÕ ÊÐÀÑÍÛÕ ÊÂÀÐÊÎÂ

Ìû âû÷èñëèëè ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû àëãåáðû êâàð-
êîâ è òåïåðü âåðíåìñÿ ê ðåçóëüòàòàì Ãëàâû 3.3. Ñî-
ãëàñíî ýòîé Ãëàâå, åñëè äåéñòâèå íåêîòîðîãî îáúåêòà
ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé, òî òàêîìó îáúåêòó ïðèñóùè êâàí-
òîâûå ÿâëåíèÿ, à óðàâíåíèå ñòðóêòóðû ýòîé àëãåáðû
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êâàíòîâûé ïîñòóëàò. Îá-
ðàòèìñÿ ê óðàâíåíèþ ñòðóêòóðû äëÿ ïðîèçâîëüíîé
ïðàâîé àëãåáðû äåéñòâèÿ (ôîðìóëà (35) Ãëàâû 3.3.).
Çàïèøåì åãî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

d2d1S
L =

1

S0
· rCLKI · d1SK · d2SI .

Â ýòîì óðàâíåíèè ââåäåì îáîçíà÷åíèå

d1S
L = ψL .

Âåêòîð ψL íàçâàí âîëíîâîé ôóíêöèåé ôóíäàìåíòàëü-
íîãî îáúåêòà è îòîæäåñòâëåí ñ âîëíîâîé ôóíêöèåé,
ââîäèìîé â êâàíòîâîé òåîðèè ôóíäàìåíòàëüíîãî îáú-
åêòà. Êðîìå òîãî, ââåäåì îáîçíà÷åíèå d äëÿ äèôôå-
ðåíöèàëà d2. Ïîëó÷èì

dψL =
1

S0
· rCLKI · ψK · dSI .

Ýòî ñîîòíîøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàíòîâûé ïî-
ñòóëàò â ñàìîì îáùåì âèäå. Ïåðåïèøåì åãî èíà÷å:

∂ψL

∂xM
=

1

S0
· rCLKI ·

∂SI

∂xM
· ψK .

Äàëåå ó÷òåì, ÷òî

∂SI

∂xM
= −pIM .

Ïîëó÷èì

∂ψL

∂xM
= − 1

S0
rC

L
KI · pIM · ψK . (3)

Çäåñü pIM � êîîðäèíàòû îáîáùåííîãî èìïóëüñà,

rC
L
KI � ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå ïðàâîé àëãåáðû

äåéñòâèÿ, S0 � äåéñòâèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ âåëè÷è-
íà, èìåþùàÿ ðàçìåðíîñòü äåéñòâèÿ. Â Ãëàâå 4.3. ìû
ââåëè àëãåáðó Êëèôôîðäà êàê àëãåáðó äåéñòâèÿ è
ñâÿçàëè åå ñ ëåïòîíàìè. Ïðè ýòîì ïîñòîÿííóþ âå-
ëè÷èíó S0 ìû îòîæäåñòâèëè ñ ïîñòîÿííîé Ïëàíêà.
Åñëè áû óäàëîñü íàéòè íåñêîëüêî àëãåáð äåéñòâèÿ,
òî ìû èìåëè áû íåñêîëüêî îáúåêòîâ, ïîä÷èíÿþùèõñÿ
êâàíòîâûì ÿâëåíèÿì ðàçíîãî òèïà.
Òåïåðü ìû ââåëè íîâûé îáúåêò � êâàðêè, êîòîðûì

ñîïîñòàâèëè ñâîþ àëãåáðó äåéñòâèÿ è àëãåáðó ïðî-
ñòðàíñòâà-âðåìåíè. Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó, êâàðêè
ïîä÷èíÿþòñÿ ñâîåé êâàíòîâîé òåîðèè. Óðàâíåíèÿ (3)
áóäóò êâàíòîâûìè ïîñòóëàòàìè äëÿ êâàðêîâ, åñëè
â íèõ ïîëîæèòü ïîñòîÿííûå rC

L
KI ðàâíûìè ñòðóê-

òóðíûì ïîñòîÿííûì àëãåáðû êâàðêîâ è óñòàíîâèòü
çíà÷åíèå S0. Ïðè ýòîì âîçíèêàåò âîïðîñ: íóæíî ëè
ñâÿçûâàòü ïîñòîÿííóþ Ïëàíêà òîëüêî ñ ëåïòîíàìè è
ñîîòâåòñòâåííî ñ àëãåáðîé Êëèôôîðäà, à äëÿ àëãåáðû
êâàðêîâ ââîäèòü äðóãóþ ïîñòîÿííóþ ñ ðàçìåðíîñòüþ
äåéñòâèÿ, èëè ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà ÿâëÿåòñÿ óíèâåð-
ñàëüíîé? A priori îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ íåëüçÿ.
Ïîýòîìó äëÿ êâàðêîâ ìû ââåäåì ñâîþ ïîñòîÿííóþ
äåéñòâèÿ, çíà÷åíèå êîòîðîé ïðåäñòîèò óñòàíîâèòü, è
îáîçíà÷èì åå ÷åðåç q.
Ïðèäàäèì ñîîòíîøåíèþ (3) ôîðìó óðàâíåíèÿ Äè-

ðàêà. Äëÿ ýòîãî óìíîæèì åãî îáå ÷àñòè íà ñòðóêòóð-
íûå ïîñòîÿííûå lC

MN
L. Ïîëó÷èì

lC
MN

L ·∂MψL(x) = −1

q
lC

MN
L · rCLKI ·pIM ·ψK . (4)

Ñ íàøåé òî÷êè çðåíèÿ ýòî óðàâíåíèå è åñòü êâàíòî-
âîå óðàâíåíèå äëÿ êâàðêîâ â ñàìîì îáùåì âèäå. Äà-
ëåå, ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ Ðàçäåëà IV. Ãëàâû 4.5, çà-
ïèøåì ýòî óðàâíåíèå ïðè ñëåäóþùèõ îãðàíè÷åíèÿõ:
äèôôåðåíöèðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïî êîîðäè-
íàòàì îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà è ïðè óñëîâèè, ÷òî â
ïåðâîì ñæàòîì ïðåäñòàâëåíèè êîýôôèöèåíò ïðè âîë-
íîâîé ôóíêöèè â ïðàâîé ÷àñòè ïðèíèìàåò âèä

−md c

q
.

Çäåñü md åñòü ìàññà d-êâàðêà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó-
÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

lC
mN

L·∂mψL(x) = −1

q
( rC

N
K0 p

0
0+ rC

N
K34 p

34
0)·ψK .

(5)
Ïðè ýòîì èìååò ìåñòî óñëîâèå1

p00 + p340 = md c . (6)

Ðàçîáüåì âåëè÷èíó (md c) ìåæäó èìïóëüñàìè p00 è
p340 â íåêîòîðîé ïðîïîðöèè. Äëÿ ýòîãî ïîëîæèì

p00 =
md c

2
α , p340 =

md c

2
β .

1 Ñì. Ðàçäåë IV. Ãëàâû 4.5.
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Èç âûðàæåíèÿ (6) èìååì

α+ β

2
= 1 . (7)

Êðîìå òîãî, ïîëîæèì

md
α− β

2
= mu . (8)

Çäåñü mu � ìàññà u-êâàðêà. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè èì-
ïóëüñîâ ïîëó÷èì óðàâíåíèå, àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèþ
(8) Ãëàâû 4.5.

lC
mN

L ·∂mψL(x) = −md c

2 q
(α· rCNK0+β · rCNK34)·ψK .

(9)

Ïîíÿòíî, ÷òî çäåñü rC
N
K0 = δNK â îòëè÷èå îò

rC
N
K34.

1. Êâàíòîâîå óðàâíåíèå äëÿ êðàñíûõ êâàðêîâ
ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ

Êâàíòîâîå óðàâíåíèå äëÿ ñâîáîäíûõ êðàñíûõ êâàð-
êîâ ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ ïîëó÷èì, ïîäñòàâèâ â óðàâ-
íåíèå (9) ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû, âûâåäåííûå â Ðàç-
äåëå II. Äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî ðåãóëÿðíîãî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ àëãåáðû êâàðêîâ Q(u, d) êîìïîíåíòû âîëíî-
âîé ôóíêöèè ψK(x) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé øåñòíàäöàòü
äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé. Â iab-ïðåäñòàâëåíèè âîëíî-
âàÿ ôóíêöèÿ ñîäåðæèò âîñåìü êîìïîíåíò âèäà (1). È
â IAB-ïðåäñòàâëåíèè êîìïîíåíòàìè âîëíîâîé ôóíê-
öèè ÿâëÿþòñÿ ÷åòûðå IAB-ôóíêöèè âèäà (2). Ïðè-
âåäåì êâàíòîâîå óðàâíåíèå ïî îòíîøåíèþ ê IAB-
êîìïîíåíòàì âîëíîâîé ôóíêöèè êâàðêîâ:

−i
1

1

1

1

∂4 + i

-A

-A

A

A

∂1+

+

-I

-I

I

I

∂2 + a

1

1

1

1

∂3


Ψ0

Ψ34

Ψ123

Ψ124

=

= −md c
2 q

α β

β α

α β

β α

Ψ0

Ψ34

Ψ123

Ψ124

èëè

i ∂4Ψ
124 +(i A ∂1 + I ∂2 − a ∂3)Ψ

123

=
md c

2 q
(α ·Ψ0 + β ·Ψ34) ,

i ∂4Ψ
123 +(i A ∂1 + I ∂2 − a ∂3)Ψ

124

=
md c

2 q
(β ·Ψ0 + α ·Ψ34) ,

i ∂4Ψ
34 −(i A ∂1 + I ∂2 + a ∂3)Ψ

0

=
md c

2 q
(α ·Ψ123 + β ·Ψ124) ,

i ∂4Ψ
0 −(i A ∂1 + I ∂2 + a ∂3)Ψ

34

=
md c

2 q
(β ·Ψ123 + α ·Ψ124) .

(10)

2. Ñòàíäàðòíîå ïðåäñòàâëåíèå êâàíòîâîãî
óðàâíåíèÿ äëÿ êðàñíûõ u- è d-êâàðêîâ

Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèÿ (9) ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ñíà÷àëà ñëîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå ñî âòîðûì à òðå-
òüå ñ ÷åòâåðòûì. Ïîëó÷èì

i ∂4φ2 + (i A ∂1 + I ∂2 − a ∂3)φ2 =
md c

2 q
(α+ β)φ1 ,

i ∂4φ1−(i A ∂1+I ∂2+a ∂3)φ1 =
md c

2 q
(α+β)φ2 , (11)

ãäå φ1 = Ψ0 + Ψ34 è φ2 = Ψ123 + Ψ124. Çàòåì âû÷òåì
èç ÷åòâåðòîãî òðåòüå, à èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîå.
Ïîëó÷èì

i ∂4χ2 + (i A ∂1 + I ∂2 + a ∂3)χ2 =
md c

2 q
(β − α)χ1 ,

i ∂4χ1− (i A ∂1+I ∂2−a ∂3)χ1 =
md c

2 q
(β−α)χ2 , (12)

ãäå χ1 = Ψ123 −Ψ124 è χ2 = Ψ0 −Ψ34

èëè ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé (7) è (8)

i ∂4φ2 + (i A ∂1 + I ∂2 − a ∂3)φ2 =
md c

q
φ1 ,

i ∂4φ1 − (i A ∂1 + I ∂2 + a ∂3)φ1 =
md c

q
φ2 , (13)

i ∂4χ2 + (i A ∂1 + I ∂2 + a ∂3)χ2 =
mu c

q
χ1 ,

i ∂4χ1 − (i A ∂1 + I ∂2 − a ∂3)χ1 =
mu c

q
χ2 . (14)

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà èç ÷åòûðåõ óðàâíåíèé ïðå-
îáðàçóåòñÿ â äâå ñèñòåìû èç äâóõ óðàâíåíèé. Îäíà
èç ñèñòåì ïðåäñòàâëÿåò óðàâíåíèå äëÿ ÷àñòèöû ñ ìàñ-
ñîé md, à äðóãàÿ ïðåäñòàâëÿåò óðàâíåíèå äëÿ ÷àñòèöû
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ñ ìàññîé mu. Îòñþäà âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ èíòåðïðå-
òàöèÿ êîìïîíåíò âîëíîâîé ôóíêöèè. Äëÿ êðàñíîãî d
êâàðêà ëåâàÿ êîìïîíåíòà dL = Ψ0+Ψ34 è ïðàâàÿ êîì-
ïîíåíòà dR = Ψ123 + Ψ124, à äëÿ êðàñíîãî u êâàðêà
uL = Ψ123 −Ψ124 è uR = Ψ0 −Ψ34.

IV. ÂÛÂÎÄÛ ÏÎ ÃËÀÂÅ

� Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ íåðåëÿòèâèñòñêîãî êâàðêà
åñòü âåêòîð àëãåáðû Q3.

� Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ íèæíåãî è âåðõíåãî êðàñíûõ
êâàðêîâ îäíîãî ïîêîëåíèÿ åñòü âåêòîð àëãåáðû
Qr.

� Âîëíîâûå ôóíêöèè êðàñíûõ êâàðêîâ ðàçíûõ ïî-
êîëåíèé îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà öèêëè÷åñêîé
ïåðåñòàíîâêîé òðåõ îáðàçóþùèõ áàçèñíûõ âåê-
òîðîâ.

� Êîìïîíåíòû âîëíîâîé ôóíêöèè Ψ0+Ψ34, Ψ123+
Ψ124, Ψ123 −Ψ124, Ψ0 −Ψ34 îòíîñÿòñÿ ê ðàçíûì
ôóíäàìåíòàëüíûì ÷àñòèöàì � êðàñíûì êâàð-
êàì. Ýòîò âûâîä îïèðàåòñÿ íà ñëåäóþùèå ñîîá-
ðàæåíèÿ.

1. Ïîëó÷åííûå êâàíòîâûå óðàâíåíèÿ äëÿ êðàñ-
íûõ êâàðêîâ â ñòàíäàðòíîì ïðåäñòàâëíå-
íèè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äâóõ ñèñòåì
óðàâíåíèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îòíîñèòñÿ ê
äâóõêîìïîíåíòíîé âîëíîâîé ôóíêöèè.

2. Íåçàâèñèìîñòü óêàçàííûõ äâóõ ñèñòåì óðàâ-
íåíèé äðóã îò äðóãà ïîçâîëÿåò îòíåñòè ýòè
ñèñòåìû óðàâíåíèé ê ðàçíûì ÷àñòèöàì,
ïðè÷åì îäíà èç ýòèõ ÷àñòèö èìååò ìàññó
md, à äðóãàÿ èìååò ìàññó mu.

� Óñòàíîâëåíî ñëåäóþùåå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó
êîìïîíåíòàìè âîëíîâîé ôóíêöèè è êðàñíûìè
êâàðêàìè ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ. Êîìïîíåíòû âîë-
íîâîé ôóíêöèè ψA, ãäå A ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ

32, 13, 21, 0, 42, 14, 1324, 34, 1, 2, 3, 123, 134, 234, 4, 124,

ðàçáèâàþòñÿ íà ÷åòûðå ÷àñòè:

ëåâàÿ êîìïîíåíòà êðàñíîãî d-êâàðêà

dL = Ψ0
(ψ32, ψ13, ψ21, ψ0)+Ψ34

(ψ42, ψ14, ψ1324, ψ34) ,

ïðàâàÿ êîìïîíåíòà êðàñíîãî d-êâàðêà

dR = Ψ123
(ψ1, ψ2, ψ3, ψ123)+Ψ124

(ψ134, ψ234, ψ4, ψ124) ,

ëåâàÿ êîìïîíåíòà êðàñíîãî u-êâàðêà

uL = Ψ123
(ψ1, ψ2, ψ3, ψ123)−Ψ124

(ψ134, ψ234, ψ4, ψ124) ,

ïðàâàÿ êîìïîíåíòà êðàñíîãî u-êâàðêà

uR = Ψ0
(ψ32, ψ13, ψ21, ψ0)−Ψ34

(ψ42, ψ14, ψ1324, ψ34) .

� Êîìïîíåíòû âîëíîâûõ ôóíêöèé êðàñíûõ êâàð-
êîâ âòîðîãî è òðåòüåãî ïîêîëåíèé îòëè÷àþòñÿ

îò âûøåïðèâåäåííûõ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâ-
êîé ïðîñòðàíñòâåííûõ èíäåêñîâ:

äëÿ êðàñíûõ êâàðêîâ âòîðîãî ïîêîëåíèÿ

3 → 2 , 2 → 1 , 1 → 3 ;

äëÿ êðàñíûõ êâàðêîâ òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ

3 → 1 , 2 → 3 , 1 → 2 .
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I. ÆÅËÒÛÅ ÊÂÀÐÊÈ ÒÐÅÕ ÏÎÊÎËÅÍÈÉ

Ðàññìîòðèì àëãåáðó æåëòûõ êâàðêîâ Qy.
Íà÷íåì ñ àëãåáðû æåëòûõ êâàðêîâ ïåðâîãî ïîêîëå-

íèÿ Q(1)y.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì IV.2. Ãëàâû 3.4. âîëíî-

âàÿ ôóíêöèÿ êâàðêîâ â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåíà ñëå-
äóþùåé äèàãðàììîé Þíãà:��

?

�
61

2
3
4

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè

12 = −21 , 13 = 31 , 23 = −32 ,

14 = 41 , 24 = −42 , 34 = −43 .

Çàïèøåì óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè ñ ó÷àñòèåì
áàçèñíîãî âåêòîðà âðåìåíè â ðàçâåðíóòîì âèäå

λ1 ◦ λ4 = λ4 ◦ λ1 ,
λ2 ◦ λ4 = −λ4 ◦ λ2 ,
λ3 ◦ λ4 = −λ4 ◦ λ3 .

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïåðåéòè ê àëãåáðàì æåëòûõ êâàð-
êîâ âòîðîãî è òðåòüåãî ïîêîëåíèé, íåîáõîäèìî èñïîëü-
çîâàòü óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè, îòëè÷àþùèåñÿ
îò ïðåäûäóùèõ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé ãåîìåòðè-
÷åñêèõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ.
Òîãäà äëÿ àëãåáðû æåëòûõ êâàðêîâ âòîðîãî ïîêî-

ëåíèÿ Q(2)y èìååì ñëåäóþùåå.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì IV.2. Ãëàâû 3.4. âîëíî-

âàÿ ôóíêöèÿ êâàðêîâ â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåíà ñëå-
äóþùåé äèàãðàììîé Þíãà:��

?

�
63

1
2
4

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè

12 = −21 , 13 = −31 , 23 = 32 ,

34 = 43 , 14 = −41 , 24 = −42 .

Çàïèøåì óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè ñ ó÷àñòèåì
áàçèñíîãî âåêòîðà âðåìåíè â ðàçâåðíóòîì âèäå

λ3 ◦ λ4 = λ4 ◦ λ3 ,
λ1 ◦ λ4 = −λ4 ◦ λ1 ,
λ2 ◦ λ4 = −λ4 ◦ λ2 .

Àëãåáðà æåëòûõ t- è b-êâàðêîâ Q(3)y.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì IV.2. Ãëàâû 3.4. âîëíî-

âàÿ ôóíêöèÿ êâàðêîâ â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåíà ñëå-
äóþùåé äèàãðàììîé Þíãà:

��
?

�
62

3
1
4

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè

12 = 21 , 13 = −31 , 23 = −32 ,

24 = 42 , 34 = −43 , 14 = −41 .

Çàïèøåì óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè ñ ó÷àñòèåì
áàçèñíîãî âåêòîðà âðåìåíè â ðàçâåðíóòîì âèäå

λ2 ◦ λ4 = λ4 ◦ λ2 ,
λ3 ◦ λ4 = −λ4 ◦ λ3 ,
λ1 ◦ λ4 = −λ4 ◦ λ1 .

Äàëåå â ýòîé Ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî àëãåá-
ðà æåëòûõ êâàðêîâ ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ Q(1)y. Ïåðåõîä
ê àëãåáðàì æåëòûõ êâàðêîâ äðóãèõ ïîêîëåíèé î÷åâè-
äåí.

II. ÀËÃÅÁÐÀ ÆÅËÒÛÕ u- È d-ÊÂÀÐÊÎÂ
Q(1)y

1. Áàçèñíûå âåêòîðû è èõ ïðîèçâåäåíèÿ

Óêàæåì áàçèñíûå âåêòîðû àëãåáðû Q(1)y è ïðàâèëà
óìíîæåíèÿ, êîòîðûì îíè ïîä÷èíÿþòñÿ.

� λ0 � áàçèñíûé âåêòîð ñêàëÿðíîé ÷àñòè âåêòîðà.
Äëÿ λ0 èìååò ìåñòî ïðàâèëî óìíîæåíèÿ

λ0 ◦ λ0 = λ0 .

� Îáðàçóþùèå âåêòîðû λi, ãäå èíäåêñ i ïðîáåãàåò
çíà÷åíèÿ îò 1 äî 4, åñòü áàçèñíûå âåêòîðû ïðî-
ñòðàíñòâà-âðåìåíè ÑÒÎ. Äëÿ íèõ èìåþò ìåñòî
ïðàâèëà óìíîæåíèÿ

λi ◦ λ0 = λ0 ◦ λi = λi ,

λi ◦ λi = sign(λi)
2 · λ0 ,

ãäå

sign(λ1)
2 = sign(λ2)

2 = sign(λ3)
2 = − sign(λ4)2 = 1 .

� Âåêòîðû

λik = λk ◦ λi .

Çäåñü i ̸= k. ×èñëî ýòèõ âåêòîðîâ ðàâíî ÷èñëó
ñî÷åòàíèé èç ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ ïî äâà

C2
4 = 6 .
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì I. íàñòîÿùåé Ãëàâû
äëÿ ýòèõ âåêòîðîâ âûïîëíÿþòñÿ ïðàâèëà ïåðå-
ñòàíîâêè èíäåêñîâ è ñîîòâåòñòâåííî ñîìíîæèòå-
ëåé (óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè)

λ21 = −λ21 , λ13 = λ31 , λ32 = −λ23 ,
λ14 = λ41 , λ24 = −λ42 , λ34 = −λ43 .

Ïðàâèëà óìíîæåíèÿ, â êîòîðûõ ó÷àñòâóþò ýòè
âåêòîðû, ñëåäóþò èç óñëîâèÿ àññîöèàòèâíîñòè
è óñëîâèé ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè. Â ÷àñòíîñòè,
èìååì

λ21 ◦ λ21 = −λ0 , λ42 ◦ λ42 = λ0 ,

λ32 ◦ λ32 = −λ0 , λ14 ◦ λ14 = −λ0 ,
λ13 ◦ λ13 = λ0 , λ34 ◦ λ34 = λ0 .

� Âåêòîðû

λikl = λi ◦ λk ◦ λl .

Çäåñü

i ̸= k , i ̸= l , k ̸= l .

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî ýòèõ âåêòîðîâ ðàâíî ÷èñ-
ëó ñî÷åòàíèé èç ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ ïî òðè

C3
4 = 4 .

Äëÿ ýòèõ âåêòîðîâ âûïîëíÿþòñÿ ïðàâèëà ïåðå-
ñòàíîâêè èíäåêñîâ è ñîîòâåòñòâåííî ñîìíîæèòå-
ëåé, âûòåêàþùèå èç óñëîâèé ñîñåäíåé ïåðåñòà-
íîâêè:

λ123 = −λ213 = −λ231 = λ321 = −λ312 = −λ132 ,
λ124 = −λ214 = −λ241 = λ421 = −λ412 = −λ142 ,
λ134 = λ314 = λ341 = −λ431 = −λ413 = −λ143 ,
λ234 = −λ324 = λ342 = −λ432 = λ423 = −λ243 .

Èç óñëîâèÿ àññîöèàòèâíîñòè è óñëîâèé ñîñåäíåé
ïåðåñòàíîâêè òàêæå ñëåäóåò

λ123 ◦ λ123 = λ0 , λ124 ◦ λ124 = −λ0 ,
λ134 ◦ λ134 = −λ0 , λ234 ◦ λ234 = λ0 .

� Âåêòîð

λ1324 = λ1 ◦ λ3 ◦ λ2 ◦ λ4 .

Äëÿ ýòîãî âåêòîðà âûïîëíÿþòñÿ ïðàâèëà ïåðå-
ñòàíîâêè èíäåêñîâ è ñîîòâåòñòâåííî ñîìíîæèòå-
ëåé, âûòåêàþùèå èç óñëîâèé ñîñåäíåé ïåðåñòà-
íîâêè:

λ1234 = −λ2134 = −λ2314 = λ3214 =

= −λ3124 = −λ1324 = −λ1243 = λ2143 =

= λ2413 = −λ4213 = λ4123 = λ1423 =

= −λ1342 = −λ3142 = −λ3412 = λ4312 =

= λ4132 = −λ1432 = λ2341 = −λ3241 =

= λ3421 = −λ4321 = λ4231 = −λ2431 .

Èç óñëîâèÿ àññîöèàòèâíîñòè è óñëîâèé ñîñåäíåé
ïåðåñòàíîâêè çàêîíîâ òàêæå ñëåäóåò

λ1324 ◦ λ1324 = λ0 .

2. Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû àëãåáðû æåëòûõ
êâàðêîâ

Ïðèâåäåì ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû äâóõ àëãåáð: ïðà-
âîé êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðû æåëòûõ êâàðêîâ ïåð-
âîãî ïîêîëåíèÿ r(Q, XQ)y è ëåâîé êîâàðèàíòíîé àë-
ãåáðû æåëòûõ êâàðêîâ ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ l(Q, XQ)

∗
y.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì òàêèõ ìàòðèö çàïèñûâàþòñÿ êâàí-
òîâûå óðàâíåíèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ êâàðêîâ. Êîì-
ïîíåíòû âåêòîðîâ è ìàòðèö ðàññìàòðèâàþòñÿ â ñëåäó-
þùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíäåêñîâ:

(32, 13, 21, 0, 42, 14, 1324, 34, 1, 2, 3, 123, 134, 234, 4, 124) .

Ïåðåõîä îò äåéñòâèòåëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê êîì-
ïàêòíûì ïðåäñòàâëåíèÿì îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì ââå-
äåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ áëî÷íûõ ìàòðèö. Ïðè ïðåîá-
ðàçîâàíèè ìàòðèö rC

L
KI è lC

IK
L îò äåéñòâèòåëüíî-

ãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê iab-ïðåäñòàâëåíèþ èñïîëüçîâàíû
ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ áëîêîâ 2×2:

1 = 1

1
, i = 1

-1
.

a = 1

1
, b = -1

1
.

Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ìàòðèö rC
L
KI è lC

IK
L îò iab-

ïðåäñòàâëåíèÿ ê IAB-ïðåäñòàâëåíèþ èñïîëüçîâàíû
ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ áëîêîâ 2×2:

11 = 1

1
, I = 1

1
,

A = 1

1
, B = -1

1
.
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2.1. Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû ïðàâîé êîíòðàâàðèàíòíîé
àëãåáðû æåëòûõ êâàðêîâ ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ r(Q, XQ)y

rλ0 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

11 0

11 34

11 123

11 124

rλ1 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= a

34 124

0 123

A 0

A 34

A 123

A 124

rλ2 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 1
14 -1

1324 -1
34 1
1 -1
2 1
3 1

123 -1
134 -1
234 1
4 1

124 -1

= b

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

1 2

-1 123

1 234

-1 124

= b

34 124

0 123

-I 0

-I 34

I 123

I 124
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rλ3 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 1
21 -1
0 1
42 1
14 -1

1324 1
34 -1
1 1
2 -1
3 1

123 -1
134 -1
234 1
4 -1

124 1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

-1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

-1 234

-1 124

= i

34 124

0 123

-11 0

11 34

11 123

-11 124

rλ4 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 1
0 -1
42 -1
14 1

1324 -1
34 1
1 -1
2 1
3 -1

123 1
134 1
234 -1
4 1

124 -1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

-1 14

-1 34

-1 2

-1 123

1 234

1 124

= i

34 124

0 123

11 0

-11 34

-11 123

11 124

rλ21 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 1
21 1
0 -1
42 -1
14 1

1324 1
34 -1
1 1
2 -1
3 -1

123 1
134 1
234 -1
4 -1

124 1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

1 2

-1 123

1 234

-1 124

= i

34 124

0 123

B 0

B 34

-B 123

-B 124

rλ13 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 1
21 -1
0 1
42 1
14 -1

1324 1
34 -1
1 1
2 -1
3 1

123 -1
134 -1
234 1
4 -1

124 1

= b

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

-1 14

-1 34

-1 2

-1 123

1 234

1 124

= b

34 124

0 123

A 0

-A 34

-A 123

A 124
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rλ32 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 -1
0 -1
42 -1
14 -1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 -1

123 -1
134 -1
234 -1
4 1

124 1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

-1 0

-1 14

1 34

1 2

-1 123

-1 234

1 124

= a

34 124

0 123

I 0

-I 34

I 123

-I 124

rλ14 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 1
0 -1
42 -1
14 1

1324 -1
34 1
1 -1
2 1
3 -1

123 1
134 1
234 -1
4 1

124 -1

= b

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

-1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

-1 234

-1 124

= b

34 124

0 123

-A 0

A 34

A 123

-A 124

rλ42 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 -1
34 -1
1 -1
2 -1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 -1

124 -1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

1 14

-1 34

-1 2

1 123

1 234

-1 124

= a

34 124

0 123

-I 0

I 34

-I 123

I 124

rλ34 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

11 0

11 34

11 123

11 124
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rλ123 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 -1
34 -1
1 -1
2 -1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 -1

124 -1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

1 14

-1 34

-1 2

1 123

1 234

-1 124

= 1

34 124

0 123

B 0

-B 34

B 123

-B 124

rλ124 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 -1
0 -1
42 -1
14 -1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 -1

123 -1
134 -1
234 -1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

-1 0

-1 14

-1 34

1 2

-1 123

-1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

-B 0

B 34

-B 123

B 124

rλ134 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= a

34 124

0 123

A 0

A 34

A 123

A 124

rλ234 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 1
14 -1

1324 -1
34 1
1 -1
2 1
3 1

123 -1
134 -1
234 1
4 1

124 -1

= b

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

1 2

-1 123

1 234

-1 124

= b

34 124

0 123

-I 0

-I 34

I 123

I 124
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rλ1324 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 1
21 1
0 -1
42 -1
14 1

1324 1
34 -1
1 1
2 -1
3 -1

123 1
134 1
234 -1
4 -1

124 1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

1 2

-1 123

1 234

-1 124

= i

34 124

0 123

B 0

B 34

-B 123

-B 124

2.2. Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû ëåâîé êîâàðèàíòíîé
àëãåáðû æåëòûõ êâàðêîâ ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ l(Q, XQ)

∗
y

Íàïîìíèì, ÷òî ýòè ìàòðèöû íåîáõîäèìû äëÿ ôîð-
ìèðîâàíèÿ ïðàâûõ îïåðàòîðîâ íàáëà.

lΛ
0 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

11 0

11 34

11 123

11 124
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lΛ
1 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 1
21 -1
0 1
42 -1
14 1

1324 -1
34 1
1 1
2 -1
3 1

123 -1
134 1
234 -1
4 1

124 -1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

-1 0

-1 14

-1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= i

34 124

0 123

-A 0

-A 34

A 123

A 124

lΛ
2 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 1
0 1
42 -1
14 -1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 -1

123 -1
134 1
234 1
4 -1

124 -1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

1 2

-1 123

1 234

-1 124

= 1

34 124

0 123

-I 0

-I 34

I 123

I 124

lΛ
3 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= a

34 124

0 123

11 0

11 34

11 123

11 124

lΛ
4 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 1
0 1
42 -1
14 -1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 -1

123 -1
134 1
234 1
4 -1

124 -1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

1 2

-1 123

1 234

-1 124

= a

34 124

0 123

B 0

B 34

-B 123

-B 124
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lΛ
21 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 1
14 -1

1324 -1
34 1
1 1
2 -1
3 -1

123 1
134 1
234 -1
4 -1

124 1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

-1 0

1 14

-1 34

1 2

-1 123

1 234

-1 124

= −i

34 124

0 123

B 0

B 34

B 123

B 124

lΛ
13 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 1
21 -1
0 1
42 -1
14 1

1324 -1
34 1
1 1
2 -1
3 1

123 -1
134 1
234 -1
4 1

124 -1

= b

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

-1 2

-1 123

-1 234

-1 124

= b

34 124

0 123

A 0

A 34

-A 123

-A 124

lΛ
32 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 1
0 1
42 -1
14 -1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 -1

123 -1
134 1
234 1
4 -1

124 -1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

1 2

-1 123

1 234

-1 124

= a

34 124

0 123

-I 0

-I 34

I 123

I 124

lΛ
14 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 1
14 -1

1324 -1
34 1
1 1
2 -1
3 -1

123 1
134 1
234 -1
4 -1

124 1

= b

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

-1 2

1 123

1 234

-1 124

= −b

34 124

0 123

I 0

I 34

I 123

I 124
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lΛ
42 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= a

34 124

0 123

A 0

A 34

A 123

A 124

lΛ
34 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 1
0 1
42 -1
14 -1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 -1

123 -1
134 1
234 1
4 -1

124 -1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

1 2

-1 123

1 234

-1 124

= 1

34 124

0 123

B 0

B 34

-B 123

-B 124

lΛ
123 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 1
14 -1

1324 -1
34 1
1 1
2 -1
3 -1

123 1
134 1
234 -1
4 -1

124 1

= b

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

-1 2

1 123

-1 234

1 124

= b

34 124

0 123

B 0

B 34

B 123

B 124

lΛ
124 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 1
21 -1
0 1
42 -1
14 1

1324 -1
34 1
1 1
2 -1
3 1

123 -1
134 1
234 -1
4 1

124 -1

= b

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

-1 2

-1 123

-1 234

-1 124

= b

34 124

0 123

11 0

11 34

-11 123

-11 124
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lΛ
134 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 1
14 -1

1324 -1
34 1
1 1
2 -1
3 -1

123 1
134 1
234 -1
4 -1

124 1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

-1 0

1 14

-1 34

1 2

-1 123

1 234

-1 124

= i

34 124

0 123

I 0

I 34

I 123

I 124

lΛ
234 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= a

34 124

0 123

A 0

A 34

A 123

A 124

lΛ
1324 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 1
21 -1
0 1
42 -1
14 1

1324 -1
34 1
1 1
2 -1
3 1

123 -1
134 1
234 -1
4 1

124 -1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

-1 0

-1 14

-1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= i

34 124

0 123

-11 0

-11 34

11 123

11 124

3. Äåéñòâèòåëüíîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû
êâàðêîâ Q4

Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû rC
L
KI â äåéñòâèòåëüíîì

ïðåäñòàâëåíèè âû÷èñëåíû ïî àëãîðèòìó, ïðèâåäåí-
íîìó â Ðàçäåëå II. Ãëàâû 4.1, äëÿ ïðèíÿòîãî ðàíåå
ïîðÿäêà èíäåêñîâ. Ïðè ýòîì ñëàãàåìûå âåêòîðà ψ
çàïèñûâàþòñÿ â ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

ψ = λ32 ψ
32 + λ13 ψ

13 + λ21 ψ
21 + λ0 ψ

0 +

+ λ42 ψ
42 + λ14 ψ

14 + λ1324 ψ
1324 + λ34 ψ

34 +

+ λ1 ψ
1 + λ2 ψ

2 + λ3 ψ
3 + λ123 ψ

123 +

+ λ134 ψ
134 + λ234 ψ

234 + λ4 ψ
4 + λ124 ψ

124 .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì äåéñòâèòåëüíûå ñòðóêòóðíûå
ìàòðèöû

rC
L
KI ∼ λI

ðàçìåðíîñòè 16 × 16. Ïîìèìî äåéñòâèòåëüíîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ èñïîëüçîâàíî iab-ïðåäñòàâëåíèå.
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4. iab-ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû êâàðêîâ Q4

iab-ïðåäñòàâëåíèå îñíîâàíî íà ñëåäóþùåì ðàçëîæå-
íèè âåêòîðà:

ψ = λ13 ◦ (λ21 ψ32 + λ0 ψ
13) + λ0 ◦ (λ21 ψ21 + λ0 ψ

0) +

+λ14 ◦ (λ21 ψ42 + λ0 ψ
14) + λ34 ◦ (λ21 ψ1324 + λ0 ψ

34) +

+λ2 ◦ (λ21 ψ1 + λ0 ψ
2) + λ123 ◦ (λ21 ψ3 + λ0 ψ

123) +

+λ234 ◦ (λ21 ψ134 + λ0 ψ
234) + λ124 ◦ (λ21 ψ4 + λ0 ψ

124).

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóåò çàïèñè àëãåáðû
Q4 â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ Q3 × Q1 (çäåñü íèæíèé èí-
äåêñ åñòü ðàçìåðíîñòü îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà).
Áàçèñíûìè âåêòîðàìè àëãåáðû Q3 ÿâëÿþòñÿ

λ13 , λ0 , λ14 , λ34 , λ2 , λ123 , λ234 , λ124 ;

áàçèñíûìè âåêòîðàìè àëãåáðû Q1 ÿâëÿþòñÿ

λ21 , λ0 .

Êàê è ïðåæäå, ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå áàçèñíîìó
âåêòîðó λ21 àëãåáðû Q1 ìíèìóþ åäèíèöó, à áàçèñíî-
ìó âåêòîðó λ0 äåéñòâèòåëüíóþ åäèíèöó. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì âåêòîð àëãåáðû Q4 â iab-ïðåäñòàâëåíèè, êî-
òîðûé èìååò âèä

ψ = λ13 ◦ (i ψ32 + ψ13) + λ0 ◦ (i ψ21 + ψ0) +

+ λ14 ◦ (i ψ42 + ψ14) + λ34 ◦ (i ψ1324 + ψ34) +

+ λ2 ◦ (i ψ1 + ψ2) + λ123 ◦ (i ψ3 + ψ123) +

+ λ234 ◦ (i ψ134 + ψ234) + λ124 ◦ (i ψ4 + ψ124) .

Òàêèì îáðàçîì, â iab-ïðåäñòàâëåíèè êîîðäèíàòû
(êîìïîíåíòû) âåêòîðà ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûìè ÷èñ-
ëàìè. Ââåäåì äëÿ íèõ îáîçíà÷åíèÿ

ψ13 = i ψ32 + ψ13 , ψ0 = i ψ21 + ψ0 ,

ψ14 = i ψ42 + ψ14 , ψ34 = i ψ1324 + ψ34 ,

ψ2 = i ψ1 + ψ2 , ψ123 = i ψ3 + ψ123 ,

ψ234 = i ψ134 + ψ234 , ψ124 = i ψ4 + ψ124 .

(1)

Ñ ó÷åòîì ýòîãî âåêòîð ψ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ψ = λ13ψ
13 + λ0ψ

0 + λ14ψ
14 + λ34ψ

34 +

+ λ2ψ
2 + λ123ψ

123 + λ234ψ
234 + λ124ψ

124 .

Îòñþäà âèäíî, ÷òî â iab-ïðåäñòàâëåíèè âåêòîð ψ
ïðîåöèðóåòñÿ íà íàïðàâëåíèÿ λ13, λ0, λ14, λ34, λ2,
λ123, λ234, λ124.
Â iab-ïðåäñòàâëåíèè ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû 8 × 8

èìåþò ðàçìåðíîñòü (ñì. Ðàçäåë II.2.).

5. IAB-ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû êâàðêîâ Q4

IAB-ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Q4 îñíîâàíî íà ðàçëî-
æåíèè âåêòîðà

ψ = (λ32 ψ
32 + λ13 ψ

13 + λ21 ψ
21 + λ0 ψ

0) ◦ λ0 +
+ (λ32 ψ

42 + λ13 ψ
14 + λ21 ψ

1324 + λ0 ψ
34) ◦ λ34 +

+ (λ32 ψ
1 + λ13 ψ

2 + λ21 ψ
3 + λ0 ψ

123) ◦ λ123 +
+ (λ32 ψ

134 + λ13 ψ
234 + λ21 ψ

4 + λ0 ψ
124) ◦ λ124 .

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóåò çàïèñè àëãåáðû
Q4 â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ Q2×Q2. Áàçèñíûìè âåêòîðà-
ìè îäíîé àëãåáðû Q2 ÿâëÿþòñÿ

λ0 , λ34 , λ123 , λ124 ;

áàçèñíûìè âåêòîðàìè äðóãîé àëãåáðû Q2 ÿâëÿþòñÿ

λ32 , λ13 , λ21 , λ0 .

Ïîñëåäíþþ àëãåáðó ìû íàçâàëè IAB-àëãåáðîé. Ýòà
àëãåáðà àíàëîãè÷íà àëãåáðå êâàòåðíèîíîâ. Äëÿ áàçèñ-
íûõ åäèíèö IAB-àëãåáðû èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå îáî-
çíà÷åíèÿ:

a · I , b ·A , i ·B , 11 .

Çàìåíèì áàçèñíûå âåêòîðû λ32, λ13, λ21, λ0 ïðèâåäåí-
íûìè ãèïåð÷èñëàìè:

λ32 ∼ a I ,

λ13 ∼ bA ,

λ21 ∼ i B ,

λ0 ∼ 1 11 .

Ïîëó÷èì âåêòîð àëãåáðû Q4 â IAB-ïðåäñòàâëåíèè

ψ = (a · I ψ32 + b ·Aψ13 + i ·B ψ21 + 11ψ0) ◦ λ0 +
+ (a · I ψ42 + b ·Aψ14 + i ·B ψ1324 + 11ψ34) ◦ λ34 +
+ (a · I ψ1 + b ·Aψ2 + i ·B ψ3 + 11ψ123) ◦ λ123 +
+ (a · I ψ134 + b ·Aψ234 + i ·B ψ4 + 11ψ124) ◦ λ124 .

Òàêèì îáðàçîì, â IAB-ïðåäñòàâëåíèè êîîðäèíàòû
(êîìïîíåíòû) âåêòîðà ÿâëÿþòñÿ ãèïåð÷èñëàìè. Ââå-
äåì äëÿ íèõ îáîçíà÷åíèÿ

Ψ0 = a I ψ32 + bAψ13 + i B ψ21 + 11ψ0 ,

Ψ34 = a I ψ42 + bAψ14 + i B ψ1324 + 11ψ34 ,

Ψ123 = a I ψ1 + bAψ2 + i B ψ3 + 11ψ123 ,

Ψ124 = a I ψ134 + bAψ234 + i B ψ4 + 11ψ124 .

(2)

Ñ ó÷åòîì ýòîãî âåêòîð ψ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ψ = Ψ0 λ0 +Ψ34 λ34 +Ψ123 λ123 +Ψ124 λ124 .

Îòñþäà âèäíî, ÷òî â IAB-ïðåäñòàâëåíèè âåêòîð ψ
ïðîåöèðóåòñÿ íà íàïðàâëåíèÿ λ0, λ34, λ123, λ124.
Â IAB-ïðåäñòàâëåíèè ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû èìåþò

ðàçìåðíîñòü 4× 4 (ñì. Ðàçäåë II.2.).

III. ÊÂÀÍÒÎÂÎÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÄËß
ÑÂÎÁÎÄÍÛÕ ÆÅËÒÛÕ ÊÂÀÐÊÎÂ

Ìû âû÷èñëèëè ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû àëãåáðû êâàð-
êîâ è òåïåðü âåðíåìñÿ ê ðåçóëüòàòàì Ãëàâû 3.3. Ñî-
ãëàñíî ýòîé Ãëàâå, åñëè äåéñòâèå íåêîòîðîãî îáúåêòà
ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé, òî òàêîìó îáúåêòó ïðèñóùè êâàí-
òîâûå ÿâëåíèÿ, à óðàâíåíèå ñòðóêòóðû ýòîé àëãåá-
ðû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êâàíòîâûé ïîñòóëàò. Â
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Ðàçäåëå III. Ãëàâû 4.8 óðàâíåíèå ñòðóêòóðû àëãåá-
ðû äåéñòâèÿ îáùåãî âèäà ïðåîáðàçîâàíî â êâàíòîâîå
óðàâíåíèå äëÿ ñâîáîäíûõ êâàðêîâ, êîòîðûì âîñïîëü-
çóåìñÿ äàëåå. Óêàçàííîå óðàâíåíèå èìååò âèä

lC
mN

L ·∂mψL(x) = −md c

2 q
(α· rCNK0+β · rCNK34)·ψK .

(3)

Çäåñü md åñòü ìàññà d-êâàðêà, q � ïîñòîÿííàÿ âå-
ëè÷èíà, èìåþùàÿ ðàçìåðíîñòü äåéñòâèÿ, àíàëîãè÷íàÿ
ïîñòîÿííîé Ïëàíêà, α è β � äåéñòâèòåëüíûå ïîëîæè-
òåëüíûå ÷èñëà, íà êîòîðûå íàëîæåíî óñëîâèå

α+ β

2
= 1 . (4)

Ìàññà âåðõíåãî êâàðêà mu âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ìàññó
íèæíåãî êâàðêà md ñëåäóþùèì îáðàçîì:

mu = md
α− β

2
. (5)

1. Êâàíòîâîå óðàâíåíèå äëÿ æåëòûõ êâàðêîâ
ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ

Êâàíòîâîå óðàâíåíèå äëÿ ñâîáîäíûõ æåëòûõ êâàð-
êîâ ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ ïîëó÷èì, ïîäñòàâèâ â óðàâ-
íåíèå (3) ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû, âûâåäåííûå â Ðàç-
äåëå II. Äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî ðåãóëÿðíîãî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ àëãåáðû êâàðêîâ Q(u, d) êîìïîíåíòû âîëíî-
âîé ôóíêöèè ψK(x) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé øåñòíàäöàòü
äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé. Â iab-ïðåäñòàâëåíèè âîë-
íîâàÿ ôóíêöèÿ ñîäåðæèò âîñåìü êîìïîíåíò âèäà (1),
â IAB-ïðåäñòàâëåíèè êîìïîíåíòàìè âîëíîâîé ôóíê-
öèè ÿâëÿþòñÿ ÷åòûðå IAB-ôóíêöèè âèäà (2). Ïðè-
âåäåì êâàíòîâîå óðàâíåíèå ïî îòíîøåíèþ ê IAB-
êîìïîíåíòàì âîëíîâîé ôóíêöèè êâàðêîâ:

a
B

B

-B

-B

∂4 + i

-A

-A

A

A

∂1+

+

-I

-I

I

I

∂2 + a

1

1

1

1

∂3


Ψ0

Ψ34

Ψ123

Ψ124

=

= −md c
2 q

α β

β α

α β

β α

Ψ0

Ψ34

Ψ123

Ψ124

èëè

−aB ∂4Ψ124 +(i A ∂1 + I ∂2 − a ∂3)Ψ
123 =

=
md c

2 q
(α ·Ψ0 + β ·Ψ34) ,

−aB ∂4Ψ123 +(i A ∂1 + I ∂2 − a ∂3)Ψ
124 =

=
md c

2 q
(β ·Ψ0 + α ·Ψ34) ,

aB ∂4Ψ
34 −(i A ∂1 + I ∂2 + a ∂3)Ψ

0 =

=
md c

2 q
(α ·Ψ123 + β ·Ψ124) ,

aB ∂4Ψ
0 −(i A ∂1 + I ∂2 + a ∂3)Ψ

34 =

=
md c

2 q
(β ·Ψ123 + α ·Ψ124) .

(6)

2. Ñòàíäàðòíîå ïðåäñòàâëåíèå êâàíòîâîãî
óðàâíåíèÿ äëÿ æåëòûõ u- è d-âàðêîâ

Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèÿ (6) ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ñíà÷àëà ñëîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå ñî âòîðûì, à òðå-
òüå ñ ÷åòâåðòûì. Ïîëó÷èì

−aB ∂4φ2 + (i A ∂1 + I ∂2 − a ∂3)φ2 =
md c

2 q
(α+ β)φ1 ,

aB ∂4φ1−(i A ∂1+I ∂2+a ∂3)φ1 =
md c

2 q
(α+β)φ2 , (7)

ãäå φ1 = Ψ0 + Ψ34 è φ2 = Ψ123 + Ψ124. Çàòåì âû÷òåì
èç ÷åòâåðòîãî òðåòüå, à èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîå.
Ïîëó÷èì

aB ∂4χ2 + (i A ∂1 + I ∂2 + a ∂3)χ2 =
md c

2 q
(β − α)χ1 ,

−aB ∂4χ1 − (i A ∂1 + I ∂2 − a ∂3)χ1 =
md c

2 q
(β − α)χ2 ,

(8)
ãäå χ1 = Ψ0 − Ψ34 è χ2 = Ψ123 − Ψ124, èëè ñ ó÷åòîì
âûðàæåíèé (4) è (5)

−aB ∂4φ2 + (i A ∂1 + I ∂2 − a ∂3)φ2 =
md c

q
φ1 ,

aB ∂4φ1 − (i A ∂1 + I ∂2 + a ∂3)φ1 =
md c

q
φ2

(9)

è

aB ∂4χ2 + (i A ∂1 + I ∂2 + a ∂3)χ2 =
mu c

q
χ1 ,

−aB ∂4χ1 − (i A ∂1 + I ∂2 − a ∂3)χ1 =
mu c

q
χ2 .

(10)
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Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà èç ÷åòûðåõ óðàâíåíèé ïðå-
îáðàçóåòñÿ â äâå ñèñòåìû èç äâóõ óðàâíåíèé. Îäíà
èç ñèñòåì ïðåäñòàâëÿåò óðàâíåíèå äëÿ ÷àñòèöû ñ ìàñ-
ñîé md, à äðóãàÿ ïðåäñòàâëÿåò óðàâíåíèå äëÿ ÷àñòèöû
ñ ìàññîé mu. Îòñþäà âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ èíòåðïðå-
òàöèÿ êîìïîíåíò âîëíîâîé ôóíêöèè. Äëÿ æåëòîãî d
êâàðêà ëåâàÿ êîìïîíåíòà dL = Ψ0+Ψ34 è ïðàâàÿ êîì-
ïîíåíòà dR = Ψ123 + Ψ124, à äëÿ æåëòîãî u êâàðêà
uL = Ψ123 −Ψ124 è uR = Ψ0 −Ψ34.

IV. ÂÛÂÎÄÛ ÏÎ ÃËÀÂÅ

� Öâåòîâûå ðàçíîâèäíîñòè êâàðêîâ ñòàâÿòñÿ â ñî-
îòâåòñòâèå ïåðåñòàíîâî÷íûì ñîîòíîøåíèÿì ñ
ó÷àñòèåì áàçèñíîãî âåêòîðà âðåìåíè è ãåîìåò-
ðè÷åñêèõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ.

� Â ïðèíÿòîì ïîíèìàíèè öâåòà êâàðêè èìåþò òðè
öâåòîâûå ðàçíîâèäíîñòè: êðàñíûå, æåëòûå, ñè-
íèå.

� Èç àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðû âåêòîðîâ äåé-
ñòâèÿ êâàðêîâ ñëåäóþò êâàíòîâûå ïîñòóëàòû
è òåîðèÿ êâàíòîâûõ ÿâëåíèé ýòèõ ÷àñòèö. Â îá-
ùåì ñëó÷àå íåò îñíîâàíèé ñ÷èòàòü, ÷òî êâàíòî-
âûå ÿâëåíèÿ ñ ó÷àñòèåì êâàðêîâ îïðåäåëÿþòñÿ
ïîñòîÿííîé Ïëàíêà, à íå äðóãîé ïîñòîÿííîé âå-
ëè÷èíîé, èìåþùåé ðàçìåðíîñòü äåéñòâèÿ.

� Ñòðóêòóðà êâàíòîâûõ óðàâíåíèé äëÿ ñâîáîäíûõ
æåëòûõ êâàðêîâ òàêîâà, ÷òî îíè ðàçäåëÿþòñÿ
íà äâå ñèñòåìû óðàâíåíèé. Òàêèì îáðàçîì, èìå-
åì äâå ÷àñòèöû, îäíà èç êîòîðûõ � ýòî âåðõíèé
êâàðê, à äðóãàÿ � íèæíèé êâàðê.

� Óðàâíåíèÿ äëÿ âåðõíèõ è íèæíèõ æåëòûõ êâàð-
êîâ îòëè÷àþòñÿ íå òîëüêî ìàññàìè ÷àñòèö, íî è
çíàêîì îäíîé èç êîìïîíåíò îïåðàòîðà èìïóëüñà.
Òàêèì îáðàçîì, â îòëè÷èå îò ëåïòîíîâ, äâèæå-
íèå â ïðîñòðàíñòâå íèæíèõ êâàðêîâ îòëè÷àåòñÿ
îò äâèæåíèÿ âåðõíèõ êâàðêîâ.

� Ñòðóêòóðà êâàíòîâûõ óðàâíåíèé äëÿ ñâîáîäíûõ
êâàðêîâ òàêîâà, ÷òî âîëíîâûå ôóíêöèè êâàðêîâ
ðàçäåëÿþòñÿ íà äâå êîìïîíåíòû: ïðàâóþ è ëå-
âóþ, � ïîäîáíî òîìó êàê ýòî èìååò ìåñòî äëÿ
ëåïòîíîâ. Òàêîå ðàçäåëåíèå íåîáõîäèìî äëÿ îïè-
ñàíèÿ ýëåêòðîñëàáîãî âçàèìîäåéñòâèÿ êâàðêîâ.

� Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ íåðåëÿòèâèñòñêîãî êâàðêà
åñòü âåêòîð àëãåáðû Q3.

� Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ íèæíåãî è âåðõíåãî æåëòûõ
êâàðêîâ îäíîãî ïîêîëåíèÿ åñòü âåêòîð àëãåáðû
Qy.

� Âîëíîâûå ôóíêöèè æåëòûõ êâàðêîâ ðàçíûõ ïî-
êîëåíèé îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà öèêëè÷åñêîé
ïåðåñòàíîâêîé òðåõ îáðàçóþùèõ áàçèñíûõ âåê-
òîðîâ.

� Êîìïîíåíòû âîëíîâîé ôóíêöèè Ψ0+Ψ34, Ψ123+
Ψ124, Ψ123 −Ψ124, Ψ0 −Ψ34 îòíîñÿòñÿ ê ðàçíûì
æåëòûì êâàðêàì. Ýòîò âûâîä îïèðàåòñÿ íà ñëå-
äóþùèå ñîîáðàæåíèÿ.

1. Ïîëó÷åííûå êâàíòîâûå óðàâíåíèÿ äëÿ æåë-
òûõ êâàðêîâ â ñòàíäàðòíîì ïðåäñòàâëíå-
íèè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äâóõ ñèñòåì
óðàâíåíèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îòíîñèòñÿ ê
äâóõêîìïîíåíòíîé âîëíîâîé ôóíêöèè.

2. Íåçàâèñèìîñòü óêàçàííûõ äâóõ ñèñòåì óðàâ-
íåíèé äðóã îò äðóãà ïîçâîëÿåò îòíåñòè ýòè
ñèñòåìû óðàâíåíèé ê ðàçíûì ÷àñòèöàì,
ïðè÷åì îäíà èç ýòèõ ÷àñòèö èìååò ìàññó
md, à äðóãàÿ èìååò ìàññó mu.

� Óñòàíîâëåíî ñëåäóþùåå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó
êîìïîíåíòàìè âîëíîâîé ôóíêöèè è æåëòûìè
êâàðêàìè ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ. Êîìïîíåíòû âîë-
íîâîé ôóíêöèè ψA, ãäå A ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ

32, 13, 21, 0, 42, 14, 1324, 34, 1, 2, 3, 123, 134, 234, 4, 124,

ðàçáèâàþòñÿ íà ÷åòûðå ÷àñòè:

ëåâàÿ êîìïîíåíòà æåëòîãî d-êâàðêà

dL = Ψ0
(ψ32, ψ13, ψ21, ψ0)+Ψ34

(ψ42, ψ14, ψ1324, ψ34) ,

ïðàâàÿ êîìïîíåíòà æåëòîãî d-êâàðêà

dR = Ψ123
(ψ1, ψ2, ψ3, ψ123)+Ψ124

(ψ134, ψ234, ψ4, ψ124) ,

ëåâàÿ êîìïîíåíòà æåëòîãî u-êâàðêà

uL = Ψ123
(ψ1, ψ2, ψ3, ψ123)−Ψ124

(ψ134, ψ234, ψ4, ψ124) ,

ïðàâàÿ êîìïîíåíòà æåëòîãî u-êâàðêà

uR = Ψ0
(ψ32, ψ13, ψ21, ψ0)−Ψ34

(ψ42, ψ14, ψ1324, ψ34) .

� Êîìïîíåíòû âîëíîâûõ ôóíêöèé æåëòûõ êâàð-
êîâ âòîðîãî è òðåòüåãî ïîêîëåíèé îòëè÷àþòñÿ
îò âûøåïðèâåäåííûõ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâ-
êîé ïðîñòðàíñòâåííûõ èíäåêñîâ:

äëÿ æåëòûõ êâàðêîâ âòîðîãî ïîêîëåíèÿ

3 → 2 , 2 → 1 , 1 → 3 ;

äëÿ æåëòûõ êâàðêîâ òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ

3 → 1 , 2 → 3 , 1 → 2 .
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I. ÑÈÍÈÅ ÊÂÀÐÊÈ ÒÐÅÕ ÏÎÊÎËÅÍÈÉ

Ðàññìîòðèì àëãåáðó ñèíèõ êâàðêîâ Qb.
Íà÷íåì ñ àëãåáðû ñèíèõ êâàðêîâ ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ

Q(1)b.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì IV.2. Ãëàâû 3.4. âîëíî-

âàÿ ôóíêöèÿ êâàðêîâ â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåíà ñëå-
äóþùåé äèàãðàììîé Þíãà:��

?
1
2
3 4

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè

12 = −21 , 13 = 31 , 23 = −32 ,

14 = 41 , 24 = −42 , 34 = 43 .

Çàïèøåì óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè ñ ó÷àñòèåì
áàçèñíîãî âåêòîðà âðåìåíè â ðàçâåðíóòîì âèäå

λ1 ◦ λ4 = λ4 ◦ λ1 ,
λ2 ◦ λ4 = −λ4 ◦ λ2 ,
λ3 ◦ λ4 = λ4 ◦ λ3 .

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïåðåéòè ê àëãåáðàì ñèíèõ êâàðêîâ
âòîðîãî è òðåòüåãî ïîêîëåíèé, íåîáõîäèìî èñïîëüçî-
âàòü óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè, îòëè÷àþùèåñÿ
îò ïðåäûäóùèõ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé ãåîìåòðè-
÷åñêèõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ.
Òîãäà äëÿ àëãåáðû ñèíèõ êâàðêîâ âòîðîãî ïîêîëå-

íèÿ Q(2)b èìååì ñëåäóþùåå.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì IV.2. Ãëàâû 3.4. âîëíî-

âàÿ ôóíêöèÿ êâàðêîâ â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåíà ñëå-
äóþùåé äèàãðàììîé Þíãà:��

?
3
1
2 4

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè

12 = −21 , 13 = −31 , 23 = 32 ,

34 = 43 , 14 = −41 , 24 = 42 .

Çàïèøåì óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè ñ ó÷àñòèåì
áàçèñíîãî âåêòîðà âðåìåíè â ðàçâåðíóòîì âèäå

λ3 ◦ λ4 = λ4 ◦ λ3 ,
λ1 ◦ λ4 = −λ4 ◦ λ1 ,
λ2 ◦ λ4 = λ4 ◦ λ2 .

Àëãåáðà ñèíèõ êâàðêîâ òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ Q(3)b.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì IV.2. Ãëàâû 3.4. âîëíî-

âàÿ ôóíêöèÿ êâàðêîâ â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåíà ñëå-
äóþùåé äèàãðàììîé Þíãà:

��
?
2
3
1 4

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè

12 = 21 , 13 = −31 , 23 = −32 ,

24 = 42 , 34 = −43 , 14 = 41 .

Çàïèøåì óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè ñ ó÷àñòèåì
áàçèñíîãî âåêòîðà âðåìåíè â ðàçâåðíóòîì âèäå

λ2 ◦ λ4 = λ4 ◦ λ2 ,
λ3 ◦ λ4 = −λ4 ◦ λ3 ,
λ1 ◦ λ4 = λ4 ◦ λ1 .

Äàëåå â ýòîé Ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî àëãåá-
ðà ñèíèõ êâàðêîâ ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ Q(1)b. Ïåðåõîä ê
àëãåáðàì ñèíèõ êâàðêîâ äðóãèõ ïîêîëåíèé î÷åâèäåí.

II. ÀËÃÅÁÐÀ ÑÈÍÈÕ ÊÂÀÐÊÎÂ ÏÅÐÂÎÃÎ
ÏÎÊÎËÅÍÈß Q(1)b

1. Áàçèñíûå âåêòîðû è èõ ïðîèçâåäåíèÿ

Óêàæåì áàçèñíûå âåêòîðû àëãåáðû Q(1)b è ïðàâèëà
óìíîæåíèÿ, êîòîðûì îíè ïîä÷èíÿþòñÿ.

� λ0 � áàçèñíûé âåêòîð ñêàëÿðíîé ÷àñòè âåêòîðà.
Äëÿ λ0 èìååò ìåñòî ïðàâèëî óìíîæåíèÿ

λ0 ◦ λ0 = λ0 .

� Îáðàçóþùèå âåêòîðû λi, ãäå èíäåêñ i ïðîáåãàåò
çíà÷åíèÿ îò 1 äî 4, åñòü áàçèñíûå âåêòîðû ïðî-
ñòðàíñòâà-âðåìåíè ÑÒÎ. Äëÿ íèõ èìåþò ìåñòî
ïðàâèëà óìíîæåíèÿ

λi ◦ λ0 = λ0 ◦ λi = λi ,

λi ◦ λi = sign(λi)
2 · λ0 ,

ãäå

sign(λ1)
2 = sign(λ2)

2 = sign(λ3)
2 = − sign(λ4)

2 = 1 .

� Âåêòîðû

λik = λi ◦ λk .

Çäåñü i ̸= k. ×èñëî ýòèõ âåêòîðîâ ðàâíî ÷èñëó
ñî÷åòàíèé èç ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ ïî äâà

C2
4 = 6 .
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì I. íàñòîÿùåé Ãëàâû
äëÿ ýòèõ âåêòîðîâ âûïîëíÿþòñÿ ïðàâèëà ïåðå-
ñòàíîâêè èíäåêñîâ è ñîîòâåòñòâåííî ñîìíîæèòå-
ëåé (óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè)

λ21 = −λ21 , λ13 = λ31 , λ32 = −λ23 ,
λ14 = λ41 , λ24 = −λ42 , λ34 = λ43 .

Ïðàâèëà óìíîæåíèÿ, â êîòîðûõ ó÷àñòâóþò ýòè
âåêòîðû, ñëåäóþò èç óñëîâèÿ àññîöèàòèâíîñòè
è óñëîâèé ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè. Â ÷àñòíîñòè,
èìååì

λ21 ◦ λ21 = −λ0 , λ42 ◦ λ42 = λ0 ,

λ32 ◦ λ32 = −λ0 , λ14 ◦ λ14 = −λ0 ,
λ13 ◦ λ13 = λ0 , λ34 ◦ λ34 = −λ0 .

� Âåêòîðû

λikl = λi ◦ λk ◦ λl .

Çäåñü

i ̸= k , i ̸= l , k ̸= l .

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî ýòèõ âåêòîðîâ ðàâíî ÷èñ-
ëó ñî÷åòàíèé èç ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ ïî òðè

C3
4 = 4 .

Äëÿ ýòèõ âåêòîðîâ âûïîëíÿþòñÿ ïðàâèëà ïåðå-
ñòàíîâêè èíäåêñîâ è ñîîòâåòñòâåííî ñîìíîæèòå-
ëåé, âûòåêàþùèå èç óñëîâèé ñîñåäíåé ïåðåñòà-
íîâêè,

λ123 = −λ213 = −λ231 = λ321 = −λ312 = −λ132 ,
λ124 = −λ214 = −λ241 = λ421 = −λ412 = −λ142 ,

λ134 = λ314 = λ341 = λ431 = λ413 = λ143 ,

λ234 = −λ324 = λ342 = λ432 = −λ423 = λ243 .

Èç óñëîâèÿ àññîöèàòèâíîñòè è óñëîâèé ñîñåäíåé
ïåðåñòàíîâêè òàêæå ñëåäóåò

λ123 ◦ λ123 = λ0 , λ124 ◦ λ124 = −λ0 ,
λ134 ◦ λ134 = −λ0 , λ234 ◦ λ234 = −λ0 .

� Âåêòîð

λ1324 = λ1 ◦ λ3 ◦ λ2 ◦ λ4 .

Äëÿ ýòîãî âåêòîðà âûïîëíÿþòñÿ ïðàâèëà ïåðå-
ñòàíîâêè èíäåêñîâ è ñîîòâåòñòâåííî ñîìíîæèòå-
ëåé, âûòåêàþùèå èç óñëîâèé ñîñåäíåé ïåðåñòà-
íîâêè,

λ1234 = −λ2134 = −λ2314 = λ3214 =

= −λ3124 = −λ1324 = λ1243 = −λ2143 =

= −λ2413 = λ4213 = −λ4123 = −λ1423 =

= λ1342 = λ3142 = λ3412 = λ4312 =

= λ4132 = λ1432 = −λ2341 = λ3241 =

= −λ3421 = −λ4321 = λ4231 = −λ2431 .

Èç óñëîâèÿ àññîöèàòèâíîñòè è óñëîâèé ñîñåäíåé
ïåðåñòàíîâêè òàêæå ñëåäóåò

λ1324 ◦ λ1324 = λ0 .

2. Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû àëãåáðû ñèíèõ êâàðêîâ

Ïðèâåäåì ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû äâóõ àëãåáð: ïðà-
âîé êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðû ñèíèõ êâàðêîâ ïåðâî-
ãî ïîêîëåíèÿ r(Q, XQ)b è ëåâîé êîâàðèàíòíîé àëãåá-
ðû ñèíèõ êâàðêîâ ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ l(Q, XQ)

∗
b . Ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì òàêèõ ìàòðèö çàïèñûâàþòñÿ êâàíòîâûå
óðàâíåíèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ êâàðêîâ. Êîìïîíåí-
òû âåêòîðîâ è ìàòðèö ðàññìàòðèâàþòñÿ â ñëåäóþùåé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíäåêñîâ:

(32, 13, 21, 0, 42, 14, 1324, 34, 1, 2, 3, 123, 134, 234, 4, 124) .

Ïåðåõîä îò äåéñòâèòåëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê êîì-
ïàêòíûì ïðåäñòàâëåíèÿì îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì ââå-
äåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ áëî÷íûõ ìàòðèö. Ïðè ïðåîá-
ðàçîâàíèè ìàòðèö rC

L
KI è lC

IK
L îò äåéñòâèòåëüíî-

ãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê iab-ïðåäñòàâëåíèþ èñïîëüçîâàíû
ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ áëîêîâ 2×2:

1 = 1

1
, i = 1

-1
.

a = 1

1
, b = -1

1
.

Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ìàòðèö rC
L
KI è lC

IK
L îò iab-

ïðåäñòàâëåíèÿ ê IAB-ïðåäñòàâëåíèþ èñïîëüçîâàíû
ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ áëîêîâ 2×2:

11 = 1

1
, I = 1

1
,

A = 1

1
, B = -1

1
.
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2.1. Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû ïðàâîé êîíòðàâàðèàíòíîé
àëãåáðû ñèíèõ êâàðêîâ ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ r(Q, XQ)b

rλ0 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

11 0

11 34

11 123

11 124

rλ1 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= a

34 124

0 123

A 0

A 34

A 123

A 124

rλ2 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 1
14 -1

1324 -1
34 1
1 -1
2 1
3 1

123 -1
134 -1
234 1
4 1

124 -1

= b

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

1 2

-1 123

1 234

-1 124

= b

34 124

0 123

-I 0

-I 34

I 123

I 124
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rλ3 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 1
21 -1
0 1
42 -1
14 1

1324 -1
34 1
1 1
2 -1
3 1

123 -1
134 1
234 -1
4 1

124 -1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

-1 0

-1 14

-1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= i

34 124

0 123

-11 0

-11 34

11 123

11 124

rλ4 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 1
0 -1
42 -1
14 1

1324 -1
34 1
1 -1
2 1
3 -1

123 1
134 1
234 -1
4 1

124 -1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

-1 14

-1 34

-1 2

-1 123

1 234

1 124

= i

34 124

0 123

11 0

-11 34

-11 123

11 124

rλ21 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 1
21 1
0 -1
42 -1
14 1

1324 1
34 -1
1 1
2 -1
3 -1

123 1
134 1
234 -1
4 -1

124 1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

1 2

-1 123

1 234

-1 124

= i

34 124

0 123

B 0

B 34

-B 123

-B 124

rλ13 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 1
21 -1
0 1
42 -1
14 1

1324 -1
34 1
1 1
2 -1
3 1

123 -1
134 1
234 -1
4 1

124 -1

= b

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

-1 2

-1 123

-1 234

-1 124

= b

34 124

0 123

A 0

A 34

-A 123

-A 124
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rλ32 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 -1
0 -1
42 1
14 1

1324 -1
34 -1
1 1
2 1
3 -1

123 -1
134 1
234 1
4 -1

124 -1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

-1 0

1 14

-1 34

1 2

-1 123

1 234

-1 124

= a

34 124

0 123

I 0

I 34

I 123

I 124

rλ14 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 1
0 -1
42 -1
14 1

1324 -1
34 1
1 -1
2 1
3 -1

123 1
134 1
234 -1
4 1

124 -1

= b

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

-1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

-1 234

-1 124

= b

34 124

0 123

-A 0

A 34

A 123

-A 124

rλ42 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 -1
34 -1
1 -1
2 -1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 -1

124 -1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

1 14

-1 34

-1 2

1 123

1 234

-1 124

= a

34 124

0 123

-I 0

I 34

-I 123

I 124

rλ34 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 -1
0 -1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 -1
2 -1
3 -1

123 -1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

-1 0

1 14

1 34

-1 2

-1 123

1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

-11 0

11 34

-11 123

11 124
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rλ123 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 1
0 1
42 -1
14 -1

1324 1
34 1
1 -1
2 -1
3 1

123 1
134 -1
234 -1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

-1 2

1 123

-1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

B 0

B 34

B 123

B 124

rλ124 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 -1
0 -1
42 -1
14 -1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 -1

123 -1
134 -1
234 -1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

-1 0

-1 14

1 34

1 2

-1 123

-1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

-B 0

B 34

-B 123

B 124

rλ134 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 -1
0 -1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 -1
2 -1
3 -1

123 -1
134 1
234 1
4 1

124 1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

-1 0

1 14

1 34

-1 2

-1 123

1 234

1 124

= a

34 124

0 123

-A 0

A 34

-A 123

A 124

rλ234 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 1
21 1
0 -1
42 1
14 -1

1324 -1
34 1
1 1
2 -1
3 -1

123 1
134 -1
234 1
4 1

124 -1

= b

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

-1 0

-1 14

1 34

-1 2

1 123

1 234

-1 124

= b

34 124

0 123

I 0

-I 34

-I 123

I 124



II. Àëãåáðà ñèíèõ êâàðêîâ ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ Q(1)b 169

rλ1324 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 -1
14 1

1324 1
34 -1
1 -1
2 1
3 1

123 -1
134 1
234 -1
4 -1

124 1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

-1 0

-1 14

1 34

-1 2

1 123

1 234

-1 124

= i

34 124

0 123

-B 0

B 34

B 123

-B 124

2.2. Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû ëåâîé êîâàðèàíòíîé
àëãåáðû ñèíèõ êâàðêîâ ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ l(Q, XQ)

∗
b

Íàïîìíèì, ÷òî ýòè ìàòðèöû íåîáõîäèìû äëÿ ôîð-
ìèðîâàíèÿ îïåðàòîðà íàáëà.

lΛ
0 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

11 0

11 34

11 123

11 124

lΛ
1 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 1
21 -1
0 1
42 -1
14 1

1324 -1
34 1
1 1
2 -1
3 1

123 -1
134 1
234 -1
4 1

124 -1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

-1 0

-1 14

-1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= i

34 124

0 123

-A 0

-A 34

A 123

A 124
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lΛ
2 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 1
0 1
42 -1
14 -1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 -1

123 -1
134 1
234 1
4 -1

124 -1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

1 2

-1 123

1 234

-1 124

= 1

34 124

0 123

-I 0

-I 34

I 123

I 124

lΛ
3 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= a

34 124

0 123

11 0

11 34

11 123

11 124

lΛ
4 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 -1
14 -1

1324 -1
34 -1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 -1
234 -1
4 -1

124 -1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

-1 14

-1 34

1 2

1 123

-1 234

-1 124

= a

34 124

0 123

11 0

-11 34

11 123

-11 124

lΛ
21 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 1
14 -1

1324 -1
34 1
1 1
2 -1
3 -1

123 1
134 1
234 -1
4 -1

124 1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

-1 0

1 14

-1 34

1 2

-1 123

1 234

-1 124

= −i

34 124

0 123

B 0

B 34

B 123

B 124
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lΛ
13 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 1
21 -1
0 1
42 -1
14 1

1324 -1
34 1
1 1
2 -1
3 1

123 -1
134 1
234 -1
4 1

124 -1

= b

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

-1 2

-1 123

-1 234

-1 124

= b

34 124

0 123

A 0

A 34

-A 123

-A 124

lΛ
32 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 1
0 1
42 -1
14 -1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 -1

123 -1
134 1
234 1
4 -1

124 -1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

1 2

-1 123

1 234

-1 124

= a

34 124

0 123

-I 0

-I 34

I 123

I 124

lΛ
14 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 1
14 -1

1324 -1
34 1
1 1
2 -1
3 -1

123 1
134 1
234 -1
4 -1

124 1

= b

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

-1 2

1 123

-1 234

-1 124

= −b

34 124

0 123

I 0

I 34

I 123

I 124

lΛ
42 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 -1
34 -1
1 1
2 1
3 -1

123 -1
134 -1
234 -1
4 1

124 1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

1 14

-1 34

1 2

-1 123

-1 234

1 124

= a

34 124

0 123

-I 0

I 34

I 123

-I 124
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lΛ
34 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 -1
14 -1

1324 -1
34 -1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 -1
234 -1
4 -1

124 -1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

-1 14

-1 34

1 2

1 123

-1 234

-1 124

= 1

34 124

0 123

11 0

-11 34

11 123

-11 124

lΛ
123 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 1
14 -1

1324 -1
34 1
1 1
2 -1
3 -1

123 1
134 1
234 -1
4 -1

124 1

= b

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

-1 2

1 123

-1 234

1 124

=

34 124

0 123

B 0

B 34

B 123

B 124

lΛ
124 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 -1
14 1

1324 1
34 -1
1 1
2 -1
3 -1

123 1
134 -1
234 1
4 1

124 -1

= b

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

1 14

-1 34

-1 2

1 123

1 234

-1 124

= b

34 124

0 123

B 0

-B 34

B 123

-B 124

lΛ
134 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 1
21 -1
0 1
42 1
14 -1

1324 1
34 -1
1 1
2 -1
3 1

123 -1
134 -1
234 1
4 -1

124 1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

-1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

-1 234

-1 124

= i

34 124

0 123

-A 0

A 34

A 123

-A 124
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lΛ
234 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 -1
34 -1
1 1
2 1
3 -1

123 -1
134 -1
234 -1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

1 14

-1 34

1 2

-1 123

-1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

-I 0

I 34

I 123

-I 124

lΛ
1324 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 -1
14 1

1324 1
34 -1
1 1
2 -1
3 -1

123 1
134 -1
234 1
4 1

124 -1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

-1 0

-1 14

1 34

1 2

-1 123

-1 234

1 124

= i

34 124

0 123

-B 0

B 34

-B 123

B 124

3. Äåéñòâèòåëüíîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû
êâàðêîâ Q4

Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû rC
L
KI â äåéñòâèòåëüíîì

ïðåäñòàâëåíèè âû÷èñëåíû ïî àëãîðèòìó, ïðèâåäåí-
íîìó â Ðàçäåëå II. Ãëàâû 4.1, äëÿ ïðèíÿòîãî ðàíåå
ïîðÿäêà èíäåêñîâ. Ïðè ýòîì ñëàãàåìûå âåêòîðà ψ
çàïèñûâàþòñÿ â ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

ψ = λ32 ψ
32 + λ13 ψ

13 + λ21 ψ
21 + λ0 ψ

0 +

+ λ42 ψ
42 + λ14 ψ

14 + λ1324 ψ
1324 + λ34 ψ

34 +

+ λ1 ψ
1 + λ2 ψ

2 + λ3 ψ
3 + λ123 ψ

123 +

+ λ134 ψ
134 + λ234 ψ

234 + λ4 ψ
4 + λ124 ψ

124 .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì äåéñòâèòåëüíûå ñòðóêòóðíûå
ìàòðèöû

rC
L
KI ∼ rλI

ðàçìåðíîñòè 16 × 16. Ïîìèìî äåéñòâèòåëüíîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ìû èñïîëüçîâàëè iab-ïðåäñòàâëåíèå.

4. iab-ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû êâàðêîâ Q4

iab-ïðåäñòàâëåíèå îñíîâàíî íà ñëåäóþùåì ðàçëîæå-
íèè âåêòîðà:

ψ = λ13 ◦ (λ21 ψ32 + λ0 ψ
13) + λ0 ◦ (λ21 ψ21 + λ0 ψ

0) +

+ λ14◦(λ21 ψ42+λ0 ψ
14)+λ34◦(λ21 ψ1324+λ0 ψ

34)+

+ λ2 ◦ (λ21 ψ1 + λ0 ψ
2) + λ123 ◦ (λ21 ψ3 + λ0 ψ

123) +

+ λ234◦(λ21 ψ134+λ0 ψ
234)+λ124◦(λ21 ψ4+λ0 ψ

124).

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóåò çàïèñè àëãåáðû
Q4 â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ Q3 × Q1 (çäåñü íèæíèé èí-
äåêñ åñòü ðàçìåðíîñòü îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà).
Áàçèñíûìè âåêòîðàìè àëãåáðû Q3 ÿâëÿþòñÿ

λ13 , λ0 , λ14 , λ34 , λ2 , λ123 , λ234 , λ124 ;

áàçèñíûìè âåêòîðàìè àëãåáðû Q1 ÿâëÿþòñÿ

λ21 , λ0 .

Êàê è ïðåæäå, ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå áàçèñíîìó
âåêòîðó λ21 àëãåáðû Q1 ìíèìóþ åäèíèöó, à áàçèñíî-
ìó âåêòîðó λ0 äåéñòâèòåëüíóþ åäèíèöó. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì âåêòîð àëãåáðû Q4 â iab-ïðåäñòàâëåíèè, êî-
òîðûé èìååò âèä

ψ = λ13 ◦ (i ψ32 + ψ13) + λ0 ◦ (i ψ21 + ψ0) +

+ λ14 ◦ (i ψ42 + ψ14) + λ34 ◦ (i ψ1324 + ψ34) +

+ λ2 ◦ (i ψ1 + ψ2) + λ123 ◦ (i ψ3 + ψ123) +

+ λ234 ◦ (i ψ134 + ψ234) + λ124 ◦ (i ψ4 + ψ124) .

Òàêèì îáðàçîì, â iab-ïðåäñòàâëåíèè êîîðäèíàòû
(êîìïîíåíòû) âåêòîðà ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûìè ÷èñ-
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ëàìè. Ââåäåì äëÿ íèõ îáîçíà÷åíèÿ

ψ13 = i ψ32 + ψ13 , ψ0 = i ψ21 + ψ0 ,

ψ14 = i ψ42 + ψ14 , ψ34 = i ψ1324 + ψ34 ,

ψ2 = i ψ1 + ψ2 , ψ123 = i ψ3 + ψ123 ,

ψ234 = i ψ134 + ψ234 , ψ124 = i ψ4 + ψ124 .

(1)

Ñ ó÷åòîì ýòîãî âåêòîð ψ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ψ = λ13ψ
13 + λ0ψ

0 + λ14ψ
14 + λ34ψ

34 +

+ λ2ψ
2 + λ123ψ

123 + λ234ψ
234 + λ124ψ

124 .

Îòñþäà âèäíî, ÷òî â iab-ïðåäñòàâëåíèè âåêòîð ψ
ïðîåöèðóåòñÿ íà íàïðàâëåíèÿ λ13, λ0, λ14, λ34, λ2,
λ123, λ234, λ124.
Â iab-ïðåäñòàâëåíèè ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû èìåþò

ðàçìåðíîñòü 8× 8 (ñì. Ðàçäåë II.2.).

5. IAB-ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû êâàðêîâ Q4

IAB-ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Q4 îñíîâàíî íà ðàçëî-
æåíèè âåêòîðà

ψ = (λ32 ψ
32 + λ13 ψ

13 + λ21 ψ
21 + λ0 ψ

0) ◦ λ0 +
+ (λ32 ψ

42 + λ13 ψ
14 + λ21 ψ

1324 + λ0 ψ
34) ◦ λ34 +

+ (λ32 ψ
1 + λ13 ψ

2 + λ21 ψ
3 + λ0 ψ

123) ◦ λ123 +
+ (λ32 ψ

134 + λ13 ψ
234 + λ21 ψ

4 + λ0 ψ
124) ◦ λ124 .

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóåò çàïèñè àëãåáðû
Q4 â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ Q2×Q2. Áàçèñíûìè âåêòîðà-
ìè îäíîé àëãåáðû Q2 ÿâëÿþòñÿ

λ0 , λ34 , λ123 , λ124 ;

áàçèñíûìè âåêòîðàìè äðóãîé àëãåáðû Q2 ÿâëÿþòñÿ

λ32 , λ13 , λ21 , λ0 .

Ïîñëåäíþþ àëãåáðó ìû íàçâàëè IAB-àëãåáðîé. Ýòà
àëãåáðà àíàëîãè÷íà àëãåáðå êâàòåðíèîíîâ. Äëÿ áàçèñ-
íûõ åäèíèö IAB-àëãåáðû èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå îáî-
çíà÷åíèÿ:

a · I , b ·A , i ·B , 11 .

Çàìåíèì áàçèñíûå âåêòîðû λ32, λ13, λ21, λ0 ïðèâå-
äåííûìè ãèïåð÷èñëàìè

λ32 ∼ a I ,

λ13 ∼ bA ,

λ21 ∼ i B ,

λ0 ∼ 1 11 .

Ïîëó÷èì âåêòîð àëãåáðû Q4 â IAB-ïðåäñòàâëåíèè

ψ = (a · I ψ32 + b ·Aψ13 + i ·B ψ21 + 11ψ0) ◦ λ0 +
+ (a · I ψ42 + b ·Aψ14 + i ·B ψ1324 + 11ψ34) ◦ λ34 +
+ (a · I ψ1 + b ·Aψ2 + i ·B ψ3 + 11ψ123) ◦ λ123 +
+ (a · I ψ134 + b ·Aψ234 + i ·B ψ4 + 11ψ124) ◦ λ124 .

Òàêèì îáðàçîì, â IAB-ïðåäñòàâëåíèè êîîðäèíàòû
(êîìïîíåíòû) âåêòîðà ÿâëÿþòñÿ ãèïåð÷èñëàìè. Ââå-
äåì äëÿ íèõ îáîçíà÷åíèÿ

Ψ0 = a I ψ32 + bAψ13 + i B ψ21 + 11ψ0 ,

Ψ34 = a I ψ42 + bAψ14 + i B ψ1324 + 11ψ34 ,

Ψ123 = a I ψ1 + bAψ2 + i B ψ3 + 11ψ123 ,

Ψ124 = a I ψ134 + bAψ234 + i B ψ4 + 11ψ124 .

(2)

Ñ ó÷åòîì ýòîãî âåêòîð ψ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ψ = Ψ0 λ0 +Ψ34 λ34 +Ψ123 λ123 +Ψ124 λ124 .

Îòñþäà âèäíî, ÷òî â IAB-ïðåäñòàâëåíèè âåêòîð ψ
ïðîåöèðóåòñÿ íà íàïðàâëåíèÿ λ0, λ34, λ123, λ124.
Â IAB-ïðåäñòàâëåíèè ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû èìåþò

ðàçìåðíîñòü 4× 4 (ñì. Ðàçäåë II.2.).

III. ÊÂÀÍÒÎÂÎÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÄËß
ÑÂÎÁÎÄÍÛÕ ÑÈÍÈÕ ÊÂÀÐÊÎÂ

Ìû âû÷èñëèëè ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû àëãåáðû êâàð-
êîâ è òåïåðü âåðíåìñÿ ê ðåçóëüòàòàì Ãëàâû 3.3. Ñî-
ãëàñíî ýòîé Ãëàâå, åñëè äåéñòâèå íåêîòîðîãî îáúåêòà
ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé, òî òàêîìó îáúåêòó ïðèñóùè êâàí-
òîâûå ÿâëåíèÿ, à óðàâíåíèå ñòðóêòóðû ýòîé àëãåá-
ðû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êâàíòîâûé ïîñòóëàò. Â
Ðàçäåëå III. Ãëàâû 4.8 óðàâíåíèå ñòðóêòóðû àëãåá-
ðû äåéñòâèÿ îáùåãî âèäà ïðåîáðàçîâàíî â êâàíòîâîå
óðàâíåíèå äëÿ ñâîáîäíûõ êâàðêîâ, êîòîðûì âîñïîëü-
çóåìñÿ äàëåå. Óêàçàííîå óðàâíåíèå èìååò âèä

lC
mN

L ·∂mψL(x) = −md c

2 q
(α· rCNK0+β · rCNK34)·ψK .

(3)
Çäåñü md åñòü ìàññà d-êâàðêà, q � ïîñòîÿííàÿ âå-

ëè÷èíà, èìåþùàÿ ðàçìåðíîñòü äåéñòâèÿ, àíàëîãè÷íàÿ
ïîñòîÿííîé Ïëàíêà, α è β � äåéñòâèòåëüíûå, ïîëîæè-
òåëüíûå ÷èñëà, íà êîòîðûå íàëîæåíî óñëîâèå

α+ β

2
= 1 . (4)

Ìàññà âåðõíåãî êâàðêà mu âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ìàññó
íèæíåãî êâàðêà md ñëåäóþùèì îáðàçîì

mu = md
α− β

2
. (5)

1. Êâàíòîâîå óðàâíåíèå äëÿ ñèíèõ êâàðêîâ
ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ

Êâàíòîâîå óðàâíåíèå äëÿ ñâîáîäíûõ ñèíèõ êâàð-
êîâ ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ ïîëó÷èì, ïîäñòàâèâ â óðàâ-
íåíèå (3) ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû, âûâåäåííûå â Ðàç-
äåëå II. Äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî ðåãóëÿðíîãî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ àëãåáðû êâàðêîâ Q(u, d) êîìïîíåíòû âîëíî-
âîé ôóíêöèè ψK(x) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé øåñòíàäöàòü
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äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé. Â iab-ïðåäñòàâëåíèè âîë-
íîâàÿ ôóíêöèÿ ñîäåðæèò âîñåìü êîìïîíåíò âèäà (1),
â IAB-ïðåäñòàâëåíèè êîìïîíåíòàìè âîëíîâîé ôóíê-
öèè ÿâëÿþòñÿ ÷åòûðå IAB-ôóíêöèè âèäà (2). Ïðè-
âåäåì êâàíòîâîå óðàâíåíèå ïî îòíîøåíèþ ê IAB-
êîìïîíåíòàì âîëíîâîé ôóíêöèè êâàðêîâ:a

1

-1

1

-1

∂4 + i

-A

-A

A

A

∂1+

+

-I

-I

I

I

∂2 + a

1

1

1

1

∂3


Ψ0

Ψ34

Ψ123

Ψ124

=

= −md c
2 q

α −β
β α

α −β
β α

Ψ0

Ψ34

Ψ123

Ψ124

èëè

−a ∂4Ψ124 +(i A ∂1 + I ∂2 − a ∂3)Ψ
123 =

=
md c

2 q
(α ·Ψ0 − β ·Ψ34) ,

a ∂4Ψ
123 +(i A ∂1 + I ∂2 − a ∂3)Ψ

124 =

=
md c

2 q
(β ·Ψ0 + α ·Ψ34) ,

−a ∂4Ψ34 −(i A ∂1 + I ∂2 + a ∂3)Ψ
0 =

=
md c

2 q
(α ·Ψ123 − β ·Ψ124) ,

a ∂4Ψ
0 −(i A ∂1 + I ∂2 + a ∂3)Ψ

34 =

=
md c

2 q
(β ·Ψ123 + α ·Ψ124) .

(6)

2. Ñòàíäàðòíîå ïðåäñòàâëåíèå êâàíòîâîå
óðàâíåíèå äëÿ ñèíèõ u è d êâàðêîâ

Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèÿ (6) ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ñíà÷àëà ñëîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå ñî âòîðûì, à òðå-
òüå ñ ÷åòâåðòûì. Ïîëó÷èì

a ∂4χ1 + (i A ∂1 + I ∂2 − a ∂3)φ2 =
m1 c

2 q
φ1 +

m2 c

2 q
χ2 ,

a ∂4χ2−(i A ∂1+I ∂2+a ∂3)φ1 =
m1 c

2 q
φ2+

m2 c

2 q
χ1 , (7)

ãäå φ1 = Ψ0 + Ψ34 è φ2 = Ψ123 + Ψ124, χ1 = Ψ0 − Ψ34

è χ2 = Ψ123 −Ψ124, m1 = md α, m2 = md β.
Çàòåì âû÷òåì èç ÷åòâåðòîãî òðåòüå, à èç âòîðîãî

óðàâíåíèÿ ïåðâîå. Ïîëó÷èì

a ∂4φ1 + (i A ∂1 + I ∂2 + a ∂3)χ2 = −m1 c

2 q
χ1 +

m2 c

2 q
φ2 ,

a ∂4φ2 − (i A ∂1 + I ∂2 − a ∂3)χ1 = −m1 c

2 q
χ2 +

m2 c

2 q
φ1 .

(8)
Ìû ñòîëêíóëèñü ñî ñòðàííûì îáñòîÿòåëüñòâîì: ñèñòå-
ìà óðàâíåíèé äëÿ ñèíèõ êâàðêîâ íå ðàçäåëÿåòñÿ íà
äâå ñèñòåìû, êîòîðûå îòíîñèëèñü áû ê ðàçíûì ÷àñòè-
öàì � âåðõíåé è íèæíåé. Îòìåòèì ýòîò âîïðîñ è îñòà-
âèì åãî îòêðûòûì.

IV. ÒÀÁËÈÖÀ ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÛÕ
×ÀÑÒÈÖ � ÊÂÀÐÊÎÂ

Â Ãëàâàõ 4.8. è 4.9. ïîêàçàíî, ÷òî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ
êðàñíîãî è æåëòîãî êâàðêîâ â ñòàíäàðòíîì ïðåäñòàâ-
ëåíèè ðàñïàäàåòñÿ íà äâå äâóõêîìïîíåíòíûå âîëíî-
âûå ôóíêöèè, òî åñòü ýòè êâàðêè ïðåäñòàâëåíû âåðõ-
íåé è íèæíåé ÷àñòèöàìè. Â Ãëàâå 4.10. ïîêàçàíî, ÷òî,
â îòëè÷èå îò êðàñíûõ è æåëòûõ êâàðêîâ, âîëíîâàÿ
ôóíêöèÿ ñèíèõ êâàðêîâ â ñòàíäàðòíîì ïðåäñòàâëåíèè
îñòàåòñÿ ÷åòûðåõêîìïîíåíòíîé, òî åñòü, ñèíèé êâàðê
ïðåäñòàâëåí îäíîé ÷àñòèöåé â êàæäîì ïîêîëåíèè. Îò-
ñþäà èìååì ñëåäóþùóþ òàáëèöó êâàðêîâ.

1. Êâàðêè ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ

êâàðêè êðàñíûå æåëòûå ñèíèå

âåðõíèå ur uy
íèæíèå dr dy db

2. Êâàðêè âòîðîãî ïîêîëåíèÿ

êâàðêè êðàñíûå æåëòûå ñèíèå

âåðõíèå cr cy
íèæíèå sr sy sb

3. Êâàðêè òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ

êâàðêè êðàñíûå æåëòûå ñèíèå

âåðõíèå tr ty
íèæíèå br by bb

V. ÂÛÂÎÄÛ ÏÎ ÃËÀÂÅ

� Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ íåðåëÿòèâèñòñêîãî ñèíåãî
êâàðêà åñòü âåêòîð àëãåáðû Q3.

� Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ñèíåãî êâàðêà îäíîãî ïîêî-
ëåíèÿ åñòü âåêòîð àëãåáðû Qb.

� Âîëíîâûå ôóíêöèè ñèíèõ êâàðêîâ ðàçíûõ ïî-
êîëåíèé îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà öèêëè÷åñêîé
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ïåðåñòàíîâêîé òðåõ îáðàçóþùèõ áàçèñíûõ âåê-
òîðîâ.

� Êîìïîíåíòû âîëíîâîé ôóíêöèè Ψ0+Ψ34, Ψ123+
Ψ124,Ψ123−Ψ124,Ψ0−Ψ34 îòíîñÿòñÿ ê îäíîìó ñè-
íåìó êâàðêó. Ýòîò âûâîä ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïî-
ëó÷åííûå êâàíòîâûå óðàâíåíèÿ äëÿ ñèíèõ êâàð-
êîâ â ñòàíäàðòíîì ïðåäñòàâëíåíèè íåëüçÿ ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå äâóõ ñèñòåì óðàâíåíèé, êàæäàÿ
èç êîòîðûõ îòíîñèëàñü áû ê äâóõêîìïîíåíòíîé
âîëíîâîé ôóíêöèè.

� Óñòàíîâëåíà ñëåäóþùàÿ îðãàíèçàöèÿ âîëíîâîé
ôóíêöèè ñèíåãî êâàðêà ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ. Êîì-
ïîíåíòû âîëíîâîé ôóíêöèè ψA, ãäåA ïðèíèìàåò
çíà÷åíèÿ

32, 13, 21, 0, 42, 14, 1324, 34, 1, 2, 3, 123, 134, 234, 4, 124,

ðàçáèâàþòñÿ íà ÷åòûðå ÷àñòè:

φ1 = Ψ0
(ψ32, ψ13, ψ21, ψ0)+Ψ34

(ψ42, ψ14, ψ1324, ψ34) ,

φ2 = Ψ123
(ψ1, ψ2, ψ3, ψ123)+Ψ124

(ψ134, ψ234, ψ4, ψ124) ,

χ1 = Ψ0
(ψ32, ψ13, ψ21, ψ0)−Ψ34

(ψ42, ψ14, ψ1324, ψ34) ,

χ2 = Ψ123
(ψ1, ψ2, ψ3, ψ123)−Ψ124

(ψ134, ψ234, ψ4, ψ124) .

� Êîìïîíåíòû âîëíîâûõ ôóíêöèé ñèíèõ êâàðêîâ
âòîðîãî è òðåòüåãî ïîêîëåíèé îòëè÷àþòñÿ îò
âûøåïðèâåäåííûõ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé
ïðîñòðàíñòâåííûõ èíäåêñîâ:

äëÿ ñèíåãî êâàðêà âòîðîãî ïîêîëåíèÿ

3 → 2 , 2 → 1 , 1 → 3 ;

äëÿ ñèíåãî êâàðêà òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ

3 → 1 , 2 → 3 , 1 → 2 .

� Öâåòîâûå ðàçíîâèäíîñòè êâàðêîâ ñòàâÿòñÿ â ñî-
îòâåòñòâèå ïåðåñòàíîâî÷íûì ñîîòíîøåíèÿì ñ
ó÷àñòèåì áàçèñíîãî âåêòîðà âðåìåíè è ãåîìåò-
ðè÷åñêèõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ.

� Â ïðèíÿòîì ïîíèìàíèè öâåòà êâàðêè èìåþò òðè
öâåòîâûå ðàçíîâèäíîñòè: êðàñíûå, æåëòûå, ñè-
íèå.

� Èç àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðû âåêòîðîâ äåé-
ñòâèÿ êâàðêîâ ñëåäóþò êâàíòîâûå ïîñòóëàòû
è òåîðèÿ êâàíòîâûõ ÿâëåíèé ýòèõ ÷àñòèö. Â îá-
ùåì ñëó÷àå íåò îñíîâàíèé ñ÷èòàòü, ÷òî êâàíòî-
âûå ÿâëåíèÿ ñ ó÷àñòèåì êâàðêîâ îïðåäåëÿþòñÿ
ïîñòîÿííîé Ïëàíêà, à íå äðóãîé ïîñòîÿííîé âå-
ëè÷èíîé, èìåþùåé ðàçìåðíîñòü äåéñòâèÿ.

� Ñòðóêòóðà êâàíòîâûõ óðàâíåíèé äëÿ ñâîáîäíûõ
êðàñíûõ è æåëòûõ êâàðêîâ òàêîâà, ÷òî îíè ðàç-
äåëÿþòñÿ íà äâå ñèñòåìû óðàâíåíèé. Òàêèì îá-
ðàçîì, ìû èìååì äâå ÷àñòèöû, îäíà èç êîòîðûõ
� ýòî âåðõíèé êâàðê, à äðóãàÿ � íèæíèé êâàðê.

� Óðàâíåíèÿ äëÿ âåðõíèõ è íèæíèõ êðàñíûõ è
æåëòûõ êâàðêîâ îòëè÷àþòñÿ íå òîëüêî ìàññàìè
÷àñòèö, íî è çíàêîì îäíîé èç êîìïîíåíò îïåðà-
òîðà èìïóëüñà. Òàêèì îáðàçîì, â îòëè÷èå îò ëåï-
òîíîâ, äâèæåíèå â ïðîñòðàíñòâå íèæíèõ êðàñ-
íûõ è æåëòûõ êâàðêîâ îòëè÷àåòñÿ îò äâèæåíèÿ
âåðõíèõ êðàñíûõ è æåëòûõ êâàðêîâ êâàðêîâ.

� Ñòðóêòóðà êâàíòîâûõ óðàâíåíèé äëÿ ñâîáîäíûõ
êðàñíûõ è æåëòûõ êâàðêîâ êâàðêîâ òàêîâà, ÷òî
âîëíîâûå ôóíêöèè êâàðêîâ ðàçäåëÿþòñÿ íà äâå
êîìïîíåíòû: ïðàâóþ è ëåâóþ, � ïîäîáíî òîìó
êàê ýòî èìååò ìåñòî äëÿ ëåïòîíîâ. Òàêîå ðàçäå-
ëåíèå íåîáõîäèìî äëÿ îïèñàíèÿ ýëåêòðîñëàáîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ êâàðêîâ.

� Ïðàâèëà ôîðìèðîâàíèÿ ïðàâûõ è ëåâûõ êîìïî-
íåíò âîëíîâîé ôóíêöèè äëÿ êðàñíûõ è æåëòûõ
÷àñòèö îòëè÷àþòñÿ îò àíàëîãè÷íûõ ïðàâèë äëÿ
ñèíèõ ÷àñòèö. Â ïåðâîì ñëó÷àå äëÿ íèæíèõ ÷à-
ñòèö ΨL = Ψ0 + Ψ34 è ΨR = Ψ123 + Ψ124, à
äëÿ âåðõíèõ ÷àñòèö ΨR = Ψ0 − Ψ34 è ΨL =
Ψ123 − Ψ124, âî âòîðîì ñëó÷àå óêàçàííûå êîì-
ïîíåíòû íå îòíîñÿòñÿ ê ðàçíûì ÷àñòèöàì.
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ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè êâàðêèíî

I. ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÛÅ ÇÀÌÅ×ÀÍÈß

Ëîãèêà äèàãðàìì Þíãà çàñòàâëÿåò ââåñòè â ðàñ-
ñìîòðåíèå ãèïîòåòè÷åñêèå ôóíäàìåíòàëüíûå ÷àñòè-
öû, ñóïåðñèììåòðè÷íûå êâàðêàì, íàçâàííûå êâàðêè-
íî.
Àëãåáðà äåéñòâèÿ êâàðêèíî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó-

÷àåì àëãåáðû äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö S,
äëÿ êîòîðîãî îäíà ÷àñòü ïðîèçâåäåíèé áàçèñíûõ âåê-
òîðîâ îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà àíòèêîììóòàòèâ-
íà, à äðóãàÿ ÷àñòü � êîììóòàòèâíà. Òàêæå àëãåáðà
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè êâàðêèíî åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé
àëãåáðû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷à-
ñòèö X.
Äëÿ òîãî ÷òîáû î÷åâèäíî âûäåëèòü ýòîò ñëó÷àé,

äëÿ àëãåáðû êâàðêèíî (äåéñòâèÿ è ïðîñòðàíñòâà-âðå-
ìåíè) ââåäåì äðóãîå îáîçíà÷åíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ.
Âìåñòî îáîçíà÷åíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ e ââåäåì îáî-
çíà÷åíèå ρ, à âìåñòî E ââåäåì îáîçíà÷åíèå R. Êðî-
ìå òîãî, ââåäåì ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå äëÿ àëãåáðû
äåéñòâèÿ êâàðêèíî Qs è ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå äëÿ
àëãåáðû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè êâàðêèíî XQ

s.
Ýòà Ãëàâà îòíîñèòñÿ ê êâàðêèíî, êîòîðûå íàçâàíû

íåðåëÿòèâèñòñêèìè. Ýòî íàçâàíèå íå îçíà÷àåò, ÷òî
ðàññìàòðèâàþòñÿ êâàðêèíî, äâèæóùèåñÿ ñ ñêîðîñòüþ,
ìíîãî ìåíüøåé ñêîðîñòè ñâåòà. Ýòî íàçâàíèå îçíà÷à-
åò, ÷òî ðàññìàòðèâàþòñÿ êâàðêèíî, â ôîðìèðîâàíèè
âîëíîâîé ôóíêöèè êîòîðûõ íå ó÷àñòâóþò âðåìåíè-
ïîäîáíûå êîìïîíåíòû, òî åñòü îáðàçóþùåå ïðîñòðàí-
ñòâî àëãåáðû äåéñòâèÿ òàêèõ êâàðêèíî ïîëàãàåòñÿ ïî-
äîáíûì ãåîìåòðè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó.

II. ÀËÃÅÁÐÀ ÄÅÉÑÒÂÈß ÊÂÀÐÊÈÍÎ.
ÍÀ×ÀËÜÍÛÅ ÑÂÅÄÅÍÈß

Íàñòîÿùàÿ Ãëàâà ïîñâÿùåíà àëãåáðå äåéñòâèÿ íåðå-
ëÿòèâèñòñêèõ êâàðêèíî Qs3, îáðàçóþùèì ïðîñòðàí-
ñòâîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî, ïîäîáíîå ãåî-
ìåòðè÷åñêîìó, ñ áàçèñíûìè âåêòîðàìè

ρ1 ≡ e1 , ρ2 ≡ e2 , ρ3 ≡ e3 .

Íà êâàðêèíî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñèñòåìîîáðàçóþùèé
ïîñòóëàò, èçëîæåííûé â Ãëàâå 4.2. Ðàçäåë IV., ñîãëàñ-
íî êîòîðîìó êàæäîé ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòèöå ìîæ-
íî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå äâå àíàëîãè÷íûå ôóíäà-
ìåíòàëüíûå ÷àñòèöû. Èòîãî èìååì òðè àíàëîãè÷íûå
ôóíäàìåíòàëüíûå ÷àñòèöû. Óêàçàííûå òðè àíàëîãè÷-
íûå ôóíäàìåíòàëüíûå ÷àñòèöû îáúåäèíåíû â îäíó
ãðóïïó. Î òðåõ àíàëîãè÷íûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòè-
öàõ, ïðèíàäëåæàùèõ îäíîé ãðóïïå, ãîâîðÿò êàê î òðåõ
÷àñòèöàõ ðàçíûõ ïîêîëåíèé ýòîé ãðóïïû: ÷àñòèöå ïåð-

âîãî ïîêîëåíèÿ, ÷àñòèöå âòîðîãî ïîêîëåíèÿ è ÷àñòèöå
òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ,

1. Àëãåáðà äåéñòâèÿ è ïîêîëåíèÿ êâàðêèíî

Àëãåáðà äåéñòâèÿ íåðåëÿòèâèñòñêèõ êâàðêèíî âêëþ-
÷àåò â ñåáÿ òðè àëãåáðû, îòëè÷àþùèåñÿ ïðàâèëàìè ïå-
ðåñòàíîâêè ñîìíîæèòåëåé â ïðîèçâåäåíèÿõ áàçèñíûõ
âåêòîðîâ îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà è îïðåäåëåííûì
ïîðÿäêîì èíäåêñîâ. Êàæäàÿ èç òðåõ àëãåáð ñòàâèòñÿ
â ñîîòâåòñòâèå ïîêîëåíèþ ëåïòèíî.

1.1. Àëãåáðà äåéñòâèÿ êâàðêèíî ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ

Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì IV.3 Ãëàâû 3.4 âîëíî-
âàÿ ôóíêöèÿ êâàðêèíî ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ îïðåäåëåíà
ñëåäóþùåé äèàãðàììîé Þíãà:� -

61 2
3

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè äëÿ
ãåîìåòðè÷åñêèõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ àëãåáðû êâàðêèíî

12 = 21 , 13 = −31 , 23 = 32 .

Â ðåçóëüòàòå ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷àñòü âîëíîâîé
ôóíêöèè êâàðêèíî èìååò âèä

ψ = e0 ψ
0+ea ψ

a+e⟨21⟩ ψ
⟨21⟩+e[13] ψ

[13]+e⟨32⟩ ψ
⟨32⟩+

+e(123)3 ψ
(123)3 .

Â ðàçâåðíóòîì âèäå óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè
äëÿ ïðèíÿòîãî îáîçíà÷åíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ áàçèñíûõ
âåêòîðîâ çàïèñûâàþòñÿ òàê

ρ2 ◦ ρ1 = ρ1 ◦ ρ2 ,
ρ1 ◦ ρ3 = −ρ3 ◦ ρ1 , (1)

ρ3 ◦ ρ2 = ρ2 ◦ ρ3 .

Ïåðåïèøåì âîëíîâóþ ôóíêöèþ êâàðêèíî ñ ó÷åòîì
ïðèíÿòîãî ïåðåîáîçíà÷åíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ è ïðè-
íÿòîãî ïîðÿäêà èíäåêñîâ ñëàãàåìûõ êîìïîíåíò âåêòî-
ðà ψ

(32, 13, 21, 0, 1, 2, 3, 123) .

Ïîëó÷èì

ψ = ρ32 ψ
32 + ρ13 ψ

13 + ρ21 ψ
21 + ρ0 ψ

0 +

+ ρ1 ψ
1 + ρ2 ψ

2 + ρ3 ψ
3 + ρ123 ψ

123 (2)
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èëè â êîìïàêòíîé çàïèñè

ψ = ρA ψ
A ,

ãäå èíäåêñ A ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ

A ∼ (32, 13, 21, 0, 1, 2, 3, 123) .

Àëãåáðó, âêëþ÷àþùóþ óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòà-
íîâêè (1) è óêàçàííûé ïîðÿäîê èíäåêñîâ, ïîñòàâèì
â ñîîòâåòñòâèå êâàðêèíî ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ è áóäåì
îáîçíà÷àòü Qs(1).

1.2. Àëãåáðà äåéñòâèÿ êâàðêèíî âòîðîãî ïîêîëåíèÿ

Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì IV.3 Ãëàâû 3.4 âîëíî-
âàÿ ôóíêöèÿ êâàðêèíî âòîðîãî ïîêîëåíèÿ îïðåäåëåíà
ñëåäóþùåé äèàãðàììîé Þíãà:� -

63 1
2

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè äëÿ
ãåîìåòðè÷åñêèõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ àëãåáðû êâàðêèíî

12 = 21 , 13 = 31 , 23 = −32 .

Â ðåçóëüòàòå ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷àñòü âîëíîâîé
ôóíêöèè êâàðêèíî èìååò âèä

ψ = e0 ψ
0+ea ψ

a+e⟨13⟩ ψ
⟨13⟩+e[32] ψ

[32]+e⟨21⟩ ψ
⟨21⟩+

+e(312)3 ψ
(312)3 .

Â ðàçâåðíóòîì âèäå óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè
äëÿ ïðèíÿòîãî îáîçíà÷åíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ áàçèñíûõ
âåêòîðîâ çàïèñûâàþòñÿ òàê:

ρ2 ◦ ρ1 = ρ1 ◦ ρ2 ,
ρ1 ◦ ρ3 = ρ3 ◦ ρ1 , (3)

ρ3 ◦ ρ2 = −ρ2 ◦ ρ3 .

Ïåðåïèøåì âîëíîâóþ ôóíêöèþ êâàðêèíî ñ ó÷åòîì
ïðèíÿòîãî ïåðåîáîçíà÷åíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ è ïðè-
íÿòîãî ïîðÿäêà èíäåêñîâ ñëàãàåìûõ êîìïîíåíò âåêòî-
ðà ψ

(21, 32, 13, 0, 3, 1, 2, 312) .

Ïîëó÷èì

ψ = ρ21 ψ
21 + ρ32 ψ

32 + ρ13 ψ
13 + ρ0 ψ

0 +

+ ρ3 ψ
3 + ρ1 ψ

1 + ρ2 ψ
2 + ρ312 ψ

312 (4)

èëè â êîìïàêòíîé çàïèñè

ψ = ρA ψ
A ,

ãäå èíäåêñ A ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ

A ∼ (21, 32, 13, 0, 3, 1, 2, 312) .

Àëãåáðó, âêëþ÷àþùóþ óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòà-
íîâêè (3) è óêàçàííûé ïîðÿäîê èíäåêñîâ, ïîñòàâèì
â ñîîòâåòñòâèå êâàðêèíî âòîðîãî ïîêîëåíèÿ è áóäåì
îáîçíà÷àòü Qs(2).

1.3. Àëãåáðà äåéñòâèÿ êâàðêèíî òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ

Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì IV.3 Ãëàâû 3.4 âîëíî-
âàÿ ôóíêöèÿ êâàðêèíî òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ îïðåäåëå-
íà ñëåäóþùåé äèàãðàììîé Þíãà:� -

62 3
1

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè äëÿ
ãåîìåòðè÷åñêèõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ àëãåáðû êâàðêèíî

12 = −21 , 13 = 31 , 23 = 32 .

Â ðåçóëüòàòå ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷àñòü âîëíîâîé
ôóíêöèè êâàðêèíî èìååò âèä

ψ = e0 ψ
0+ea ψ

a+e⟨32⟩ ψ
⟨32⟩+e[21] ψ

[21]+e⟨13⟩ ψ
⟨13⟩+

+e(231)3 ψ
(231)3 .

Â ðàçâåðíóòîì âèäå óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè
äëÿ ïðèíÿòîãî îáîçíà÷åíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ áàçèñíûõ
âåêòîðîâ çàïèñûâàþòñÿ òàê:

ρ2 ◦ ρ1 = −ρ1 ◦ ρ2 ,
ρ1 ◦ ρ3 = ρ3 ◦ ρ1 , (5)

ρ3 ◦ ρ2 = ρ2 ◦ ρ3 .

Ïåðåïèøåì âîëíîâóþ ôóíêöèþ êâàðêèíî ñ ó÷åòîì
ïðèíÿòîãî ïåðåîáîçíà÷åíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ è ïðè-
íÿòîãî ïîðÿäêà èíäåêñîâ ñëàãàåìûõ êîìïîíåíò âåêòî-
ðà ψ

(13, 21, 32, 0, 2, 3, 1, 231) .

Ïîëó÷èì

ψ = ρ13 ψ
13 + ρ21 ψ

21 + ρ32 ψ
32 + ρ0 ψ

0 +

+ ρ2 ψ
2 + ρ3 ψ

3 + ρ1 ψ
1 + ρ231 ψ

231 (6)

èëè â êîìïàêòíîé çàïèñè

ψ = ρA ψ
A ,

ãäå èíäåêñ A ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ

A ∼ (13, 21, 32, 0, 2, 3, 1, 231) .

Àëãåáðó, âêëþ÷àþùóþ óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòà-
íîâêè (5) è óêàçàííûé ïîðÿäîê èíäåêñîâ, ïîñòàâèì
â ñîîòâåòñòâèå êâàðêèíî òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ è áóäåì
îáîçíà÷àòü Qs(3).
Àëãåáðû Qs(1), Qs(2), Qs(3), ïîñòàâëåííûå â ñî-

îòâåòñòâèå òðåì ïîêîëåíèÿì êâàðêèíî, ñîäåðæàò ïî
äâóì êîììóòàòèâíûì è îäíîìó àíòèêîììóòàòèâíîìó
ñîîòíîøåíèÿì. Ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî ýòî ñîâïàäåíèå
ïðèâåäåò ê ñîâïàäåíèþ ðÿäà äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòå-
ðèñòèê ïîêîëåíèé êâàðêèíî.
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Îò àëãåáðû Qs(1), ìîæíî ïåðåéòè ê àëãåáðå Qs(2)
è çàòåì ê àëãåáðå Qs(3), âûïîëíÿÿ öèêëè÷åñêóþ ïå-
ðåñòàíîâêó èíäåêñîâ 1, 2, 3, íóìåðóþùèõ êîìïîíåíòû
ãåîìåòðè÷åñêîãî âåêòîðà. Òàêèì îáðàçîì, ïåðåõîä îò
âîëíîâûõ ôóíêöèé êâàðêèíî îäíîãî ïîêîëåíèÿ ê âîë-
íîâûì ôóíêöèÿì êâàðêèíî äðóãèõ ïîêîëåíèé îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé èíäåêñîâ,
íóìåðóþùèõ êîìïîíåíòû ãåîìåòðè÷åñêîãî âåêòîðà.
Ïðè ýòîì ñàìî ÷èñëî ïîêîëåíèé êâàðêèíî ðàâíî ðàç-
ìåðíîñòè ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, òî åñòü òðåì.
Çäåñü íåîáõîäèìî âñïîìíèòü, ÷òî â Ãëàâå 4.7 Ðàçäåë
II. áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïåðåõîä îò âîëíîâûõ ôóíê-
öèé êâàðêîâ îäíîãî ïîêîëåíèÿ ê âîëíîâûì ôóíêöèÿì
êâàðêîâ äðóãèõ ïîêîëåíèé îñóùåñòâëÿåòñÿ öèêëè÷å-
ñêîé ïåðåñòàíîâêîé èíäåêñîâ, íóìåðóþùèõ êîìïî-
íåíòû ãåîìåòðè÷åñêîãî âåêòîðà, à ñàìî ÷èñëî ïîêîëå-
íèé êâàðêîâ ðàâíî ðàçìåðíîñòè ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà. Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì åäèíóþ òî÷êó
çðåíèÿ, îáúÿñíÿþùóþ êàê ñóùåñòâîâàíèå ïîêîëåíèé
ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö, òàê è èõ ÷èñëî. Íàëè÷èå
òàêîé òî÷êè çðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì
ïîñòðîåíèÿ åäèíîé òåîðèè âçàèìîäåéñòâèé.

2. Àëãåáðà äåéñòâèÿ íèæíèõ è âåðõíèõ
êâàðêèíî

Çäåñü íåîáõîäèìî âñïîìíèòü ñèòóàöèþ, ñ êîòîðîé
ìû ñòîëêíóëèñü ïðè îïèñàíèè ëåïòîíîâ. Â Ãëàâå 4.4.
Ðàçäåë X. óñòàíîâëåíî, ÷òî àëãåáðà Êëèôôîðäà C3

ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé äåéñòâèÿ ëåïòîíîâ îäíîãî ïîêîëå-
íèÿ. Íàøè ðàññóæäåíèÿ âêëþ÷àëè äâà ýòàïà. Ñíà÷àëà
ìû îáîáùèëè àëãåáðó C3 äî àëãåáðû ðåëÿòèâèñòñêèõ
ëåïòîíîâ C4, à çàòåì çàïèñàëè êâàíòîâîå óðàâíåíèå
äëÿ ýòîé àëãåáðû. Îêàçàëîñü, ÷òî óðàâíåíèÿ ðàñïà-
äàþòñÿ íà äâå íåçàâèñèìûå ñèñòåìû óðàâíåíèé, îäíà
èç êîòîðûõ îòíîñèòñÿ ê âåðõíåìó, à äðóãàÿ ê íèæíå-
ìó ëåïòîíàì îäíîãî ïîêîëåíèÿ. Åñëè äîïóñòèòü åäè-
íóþ òî÷êó çðåíèÿ íà àëãåáðàè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ôóí-
äàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö, òî íóæíî ñ÷èòàòü, ÷òî àëãåá-
ðà êâàðêèíî Qs3 ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé äåéñòâèÿ êâàðêè-
íî îäíîãî ïîêîëåíèÿ (íàïðèìåð, ïåðâîãî), ïðè÷åì ïî-
ñëå òîãî, êàê àëãåáðà Qs3 áóäåò îáîáùåíà äî àëãåáðû
ðåëÿòèâèñòñêèõ êâàðêèíî Qs4 è äëÿ íåå áóäóò çàïè-
ñàíû êâàíòîâûå óðàâíåíèÿ, âîçìîæíû äâà âàðèàíòà
óêàçàííûõ óðàâíåíèé.
Ïåðâûé � ýòè óðàâíåíèÿ ðàñïàäàþòñÿ íà äâå íåçà-

âèñèìûõ ñèñòåìû óðàâíåíèé. Â ýòîì ñëó÷àå îäíà èç
ñèñòåì îòíîñèòñÿ ê âåðõíåé ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòè-
öå ðàññìàòðèâàåìîãî ïîêîëåíèÿ, à äðóãàÿ ê íèæíåé
÷àñòèöå ýòîãî ïîêîëåíèÿ.
Âòîðîé � êâàíòîâûå óðàâíåíèÿ íå ðàñïàäàþòñÿ íà

äâå íåçàâèñèìûõ ñèñòåìû óðàâíåíèé. Â ýòîì ñëó÷àå
ïîêîëåíèå ïðåäñòàâëåíî îäíîé ÷àñòèöåé.
Íàëè÷èå òàêîé òî÷êè çðåíèÿ íà àëãåáðàè÷åñêóþ

ñòðóêòóðó ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö îäíîãî ïîêîëå-
íèÿ ÿâëÿåòñÿ âåñüìà æåëàòåëüíûì ñ ïîçèöèè åäèíîãî
ïîäõîäà ê ôóíäàìåíòàëüíûì ÷àñòèöàì. Èìåííî ýòó

òî÷êó çðåíèÿ ìû ïðîâîäèì, ïîñòóëèðóÿ âûøåóêàçàí-
íîå ñîîòâåòñòâèå àëãåáð è ïîêîëåíèé êâàðêèíî.

III. ÀËÃÅÁÐÀ ÍÅÐÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÈÕ
ÊÂÀÐÊÈÍÎ. ÎÁÙÀß ×ÀÑÒÜ

1. Áàçèñíûå âåêòîðû

Â ñîîòâåòñòâèè ñ âûäâèíóòûì íàìè ïðåäïîëîæåíè-
åì àëãåáðà Qs3 åñòü àëãåáðà äåéñòâèÿ êâàðêèíî. Óêà-
æåì áàçèñíûå âåêòîðû ýòîé àëãåáðû è ïðàâèëà óìíî-
æåíèÿ, êîòîðûì îíè ïîä÷èíÿþòñÿ.

� ρ0 � áàçèñíûé âåêòîð ñêàëÿðíîé ÷àñòè âåêòîðà.
Ýòîò áàçèñíûé âåêòîð íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò
ñîîòâåòñòâóþùåãî âåêòîðà λ0 àëãåáðû Q. Îäíà-
êî ìû èñïîëüçóåì äðóãîå îáîçíà÷åíèå äëÿ òîãî,
÷òîáû ïîä÷åðêíóòü ïðèíàäëåæíîñòü ýòîãî âåê-
òîðà äðóãîé àëãåáðå. Äëÿ ρ0 èìååò ìåñòî ïðàâè-
ëî óìíîæåíèÿ

ρ0 ◦ ρ0 = ρ0 .

� Îáðàçóþùèå âåêòîðû ρa, ãäå èíäåêñ a ïðîáåãà-
åò çíà÷åíèÿ îò 1 äî 3. Íóæíî èìåòü â âèäó, ÷òî
îáðàçóþùåå ïðîñòðàíñòâî äëÿ àëãåáð Qs3 è Q3

îäèíàêîâî. Ïîýòîìó âåêòîðû ρa íå îòëè÷àþòñÿ
îò âåêòîðîâ λa ïîêà íå ðàññìàòðèâàåòñÿ óìíîæå-
íèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ. ×èñëî âåêòîðîâ ρa ðàâíî
òðåì. Äëÿ íèõ èìåþò ìåñòî ïðàâèëà óìíîæåíèÿ

ρa ◦ ρ0 = ρ0 ◦ ρa = ρa .

ρa ◦ ρa = ρ0 .

� Âåêòîðû

ρab = ρa ◦ ρb .

Çäåñü a ̸= b. ×èñëî ýòèõ âåêòîðîâ ðàâíî ÷èñëó
ñî÷åòàíèé èç òðåõ ýëåìåíòîâ ïî äâà

C2
3 = 3 .

Äëÿ ýòèõ âåêòîðîâ âûïîëíÿþòñÿ ïðàâèëà ïåðå-
ñòàíîâêè èíäåêñîâ è ñîîòâåòñòâåííî ñîìíîæèòå-
ëåé (óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè), óêàçàííûå
â Ðàçäåëå I.

� Âåêòîð

ρ123 = ρ1 ◦ ρ2 ◦ ρ3 .

Äëÿ ýòèõ âåêòîðîâ âûïîëíÿþòñÿ ïðàâèëà óìíî-
æåíèÿ, âûòåêàþùèå èç óñëîâèÿ àññîöèàòèâíîñòè
è óñëîâèé ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè.
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2. Óìíîæåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ

2.1. Êîíòðàâàðèàíòíàÿ àëãåáðà

Çäåñü ìû îòòàëêèâàåìñÿ îò ñëåäóþùèõ îáùèõ ñî-
îáðàæåíèé. Áàçèñíûå âåêòîðû eI ó÷àñòâóþò â ïî-
ñòðîåíèè êàê êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðû äåéñòâèÿ
ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö S, òàê è êîíòðàâàðèàíòíîé
àëãåáðû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷à-
ñòèö X. Ïðèíàäëåæíîñòü âåêòîðà èëè àëãåáðå äåé-
ñòâèÿ, èëè àëãåáðå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè îïðåäåëÿåò-
ñÿ ðàçìåðíîñòüþ êîîðäèíàò âåêòîðà. Ïîýòîìó, åñëè íå
ðàññìàòðèâàòü ðàçìåðíîñòü âåêòîðà èëè ñ÷èòàòü âåê-
òîð áåçðàçìåðíûì, òî ìîæíî ãîâîðèòü âîîáùå î êîí-
òðàâàðèàíòíîé àëãåáðå ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö.
Îáîçíà÷èì áåçðàçìåðíóþ àëãåáðó ôóíäàìåíòàëüíûõ
÷àñòèö ñëåäóþùèì îáðàçîì: (S, X). Íåîáõîäèìî îò-
ìåòèòü, ÷òî óìíîæåíèå â êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðå
(S, X) ÿâëÿåòñÿ íåêîììóòàòèâíûì, ïîýòîìó àëãåá-
ðà (S, X) ñóùåñòâóåò â äâóõ ìîäèôèêàöèÿõ: ïðàâîé
� r(S, X) è ëåâîé � l(S, X). Äëÿ ïðàâîé êîíòðàâà-
ðèàíòíîé àëãåáðû ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö r(S, X)
óìíîæåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ èìååò âèä

reK ◦ reI = reL · rCLKI .

Äëÿ ëåâîé êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðû ôóíäàìåí-
òàëüíûõ ÷àñòèö l(S, X) óìíîæåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ
èìååò âèä

leI ◦ leK = leL · lCLKI .

Êðîìå òîãî, íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ñòðóêòóðíûå
ïîñòîÿííûå

CLKI ∼ rC
L
KI , lC

L
KI

ó÷àñòâóþò â ôîðìèðîâàíèè îïåðàòîðà íàáëà ôóíäà-
ìåíòàëüíîé àíòè÷àñòèöû. Ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå

rC
L
KI ó÷àñòâóþò â ôîðìèðîâàíèè ëåâîãî îïåðàòîðà

íàáëà, à ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå lC
L
KI ó÷àñòâóþò â

ôîðìèðîâàíèè ïðàâîãî îïåðàòîðà íàáëà.
Îòòàëêèâàÿñü îò âûøåñêàçàííîãî, îáðàòèìñÿ ê àë-

ãåáðå êâàðêèíî. Áàçèñíûå âåêòîðû ρI ó÷àñòâóþò â
ïîñòðîåíèè êàê êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðû äåéñòâèÿ
êâàðêèíî Qs, òàê è êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðû ïðî-
ñòðàíñòâà-âðåìåíè êâàðêèíî XQ

s. Ïðèíàäëåæíîñòü
âåêòîðà èëè àëãåáðå äåéñòâèÿ, èëè àëãåáðå ïðîñòðàí-
ñòâà-âðåìåíè îïðåäåëÿåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ êîîðäèíàò
âåêòîðà. Ïîýòîìó, åñëè íå ðàññìàòðèâàòü ðàçìåðíîñòü
âåêòîðà èëè ñ÷èòàòü âåêòîð áåçðàçìåðíûì, òî ìîæíî
ãîâîðèòü âîîáùå î êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðå êâàðêè-
íî. Îáîçíà÷èì áåçðàçìåðíóþ àëãåáðó êâàðêèíî ñëå-
äóþùèì îáðàçîì (Qs, XQ

s). Íåîáõîäèìî îòìåòèòü,
÷òî óìíîæåíèå â êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðå êâàð-
êèíî (Qs, XQ

s) ÿâëÿåòñÿ íåêîììóòàòèâíûì, ïîýòîìó
àëãåáðà (Qs, XQ

s) ñóùåñòâóåò â äâóõ ìîäèôèêàöèÿõ:
ïðàâîé � r(Qs, XQ

s) è ëåâîé � l(Qs, XQ
s). Äëÿ ïðà-

âîé êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðû êâàðêèíî r(Qs, XQ
s)

óìíîæåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ èìååò âèä

rρK ◦ rρI = rρL · rCLKI . (7)

Äëÿ ëåâîé êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðû êâàðêèíî

l(Qs, XQ
s) óìíîæåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ èìååò âèä

lρI ◦ lρK = lρL · lCLKI . (8)

Êðîìå òîãî, íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ñòðóêòóðíûå
ïîñòîÿííûå

CLKI ∼ rC
L
KI , lC

L
KI

ó÷àñòâóþò â ôîðìèðîâàíèè îïåðàòîðà íàáëà àíòè-
êâàðêèíî. Ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå rC

L
KI ó÷àñòâó-

þò â ôîðìèðîâàíèè ëåâîãî îïåðàòîðà íàáëà, à ñòðóê-
òóðíûå ïîñòîÿííûå lC

L
KI ó÷àñòâóþò â ôîðìèðîâà-

íèè ïðàâîãî îïåðàòîðà íàáëà.

2.2. Êîâàðèàíòíàÿ àëãåáðà

Çäåñü ìû òàêæå îòòàëêèâàåìñÿ îò ñëåäóþùèõ îá-
ùèõ ñîîáðàæåíèé. Áàçèñíûå âåêòîðû EI ó÷àñòâóþò â
ïîñòðîåíèè êàê êîâàðèàíòíîé àëãåáðû äåéñòâèÿ ôóí-
äàìåíòàëüíûõ àíòè÷àñòèö S∗, òàê è êîâàðèàíòíîé
àëãåáðû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ôóíäàìåíòàëüíûõ àí-
òè÷àñòèö X∗. Ïðèíàäëåæíîñòü âåêòîðà èëè àëãåáðå
äåéñòâèÿ, èëè àëãåáðå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ àíòè÷àñòèö îïðåäåëÿåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ
âåêòîðà. Ïîýòîìó, åñëè íå ðàññìàòðèâàòü ðàçìåðíîñòü
âåêòîðà èëè ñ÷èòàòü âåêòîð áåçðàçìåðíûì, òî ìîæíî
ãîâîðèòü âîîáùå î êîâàðèàíòíîé àëãåáðå ôóíäàìåí-
òàëüíûõ àíòè÷àñòèö. Îáîçíà÷èì áåçðàçìåðíóþ àë-
ãåáðó ôóíäàìåíòàëüíûõ àíòè÷àñòèö ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì: (S, X)∗. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî óìíîæåíèå
â êîâàðèàíòíîé àëãåáðå (S, X)∗ ÿâëÿåòñÿ íåêîììóòà-
òèâíûì, ïîýòîìó àëãåáðà (S, X)∗ ñóùåñòâóåò â äâóõ
ìîäèôèêàöèÿõ: ïðàâîé � r(S, X)∗ è ëåâîé � l(S, X)∗.
Äëÿ ïðàâîé êîâàðèàíòíîé àëãåáðû ôóíäàìåíòàëüíûõ
àíòè÷àñòèö r(S, X)∗ óìíîæåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ
èìååò âèä

rE
K ◦ rE

I = rC
IK
L · rEL .

Äëÿ ëåâîé êîâàðèàíòíîé àëãåáðû ôóíäàìåíòàëü-
íûõ àíòè÷àñòèö l(S, X)∗ óìíîæåíèå áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ èìååò âèä

lE
I ◦ lE

K = lC
IK
L · lEL .

Êðîìå òîãî, íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ñòðóêòóðíûå
ïîñòîÿííûå

CIKL ∼ rC
IK
L , lC

IK
L

ó÷àñòâóþò â ôîðìèðîâàíèè îïåðàòîðà íàáëà ôóíäà-
ìåíòàëüíîé ÷àñòèöû. Ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå rC

IK
L

ó÷àñòâóþò â ôîðìèðîâàíèè ëåâîãî îïåðàòîðà íàáëà,
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à ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå lC
IK
L ó÷àñòâóþò â ôîð-

ìèðîâàíèè ïðàâîãî îïåðàòîðà íàáëà.
Îòòàëêèâàÿñü îò âûøåñêàçàííîãî, îáðàòèìñÿ ê àë-

ãåáðå àíòèêâàðêèíî. Áàçèñíûå âåêòîðû RI ó÷àñò-
âóþò â ïîñòðîåíèè êàê êîâàðèàíòíîé àëãåáðû äåé-
ñòâèÿ àíòèêâàðêèíî Qs∗, òàê è êîâàðèàíòíîé àëãåáðû
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè àíòèêâàðêèíî XQ

s∗. Ïðèíàä-
ëåæíîñòü âåêòîðà èëè àëãåáðå äåéñòâèÿ, èëè àëãåá-
ðå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè àíòèêâàðêèíî îïðåäåëÿåòñÿ
ðàçìåðíîñòüþ âåêòîðà. Ïîýòîìó, åñëè íå ðàññìàòðè-
âàòü ðàçìåðíîñòü âåêòîðà èëè ñ÷èòàòü âåêòîð áåç-
ðàçìåðíûì, òî ìîæíî ãîâîðèòü âîîáùå î êîâàðè-
àíòíîé àëãåáðå àíòèêâàðêèíî. Îáîçíà÷èì áåçðàç-
ìåðíóþ àëãåáðó àíòèêâàðêèíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:
(Qs, XQ

s)∗. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî óìíîæåíèå â
êîâàðèàíòíîé àëãåáðå (Qs, XQ

s)∗ ÿâëÿåòñÿ íåêîììó-
òàòèâíûì, ïîýòîìó àëãåáðà (Qs, XQ

s)∗ ñóùåñòâóåò â
äâóõ ìîäèôèêàöèÿõ: ïðàâîé � r(Qs, XQ

s)∗ è ëåâîé �

l(Qs, XQ
s)∗. Äëÿ ïðàâîé êîâàðèàíòíîé àëãåáðû àíòè-

êâàðêèíî r(Qs, XQ
s)∗ óìíîæåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ

èìååò âèä

rR
K ◦ rR

I = rC
IK
L rR

L . (9)

Äëÿ ëåâîé êîâàðèàíòíîé àëãåáðû àíòèêâàðêîâ l(Qs, XQ
s)∗

óìíîæåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ èìååò âèä

lR
I ◦ lR

K = lC
IK
L lR

L . (10)

Êðîìå òîãî, íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ñòðóêòóðíûå
ïîñòîÿííûå

CIKL ∼ rC
IK
L , lC

IK
L

ó÷àñòâóþò â ôîðìèðîâàíèè îïåðàòîðà íàáëà êâàð-
êèíî. Ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå rC

IK
L ó÷àñòâóþò â

ôîðìèðîâàíèè ëåâîãî îïåðàòîðà íàáëà, à ñòðóêòóð-
íûå ïîñòîÿííûå lC

IK
L ó÷àñòâóþò â ôîðìèðîâàíèè

ïðàâîãî îïåðàòîðà íàáëà.

IV. ÀËÃÅÁÐÀ ÄÅÉÑÒÂÈß ÊÂÀÐÊÈÍÎ
ÏÅÐÂÎÃÎ ÏÎÊÎËÅÍÈß Qs(1)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ âûäâèíóòûì íàìè ïðåäïîëîæåíè-
åì êîììóòàòèâíî-àíòèêîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà Qs(1)
åñòü àëãåáðà äåéñòâèÿ è àëãåáðà ïðîñòðàíñòâà-âðå-
ìåíè êâàðêèíî ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ. Óêàæåì áàçèñíûå
âåêòîðû ýòîé àëãåáðû è ïðàâèëà óìíîæåíèÿ, êîòîðûì
îíè ïîä÷èíÿþòñÿ.

� ρ0 � áàçèñíûé âåêòîð ñêàëÿðíîé ÷àñòè âåêòîðà.
Äëÿ ρ0 èìååò ìåñòî ïðàâèëî óìíîæåíèÿ

ρ0 ◦ ρ0 = ρ0 .

� Îáðàçóþùèå áàçèñíûå âåêòîðû ρa, ãäå èíäåêñ a
ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ îò 1 äî 3, åñòü áàçèñíûå âåê-
òîðû ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. ×èñëî âåê-
òîðîâ ρa ðàâíî òðåì. Äëÿ íèõ èìåþò ìåñòî ïðà-
âèëà óìíîæåíèÿ

ρa ◦ ρ0 = ρ0 ◦ ρa = ρa .

ρa ◦ ρa = ρ0 .

� Âåêòîðû

ρab = ρa ◦ ρb .

Çäåñü a ̸= b.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì I äëÿ ýòèõ âåêòîðîâ
âûïîëíÿþòñÿ ïðàâèëà ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ è
ñîîòâåòñòâåííî ñîìíîæèòåëåé � óñëîâèÿ ñîñåä-
íåé ïåðåñòàíîâêè

ρ12 = ρ21 ,

ρ13 = −ρ31 ,
ρ32 = ρ23 .

Ïðàâèëà óìíîæåíèÿ, â êîòîðûõ ó÷àñòâóþò ýòè
âåêòîðû, ñëåäóþò èç óñëîâèÿ àññîöèàòèâíîñòè è
óñëîâèé ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè. Â ÷àñòíîñòè,

ρ21 ◦ ρ21 = ρ0 ,

ρ13 ◦ ρ13 = −ρ0 ,
ρ32 ◦ ρ32 = ρ0 .

� Âåêòîð

ρ123 = ρ1 ◦ ρ2 ◦ ρ3 .

Äëÿ ýòîãî âåêòîðà âûïîëíÿþòñÿ ïðàâèëà ïåðå-
ñòàíîâêè èíäåêñîâ è ñîîòâåòñòâåííî ñîìíîæèòå-
ëåé

ρ123 = ρ213 = −ρ231 = −ρ321 = −ρ312 = ρ132 .

Èç óñëîâèÿ àññîöèàòèâíîñòè è óñëîâèé ñîñåäíåé
ïåðåñòàíîâêè òàêæå ñëåäóåò

ρ123 ◦ ρ123 = −ρ0 .

1. Äåéñòâèòåëüíîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû
äåéñòâèÿ êâàðêèíî Qs(1)

Çàïèñè âåêòîðà ψ

ψ = ρ32 ψ
32 + ρ13 ψ

13 + ρ21 ψ
21 + ρ0 ψ

0 +

ρ1 ψ
1 + ρ2 ψ

2 + ρ3 ψ
3 + ρ123 ψ

123

ñîîòâåòñòâóåò äåéñòâèòåëüíîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû
äåéñòâèÿ êâàðêèíî Qs3. Â ýòîì ñëó÷àå ñòðóêòóðíûå
ìàòðèöû, êîòîðûìè ïðåäñòàâëåíû áàçèñíûå âåêòîðû

CLKI ∼ ρI ,

èìåþò äåéñòâèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû, à ðàçìåðíîñòü
ìàòðèö ðàâíà 8 × 8 (Ñì. Ðàçäåë V.). Ïîìèìî äåé-
ñòâèòåëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü iab-
ïðåäñòàâëåíèå è IAB-ïðåäñòàâëåíèå, óäîáíûå â ñèëó
ñâîåé êîìïàêòíîñòè.
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2. iab-ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû äåéñòâèÿ êâàðêèíî
Qs(1)

iab-ïðåäñòàâëåíèå îñíîâàíî íà ñëåäóþùåì ðàçëîæå-
íèè âåêòîðà:

ψ = ρ13 ◦ (ρ21 ψ32 + ρ0 ψ
13) + ρ0 ◦ (ρ21 ψ21 + ρ0 ψ

0) +

+ ρ2 ◦ (ρ21 ψ1 + ρ0 ψ
2) + ρ123 ◦ (ρ21 ψ3 + ρ0 ψ

123) .

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóåò çàïèñè àëãåáðû
Qs3 â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ Qs2 × Qs1 (çäåñü íèæíèé èí-
äåêñ åñòü ðàçìåðíîñòü îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà).
Áàçèñíûìè âåêòîðàìè àëãåáðû Qs2 ÿâëÿþòñÿ

ρ13 , ρ0 , ρ2 , ρ123 ;

áàçèñíûìè âåêòîðàìè àëãåáðû Qs1 ÿâëÿþòñÿ

ρ21 , ρ0 .

Ïðîñòðàíñòâî Qs1 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðî-
ñòðàíñòâî iab-÷èñåë. Äëÿ ýòîãî áàçèñíîìó âåêòîðó
ρ21 àëãåáðû Qs1 ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå a-åäèíèöó, à
áàçèñíîìó âåêòîðó ρ0 ýòîé àëãåáðû ïîñòàâèì â ñîîò-
âåòñòâèå äåéñòâèòåëüíóþ åäèíèöó:

ρ21 ∼ a , ρ0 ∼ 1 .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì âåêòîð àëãåáðû Qs3 â iab-
ïðåäñòàâëåíèè

ψ = ρ13 ◦ (aψ32 + ψ13) + ρ0 ◦ (aψ21 + ψ0)+

+ ρ2 ◦ (aψ1 + ψ2) + ρ123 ◦ (aψ3 + ψ123) .
(11)

Òàêèì îáðàçîì, â iab-ïðåäñòàâëåíèè êîîðäèíàòû
(êîìïîíåíòû) âåêòîðà ÿâëÿþòñÿ a-ãèïåð÷èñëàìè. Ââå-
äåì äëÿ íèõ îáîçíà÷åíèÿ

ψ13 = aψ32 + ψ13 , ψ0 = aψ21 + ψ0 ,

ψ2 = aψ1 + ψ2 , ψ123 = aψ3 + ψ123 .
(12)

Ñ ó÷åòîì ýòîãî âåêòîð ψ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ψ = ρ13ψ
13 + ρ0ψ

0 + ρ2ψ
2 + ρ123ψ

123 . (13)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â iab-ïðåäñòàâëåíèè âåêòîð ψ
ïðîåöèðóåòñÿ íà íàïðàâëåíèÿ ρ13, ρ0, ρ2, ρ123.
Â iab-ïðåäñòàâëåíèè ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû èìåþò

ðàçìåðíîñòü 4 × 4. Îò iab-ïðåäñòàâëåíèÿ ïåðåéäåì ê
IAB-ïðåäñòàâëåíèþ.

3. IAB-ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû äåéñòâèÿ
êâàðêèíî Qs(1)

IAB-ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Qs3 îñíîâàíî íà ðàçëî-
æåíèè âåêòîðà

ψ = (ρ32 ψ
32 + ρ13 ψ

13 + ρ21 ψ
21 + ρ0 ψ

0) ◦ ρ0 +
+(ρ32 ψ

1 + ρ13 ψ
2 + ρ21 ψ

3 + ρ0 ψ
123) ◦ ρ123 .

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóåò çàïèñè àëãåáðû
Qs3 â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ Qs1×Qs2. Áàçèñíûìè âåêòîðà-
ìè àëãåáðû Qs1 ÿâëÿþòñÿ

ρ0 , ρ123 ;

áàçèñíûìè âåêòîðàìè àëãåáðû Qs2 ÿâëÿþòñÿ

ρ32 , ρ13 , ρ21 , ρ0 .

(ρ32)
2 = (ρ21)

2 = (ρ0)
2 = 1 , (ρ13)

2 = −1 .

Ïîñëåäíþþ àëãåáðó íàçîâåì IAB-àëãåáðîé. Ýòà àë-
ãåáðà àíàëîãè÷íà àëãåáðå êâàòåðíèîíîâ. Äëÿ áàçèñ-
íûõ åäèíèö IAB-àëãåáðû èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå îáî-
çíà÷åíèÿ:

a ·A , 1 · I , a ·B , 1 · 11 .

Çàìåíèì áàçèñíûå âåêòîðû ρ32, ρ13, ρ21, ρ0 ïðèâå-
äåííûìè ãèïåð÷èñëàìè

ρ32 ∼ aA ,

ρ13 ∼ 1 I ,

ρ21 ∼ aB ,

ρ0 ∼ 1 11 .

Ïîëó÷èì âåêòîð àëãåáðû Qs3 â IAB-ïðåäñòàâëåíèè1

ψ = (a ·Aψ32 + 1 · I ψ13 + a ·B ψ21 + 1 · 11ψ0) ◦ ρ0 +
+(a ·Aψ1 + 1 · I ψ2 + a ·B ψ3 + 1 · 11ψ123) ◦ ρ123 .

Òàêèì îáðàçîì, â IAB-ïðåäñòàâëåíèè êîîðäèíàòû
(êîìïîíåíòû) âåêòîðà ÿâëÿþòñÿ ãèïåð÷èñëàìè. Ââå-
äåì äëÿ íèõ îáîçíà÷åíèÿ

Ψ0 = a ·Aψ32 + 1 · I ψ13 + a ·B · ψ21 + 1 · 11ψ0 ,

Ψ123 = a ·Aψ1 + 1 · I ψ2 + a ·B ψ3 + 1 · 11ψ123 .

(14)
Ñ ó÷åòîì ýòîãî âåêòîð ψ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ψ = Ψ0 ρ0 +Ψ123 ρ123 .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â IAB-ïðåäñòàâëåíèè âåêòîð ψ
ïðîåöèðóåòñÿ íà íàïðàâëåíèÿ ρ0, ρ123.
Â IAB-ïðåäñòàâëåíèè ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû èìåþò

ðàçìåðíîñòü 2× 2 (ñì. Ðàçäåë V).

1 Çàìåòèì, ÷òî ïðè óìíîæåíèè áàçèñíûõ åäèíèö ïåðâûå è âòî-
ðûå ñîìíîæèòåëè óìíîæàþòñÿ îòäåëüíî. Íàïðèìåð,

(a · I) · (b ·A) = (a · b) · (I ·A) = −i ·B .
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V. ÑÒÐÓÊÒÓÐÍÛÅ ÌÀÒÐÈÖÛ
ÊÎÍÒÐÀÂÀÐÈÀÍÒÍÎÉ ÀËÃÅÁÐÛ

ÄÅÉÑÒÂÈß ÊÂÀÐÊÈÍÎ Qs
3

Â ýòîì Ðàçäåëå ðàññìîòðèì âû÷èñëåíèå ñòðóêòóð-
íûõ ìàòðèö àëãåáðû êâàðêèíî Qs3. Ïðè ýòîì áóäåì
ïîëüçîâàòüñÿ îïûòîì, ïîëó÷åííûì ïðè âûâîäå ìàò-
ðèö Äèðàêà. Îáðàùåíèå ê ìàòðèöàì Äèðàêà ïîçâîëÿ-
åò ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû.
1. Êîìïîíåíòû âåêòîðîâ è ìàòðèö íåîáõîäèìî ðàñ-

ñìàòðèâàòü â ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíäåê-
ñîâ:

(32, 13, 21, 0, 1, 2, 3, 123) .

2. Ïåðåõîä îò äåéñòâèòåëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê
êîìïàêòíûì ïðåäñòàâëåíèÿì îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì
ââåäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ áëî÷íûõ ìàòðèö. Ïðè ïðå-
îáðàçîâàíèè ìàòðèö rC

L
KI è lC

L
KI îò äåéñòâèòåëü-

íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê iab-ïðåäñòàâëåíèþ èñïîëüçîâà-
íû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ áëîêîâ 2×2:

1 = 1

1
, i = 1

-1
.

a = 1

1
, b = -1

1
.

Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ìàòðèö rC
L
KI è lC

L
KI îò iab-

ïðåäñòàâëåíèÿ ê IAB-ïðåäñòàâëåíèþ èñïîëüçîâàíû
ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ áëîêîâ 2×22:

11 = 1

1
, I = 1

1
,

A = 1

1
, B = -1

1
.

3. Ïðè ïåðåõîäå ê ÷àñòíûì ñëó÷àÿì êâàíòîâîé òåî-
ðèè öåëåñîîáðàçíî ïîëüçîâàòüñÿ ïðîöåäóðîé ñæàòèÿ,
èëè âûðîæäåíèÿ ñëàãàåìûõ êîìïîíåíò âåêòîðà.
Èòàê, â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèì ïîäõîäîì íåîáõîäè-

ìî, ïîëüçóÿñü ïðàâèëàìè óìíîæåíèÿ âåêòîðîâ â àë-
ãåáðå Q3, íàéòè ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû ýòîé àëãåáðû.
Çàòåì, àíàëèçèðóÿ ñâîéñòâà ýòèõ ìàòðèö, ñäåëàòü çà-
êëþ÷åíèå îòíîñèòåëüíî ñâîéñòâ êâàðêîâ.

2 Íàïîìíèì (ñì. Ãëàâà 4.2. Ðàçäåë III.), ÷òî äëÿ ìàòðèö i, a, b
è ñîîòâåòñòâóþùèõ ãèïåð÷èñåë âûïîëíÿþòñÿ ïðàâèëà óìíî-
æåíèÿ

a2 = b2 = 1 , i2 = −1 , a b = −b a = i ,

a i = −i a = b , i b = −b i = a .

Àíàëîãè÷íî äëÿ ìàòðèö I, A, B è ñîîòâåòñòâóþùèõ ãèïåð÷è-
ñåë âûïîëíÿþòñÿ ïðàâèëà óìíîæåíèÿ

A2 = B2 = 11 , I2 = −11 , AB = −BA = I ,

A I = −I A = B , I B = −B I = A .

1. Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû ïðàâîé
êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðû äåéñòâèÿ êâàðêèíî

ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ rQs
3(1)

Ïðèñòóïèì ê âû÷èñëåíèþ ñòðóêòóðíûõ ìàòðèö
ïðàâîé àëãåáðû äåéñòâèÿ êâàðêèíî rQs3. Ñòðóêòóð-
íûå ìàòðèöû áóäåì îáîçíà÷àòü òåìè áàçèñíûìè âåê-
òîðàìè, êîòîðûå îíè ïðåäñòàâëÿþò:

rρI ∼ rC
L
KI .

Íàïîìíèì, ÷òî çàêîí óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ â ïðàâîé àëãåáðå êâàðêèíî rQs3 çàïèñûâàåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

rρK ◦ rρI = rρL · rCLKI . (15)

Èç âûðàæåíèÿ (15) ñëåäóåò àëãîðèòì âû÷èñëå-
íèÿ ñòðóêòóðíûõ ìàòðèö ïðàâîé àëãåáðû äåéñòâèÿ
êâàðêèíî rQs3. Ýòè ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþò áàçèñ-
íûì âåêòîðàì rρI . Ñíà÷àëà íóæíî óñòàíîâèòü íîìåð
ñòðóêòóðíîé ìàòðèöû (I) â ñîîòâåòñòâèè ñ íîìåðîì
áàçèñíîãî âåêòîðà, çàòåì äëÿ êàæäîãî ñòîëáöà ìàòðè-
öû (K) ïðîäåëàòü ñëåäóþùèå âû÷èñëåíèÿ. Áàçèñíûé
âåêòîð rρK , íîìåð êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ íîìåðîì
ñòîëáöà ìàòðèöû, íóæíî óìíîæèòü ñïðàâà íà áàçèñ-
íûé âåêòîð rρI , íîìåð êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ íîìåðîì
ñòðóêòóðíîé ìàòðèöû. Äàëåå íóæíî îïðåäåëèòü áà-
çèñíûé âåêòîð rρL, íà êîòîðûé ïðîåöèðóåòñÿ ýòî
ïðîèçâåäåíèå, è ÷èñëåííîå çíà÷åíèå ïðîåêöèè. Òîãäà
íîìåð (L) óêàçàííîãî áàçèñíîãî âåêòîðà îïðåäåëèò
íîìåð ñòðîêè, íà ïåðåñå÷åíèè êîòîðîé ñ ðàññìàòðè-
âàåìûì ñòîëáöîì íåîáõîäèìî ïîñòàâèòü óêàçàííîå
÷èñëåííîå çíà÷åíèå ïðîåêöèè.

rρ0 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 1
13 1
21 1
0 1
1 1
2 1
3 1

123 1

= 1

0 123
13 2

1 13

1 0

1 2

1 123

= 1

0 123

11 0

11 123

rρ1 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 -1
13 -1
21 1
0 1
1 1
2 1
3 -1

123 -1

= a

0 123
13 2

-1 13

1 0

1 2

-1 123

= a

0 123

-I 0

I 123
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rρ2 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 1
13 1
21 1
0 1
1 1
2 1
3 1

123 1

= 1

0 123
13 2

1 13

1 0

1 2

1 123

= 1

0 123

A 0

A 123

rρ3 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 1
13 1
21 1
0 1
1 1
2 1
3 1

123 1

= a

0 123
13 2

1 13

1 0

1 2

1 123

= a

0 123

11 0

11 123

rρ21 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

52 -1
13 -1
21 1
0 1
1 1
2 1
3 -1

123 -1

= a

0 123
13 2

-1 13

1 0

1 2

-1 123

= a

0 123

B 0

-B 123

rρ13 ∼

13 0 2 123

32 21 1 3

32 1
13 1
21 -1
0 -1
1 -1
2 -1
3 1

123 1

= 1

0 123
13 2

1 13

-1 0

-1 2

1 123

= 1

0 123

I 0

-I 123

rρ32 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 1
13 1
21 1
0 1
1 1
2 1
3 1

123 1

= a

0 123
13 2

1 13

1 0

1 2

1 123

= a

0 123

A 0

A 123

rρ123 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 1
13 1
21 -1
0 -1
1 -1
2 -1
3 1

123 1

= 1

0 123
13 2

1 13

-1 0

-1 2

1 123

= 1

0 123

-B 0

B 123

2. Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû ëåâîé
êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðû äåéñòâèÿ êâàðêèíî

ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ lQs
3(1)

Ïðèñòóïèì ê âû÷èñëåíèþ ñòðóêòóðíûõ ìàòðèö ëå-
âîé àëãåáðû äåéñòâèÿ êâàðêèíî lQs3. Ñòðóêòóðíûå
ìàòðèöû áóäåì îáîçíà÷àòü òåìè áàçèñíûìè âåêòîðà-
ìè, êîòîðûå îíè ïðåäñòàâëÿþò:

lρI ∼ lC
L
KI .

Íàïîìíèì, ÷òî çàêîí óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ â ëåâîé àëãåáðå êâàðêèíî lQs3(1) çàïèñûâàåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

lρI ◦ lρK = lρL · lCLKI . (16)

Èç âûðàæåíèÿ (16) ñëåäóåò àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ
ñòðóêòóðíûõ ìàòðèö àëãåáðû lQs3. Ýòè ìàòðèöû ñî-
îòâåòñòâóþò áàçèñíûì âåêòîðàì lρI . Ñíà÷àëà íóæíî
óñòàíîâèòü íîìåð ñòðóêòóðíîé ìàòðèöû (I) â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ íîìåðîì áàçèñíîãî âåêòîðà, çàòåì äëÿ êàæäî-
ãî ñòîëáöà ìàòðèöû (K) ïðîäåëàòü ñëåäóþùèå âû÷èñ-
ëåíèÿ. Áàçèñíûé âåêòîð lρK , íîìåð êîòîðîãî ñîâïà-
äàåò ñ íîìåðîì ñòîëáöà ìàòðèöû, íóæíî óìíîæèòü
ñëåâà íà áàçèñíûé âåêòîð lρI , íîìåð êîòîðîãî ñîâïà-
äàåò ñ íîìåðîì ñòðóêòóðíîé ìàòðèöû. Äàëåå íóæíî
îïðåäåëèòü áàçèñíûé âåêòîð lρL, íà êîòîðûé ïðîåöè-
ðóåòñÿ ýòî ïðîèçâåäåíèå, è ÷èñëåííîå çíà÷åíèå ïðî-
åêöèè. Òîãäà íîìåð (L) óêàçàííîãî áàçèñíîãî âåêòî-
ðà îïðåäåëèò íîìåð ñòðîêè, íà ïåðåñå÷åíèè êîòîðîé
ñ ðàññìàòðèâàåìûì ñòîëáöîì íåîáõîäèìî ïîñòàâèòü
óêàçàííîå ÷èñëåííîå çíà÷åíèå ïðîåêöèè.

lρ0 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 1
13 1
21 1
0 1
1 1
2 1
3 1

123 1

= 1

0 123
13 2

1 13

1 0

1 2

1 123

= 1

0 123

11 0

11 123
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lρ1 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 1
13 1
21 1
0 1
1 1
2 1
3 1

123 1

= a

0 123
13 2

1 13

1 0

1 2

1 123

= a

0 123

A 0

A 123

lρ2 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 1
13 1
21 1
0 1
1 1
2 1
3 1

123 1

= 1

0 123
13 2

1 13

1 0

1 2

1 123

= 1

0 123

A 0

A 123

lρ3 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 1
13 -1
21 -1
0 1
1 -1
2 1
3 1

123 -1

= i

0 123
13 2

1 13

-1 0

-1 2

1 123

= i

0 123

-B 0

B 123

lρ21 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 1
13 1
21 1
0 1
1 1
2 1
3 1

123 1

= a

0 123
13 2

1 13

1 0

1 2

1 123

= a

0 123

11 0

11 123

lρ13 ∼

13 0 2 123

32 21 1 3

32 -1
13 1
21 1
0 -1
1 1
2 -1
3 -1

123 1

= b

0 123
13 2

1 13

-1 0

-1 2

1 123

= b

0 123

I 0

-I 123

lρ32 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 1
13 -1
21 -1
0 1
1 -1
2 1
3 1

123 -1

= i

0 123
13 2

1 13

-1 0

-1 2

1 123

= i

0 123

I 0

-I 123

lρ123 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 -1
13 1
21 1
0 -1
1 1
2 -1
3 -1

123 1

= b

0 123
13 2

1 13

-1 0

-1 2

1 123

= b

0 123

-B 0

B 123

VI. ÀËÃÅÁÐÀ ÊÂÀÐÊÈÍÎ ÂÒÎÐÎÃÎ
ÏÎÊÎËÅÍÈß Qs(2)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ âûäâèíóòûì ïðåäïîëîæåíèåì
êîììóòàòèâíî-àíòèêîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà Qs(2) åñòü
àëãåáðà äåéñòâèÿ ãèïîòåòè÷åñêèõ ôóíäàìåíòàëüíûõ
÷àñòèö � êâàðêèíî âòîðîãî ïîêîëåíèÿ. Óêàæåì áà-
çèñíûå âåêòîðû ýòîé àëãåáðû è ïðàâèëà óìíîæåíèÿ,
êîòîðûì îíè ïîä÷èíÿþòñÿ.

� ρ0 � áàçèñíûé âåêòîð ñêàëÿðíîé ÷àñòè âåêòîðà.
Äëÿ ρ0 èìååò ìåñòî ïðàâèëî óìíîæåíèÿ

ρ0 ◦ ρ0 = ρ0 .

� Îáðàçóþùèå áàçèñíûå âåêòîðû ρa, ãäå èíäåêñ a
ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ îò 1 äî 3, åñòü áàçèñíûå âåê-
òîðû ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. ×èñëî âåê-
òîðîâ ρa ðàâíî òðåì. Äëÿ íèõ èìåþò ìåñòî ïðà-
âèëà óìíîæåíèÿ

ρa ◦ ρ0 = ρ0 ◦ ρa = ρa .

ρa ◦ ρa = ρ0 .

� Âåêòîðû

ρab = ρa ◦ ρb .

Çäåñü a ̸= b. ×èñëî ýòèõ âåêòîðîâ ðàâíî òðåì.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì I. äëÿ ýòèõ âåêòîðîâ
âûïîëíÿþòñÿ ïðàâèëà ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ è
ñîîòâåòñòâåííî ñîìíîæèòåëåé � óñëîâèÿ ñîñåä-
íåé ïåðåñòàíîâêè

ρ12 = ρ21 ,

ρ13 = ρ31 ,

ρ32 = −ρ23 .
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Ïðàâèëà óìíîæåíèÿ, â êîòîðûõ ó÷àñòâóþò ýòè
âåêòîðû, ñëåäóþò èç óñëîâèÿ àññîöèàòèâíîñòè è
è óñëîâèé ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè. Â ÷àñòíîñòè,

ρ21 ◦ ρ21 = ρ0 ,

ρ13 ◦ ρ13 = ρ0 ,

ρ32 ◦ ρ32 = −ρ0 .

� Âåêòîð

ρ123 = ρ1 ◦ ρ2 ◦ ρ2 .

Äëÿ ýòîãî âåêòîðà âûïîëíÿþòñÿ ïðàâèëà ïåðå-
ñòàíîâêè èíäåêñîâ è ñîîòâåòñòâåííî ñîìíîæèòå-
ëåé

ρ123 = ρ213 = ρ231 = −ρ321 = −ρ312 = −ρ132 .

Èç óñëîâèÿ àññîöèàòèâíîñòè è óñëîâèé ñîñåäíåé
ïåðåñòàíîâêè òàêæå ñëåäóåò

ρ123 ◦ ρ123 = −ρ0 .

VII. ÀËÃÅÁÐÀ ÊÂÀÐÊÈÍÎ ÒÐÅÒÜÅÃÎ
ÏÎÊÎËÅÍÈß Qs(3)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ âûäâèíóòûì íàìè ïðåäïîëîæåíè-
åì êîììóòàòèâíî-àíòèêîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà Qs(3)
åñòü àëãåáðà äåéñòâèÿ ãèïîòåòè÷åñêèõ ôóíäàìåíòàëü-
íûõ ÷àñòèö � êâàðêèíî òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ. Óêàæåì
áàçèñíûå âåêòîðû ýòîé àëãåáðû è ïðàâèëà óìíîæå-
íèÿ, êîòîðûì îíè ïîä÷èíÿþòñÿ.

� ρ0 � áàçèñíûé âåêòîð ñêàëÿðíîé ÷àñòè âåêòîðà.
Äëÿ ρ0 èìååò ìåñòî ïðàâèëî óìíîæåíèÿ

ρ0 ◦ ρ0 = ρ0 .

� Îáðàçóþùèå áàçèñíûå âåêòîðû ρa, ãäå èíäåêñ a
ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ îò 1 äî 3, åñòü áàçèñíûå âåê-
òîðû ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. ×èñëî âåê-
òîðîâ ρa ðàâíî òðåì. Äëÿ íèõ èìåþò ìåñòî ïðà-
âèëà óìíîæåíèÿ

ρa ◦ ρ0 = ρ0 ◦ ρa = ρa .

ρa ◦ ρa = ρ0 .

� Âåêòîðû

ρab = ρa ◦ ρb .

Çäåñü a ̸= b. ×èñëî ýòèõ âåêòîðîâ ðàâíî òðåì.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì I. äëÿ ýòèõ âåêòîðîâ
âûïîëíÿþòñÿ ïðàâèëà ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ è

ñîîòâåòñòâåííî ñîìíîæèòåëåé � óñëîâèÿ ñîñåä-
íåé ïåðåñòàíîâêè

ρ12 = −ρ21 ,
ρ13 = ρ31 ,

ρ32 = ρ23 .

Ïðàâèëà óìíîæåíèÿ, â êîòîðûõ ó÷àñòâóþò ýòè
âåêòîðû, ñëåäóþò èç óñëîâèÿ àññîöèàòèâíîñòè è
óñëîâèé ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè. Â ÷àñòíîñòè,

ρ21 ◦ ρ21 = −ρ0 ,
ρ13 ◦ ρ13 = ρ0 ,

ρ32 ◦ ρ32 = ρ0 .

� Âåêòîð

ρ123 = ρ1 ◦ ρ2 ◦ ρ3 .

Äëÿ ýòîãî âåêòîðà âûïîëíÿþòñÿ ïðàâèëà ïåðå-
ñòàíîâêè èíäåêñîâ è ñîîòâåòñòâåííî ñîìíîæèòå-
ëåé

ρ123 = −ρ213 = −ρ231 = −ρ321 = ρ312 = ρ132 .

Èç óñëîâèÿ àññîöèàòèâíîñòè è óñëîâèé ñîñåäíåé
ïåðåñòàíîâêè òàêæå ñëåäóåò

ρ123 ◦ ρ123 = −ρ0 .

VIII. ÂÛÂÎÄÛ ÏÎ ÃËÀÂÅ

� Íàä ãåîìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì ìîæíî ïî-
ñòðîèòü òðè àëãåáðû, ñîäåðæàùèõ äâà êîììó-
òàòèâíûõ è îäíî àíòèêîììóòàòèâíîå ïåðåñòàíî-
âî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ. Ýòè àëãåáðû ñòàâÿòñÿ â ñî-
îòâåòñòâèå òðåì ïîêîëåíèÿì êâàðêèíî.

� Âîëíîâûå ôóíêöèè êâàðêèíî ðàçíûõ ïîêîëåíèé
îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà öèêëè÷åñêîé ïåðå-
ñòàíîâêîé òðåõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ îáðàçóþùå-
ãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Ýòî ïðàâè-
ëî ñîâïàäàåò ñ ïðàâèëîì, óñòàíîâëåííûì äëÿ
âîëíîâûõ ôóíêöèé ëåïòîíîâ è êâàðêîâ ðàçíûõ
ïîêîëåíèé.

� Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû àëãåáðû êâàðêèíî Qs3
âûâåäåíû ïî òàêîìó æå àëãîðèòìó, ïî êîòîðîìó
â Ãëàâå 4.2. Ðàçäåë III.2 áûëè âûâåäåíû ìàòðèöû
Äèðàêà. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ ñâèäåòåëü-
ñòâîì â ïîëüçó òîãî, ÷òî ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä
ê îïèñàíèþ ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö ñîäåðæèò
ýëåìåíòû åäèíîé òåîðèè.



Ãëàâà 4.12 Ñèíèå êâàðêèíî. Àëãåáðà äåéñòâèÿ ñèíèõ êâàðêèíî Qs
b

I. ÐÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÈÅ ÊÂÀÐÊÈÍÎ È ÖÂÅÒ

Â ýòîé Ãëàâå ïðîäîëæàåì ðàññìàòðèâàòü àëãåáðó
êâàðêèíî. Íàïîìíèì, ÷òî ëîãèêà ðàññóæäåíèé, îñíî-
âàííàÿ íà ñóïåðñèììåòðèè ôåðìèîííîé è áîçîííîé
âåòâåé äåðåâà Þíãà, çàñòàâëÿåò ââåñòè â ðàññìîòðå-
íèå ãèïîòåòè÷åñêèå ôóíäàìåíòàëüíûå ÷àñòèöû, ñó-
ïåðñèììåòðè÷íûå êâàðêàì, íàçâàííûå êâàðêèíî. Ýòà
æå ëîãèêà çàñòàâëÿåò ââåñòè öâåòîâûå ðàçíîâèäíîñòè
êâàðêèíî, ïðè÷åì öâåòîâûì ðàçíîâèäíîñòÿì êâàðêè-
íî ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ðàçíîâèäíîñòè óñëîâèé
ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè ñ ó÷àñòèåì áàçèñíîãî âåêòîðà
âðåìåíè. Êâàíòîâûå óðàâíåíèÿ äëÿ êâàðêèíî óñòà-
íàâëèâàþòñÿ íà îñíîâàíèè òîãî æå àëãîðèòìà, èç
êîòîðîãî ðàíåå áûëî ïîëó÷åíî îáîáùåíèå óðàâíåíèÿ
Äèðàêà äëÿ ëåïòîíîâ. Ýòè óðàâíåíèÿ îòíîñÿòñÿ ê
êâàðêèíî îäíîãî ïîêîëåíèÿ, è ìîæíî ïðåäïîëîæèòü,
÷òî â ñòàíäàðòíîì ïðåäñòàâëåíèè ýòè óðàâíåíèÿ ðàç-
äåëÿþòñÿ íà äâå íåçàâèñèìûå ñèñòåìû óðàâíåíèé,
îäíà èç êîòîðûõ îòíîñèòñÿ ê âåðõíåìó êâàðêèíî, à
äðóãàÿ ê íèæíåìó.

Ïðåæäå ÷åì îáðàòèòüñÿ ê àëãåáðå ðåëÿòèâèñòñêèõ
êâàðêèíî Qs4, íàïîìíèì ñëåäóþùåå. Â ñîîòâåòñòâèè
ñ ñóïåðñèììåòðèåé êàæäûé èç êâàðêèíî ñóùåñòâóåò
â òðåõ ðàçíîâèäíîñòÿõ. Îòëè÷èòåëüíîå ñâîéñòâî ýòèõ
ðàçíîâèäíîñòåé íàçâàíî öâåòîì, à êâàðêèíî â óêàçàí-
íûõ ðàçíîâèäíîñòÿõ îáîçíà÷åíû êàê ñèíèé, æåëòûé
è êðàñíûé. Öâåòîâàÿ ñèììåòðèÿ èìååò ïîä ñîáîé àë-
ãåáðàè÷åñêóþ îñíîâó. À èìåííî, àëãåáðà ðåëÿòèâèñò-
ñêèõ êâàðêèíî Qs4 ïðåäñòàâëåíà òðåìÿ âàðèàíòàìè,
êàæäûé èç êîòîðûõ áàçèðóåòñÿ íà îäíîé è òîé æå
àëãåáðå Qs3. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü âàðèàíòû ðå-
ëÿòèâèñòñêîé àëãåáðû Qs4, íåîáõîäèìî ðàñøèðèòü îá-
ðàçóþùåå ïðîñòðàíñòâî, çàìåíèâ ãåîìåòðè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî íà ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ÑÒÎ. Èíûìè ñëî-
âàìè, ñëåäóåò ââåñòè êîîðäèíàòó âðåìåíè, áàçèñíûé
âåêòîð ρ4 è çàïèñàòü óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè
ýòîãî áàçèñíîãî âåêòîðà ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè áàçèñíû-
ìè âåêòîðàìè ρa. Èìåííî ñ ðàçíîâèäíîñòÿìè óêàçàí-
íûõ óñëîâèé ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè ñâÿçàíû öâåòîâûå
ðàçíîâèäíîñòè êâàðêèíî.

1. Àëãåáðû öâåòíûõ êâàðêèíî ïåðâîãî
ïîêîëåíèÿ Qs(1)

1.1. Àëãåáðà ñèíèõ êâàðêèíî ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ Qs
b(1)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì IV.3. Ãëàâû 3.4. âîëíî-
âàÿ ôóíêöèÿ êâàðêèíî â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåíà ñëå-
äóþùåé äèàãðàììîé Þíãà:

� -

61 2
3
4

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè

12 = 21 , 13 = −31 , 23 = 32 ,

14 = −41 , 24 = 42 , 34 = −43 .

Çàïèøåì óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè ñ ó÷àñòèåì
áàçèñíîãî âåêòîðà âðåìåíè â ðàçâåðíóòîì âèäå:

ρ1 ◦ ρ4 = −ρ4 ◦ ρ1 ,
ρ2 ◦ ρ4 = ρ4 ◦ ρ2 ,
ρ3 ◦ ρ4 = −ρ4 ◦ ρ3 .

1.2. Àëãåáðà æåëòûõ êâàðêèíî ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ Qs
y(1)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì IV.3. Ãëàâû 3.4. âîëíî-
âàÿ ôóíêöèÿ êâàðêèíî â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåíà ñëå-
äóþùåé äèàãðàììîé Þíãà:� -

6��1 2
3 4

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè

12 = 21 , 13 = −31 , 23 = 32 ,

14 = −41 , 24 = 42 , 34 = 43 .

Çàïèøåì óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè ñ ó÷àñòèåì
áàçèñíîãî âåêòîðà âðåìåíè â ðàçâåðíóòîì âèäå:

ρ1 ◦ ρ4 = −ρ4 ◦ ρ1 ,
ρ2 ◦ ρ4 = ρ4 ◦ ρ2 ,
ρ3 ◦ ρ4 = ρ4 ◦ ρ3 .

1.3. Àëãåáðà êðàñíûõ êâàðêèíî ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ Qs
r(1)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì IV.3. Ãëàâû 3.4. âîëíî-
âàÿ ôóíêöèÿ êâàðêèíî â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåíà ñëå-
äóþùåé äèàãðàììîé Þíãà:� -

61 2
3

4

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè

12 = 21 , 13 = −31 , 23 = 32 ,

14 = 41 , 24 = 42 , 34 = 43 .
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Çàïèøåì óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè ñ ó÷àñòèåì
áàçèñíîãî âåêòîðà âðåìåíè â ðàçâåðíóòîì âèäå:

ρ1 ◦ ρ4 = ρ4 ◦ ρ1 ,
ρ2 ◦ ρ4 = ρ4 ◦ ρ2 ,
ρ3 ◦ ρ4 = ρ4 ◦ ρ3 .

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðåéòè ê àëãåáðàì öâåòíûõ êâàð-
êèíî âòîðîãî è òðåòüåãî ïîêîëåíèé, íåîáõîäèìî èñ-
ïîëüçîâàòü óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè, îòëè÷à-
þùèåñÿ îò ïðåäûäóùèõ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé
ãåîìåòðè÷åñêèõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ.

2. Àëãåáðû öâåòíûõ êâàðêèíî âòîðîãî
ïîêîëåíèÿ Qs(2)

2.1. Àëãåáðà ñèíèõ êâàðêèíî âòîðîãî ïîêîëåíèÿ Qs
b(2)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì IV.3. Ãëàâû 3.4. âîëíî-
âàÿ ôóíêöèÿ êâàðêèíî â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåíà ñëå-
äóþùåé äèàãðàììîé Þíãà:� -

63 1
2
4

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè

12 = 21 , 13 = 31 , 23 = −32 ,

14 = 41 , 24 = −42 , 34 = −43 .

Çàïèøåì óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè ñ ó÷àñòèåì
áàçèñíîãî âåêòîðà âðåìåíè â ðàçâåðíóòîì âèäå:

ρ1 ◦ ρ4 = ρ4 ◦ ρ1 ,
ρ2 ◦ ρ4 = −ρ4 ◦ ρ2 ,
ρ3 ◦ ρ4 = −ρ4 ◦ ρ3 .

2.2. Àëãåáðà æåëòûõ êâàðêèíî âòîðîãî ïîêîëåíèÿ
Qs

y(2)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì IV.3. Ãëàâû 3.4. âîëíî-
âàÿ ôóíêöèÿ êâàðêèíî â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåíà ñëå-
äóþùåé äèàãðàììîé Þíãà:� -

6��3 1
2 4

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè

12 = 21 , 13 = 31 , 23 = −32 ,

14 = 41 , 24 = 42 , 34 = −43 .

Çàïèøåì óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè ñ ó÷àñòèåì
áàçèñíîãî âåêòîðà âðåìåíè â ðàçâåðíóòîì âèäå:

ρ1 ◦ ρ4 = ρ4 ◦ ρ1 ,
ρ2 ◦ ρ4 = ρ4 ◦ ρ2 ,
ρ3 ◦ ρ4 = −ρ4 ◦ ρ3 .

2.3. Àëãåáðà êðàñíûõ êâàðêèíî âòîðîãî ïîêîëåíèÿ Qs
r(2)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì IV.3. Ãëàâû 3.4. âîëíî-
âàÿ ôóíêöèÿ êâàðêèíî â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåíà ñëå-
äóþùåé äèàãðàììîé Þíãà:� -

63 1
2

4

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè

12 = 21 , 13 = 31 , 23 = −32 ,

14 = 41 , 24 = 42 , 34 = 43 .

Çàïèøåì óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè ñ ó÷àñòèåì
áàçèñíîãî âåêòîðà âðåìåíè â ðàçâåðíóòîì âèäå:

ρ1 ◦ ρ4 = ρ4 ◦ ρ1 ,
ρ2 ◦ ρ4 = ρ4 ◦ ρ2 ,
ρ3 ◦ ρ4 = ρ4 ◦ ρ3 .

3. Àëãåáðû öâåòíûõ êâàðêèíî òðåòüåãî
ïîêîëåíèÿ Qs(3)

3.1. Àëãåáðà ñèíèõ êâàðêèíî òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ Qs
b(3)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì IV.3. Ãëàâû 3.4. âîëíî-
âàÿ ôóíêöèÿ êâàðêèíî â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåíà ñëå-
äóþùåé äèàãðàììîé Þíãà:� -

62 3
1
4

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè

12 = −21 , 13 = 31 , 23 = 32 ,

14 = −41 , 24 = −42 , 34 = 43 .

Çàïèøåì óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè ñ ó÷àñòèåì
áàçèñíîãî âåêòîðà âðåìåíè â ðàçâåðíóòîì âèäå:

ρ1 ◦ ρ4 = −ρ4 ◦ ρ1 ,
ρ2 ◦ ρ4 = −ρ4 ◦ ρ2 ,
ρ3 ◦ ρ4 = ρ4 ◦ ρ3 .
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3.2. Àëãåáðà æåëòûõ êâàðêèíî òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ
Qs

y(3)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì IV.3. Ãëàâû 3.4. âîëíî-
âàÿ ôóíêöèÿ êâàðêèíî â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåíà ñëå-
äóþùåé äèàãðàììîé Þíãà:

� -

6��2 3
1 4

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè

12 = −21 , 13 = 31 , 23 = 32 ,

14 = 41 , 24 = −42 , 34 = 43 .

Çàïèøåì óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè ñ ó÷àñòèåì
áàçèñíîãî âåêòîðà âðåìåíè â ðàçâåðíóòîì âèäå:

ρ1 ◦ ρ4 = ρ4 ◦ ρ1 ,
ρ2 ◦ ρ4 = −ρ4 ◦ ρ2 ,
ρ3 ◦ ρ4 = ρ4 ◦ ρ3 .

3.3. Àëãåáðà êðàñíûõ êâàðêèíî òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ
Qs

r(3)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì IV.3. Ãëàâû 3.4. âîëíî-
âàÿ ôóíêöèÿ êâàðêèíî â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåíà ñëå-
äóþùåé äèàãðàììîé Þíãà:

� -

62 3
1

4

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè

12 = −21 , 13 = 31 , 23 = 32 ,

14 = 41 , 24 = 42 , 34 = 43 .

Çàïèøåì óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè ñ ó÷àñòèåì
áàçèñíîãî âåêòîðà âðåìåíè â ðàçâåðíóòîì âèäå:

ρ1 ◦ ρ4 = ρ4 ◦ ρ1 ,
ρ2 ◦ ρ4 = ρ4 ◦ ρ2 ,
ρ3 ◦ ρ4 = ρ4 ◦ ρ3 .

Äàëåå â ýòîé Ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî àëãåáðà
ñèíèõ êâàðêèíî ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ Qsb(1). Èìååòñÿ â
âèäó, ÷òî ïåðåõîä ê àëãåáðàì ñèíèõ êâàðêèíî äðóãèõ
ïîêîëåíèé î÷åâèäåí. Àëãåáðà æåëòûõ êâàðêèíî ïåð-
âîãî ïîêîëåíèÿ Qsy(1) ðàññìàòðèâàåòñÿ â Ãëàâå 4.13.
Àëãåáðà êðàñíûõ êâàðêîâ ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ Qsr(1)
ðàññìàòðèâàåòñÿ â Ãëàâå 4.14.

II. ÀËÃÅÁÐÀ ÑÈÍÈÕ ÊÂÀÐÊÈÍÎ Qs
b(1)

1. Áàçèñíûå âåêòîðû è èõ ïðîèçâåäåíèÿ

Óêàæåì áàçèñíûå âåêòîðû àëãåáðû Qsb(1) è ïðàâèëà
óìíîæåíèÿ, êîòîðûì îíè ïîä÷èíÿþòñÿ.

� ρ0 � áàçèñíûé âåêòîð ñêàëÿðíîé ÷àñòè âåêòîðà.
Äëÿ ρ0 èìååò ìåñòî ïðàâèëî óìíîæåíèÿ

ρ0 ◦ ρ0 = ρ0 .

� Îáðàçóþùèå âåêòîðû ρi, ãäå èíäåêñ i ïðîáåãà-
åò çíà÷åíèÿ îò 1 äî 4, åñòü áàçèñíûå âåêòîðû
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ÑÒÎ. ×èñëî âåêòîðîâ ρi
ðàâíî ÷åòûðåì. Äëÿ íèõ èìåþò ìåñòî ïðàâèëà
óìíîæåíèÿ

ρi ◦ ρ0 = ρ0 ◦ ρi = ρi ,

ρi ◦ ρi = sign(ρi)
2 · ρ0 ,

ãäå

sign(ρ1)
2 = sign(ρ2)

2 = sign(ρ3)
2 = − sign(ρ4)

2 = 1 .

� Âåêòîðû

ρik = ρi ◦ ρk .

Çäåñü i ̸= k. ×èñëî ýòèõ âåêòîðîâ ðàâíî ÷èñëó
ñî÷åòàíèé èç ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ ïî äâà

C2
4 = 6 .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì I. äëÿ ýòèõ âåêòîðîâ
âûïîëíÿþòñÿ ïðàâèëà ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ è
ñîîòâåòñòâåííî ñîìíîæèòåëåé (óñëîâèÿ ñîñåäíåé
ïåðåñòàíîâêè)

ρ21 = ρ21 , ρ13 = −ρ31 , ρ32 = ρ23 ,

ρ14 = −ρ41 , ρ24 = ρ42 , ρ34 = −ρ43 .

Ïðàâèëà óìíîæåíèÿ, â êîòîðûõ ó÷àñòâóþò ýòè
âåêòîðû, ñëåäóþò èç óñëîâèÿ àññîöèàòèâíîñòè è
óñëîâèé ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè. Â ÷àñòíîñòè,

ρ21 ◦ ρ21 = ρ0 , ρ42 ◦ ρ42 = −ρ0 ,
ρ32 ◦ ρ32 = ρ0 , ρ14 ◦ ρ14 = ρ0 ,

ρ13 ◦ ρ13 = −ρ0 , ρ34 ◦ ρ34 = ρ0 .

� Âåêòîðû

ρikl = ρi ◦ ρk ◦ ρl .

Çäåñü i ̸= k , i ̸= l , k ̸= l . Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî
ýòèõ âåêòîðîâ ðàâíî ÷èñëó ñî÷åòàíèé èç ÷åòûðåõ
ýëåìåíòîâ ïî òðè

C3
4 = 4 .
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Äëÿ ýòèõ âåêòîðîâ âûïîëíÿþòñÿ ïðàâèëà ïåðå-
ñòàíîâêè èíäåêñîâ è, ñîîòâåòñòâåííî ñîìíîæè-
òåëåé âûòåêàþùèå èç óñëîâèé ñîñåäíåé ïåðåñòà-
íîâêè:

ρ123 = ρ213 = −ρ231 = −ρ321 = −ρ312 = ρ132 ,

ρ124 = ρ214 = −ρ241 = −ρ421 = −ρ412 = ρ142 ,

ρ134 = ρ314 = ρ341 = −ρ431 = ρ413 = −ρ143 ,
ρ234 = ρ324 = ρ342 = −ρ432 = −ρ423 = −ρ243 .

Èç óñëîâèÿ àññîöèàòèâíîñòè è óñëîâèé ñîñåäíåé
ïåðåñòàíîâêè òàêæå ñëåäóåò

ρ123 ◦ ρ123 = −ρ0 , ρ124 ◦ ρ124 = ρ0 ,

ρ134 ◦ ρ134 = −ρ0 , ρ234 ◦ ρ234 = ρ0 .

� Âåêòîð

ρ1324 = ρ1 ◦ ρ3 ◦ ρ2 ◦ ρ4 .

Äëÿ ýòîãî âåêòîðà âûïîëíÿþòñÿ ïðàâèëà ïåðå-
ñòàíîâêè èíäåêñîâ è ñîîòâåòñòâåííî ñîìíîæèòå-
ëåé, âûòåêàþùèå èç óñëîâèé ñîñåäíåé ïåðåñòà-
íîâêè,

ρ1234 = ρ2134 = −ρ2314 = −ρ3214 =

= −ρ3124 = ρ1324 = −ρ1243 = −ρ2143 =

= ρ2413 = ρ4213 = ρ4123 = −ρ1423 =

= ρ1342 = −ρ3142 = ρ3412 = −ρ4312 =

= ρ4132 = −ρ1432 = ρ2341 = ρ3241 =

= ρ3421 = −ρ4321 = −ρ4231 = −ρ2431 .

Èç óñëîâèÿ àññîöèàòèâíîñòè è óñëîâèé ñîñåäíåé
ïåðåñòàíîâêè òàêæå ñëåäóåò

ρ1324 ◦ ρ1324 = ρ0 .

2. Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû àëãåáð ñèíèõ êâàðêèíî

Ïðèâåäåì ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû äâóõ àëãåáð: ïðà-
âîé êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðû ñèíèõ êâàðêèíî ïåð-
âîãî ïîêîëåíèÿ r(Qs, XQ

s)b(1) è ëåâîé êîâàðèàíòíîé
àëãåáðû ñèíèõ êâàðêèíî ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ l(Qs, XQ

s)∗b(1).
Ñ èñïîëüçîâàíèåì òàêèõ ìàòðèö çàïèñûâàþòñÿ êâàí-
òîâûå óðàâíåíèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ êâàðêèíî.
Êîìïîíåíòû âåêòîðîâ è ìàòðèö ðàññìàòðèâàþòñÿ â
ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíäåêñîâ:

(32, 13, 21, 0, 42, 14, 1324, 34, 1, 2, 3, 123, 134, 234, 4, 124) .

Ïåðåõîä îò äåéñòâèòåëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê êîì-
ïàêòíûì ïðåäñòàâëåíèÿì îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì ââå-
äåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ áëî÷íûõ ìàòðèö. Ïðè ïðåîá-
ðàçîâàíèè ìàòðèö rC

L
KI è lC

IK
L îò äåéñòâèòåëüíî-

ãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê iab-ïðåäñòàâëåíèþ èñïîëüçîâàíû
ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ áëîêîâ 2×2:

1 = 1

1
, i = 1

-1
.

a = 1

1
, b = -1

1
.

Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ìàòðèö rC
L
KI è lC

IK
L îò iab-

ïðåäñòàâëåíèÿ ê IAB-ïðåäñòàâëåíèþ èñïîëüçîâàíû
ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ áëîêîâ 2×2:

11 = 1

1
, I = 1

1
,

A = 1

1
, B = -1

1
.

2.1. Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû ïðàâîé êîíòðàâàðèàíòíîé
àëãåáðû ñèíèõ êâàðêèíî ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ r(Qs, XQ

s)b(1)

rρ0 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

11 0

11 34

11 123

11 124
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rρ1 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 1
0 1
42 -1
14 -1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 -1

123 -1
134 1
234 1
4 -1

124 -1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

1 2

-1 123

1 234

-1 124

= a

34 124

0 123

-I 0

-I 34

I 123

I 124

rρ2 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

A 0

A 34

A 123

A 124

rρ3 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 -1
14 -1

1324 -1
34 -1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 -1
234 -1
4 -1

124 -1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

-1 14

-1 34

1 2

1 123

-1 234

-1 124

= a

34 124

0 123

11 0

-11 34

11 123

-11 124

rρ4 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 -1
0 -1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 -1
2 -1
3 -1

123 -1
134 1
234 1
4 1

124 1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

-1 0

1 14

1 34

-1 2

-1 123

1 234

1 124

= a

34 124

0 123

-11 0

11 34

-11 123

11 124
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rρ21 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 1
0 1
42 -1
14 -1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 -1

123 -1
134 1
234 1
4 -1

124 -1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

1 2

-1 123

1 234

-1 124

= a

34 124

0 123

B 0

B 34

-B 123

-B 124

rρ13 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 -1
0 -1
42 -1
14 -1

1324 1
34 1
1 -1
2 -1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 -1

124 -1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

-1 0

-1 14

1 34

-1 2

1 123

1 234

-1 124

= 1

34 124

0 123

I 0

-I 34

-I 123

I 124

rρ32 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 -1
14 -1

1324 -1
34 -1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 -1
234 -1
4 -1

124 -1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

-1 14

-1 34

1 2

1 123

-1 234

-1 124

= a

34 124

0 123

A 0

-A 34

A 123

-A 124

rρ14 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 -1
34 -1
1 1
2 1
3 -1

123 -1
134 -1
234 -1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

1 14

-1 34

1 2

-1 123

-1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

-I 0

I 34

I 123

-I 124
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rρ42 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 -1
0 -1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 -1
2 -1
3 -1

123 -1
134 1
234 1
4 1

124 1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

-1 0

1 14

1 34

-1 2

-1 123

1 234

1 124

= a

34 124

0 123

-A 0

A 34

-A 123

A 124

rρ34 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

11 0

11 34

11 123

11 124

rρ123 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 -1
0 -1
42 -1
14 -1

1324 1
34 1
1 -1
2 -1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 -1

124 -1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

-1 0

-1 14

1 34

-1 2

1 123

1 234

-1 124

= 1

34 124

0 123

-B 0

B 34

B 123

-B 124

rρ124 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 -1
34 -1
1 1
2 1
3 -1

123 -1
134 -1
234 -1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

1 14

-1 34

1 2

-1 123

-1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

B 0

-B 34

-B 123

B 124
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rρ134 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 1
0 1
42 -1
14 -1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 -1

123 -1
134 1
234 1
4 -1

124 -1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

1 2

-1 123

1 234

-1 124

= a

34 124

0 123

-I 0

-I 34

I 123

I 124

rρ234 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

A 0

A 34

A 123

A 124

rρ1324 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 1
0 1
42 -1
14 -1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 -1

123 -1
134 1
234 1
4 -1

124 -1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

1 2

-1 123

1 234

-1 124

= a

34 124

0 123

B 0

B 34

-B 123

-B 124
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2.2. Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû ëåâîé êîâàðèàíòíîé
àëãåáðû ñèíèõ êâàðêèíî ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ l(Qs, XQ

s)∗b(1)

rR
0 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

11 0

11 34

11 123

11 124

rR
1 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= a

34 124

0 123

A 0

A 34

A 123

A 124

rR
2 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

A 0

A 34

A 123

A 124
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rR
3 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 1
14 -1

1324 -1
34 1
1 -1
2 1
3 1

123 -1
134 -1
234 1
4 1

124 -1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

-1 0

1 14

-1 34

-1 2

1 123

-1 234

1 124

= i

34 124

0 123

-B 0

-B 34

B 123

B 124

rR
4 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 1
21 -1
0 1
42 -1
14 1

1324 -1
34 1
1 -1
2 1
3 -1

123 1
134 -1
234 1
4 -1

124 1

= −i

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= −i

34 124

0 123

11 0

11 34

11 123

11 124

rR
21 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= a

34 124

0 123

11 0

11 34

11 123

11 124

rR
13 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 1
14 -1

1324 -1
34 1
1 -1
2 1
3 1

123 -1
134 -1
234 1
4 1

124 -1

= b

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

1 2

-1 123

1 234

-1 124

= b

34 124

0 123

-I 0

-I 34

I 123

I 124
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rR
32 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 1
14 -1

1324 -1
34 1
1 -1
2 1
3 1

123 -1
134 -1
234 1
4 1

124 -1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

-1 0

1 14

-1 34

-1 2

1 123

-1 234

1 124

= i

34 124

0 123

I 0

I 34

-I 123

-I 124

rR
14 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 1
21 -1
0 1
42 -1
14 1

1324 -1
34 1
1 -1
2 1
3 -1

123 1
134 -1
234 1
4 -1

124 1

= b

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= b

34 124

0 123

A 0

A 34

A 123

A 124

rR
42 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 1
21 -1
0 1
42 -1
14 1

1324 -1
34 1
1 -1
2 1
3 -1

123 1
134 -1
234 1
4 -1

124 1

= −i

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= −i

34 124

0 123

A 0

A 34

A 123

A 124

rR
34 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 1
0 1
42 -1
14 -1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 -1

123 -1
134 1
234 1
4 -1

124 -1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

1 2

-1 123

1 234

-1 124

= 1

34 124

0 123

B 0

B 34

-B 123

-B 124
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rR
123 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 1
14 -1

1324 -1
34 1
1 -1
2 1
3 1

123 -1
134 -1
234 1
4 1

124 -1

= b

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

1 2

-1 123

1 234

-1 124

= b

34 124

0 123

B 0

B 34

-B 123

-B 124

rR
124 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 1
21 -1
0 1
42 -1
14 1

1324 -1
34 1
1 -1
2 1
3 -1

123 1
134 -1
234 1
4 -1

124 1

= b

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= b

34 124

0 123

11 0

11 34

11 123

11 124

rR
134 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 1
0 1
42 -1
14 -1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 -1

123 -1
134 1
234 1
4 -1

124 -1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

1 2

-1 123

1 234

-1 124

= a

34 124

0 123

-I 0

-I 34

I 123

I 124

rR
234 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 1
0 1
42 -1
14 -1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 -1

123 -1
134 1
234 1
4 -1

124 -1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

1 2

-1 123

1 234

-1 124

= 1

34 124

0 123

-I 0

-I 34

I 123

I 124
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rR
1324 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 1
0 1
42 -1
14 -1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 -1

123 -1
134 1
234 1
4 -1

124 -1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

1 2

-1 123

1 234

-1 124

= a

34 124

0 123

B 0

B 34

-B 123

-B 124

3. Äåéñòâèòåëüíîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû
êâàðêèíî Qs

4

Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû rC
L
KI â äåéñòâèòåëüíîì

ïðåäñòàâëåíèè âû÷èñëåíû ïî àëãîðèòìó, ïðèâåäåí-
íîìó â Ðàçäåëå II. Ãëàâû 4.1, äëÿ ïðèíÿòîãî ðàíåå
ïîðÿäêà èíäåêñîâ. Ïðè ýòîì ñëàãàåìûå âåêòîðà ψ
çàïèñûâàþòñÿ â ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

ψ = ρ32 ψ
32 + ρ13 ψ

13 + ρ21 ψ
21 + ρ0 ψ

0 +

+ ρ42 ψ
42 + ρ14 ψ

14 + ρ1324 ψ
1324 + ρ34 ψ

34 +

+ ρ1 ψ
1 + ρ2 ψ

2 + ρ3 ψ
3 + ρ123 ψ

123 +

+ ρ134 ψ
134 + ρ234 ψ

234 + ρ4 ψ
4 + ρ124 ψ

124 .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíû äåéñòâèòåëüíûå ñòðóêòóð-
íûå ìàòðèöû

rC
L
KI ∼ rρI

ðàçìåðíîñòè 16×16 (ñì. Ðàçäåë II.2). Ïîìèìî äåéñòâè-
òåëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, îáðàòèìñÿ ê iab-ïðåäñòàâëåíèþ.

4. iab-ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû êâàðêèíî Qs
4

iab-ïðåäñòàâëåíèå îñíîâàíî íà ñëåäóþùåì ðàçëîæå-
íèè âåêòîðà:

ψ = ρ13 ◦ (ρ21 ψ32 + ρ0 ψ
13) + ρ0 ◦ (ρ21 ψ21 + ρ0 ψ

0) +

+ ρ14 ◦ (ρ21 ψ42+ρ0 ψ
14)+ρ34 ◦ (ρ21 ψ1324+ρ0 ψ

34)+

+ ρ2 ◦ (ρ21 ψ1 + ρ0 ψ
2) + ρ123 ◦ (ρ21 ψ3 + ρ0 ψ

123) +

+ ρ234 ◦ (ρ21 ψ134+ρ0 ψ
234)+ρ124 ◦ (ρ21 ψ4+ρ0 ψ

124).

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóåò çàïèñè àëãåáðû
Qs4 â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ Qs3 × Qs1 (çäåñü íèæíèé èí-
äåêñ åñòü ðàçìåðíîñòü îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà).
Áàçèñíûìè âåêòîðàìè àëãåáðû Q3 ÿâëÿþòñÿ

ρ13 , ρ0 , ρ14 , ρ34 , ρ2 , ρ123 , ρ234 , ρ124 ;

áàçèñíûìè âåêòîðàìè àëãåáðû Qs1 ÿâëÿþòñÿ

ρ21 , ρ0 .

Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå áàçèñíîìó âåêòîðó ρ21 àë-
ãåáðû Qs1 a-åäèíèöó, à áàçèñíîìó âåêòîðó ρ0 äåéñòâè-
òåëüíóþ åäèíèöó. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì âåêòîð àëãåá-
ðû Qs4, êîòîðûé â iab-ïðåäñòàâëåíèè èìååò âèä

ψ = ρ13 ◦ (aψ32 + ψ13) + ρ0 ◦ (aψ21 + ψ0) +

+ ρ14 ◦ (aψ42 + ψ14) + ρ34 ◦ (aψ1324 + ψ34) +

+ ρ2 ◦ (aψ1 + ψ2) + ρ123 ◦ (aψ3 + ψ123) +

+ ρ234 ◦ (aψ134 + ψ234) + ρ124 ◦ (aψ4 + ψ124) .

Òàêèì îáðàçîì, â iab-ïðåäñòàâëåíèè êîîðäèíàòû
(êîìïîíåíòû) âåêòîðà ÿâëÿþòñÿ a-ãèïåð÷èñëàìè. Ââå-
äåì äëÿ íèõ îáîçíà÷åíèÿ

ψ13 = aψ32 + ψ13 , ψ0 = aψ21 + ψ0 ,

ψ14 = aψ42 + ψ14 , ψ34 = aψ1324 + ψ34 ,

ψ2 = aψ1 + ψ2 , ψ123 = aψ3 + ψ123 ,

ψ234 = aψ134 + ψ234 , ψ124 = aψ4 + ψ124 .

(1)

Ñ ó÷åòîì ýòîãî âåêòîð ψ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ψ = ρ13ψ
13 + ρ0ψ

0 + ρ14ψ
14 + ρ34ψ

34 +

+ ρ2ψ
2 + ρ123ψ

123 + ρ234ψ
234 + ρ124ψ

124 .

Îòñþäà âèäíî, ÷òî â iab-ïðåäñòàâëåíèè âåêòîð ψ
ïðîåöèðóåòñÿ íà íàïðàâëåíèÿ ρ13, ρ0, ρ14, ρ34, ρ2, ρ123,
ρ234, ρ124.
Â iab-ïðåäñòàâëåíèè ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû èìåþò

ðàçìåðíîñòü 8× 8 (ñì. Ðàçäåë II.2.).

5. IAB-ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû êâàðêèíî Qs
4

IAB-ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Qs4 îñíîâàíî íà ðàçëî-
æåíèè âåêòîðà

ψ = (ρ32 ψ
32 + ρ13 ψ

13 + ρ21 ψ
21 + ρ0 ψ

0) ◦ ρ0 +
+ (ρ32 ψ

42 + ρ13 ψ
14 + ρ21 ψ

1324 + ρ0 ψ
34) ◦ ρ34 +

+ (ρ32 ψ
1 + ρ13 ψ

2 + ρ21 ψ
3 + ρ0 ψ

123) ◦ ρ123 +
+ (ρ32 ψ

134 + ρ13 ψ
234 + ρ21 ψ

4 + ρ0 ψ
124) ◦ ρ124 .
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Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóåò çàïèñè àëãåáðû
Qs4 â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ Qs2×Qs2. Áàçèñíûìè âåêòîðà-
ìè îäíîé àëãåáðû Qs2 ÿâëÿþòñÿ

ρ0 , ρ34 , ρ123 , ρ124 ;

áàçèñíûìè âåêòîðàìè äðóãîé àëãåáðû Qs2 ÿâëÿþòñÿ

ρ32 , ρ13 , ρ21 , ρ0 .

Ïîñëåäíþþ àëãåáðó ìû íàçâàëè IAB-àëãåáðîé. Ýòà
àëãåáðà àíàëîãè÷íà àëãåáðå êâàòåðíèîíîâ. Äëÿ áàçèñ-
íûõ åäèíèö IAB-àëãåáðû èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå îáî-
çíà÷åíèÿ:

a ·A , 1 · I , a ·B , 1 · 11 .

Çàìåíèì áàçèñíûå âåêòîðû ρ32, ρ13, ρ21, ρ0 ïðèâå-
äåííûìè ãèïåð÷èñëàìè

ρ32 ∼ aA ,

ρ13 ∼ 1 I ,

ρ21 ∼ aB ,

ρ0 ∼ 1 11 .

Ïîëó÷èì âåêòîð àëãåáðû Qs4 â IAB-ïðåäñòàâëåíèè

ψ = (a ·Aψ32 + 1 · I ψ13 + a ·B ψ21 + 11ψ0) ◦ ρ0 +
+ (a ·Aψ42 + 1 · I ψ14 + a ·B ψ1324 + 11ψ34) ◦ ρ34 +
+ (a ·Aψ1 + 1 · I ψ2 + a ·B ψ3 + 11ψ123) ◦ ρ123 +
+ (a ·Aψ134 + 1 · I ψ234 + a ·B ψ4 + 11ψ124) ◦ ρ124 .

Òàêèì îáðàçîì, â IAB-ïðåäñòàâëåíèè êîîðäèíàòû
(êîìïîíåíòû) âåêòîðà ÿâëÿþòñÿ ãèïåð÷èñëàìè. Ââå-
äåì äëÿ íèõ îáîçíà÷åíèÿ

Ψ0 = aAψ32 + 1 I ψ13 + aB ψ21 + 11ψ0 ,

Ψ34 = aAψ42 + 1 I ψ14 + aB ψ1324 + 11ψ34 ,

Ψ123 = aAψ1 + 1 I ψ2 + aB ψ3 + 11ψ123 ,

Ψ124 = aAψ134 + 1 I ψ234 + aB ψ4 + 11ψ124 .

(2)

Ñ ó÷åòîì ýòîãî âåêòîð ψ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ψ = Ψ0 ρ0 +Ψ34 ρ34 +Ψ123 ρ123 +Ψ124 ρ124 .

Îòñþäà âèäíî, ÷òî â IAB-ïðåäñòàâëåíèè âåêòîð ψ
ïðîåöèðóåòñÿ íà íàïðàâëåíèÿ ρ0, ρ34, ρ123, ρ124.
Â IAB-ïðåäñòàâëåíèè ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû èìåþò

ðàçìåðíîñòü 4× 4 (ñì. Ðàçäåë II.2.).

III. ÊÂÀÍÒÎÂÎÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÄËß
ÑÂÎÁÎÄÍÛÕ ÊÂÀÐÊÈÍÎ

Ñîãëàñíî Ãëàâå 3.3, åñëè äåéñòâèå íåêîòîðîãî îáú-
åêòà ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé, òî òàêîìó îáúåêòó ïðèñóùè
êâàíòîâûå ÿâëåíèÿ, à óðàâíåíèå ñòðóêòóðû ýòîé àë-
ãåáðû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êâàíòîâûé ïîñòóëàò.
Îáðàòèìñÿ ê óðàâíåíèþ ñòðóêòóðû äëÿ ïðîèçâîëüíîé

ïðàâîé àëãåáðû äåéñòâèÿ (ôîðìóëà (35) Ãëàâû 3.3.).
Çàïèøåì åãî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

d2d1S
L =

1

S0
· rCLKI · d1SK · d2SI .

Â ýòîì óðàâíåíèè ââåäåì îáîçíà÷åíèå

d1S
L = ψL .

Âåêòîð ψL íàçâàí âîëíîâîé ôóíêöèåé ôóíäàìåí-
òàëüíîãî îáúåêòà è îòîæäåñòâëåí ñ âîëíîâîé ôóíêöè-
åé, ââîäèìîé â êâàíòîâîé òåîðèè ôóíäàìåíòàëüíîãî
îáúåêòà. Êðîìå òîãî, ââåäåì îáîçíà÷åíèå d äëÿ äèô-
ôåðåíöèàëà d2. Ïîëó÷èì

dψL =
1

S0
· rCLKI · ψK · dSI .

Ýòî ñîîòíîøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàíòîâûé ïî-
ñòóëàò â ñàìîì îáùåì âèäå. Ïåðåïèøåì åãî èíà÷å:

∂ψL

∂xM
=

1

S0
· rCLKI ·

∂SI

∂xM
· ψK .

Äàëåå ó÷òåì, ÷òî

∂SI

∂xM
= −pIM .

Ïîëó÷èì

∂ψL

∂xM
= − 1

S0
rC

L
KI · pIM · ψK . (3)

Çäåñü pIM � êîîðäèíàòû îáîáùåííîãî èìïóëüñà,

rC
L
KI � ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå ïðàâîé àëãåáðû

äåéñòâèÿ, S0 � äåéñòâèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ âåëè÷è-
íà, èìåþùàÿ ðàçìåðíîñòü äåéñòâèÿ. Â Ãëàâå 4.3. ìû
ââåëè àëãåáðó Êëèôôîðäà êàê àëãåáðó äåéñòâèÿ è
ñâÿçàëè åå ñ ëåïòîíàìè. Ïðè ýòîì ïîñòîÿííóþ âåëè-
÷èíó S0 îòîæäåñòâëåíà ñ ïîñòîÿííîé Ïëàíêà. Åñëè
áû óäàëîñü íàéòè íåñêîëüêî àëãåáð äåéñòâèÿ, òî ìû
èìåëè áû íåñêîëüêî îáúåêòîâ, ïîä÷èíÿþùèõñÿ êâàí-
òîâûì ÿâëåíèÿì ðàçíîãî òèïà.
Òåïåðü ìû ââåëè íîâûé îáúåêò � êâàðêèíî, êîòî-

ðûì ñîïîñòàâèëè ñâîþ àëãåáðó äåéñòâèÿ è àëãåáðó
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó, êâàð-
êèíî ïîä÷èíÿþòñÿ ñâîåé êâàíòîâîé òåîðèè. Óðàâíå-
íèÿ (3) áóäóò êâàíòîâûìè ïîñòóëàòàìè äëÿ êâàðêè-
íî, åñëè â íèõ ïîëîæèòü ïîñòîÿííûå rC

L
KI ðàâíûìè

ñòðóêòóðíûì ïîñòîÿííûì àëãåáðû êâàðêèíî è óñòàíî-
âèòü çíà÷åíèå S0. Ïðè ýòîì âîçíèêàåò âîïðîñ: íóæíî
ëè ñâÿçûâàòü ïîñòîÿííóþ Ïëàíêà òîëüêî ñ ëåïòîíàìè
è ñîîòâåòñòâåííî ñ àëãåáðîé Êëèôôîðäà, à äëÿ àëãåá-
ðû êâàðêèíî ââîäèòü äðóãóþ ïîñòîÿííóþ ñ ðàçìåðíî-
ñòüþ äåéñòâèÿ, èëè ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà ÿâëÿåòñÿ óíè-
âåðñàëüíîé? A priori îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ íåëüçÿ.
Ïîýòîìó äëÿ êâàðêèíî ââåäåì ñâîþ ïîñòîÿííóþ äåé-
ñòâèÿ, çíà÷åíèå êîòîðîé ïðåäñòîèò óñòàíîâèòü, è îáî-
çíà÷èì åå p.
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Ïðèäàäèì ñîîòíîøåíèþ (3) ôîðìó óðàâíåíèÿ Äè-
ðàêà. Äëÿ ýòîãî óìíîæèì åãî îáå ÷àñòè íà ñòðóêòóð-
íûå ïîñòîÿííûå lC

MN
L. Ïîëó÷èì

lC
MN

L ·∂MψL(x) = −1

p
lC

MN
L · rCLKI ·pIM ·ψK . (4)

Ýòî óðàâíåíèå åñòü êâàíòîâîå óðàâíåíèå äëÿ êâàð-
êèíî â ñàìîì îáùåì âèäå. Äàëåå, ïîâòîðÿÿ ðàññóæ-
äåíèÿ Ðàçäåëà IV. Ãëàâû 4.5, çàïèøåì ýòî óðàâíå-
íèå ïðè ñëåäóþùèõ îãðàíè÷åíèÿõ: äèôôåðåíöèðîâà-
íèå âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïî êîîðäèíàòàì îáðàçóþùå-
ãî ïðîñòðàíñòâà è ïðè óñëîâèè, ÷òî â ïåðâîì ñæàòîì
ïðåäñòàâëåíèè êîýôôèöèåíò ïðè âîëíîâîé ôóíêöèè â
ïðàâîé ÷àñòè ïðèíèìàåò âèä

−md c

p
.

Çäåñü md åñòü ìàññà íèæíåãî êâàðêèíî. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

lC
mN

L·∂mψL(x) = − 1

p
( rC

N
K0 p

0
0+ rC

N
K34 p

34
0)·ψK .

(5)

Ïðè ýòîì èìååò ìåñòî óñëîâèå1

p00 + p340 = md c . (6)

Ðàçîáüåì âåëè÷èíó (md c) ìåæäó èìïóëüñàìè p
0
0 è

p340 â íåêîòîðîé ïðîïîðöèè. Äëÿ ýòîãî ïîëîæèì

p00 =
md c

2
α , p340 =

md c

2
β .

Èç âûðàæåíèÿ (6) èìååì

α+ β

2
= 1 . (7)

Êðîìå òîãî, ïîëîæèì

md
α− β

2
= mu . (8)

Çäåñü mu � ìàññà âåðõíåãî êâàðêèíî. Ïîñëå ïîä-
ñòàíîâêè èìïóëüñîâ ïîëó÷èì óðàâíåíèå, àíàëîãè÷íîå
óðàâíåíèþ (8) Ãëàâû 4.5:

lC
mN

L ·∂mψL(x) = −md c

2 p
(α· rCNK0+β · rCNK34)·ψK .

(9)

Ïîíÿòíî, ÷òî çäåñü rC
N
K0 = δNK â îòëè÷èå îò

rC
N
K34.

1 Ñì. Ðàçäåë IV. Ãëàâû 4.5.

1. Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû àëãåáðû ñèíèõ
êâàðêèíî Qs

b

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû Ðàçäåëà II.2., ïðèâåäåì ñòðóê-
òóðíûå ìàòðèöû àëãåáðû Qsb, íåîáõîäèìûå äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ êâàíòîâîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ñâîáîäíûõ ñèíèõ
êâàðêèíî:

lC
4N
L=−i

34 124
0 123

11 0

11 34

11 123

11 124

, lC
1N
L =a

34 124
0 123

A 0

A 34

A 123

A 124

,

lC
2N
L = 1

34 124
0 123

A 0

A 34

A 123

A 124

, C3N
L = i

34 124
0 123

-B 0

-B 34

B 123

B 124

,

rC
N
K0 = 1

34 124
0 123

11 0

11 34

11 123

11 124

, rC
N
K34 = 1

34 124
0 123

11 0

11 34

11 123

11 124

.

2. Êâàíòîâîå óðàâíåíèå äëÿ ñèíèõ êâàðêèíî
ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ

Êâàíòîâîå óðàâíåíèå äëÿ ñâîáîäíûõ ñèíèõ êâàðêè-
íî ïîëó÷èì, ïîäñòàâèâ â óðàâíåíèå (9) âûøåïðèâå-
äåííûå ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû. Äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî
ðåãóëÿðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû ñèíèõ êâàðêèíî
Qsb êîìïîíåíòû âîëíîâîé ôóíêöèè ψK(x) ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñîáîé øåñòíàäöàòü äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé.
Â iab-ïðåäñòàâëåíèè âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ñîäåðæèò âî-
ñåìü êîìïîíåíò âèäà (1). È â IAB-ïðåäñòàâëåíèè
êîìïîíåíòàìè âîëíîâîé ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ÷åòûðå
IAB-ôóíêöèè âèäà (2). Ïðèâåäåì êâàíòîâîå óðàâ-
íåíèå ïî îòíîøåíèþ ê IAB-êîìïîíåíòàì âîëíîâîé
ôóíêöèè ñèíèõ êâàðêèíî:−i

1

1

1

1

∂4 + a

A

A

A

A

∂1+

+

A

A

A

A

∂2 + i

-B

-B

B

B

∂3


Ψ0

Ψ34

Ψ123

Ψ124

=

= −md c
2 p

α β

β α

α β

β α

Ψ0

Ψ34

Ψ123

Ψ124
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èëè

i ∂4Ψ
124 −(aA∂1 +A∂2 − i B ∂3)Ψ

123 =

=
md c

2 p
(α ·Ψ0 + β ·Ψ34) ,

i ∂4Ψ
123 −(aA∂1 +A∂2 − i B ∂3)Ψ

124 =

=
md c

2 p
(β ·Ψ0 + α ·Ψ34) ,

i ∂4Ψ
34 −(aA∂1 +A∂2 + i B ∂3)Ψ

0 =

=
md c

2 p
(α ·Ψ123 + β ·Ψ124) ,

i ∂4Ψ
0 −(aA∂1 +A∂2 + i B ∂3)Ψ

34 =

=
md c

2 p
(β ·Ψ123 + α ·Ψ124) .

(10)

2.1. Ñòàíäàðòíîå ïðåäñòàâëåíèå êâàíòîâîãî
óðàâíåíèÿ äëÿ ñèíèõ êâàðêèíî

Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèÿ (10) ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ñíà÷àëà ñëîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå ñî âòîðûì, à òðå-
òüå ñ ÷åòâåðòûì. Ïîëó÷èì

i ∂4φ2 − (aA∂1 +A∂2 − i B ∂3)φ2 =
md c

2 p
(α+ β)φ1 ,

i ∂4φ1 − (aA∂1 +A∂2 + i B ∂3)φ1 =
md c

2 p
(α+ β)φ2 ,

(11)
ãäå φ1 = Ψ0 + Ψ34 è φ2 = Ψ123 + Ψ124. Çàòåì âû÷òåì
èç ÷åòâåðòîãî òðåòüå, à èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîå.
Ïîëó÷èì

i ∂4χ2 + (aA∂1 +A∂2 + i B ∂3)χ2 =
md c

2 p
(β − α)χ1 ,

i ∂4χ1 + (aA∂1 +A∂2 − i B ∂3)χ1 =
md c

2 p
(β − α)χ2 ,

(12)
ãäå χ1 = Ψ123 − Ψ124 è χ2 = Ψ0 − Ψ34, èëè ñ ó÷åòîì
âûðàæåíèé (7) è (8)

i ∂4φ2 − (aA∂1 +A∂2 − i B ∂3)φ2 =
md c

p
φ1 ,

i ∂4φ1 − (aA∂1 +A∂2 + i B ∂3)φ1 =
md c

p
φ2 ,(13)

è

i ∂4χ2 + (aA∂1 +A∂2 + i B ∂3)χ2 =
mu c

p
χ1 ,

i ∂4χ1 + (aA∂1 +A∂2 − i B ∂3)χ1 =
mu c

p
χ2 .(14)

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà èç ÷åòûðåõ óðàâíåíèé ïðå-
îáðàçóåòñÿ â äâå ñèñòåìû èç äâóõ óðàâíåíèé. Îäíà èç
ñèñòåì ïðåäñòàâëÿåò óðàâíåíèå äëÿ íèæíåãî ñèíåãî
êâàðêèíî ñ ìàññîé md, à äðóãàÿ ïðåäñòàâëÿåò óðàâíå-
íèå äëÿ âåðõíåãî ñèíåãî êâàðêèíî ñ ìàññîé mu.

IV. ÂÛÂÎÄÛ ÏÎ ÃËÀÂÅ

� Öâåòîâûå ðàçíîâèäíîñòè êâàðêèíî ñòàâÿòñÿ â
ñîîòâåòñòâèå ïåðåñòàíîâî÷íûì ñîîòíîøåíèÿì ñ
ó÷àñòèåì áàçèñíîãî âåêòîðà âðåìåíè è ãåîìåò-
ðè÷åñêèõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ.

� Â ïðèíÿòîì ïîíèìàíèè öâåòà êâàðêèíî èìåþò
òðè öâåòîâûå ðàçíîâèäíîñòè: ñèíèå, æåëòûå,
êðàñíûå.

� Èç àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðû âåêòîðîâ äåé-
ñòâèÿ êâàðêèíî ñëåäóþò êâàíòîâûå ïîñòóëàòû
è òåîðèÿ êâàíòîâûõ ÿâëåíèé ýòèõ ÷àñòèö. Â îá-
ùåì ñëó÷àå íåò îñíîâàíèé ñ÷èòàòü, ÷òî êâàíòî-
âûå ÿâëåíèÿ ñ ó÷àñòèåì êâàðêèíî îïðåäåëÿþòñÿ
ïîñòîÿííîé Ïëàíêà, à íå äðóãîé ïîñòîÿííîé âå-
ëè÷èíîé, èìåþùåé ðàçìåðíîñòü äåéñòâèÿ.

� Ñòðóêòóðà êâàíòîâûõ óðàâíåíèé äëÿ ñâîáîäíûõ
ñèíèõ êâàðêèíî òàêîâà, ÷òî îíè ðàçäåëÿþòñÿ íà
äâå ñèñòåìû óðàâíåíèé. Òàêèì îáðàçîì, èìååì
äâå ÷àñòèöû, îäíà èç êîòîðûõ � ýòî âåðõíèé
êâàðêèíî, à äðóãàÿ � íèæíèé êâàðêèíî.

� Óðàâíåíèÿ äëÿ âåðõíèõ è íèæíèõ ñèíèõ êâàðêè-
íî îòëè÷àþòñÿ íå òîëüêî ìàññàìè ÷àñòèö, íî è
çíàêîì îäíîé èç êîìïîíåíò îïåðàòîðà èìïóëüñà.
Òàêèì îáðàçîì, â îòëè÷èå îò ëåïòîíîâ, äâèæå-
íèå â ïðîñòðàíñòâå íèæíèõ êâàðêèíî îòëè÷àåò-
ñÿ îò äâèæåíèÿ âåðõíèõ êâàðêèíî.

� Ñòðóêòóðà êâàíòîâûõ óðàâíåíèé äëÿ ñâîáîäíûõ
êâàðêèíî òàêîâà, ÷òî âîëíîâûå ôóíêöèè êâàð-
êèíî ðàçäåëÿþòñÿ íà äâå êîìïîíåíòû � ïðàâóþ
è ëåâóþ, ïîäîáíî òîìó êàê ýòî èìååò ìåñòî äëÿ
ëåïòîíîâ.

� Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ íåðåëÿòèâèñòñêîãî êâàðêèíî
åñòü âåêòîð àëãåáðû Qs3.

� Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ íèæíåãî è âåðõíåãî ñèíèõ
êâàðêèíî îäíîãî ïîêîëåíèÿ åñòü âåêòîð àëãåáðû
Qsb.

� Âîëíîâûå ôóíêöèè ñèíèõ êâàðêèíî ðàçíûõ ïî-
êîëåíèé îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà öèêëè÷åñêîé
ïåðåñòàíîâêîé òðåõ îáðàçóþùèõ áàçèñíûõ âåê-
òîðîâ.

� Êîìïîíåíòû âîëíîâîé ôóíêöèè Ψ0+Ψ34, Ψ123+
Ψ124, Ψ123 −Ψ124, Ψ0 −Ψ34 îòíîñÿòñÿ ê ðàçíûì
ñèíèì êâàðêèíî. Ýòîò âûâîä îïèðàåòñÿ íà ñëå-
äóþùèå ñîîáðàæåíèÿ.

1. Ïîëó÷åííûå êâàíòîâûå óðàâíåíèÿ äëÿ ñè-
íèõ êâàðêèíî â ñòàíäàðòíîì ïðåäñòàâëíå-
íèè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äâóõ ñèñòåì
óðàâíåíèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îòíîñèòñÿ ê
äâóõêîìïîíåíòíîé âîëíîâîé ôóíêöèè.
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2. Íåçàâèñèìîñòü óêàçàííûõ äâóõ ñèñòåì óðàâ-
íåíèé äðóã îò äðóãà ïîçâîëÿåò îòíåñòè ýòè
ñèñòåìû óðàâíåíèé ê ðàçíûì ÷àñòèöàì,
ïðè÷åì îäíà èç ýòèõ ÷àñòèö èìååò ìàññó
md, à äðóãàÿ èìååò ìàññó mu.

� Óñòàíîâëåíî ñëåäóþùåå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó
êîìïîíåíòàìè âîëíîâîé ôóíêöèè è ñèíèìè êâàð-
êèíî ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ. Êîìïîíåíòû âîëíîâîé
ôóíêöèè ψA, ãäå A ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ

32, 13, 21, 0, 42, 14, 1324, 34, 1, 2, 3, 123, 134, 234, 4, 124,

ðàçáèâàþòñÿ íà ÷åòûðå ÷àñòè:

ëåâàÿ êîìïîíåíòà ñèíåãî íèæíåãî êâàðêèíî

φ1 = Ψ0
(ψ32, ψ13, ψ21, ψ0)+Ψ34

(ψ42, ψ14, ψ1324, ψ34) ,

ïðàâàÿ êîìïîíåíòà ñèíåãî íèæíåãî êâàðêèíî

φ2 = Ψ123
(ψ1, ψ2, ψ3, ψ123)+Ψ124

(ψ134, ψ234, ψ4, ψ124) ,

ëåâàÿ êîìïîíåíòà ñèíåãî âåðõíåãî êâàðêèíî

χ1 = Ψ123
(ψ1, ψ2, ψ3, ψ123)−Ψ124

(ψ134, ψ234, ψ4, ψ124) ,

ïðàâàÿ êîìïîíåíòà ñèíåãî âåðõíåãî êâàðêèíî

χ2 = Ψ0
(ψ32, ψ13, ψ21, ψ0)−Ψ34

(ψ42, ψ14, ψ1324, ψ34) .

� Êîìïîíåíòû âîëíîâûõ ôóíêöèé ñèíèõ êâàðêè-
íî âòîðîãî è òðåòüåãî ïîêîëåíèé îòëè÷àþòñÿ îò
âûøåïðèâåäåííûõ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé
ïðîñòðàíñòâåííûõ èíäåêñîâ:

äëÿ ñèíèõ êâàðêèíî âòîðîãî ïîêîëåíèÿ

3 → 2 , 2 → 1 , 1 → 3 ;

äëÿ ñèíèõ êâàðêèíî òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ

3 → 1 , 2 → 3 , 1 → 2 .
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Qs
y

I. ÆÅËÒÛÅ ÊÂÀÐÊÈÍÎ ÒÐÅÕ
ÏÎÊÎËÅÍÈÉ

Ðàññìîòðèì àëãåáðó æåëòûõ êâàðêèíî Qsy.
Íà÷íåì ñ àëãåáðû æåëòûõ êâàðêèíî ïåðâîãî ïîêî-

ëåíèÿ Qsy(1).
Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì IV.3. Ãëàâû 3.4. âîëíî-

âàÿ ôóíêöèÿ êâàðêèíî â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåíà ñëå-
äóþùåé äèàãðàììîé Þíãà:� -

6��1 2
3 4

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè

12 = 21 , 13 = −31 , 23 = 32 ,

14 = −41 , 24 = 42 , 34 = 43 .

Çàïèøåì óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè ñ ó÷àñòèåì
áàçèñíîãî âåêòîðà âðåìåíè â ðàçâåðíóòîì âèäå:

ρ1 ◦ ρ4 = −ρ4 ◦ ρ1 ,
ρ2 ◦ ρ4 = ρ4 ◦ ρ2 ,
ρ3 ◦ ρ4 = ρ4 ◦ ρ3 .

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïåðåéòè ê àëãåáðàì æåëòûõ êâàðêè-
íî âòîðîãî è òðåòüåãî ïîêîëåíèé, íåîáõîäèìî èñïîëü-
çîâàòü óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè, îòëè÷àþùèåñÿ
îò ïðåäûäóùèõ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé ãåîìåòðè-
÷åñêèõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ.
Òîãäà äëÿ àëãåáðû æåëòûõ êâàðêèíî âòîðîãî ïîêî-

ëåíèÿ Qsy(2) èìååì ñëåäóþùåå.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì IV.3. Ãëàâû 3.4. âîëíî-

âàÿ ôóíêöèÿ êâàðêîâ â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåíà ñëå-
äóþùåé äèàãðàììîé Þíãà:� -

6��3 1
2 4

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè

12 = 21 , 13 = 31 , 23 = −32 ,

14 = 41 , 24 = 42 , 34 = −43 .

Çàïèøåì óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè ñ ó÷àñòèåì
áàçèñíîãî âåêòîðà âðåìåíè â ðàçâåðíóòîì âèäå:

ρ1 ◦ ρ4 = ρ4 ◦ ρ1 ,
ρ2 ◦ ρ4 = ρ4 ◦ ρ2 ,
ρ3 ◦ ρ4 = −ρ4 ◦ ρ3 .

Àëãåáðà æåëòûõ êâàðêèíî òðåòüåãî ïîêîëåíèÿQsy(3).
Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì IV.3. Ãëàâû 3.4. âîëíî-

âàÿ ôóíêöèÿ êâàðêîâ â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåíà ñëå-
äóþùåé äèàãðàììîé Þíãà:� -

6��2 3
1 4

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè

12 = −21 , 13 = 31 , 23 = 32 ,

14 = 41 , 24 = −42 , 34 = 43 .

Çàïèøåì óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè ñ ó÷àñòèåì
áàçèñíîãî âåêòîðà âðåìåíè â ðàçâåðíóòîì âèäå:

ρ1 ◦ ρ4 = ρ4 ◦ ρ1 ,
ρ2 ◦ ρ4 = −ρ4 ◦ ρ2 ,
ρ3 ◦ ρ4 = ρ4 ◦ ρ3 .

Äàëåå â ýòîé Ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî àëãåáðà
æåëòûõ êâàðêèíî ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ Qsy(1). Ïåðåõîä
ê àëãåáðàì æåëòûõ êâàðêèíî äðóãèõ ïîêîëåíèé î÷å-
âèäåí.

II. ÀËÃÅÁÐÀ ÆÅËÒÛÕ ÊÂÀÐÊÈÍÎ
ÏÅÐÂÎÃÎ ÏÎÊÎËÅÍÈß Qs

y(1)

1. Áàçèñíûå âåêòîðû è èõ ïðîèçâåäåíèÿ

Óêàæåì áàçèñíûå âåêòîðû àëãåáðû Qsy(1) è ïðàâèëà
óìíîæåíèÿ, êîòîðûì îíè ïîä÷èíÿþòñÿ.

� ρ0 � áàçèñíûé âåêòîð ñêàëÿðíîé ÷àñòè âåêòîðà.
Äëÿ ρ0 èìååò ìåñòî ïðàâèëî óìíîæåíèÿ

ρ0 ◦ ρ0 = ρ0 .

� Îáðàçóþùèå âåêòîðû ρi, ãäå èíäåêñ i ïðîáåãà-
åò çíà÷åíèÿ îò 1 äî 4, åñòü áàçèñíûå âåêòîðû
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ÑÒÎ. ×èñëî âåêòîðîâ ρi
ðàâíî ÷åòûðåì. Äëÿ íèõ èìåþò ìåñòî ïðàâèëà
óìíîæåíèÿ

ρi ◦ ρ0 = ρ0 ◦ ρi = ρi .

ρi ◦ ρi = sign(ρi)
2 · ρ0 ,

ãäå

sign(ρ1)
2 = sign(ρ2)

2 = sign(ρ3)
2 = − sign(ρ4)

2 = 1 .
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� Âåêòîðû

ρik = ρi ◦ ρk .

Çäåñü i ̸= k. ×èñëî ýòèõ âåêòîðîâ ðàâíî ÷èñëó
ñî÷åòàíèé èç ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ ïî äâà

C2
4 = 6 .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì I. äëÿ ýòèõ âåêòîðîâ
âûïîëíÿåòñÿ ïðàâèëî ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ è
ñîîòâåòñòâåííî ñîìíîæèòåëåé (óñëîâèÿ ñîñåäíåé
ïåðåñòàíîâêè)

ρ21 = ρ21 , ρ13 = −ρ31 , ρ32 = ρ23 ,

ρ14 = −ρ41 , ρ24 = ρ42 , ρ34 = ρ43 .

Ïðàâèëà óìíîæåíèÿ, â êîòîðûõ ó÷àñòâóþò ýòè
âåêòîðû, ñëåäóþò èç óñëîâèÿ àññîöèàòèâíîñòè
è óñëîâèé ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè. Â ÷àñòíîñòè,
èìååì

ρ21 ◦ ρ21 = ρ0 , ρ42 ◦ ρ42 = −ρ0 ,
ρ32 ◦ ρ32 = ρ0 , ρ14 ◦ ρ14 = ρ0 ,

ρ13 ◦ ρ13 = −ρ0 , ρ34 ◦ ρ34 = −ρ0 .

� Âåêòîðû

ρikl = ρi ◦ ρk ◦ ρl .

Çäåñü i ̸= k , i ̸= l , k ̸= l . Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî
ýòèõ âåêòîðîâ ðàâíî ÷èñëó ñî÷åòàíèé èç ÷åòûðåõ
ýëåìåíòîâ ïî òðè

C3
4 = 4 .

Äëÿ ýòèõ âåêòîðîâ âûïîëíÿþòñÿ ïðàâèëà ïåðå-
ñòàíîâêè èíäåêñîâ è ñîîòâåòñòâåííî ñîìíîæèòå-
ëåé, âûòåêàþùèå èç óñëîâèé ñîñåäíåé ïåðåñòà-
íîâêè,

ρ123 = ρ213 = −ρ231 = −ρ321 = −ρ312 = ρ132 ,

ρ124 = ρ214 = −ρ241 = −ρ421 = −ρ412 = ρ142 ,

ρ134 = −ρ314 = ρ341 = ρ431 = −ρ413 = ρ143 ,

ρ234 = ρ324 = ρ342 = ρ432 = ρ423 = ρ243 .

Èç óñëîâèÿ àññîöèàòèâíîñòè è óñëîâèé ñîñåäíåé
ïåðåñòàíîâêè òàêæå ñëåäóåò

ρ123 ◦ ρ123 = −ρ0 , ρ124 ◦ ρ124 = ρ0 ,

ρ134 ◦ ρ134 = −ρ0 , ρ234 ◦ ρ234 = −ρ0 .

� Âåêòîð

ρ1324 = ρ1 ◦ ρ3 ◦ ρ2 ◦ ρ4 .

Çäåñü i ̸= k , i ̸= l , i ̸= m, k ̸= l , k ̸= m, l ̸= m .
Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî ýòèõ âåêòîðîâ ðàâíî ÷èñ-
ëó ñî÷åòàíèé èç ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ ïî ÷åòûðå,
òî åñòü åäèíèöå:

C4
4 = 1 .

Äëÿ ýòèõ âåêòîðîâ âûïîëíÿþòñÿ ïðàâèëà ïåðå-
ñòàíîâêè èíäåêñîâ è ñîîòâåòñòâåííî ñîìíîæèòå-
ëåé, âûòåêàþùèå èç óñëîâèé ñîñåäíåé ïåðåñòà-
íîâêè,

ρ1234 = ρ2134 = −ρ2314 = −ρ3214 =

= −ρ3124 = ρ1324 = ρ1243 = ρ2143 =

= −ρ2413 = −ρ4213 = −ρ4123 = ρ1423 =

= ρ1342 = −ρ3142 = ρ3412 = ρ4312 =

= −ρ4132 = ρ1432 = ρ2341 = ρ3241 =

= ρ3421 = ρ4321 = ρ4231 = ρ2431 .

Èç óñëîâèÿ àññîöèàòèâíîñòè è óñëîâèé ñîñåäíåé
ïåðåñòàíîâêè òàêæå ñëåäóåò

ρ1324 ◦ ρ1324 = −ρ0 .

2. Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû àëãåáðû æåëòûõ
êâàðêèíî

Ïðèâåäåì ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû äâóõ àëãåáð: ïðà-
âîé êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðû æåëòûõ êâàðêèíî
ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ r(Qs, XQ

s)y è ëåâîé êîâàðèàíò-
íîé àëãåáðû æåëòûõ êâàðêèíî ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ

l(Qs, XQ
s)∗y. Ñ èñïîëüçîâàíèåì òàêèõ ìàòðèö çàïèñû-

âàþòñÿ êâàíòîâûå óðàâíåíèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ
êâàðêèíî. Êîìïîíåíòû âåêòîðîâ è ìàòðèö ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ â ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíäåêñîâ:

(32, 13, 21, 0, 42, 14, 1324, 34, 1, 2, 3, 123, 134, 234, 4, 124) .

Ïåðåõîä îò äåéñòâèòåëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê êîì-
ïàêòíûì ïðåäñòàâëåíèÿì îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì ââå-
äåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ áëî÷íûõ ìàòðèö. Ïðè ïðåîá-
ðàçîâàíèè ìàòðèö rC

L
KI è lC

IK
L îò äåéñòâèòåëüíî-

ãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê iab-ïðåäñòàâëåíèþ èñïîëüçîâàíû
ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ áëîêîâ 2×2:

1 = 1

1
, i = 1

-1
.

a = 1

1
, b = -1

1
.

Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ìàòðèö rC
L
KI è lC

IK
L îò iab-

ïðåäñòàâëåíèÿ ê IAB-ïðåäñòàâëåíèþ èñïîëüçîâàíû
ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ áëîêîâ 2×2:

11 = 1

1
, I = 1

1
,

A = 1

1
, B = -1

1
.
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2.1. Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû ïðàâîé êîíòðàâàðèàíòíîé
àëãåáðû æåëòûõ êâàðêèíî ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ r(Qs, XQ

s)y

rρ0 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

11 0

11 34

11 123

11 124

rρ1 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 1
0 1
42 -1
14 -1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 -1

123 -1
134 1
234 1
4 -1

124 -1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

1 2

-1 123

1 234

-1 124

= a

34 124

0 123

-I 0

-I 34

I 123

I 124

rρ2 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

A 0

A 34

A 123

A 124
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rρ3 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= a

34 124

0 123

11 0

11 34

11 123

11 124

rρ4 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 -1
0 -1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 -1
2 -1
3 -1

123 -1
134 1
234 1
4 1

124 1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

-1 0

1 14

1 34

-1 2

-1 123

1 234

1 124

= a

34 124

0 123

-11 0

11 34

-11 123

11 124

rρ21 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 1
0 1
42 -1
14 -1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 -1

123 -1
134 1
234 1
4 -1

124 -1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

1 2

-1 123

1 234

-1 124

= a

34 124

0 123

B 0

B 34

-B 123

-B 124

rρ13 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 -1
0 -1
42 1
14 1

1324 -1
34 -1
1 -1
2 -1
3 1

123 1
134 -1
234 -1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

-1 0

1 14

-1 34

-1 2

1 123

-1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

I 0

I 34

-I 123

-I 124
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rρ32 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= a

34 124

0 123

A 0

A 34

A 123

A 124

rρ14 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 -1
34 -1
1 1
2 1
3 -1

123 -1
134 -1
234 -1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

1 14

-1 34

1 2

-1 123

-1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

-I 0

I 34

I 123

-I 124

rρ42 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 -1
0 -1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 -1
2 -1
3 -1

123 -1
134 1
234 1
4 1

124 1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

-1 0

1 14

1 34

-1 2

-1 123

1 234

1 124

= a

34 124

0 123

-A 0

A 34

-A 123

A 124

rρ34 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 -1
0 -1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 -1
2 -1
3 -1

123 -1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

-1 0

1 14

1 34

-1 2

-1 123

1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

-11 0

11 34

-11 123

11 124
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rρ123 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 -1
0 -1
42 1
14 1

1324 -1
34 -1
1 -1
2 -1
3 1

123 1
134 -1
234 -1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

-1 0

1 14

-1 34

-1 2

1 123

-1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

-B 0

-B 34

B 123

B 124

rρ124 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 -1
34 -1
1 1
2 1
3 -1

123 -1
134 -1
234 -1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

1 14

-1 34

1 2

-1 123

-1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

B 0

-B 34

-B 123

B 124

rρ134 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 -1
0 -1
42 -1
14 -1

1324 1
34 1
1 -1
2 -1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 -1

124 -1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

-1 0

-1 14

1 34

-1 2

1 123

1 234

-1 124

= a

34 124

0 123

I 0

-I 34

-I 123

I 124

rρ234 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 -1
0 -1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 -1
2 -1
3 -1

123 -1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

-1 0

1 14

1 34

-1 2

-1 123

1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

-A 0

A 34

-A 123

A 124
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rρ1324 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 -1
0 -1
42 -1
14 -1

1324 1
34 1
1 -1
2 -1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 -1

124 -1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

-1 0

-1 14

1 34

-1 2

1 123

1 234

-1 124

= a

34 124

0 123

-B 0

B 34

B 123

-B 124

2.2. Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû ëåâîé êîâàðèàíòíîé
àëãåáðû æåëòûõ êâàðêèíî ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ l(Qs, XQ

s)∗y

lR
0 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

11 0

11 34

11 123

11 124
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lR
1 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= a

34 124

0 123

A 0

A 34

A 123

A 124

lR
2 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

A 0

A 34

A 123

A 124

lR
3 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 1
14 -1

1324 -1
34 1
1 -1
2 1
3 1

123 -1
134 -1
234 1
4 1

124 -1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

-1 0

1 14

-1 34

-1 2

1 123

-1 234

1 124

= i

34 124

0 123

-B 0

-B 34

B 123

B 124

lR
4 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 -1
14 1

1324 1
34 -1
1 -1
2 1
3 1

123 -1
134 1
234 -1
4 -1

124 1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

-1 0

-1 14

1 34

-1 2

1 123

1 234

-1 124

= i

34 124

0 123

-B 0

B 34

B 123

-B 124
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lR
21 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= a

34 124

0 123

11 0

11 34

11 123

11 124

lR
13 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 1
14 -1

1324 -1
34 1
1 -1
2 1
3 1

123 -1
134 -1
234 1
4 1

124 -1

= b

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

1 2

-1 123

1 234

-1 124

= b

34 124

0 123

-I 0

-I 34

I 123

I 124

lR
32 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 1
14 -1

1324 -1
34 1
1 -1
2 1
3 1

123 -1
134 -1
234 1
4 1

124 -1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

-1 0

1 14

-1 34

-1 2

1 123

-1 234

1 124

= i

34 124

0 123

I 0

I 34

-I 123

-I 124

lR
14 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 -1
14 1

1324 1
34 -1
1 -1
2 1
3 1

123 -1
134 1
234 -1
4 -1

124 1

= b

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

1 14

-1 34

1 2

-1 123

-1 234

1 124

= b

34 124

0 123

-I 0

I 34

I 123

-I 124
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lR
42 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 -1
14 1

1324 1
34 -1
1 -1
2 1
3 1

123 -1
134 1
234 -1
4 -1

124 1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

-1 0

-1 14

1 34

-1 2

1 123

1 234

-1 124

= i

34 124

0 123

I 0

-I 34

-I 123

I 124

lR
34 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 -1
14 -1

1324 -1
34 -1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 -1
234 -1
4 -1

124 -1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

-1 14

-1 34

1 2

1 123

-1 234

-1 124

= 1

34 124

0 123

11 0

-11 34

11 123

-11 124

lR
123 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 1
14 -1

1324 -1
34 1
1 -1
2 1
3 1

123 -1
134 -1
234 1
4 1

124 -1

= b

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

1 2

-1 123

1 234

-1 124

= b

34 124

0 123

B 0

B 34

-B 123

-B 124

lR
124 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 -1
14 1

1324 1
34 -1
1 -1
2 1
3 1

123 -1
134 1
234 -1
4 -1

124 1

= b

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

1 14

-1 34

1 2

-1 123

-1 234

1 124

= b

34 124

0 123

B 0

-B 34

-B 123

B 124



214 ÃËÀÂÀ 4.13 Æåëòûå êâàðêèíî. Àëãåáðà äåéñòâèÿ æåëòûõ êâàðêèíî Qsy

lR
134 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 -1
14 -1

1324 -1
34 -1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 -1
234 -1
4 -1

124 -1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

-1 14

-1 34

1 2

1 123

-1 234

-1 124

= a

34 124

0 123

A 0

-A 34

A 123

-A 124

lR
234 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 -1
14 -1

1324 -1
34 -1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 -1
234 -1
4 -1

124 -1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

-1 14

-1 34

1 2

1 123

-1 234

-1 124

= 1

34 124

0 123

A 0

-A 34

A 123

-A 124

lR
1324 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 -1
14 -1

1324 -1
34 -1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 -1
234 -1
4 -1

124 -1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

-1 14

-1 34

1 2

1 123

-1 234

-1 124

= a

34 124

0 123

11 0

-11 34

11 123

-11 124

3. Äåéñòâèòåëüíîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû
êâàðêèíî Qs

4

Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû rC
L
KI â äåéñòâèòåëüíîì

ïðåäñòàâëåíèè âû÷èñëåíû ïî àëãîðèòìó, ïðèâåäåí-
íîìó â Ðàçäåëå II. Ãëàâû 4.1, äëÿ ïðèíÿòîãî ðàíåå
ïîðÿäêà èíäåêñîâ. Ïðè ýòîì ñëàãàåìûå âåêòîðà ψ
çàïèñûâàþòñÿ â ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

ψ = ρ32 ψ
32 + ρ13 ψ

13 + ρ21 ψ
21 + ρ0 ψ

0 +

+ ρ42 ψ
42 + ρ14 ψ

14 + ρ1324 ψ
1324 + ρ34 ψ

34 +

+ ρ1 ψ
1 + ρ2 ψ

2 + ρ3 ψ
3 + ρ123 ψ

123 +

+ ρ134 ψ
134 + ρ234 ψ

234 + ρ4 ψ
4 + ρ124 ψ

124 .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíû äåéñòâèòåëüíûå ñòðóêòóð-
íûå ìàòðèöû

rC
L
KI ∼ rρI

ðàçìåðíîñòè 16×16 (ñì. Ðàçäåë II.2). Ïîìèìî äåéñòâè-
òåëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îáðàòèìñÿ ê iab-ïðåäñòàâëåíèþ.
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4. iab-ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû êâàðêèíî Qs
4

iab-ïðåäñòàâëåíèå îñíîâàíî íà ñëåäóþùåì ðàçëîæå-
íèè âåêòîðà:

ψ = ρ13 ◦ (ρ21 ψ32 + ρ0 ψ
13) + ρ0 ◦ (ρ21 ψ21 + ρ0 ψ

0) +

+ ρ14 ◦ (ρ21 ψ42+ρ0 ψ
14)+ρ34 ◦ (ρ21 ψ1324+ρ0 ψ

34)+

+ ρ2 ◦ (ρ21 ψ1 + ρ0 ψ
2) + ρ123 ◦ (ρ21 ψ3 + ρ0 ψ

123) +

+ ρ234 ◦ (ρ21 ψ134+ρ0 ψ
234)+ρ124 ◦ (ρ21 ψ4+ρ0 ψ

124).

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóåò çàïèñè àëãåáðû
Qs4 â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ Qs3 × Qs1 (çäåñü íèæíèé èí-
äåêñ åñòü ðàçìåðíîñòü îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà).
Áàçèñíûìè âåêòîðàìè àëãåáðû Qs3 ÿâëÿþòñÿ

ρ13 , ρ0 , ρ14 , ρ34 , ρ2 , ρ123 , ρ234 , ρ124 ;

áàçèñíûìè âåêòîðàìè àëãåáðû Qs1 ÿâëÿþòñÿ

ρ21 , ρ0 .

Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå áàçèñíîìó âåêòîðó ρ21 àë-
ãåáðû Qs1 a-åäèíèöó, à áàçèñíîìó âåêòîðó ρ0 äåéñòâè-
òåëüíóþ åäèíèöó. Â ðåçóëüòàòå âåêòîð àëãåáðû Qs4 â
iab-ïðåäñòàâëåíèè èìååò âèä

ψ = ρ13 ◦ (aψ32 + ψ13) + ρ0 ◦ (aψ21 + ψ0) +

+ ρ14 ◦ (aψ42 + ψ14) + ρ34 ◦ (aψ1324 + ψ34) +

+ ρ2 ◦ (aψ1 + ψ2) + ρ123 ◦ (aψ3 + ψ123) +

+ ρ234 ◦ (aψ134 + ψ234) + ρ124 ◦ (aψ4 + ψ124) .

Òàêèì îáðàçîì, â iab-ïðåäñòàâëåíèè êîîðäèíàòû
(êîìïîíåíòû) âåêòîðà ÿâëÿþòñÿ a-ãèïåð÷èñëàìè. Ââå-
äåì äëÿ íèõ îáîçíà÷åíèÿ

ψ13 = aψ32 + ψ13 , ψ0 = aψ21 + ψ0 ,

ψ14 = aψ42 + ψ14 , ψ34 = aψ1324 + ψ34 ,

ψ2 = aψ1 + ψ2 , ψ123 = aψ3 + ψ123 ,

ψ234 = aψ134 + ψ234 , ψ124 = aψ4 + ψ124 .

(1)

Ñ ó÷åòîì ýòîãî âåêòîð ψ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ψ = ρ13ψ
13 + ρ0ψ

0 + ρ14ψ
14 + ρ34ψ

34 +

+ ρ2ψ
2 + ρ123ψ

123 + ρ234ψ
234 + ρ124ψ

124 .

Îòñþäà âèäíî, ÷òî â iab-ïðåäñòàâëåíèè âåêòîð ψ
ïðîåöèðóåòñÿ íà íàïðàâëåíèÿ ρ13, ρ0, ρ14, ρ34, ρ2, ρ123,
ρ234, ρ124.
Â iab-ïðåäñòàâëåíèè ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû èìåþò

ðàçìåðíîñòü 8× 8 (ñì. Ðàçäåë II.2).

5. IAB-ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû êâàðêèíî Qs
4

IAB-ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Qs4 îñíîâàíî íà ðàçëî-
æåíèè âåêòîðà

ψ = (ρ32 ψ
32 + ρ13 ψ

13 + ρ21 ψ
21 + ρ0 ψ

0) ◦ ρ0 +
+ (ρ32 ψ

42 + ρ13 ψ
14 + ρ21 ψ

1324 + ρ0 ψ
34) ◦ ρ34 +

+ (ρ32 ψ
1 + ρ13 ψ

2 + ρ21 ψ
3 + ρ0 ψ

123) ◦ ρ123 +
+ (ρ32 ψ

134 + ρ13 ψ
234 + ρ21 ψ

4 + ρ0 ψ
124) ◦ ρ124 .

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóåò çàïèñè àëãåáðû
Qs4 â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ Qs2×Qs2. Áàçèñíûìè âåêòîðà-
ìè îäíîé àëãåáðû Qs2 ÿâëÿþòñÿ

ρ0 , ρ34 , ρ123 , ρ124 ;

áàçèñíûìè âåêòîðàìè äðóãîé àëãåáðû Qs2 ÿâëÿþòñÿ

ρ32 , ρ13 , ρ21 , ρ0 .

Ïîñëåäíþþ àëãåáðó ìû íàçâàëè IAB-àëãåáðîé. Ýòà
àëãåáðà àíàëîãè÷íà àëãåáðå êâàòåðíèîíîâ. Äëÿ áàçèñ-
íûõ åäèíèö IAB-àëãåáðû èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå îáî-
çíà÷åíèÿ:

a ·A , 1 · I , a ·B , 1 · 11 .

Çàìåíèì áàçèñíûå âåêòîðû ρ32, ρ13, ρ21, ρ0 ïðèâåäåí-
íûìè ãèïåð÷èñëàìè

ρ32 ∼ aA ,

ρ13 ∼ 1 I ,

ρ21 ∼ aB ,

ρ0 ∼ 1 11 .

Ïîëó÷èì âåêòîð àëãåáðû Q∗
4 â IAB-ïðåäñòàâëåíèè

ψ = (a ·Aψ32 + 1 · I ψ13 + a ·B ψ21 + 11ψ0) ◦ ρ0 +
+ (a ·Aψ42 + 1 · I ψ14 + a ·B ψ1324 + 11ψ34) ◦ ρ34 +
+ (a ·Aψ1 + 1 · I ψ2 + a ·B ψ3 + 11ψ123) ◦ ρ123 +
+ (a ·Aψ134 + 1 · I ψ234 + a ·B ψ4 + 11ψ124) ◦ ρ124 .

Òàêèì îáðàçîì, â IAB-ïðåäñòàâëåíèè êîîðäèíàòû
(êîìïîíåíòû) âåêòîðà ÿâëÿþòñÿ ãèïåð÷èñëàìè. Ââå-
äåì äëÿ íèõ îáîçíà÷åíèÿ

Ψ0 = aAψ32 + 1 I ψ13 + aB ψ21 + 11ψ0 ,

Ψ34 = aAψ42 + 1 I ψ14 + aB ψ1324 + 11ψ34 ,

Ψ123 = aAψ1 + 1 I ψ2 + aB ψ3 + 11ψ123 ,

Ψ124 = aAψ134 + 1 I ψ234 + aB ψ4 + 11ψ124 .

(2)

Ñ ó÷åòîì ýòîãî âåêòîð ψ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ψ = Ψ0 ρ0 +Ψ34 ρ34 +Ψ123 ρ123 +Ψ124 ρ124 .

Îòñþäà âèäíî, ÷òî â IAB-ïðåäñòàâëåíèè âåêòîð ψ
ïðîåöèðóåòñÿ íà íàïðàâëåíèÿ ρ0, ρ34, ρ123, ρ124.
Â IAB-ïðåäñòàâëåíèè ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû èìåþò

ðàçìåðíîñòü 4× 4 (ñì. Ðàçäåë II.2).

III. ÊÂÀÍÒÎÂÎÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÑÂÎÁÎÄÍÛÕ
ÊÂÀÐÊÈÍÎ

Ìû âû÷èñëèëè ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû àëãåáðû êâàð-
êèíî è òåïåðü âåðíåìñÿ ê ðåçóëüòàòàì Ãëàâû 3.3.
Ñîãëàñíî ýòîé Ãëàâå, åñëè äåéñòâèå íåêîòîðîãî îáú-
åêòà ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé, òî òàêîìó îáúåêòó ïðèñóùè
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êâàíòîâûå ÿâëåíèÿ, à óðàâíåíèå ñòðóêòóðû ýòîé àë-
ãåáðû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êâàíòîâûé ïîñòóëàò.
Â Ðàçäåëå III. Ãëàâû 4.12 óðàâíåíèå ñòðóêòóðû àë-
ãåáðû äåéñòâèÿ îáùåãî âèäà ïðåîáðàçîâàíî â êâàí-
òîâîå óðàâíåíèå äëÿ ñâîáîäíûõ êâàðêèíî, êîòîðûì
âîñïîëüçóåìñÿ äàëåå. Óêàçàííîå óðàâíåíèå èìååò âèä

lC
mN

L ·∂mψL(x) = −md c

2 p
(α· rCNK0+β · rCNK34)·ψK .

(3)
Çäåñü md åñòü ìàññà íèæíåãî êâàðêèíî, p � ïîñòî-

ÿííàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ ðàçìåðíîñòü äåéñòâèÿ, àíà-
ëîãè÷íàÿ ïîñòîÿííîé Ïëàíêà, α è β � äåéñòâèòåëüíûå
ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, íà êîòîðûå íàëîæåíî óñëîâèå

α+ β

2
= 1 . (4)

Ìàññà âåðõíåãî êâàðêà mu âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ìàññó
íèæíåãî êâàðêà md ñëåäóþùèì îáðàçîì:

mu = md
α− β

2
. (5)

1. Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû àëãåáðû æåëòûõ
êâàðêèíî Qs

y

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû Ðàçäåëà II.2, ïðèâåäåì ñòðóê-
òóðíûå ìàòðèöû àëãåáðû Qsy, íåîáõîäèìûå äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ êâàíòîâîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ñâîáîäíûõ æåë-
òûõ êâàðêèíî.

lC
4N
L = i

34 124
0 123

-B 0

B 34

B 123

-B 124

, lC
1N
L = a

34 124
0 123

A 0

A 34

A 123

A 124

,

C2N
L = 1

34 124
0 123

A 0

A 34

A 123

A 124

, lC
3N
L = i

34 124
0 123

-B 0

-B 34

B 123

B 124

,

rC
N
K0 = 1

34 124
0 123

11 0

11 34

11 123

11 124

, rC
N
K34 = 1

34 124
0 123

-11 0

11 34

-11 123

11 124

.

2. Êâàíòîâîå óðàâíåíèå äëÿ ñâîáîäíûõ æåëòûõ
êâàðêèíî

Êâàíòîâîå óðàâíåíèå äëÿ ñâîáîäíûõ æåëòûõ êâàð-
êèíî ïîëó÷èì, ïîäñòàâèâ â óðàâíåíèå (3) âûøåïðèâå-
äåííûå ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû. Äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî

ðåãóëÿðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû æåëòûõ êâàðêè-
íîQsy êîìïîíåíòû âîëíîâîé ôóíêöèè ψK(x) ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñîáîé øåñòíàäöàòü äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé. Â
iab-ïðåäñòàâëåíèè âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ñîäåðæèò âî-
ñåìü êîìïîíåíò âèäà (1). È â IAB-ïðåäñòàâëåíèè
êîìïîíåíòàìè âîëíîâîé ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ÷åòûðå
IAB-ôóíêöèè âèäà (2). Ïðèâåäåì êâàíòîâîå óðàâ-
íåíèå ïî îòíîøåíèþ ê IAB-êîìïîíåíòàì âîëíîâîé
ôóíêöèè æåëòûõ êâàðêèíî:i

-B

B

B

-B

∂4 + a

A

A

A

A

∂1+

+

A

A

A

A

∂2 + i

-B

-B

B

B

∂3


Ψ0

Ψ34

Ψ123

Ψ124

=

= −md c
2 p

α −β
β α

α −β
β α

Ψ0

Ψ34

Ψ123

Ψ124

èëè

i B ∂4Ψ
124 −(aA∂1 +A∂2 − i B ∂3)Ψ

123 =

=
md c

2 p
(α ·Ψ0 − β ·Ψ34) ,

−i B ∂4Ψ123 −(aA∂1 +A∂2 − i B ∂3)Ψ
124 =

=
md c

2 p
(β ·Ψ0 + α ·Ψ34) ,

−i B ∂4Ψ34 −(aA∂1 +A∂2 + i B ∂3)Ψ
0 =

=
md c

2 p
(α ·Ψ123 − β ·Ψ124) ,

i B ∂4Ψ
0 −(aA∂1 +A∂2 + i B ∂3)Ψ

34 =

=
md c

2 p
(β ·Ψ123 + α ·Ψ124) .

(6)

3. Ñòàíäàðòíîå ïðåäñòàâëåíèå êâàíòîâîãî
óðàâíåíèÿ äëÿ æåëòûõ êâàðêèíî

Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèÿ (6) ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ñíà÷àëà ñëîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå ñî âòîðûì, à òðå-
òüå ñ ÷åòâåðòûì. Ïîëó÷èì

−i B ∂4χ1−(aA∂1+A∂2−i B ∂3)φ2 =
m1 c

2 p
φ1+

m2 c

2 p
χ2 ,

i B ∂4χ2−(aA∂1+A∂2+i B ∂3)φ1 =
m1 c

2 p
φ2+

m2 c

2 p
χ1 ,

(7)
ãäå φ1 = Ψ0+Ψ34 è φ2 = Ψ123+Ψ124, χ1 = Ψ123−Ψ124

è χ2 = Ψ0 −Ψ34, m1 = md α, m2 = md β.
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Çàòåì âû÷òåì èç ÷åòâåðòîãî òðåòüå, à èç âòîðîãî
óðàâíåíèÿ ïåðâîå. Ïîëó÷èì

i B ∂4φ1+(aA∂1+A∂2+i B ∂3)χ2 = −m1 c

2 p
χ1+

m2 c

2 p
φ2 ,

−i B ∂4φ2+(aA∂1+A∂2−i B ∂3)χ1 = −m1 c

2 p
χ2+

m2 c

2 p
φ1 ,

(8)
Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ æåëòûõ

êâàðêèíî íå ðàçäåëÿåòñÿ íà äâå ñèñòåìû, êîòîðûå îò-
íîñèëèñü áû ê ðàçíûì ÷àñòèöàì � âåðõíåé è íèæíåé.
Ñëåäîâàòåëüíî, æåëòîå êâàðêèíî ïðåäñòàâëåíî îäíîé
÷àñòèöåé ñ ÷åòûðåõêîìïîíåíòíîé âîëíîâîé ôóíêöè-
åé.

IV. ÂÛÂÎÄÛ ÏÎ ÃËÀÂÅ

� Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ íåðåëÿòèâèñòñêîãî æåëòîãî
êâàðêèíî åñòü âåêòîð àëãåáðû Qs3.

� Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ æåëòîãî êâàðêèíî îäíîãî ïî-
êîëåíèÿ åñòü âåêòîð àëãåáðû Qsy.

� Âîëíîâûå ôóíêöèè æåëòûõ êâàðêèíî ðàçíûõ
ïîêîëåíèé îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà öèêëè÷å-
ñêîé ïåðåñòàíîâêîé òðåõ îáðàçóþùèõ áàçèñíûõ
âåêòîðîâ.

� Êîìïîíåíòû âîëíîâîé ôóíêöèè Ψ0+Ψ34, Ψ123+
Ψ124, Ψ123 − Ψ124, Ψ0 − Ψ34 îòíîñÿòñÿ ê îäíî-
ìó æåëòîìó êâàðêèíî. Ýòîò âûâîä ñëåäóåò èç
òîãî, ÷òî ïîëó÷åííûå êâàíòîâûå óðàâíåíèÿ äëÿ
æåëòûõ êâàðêèíî â ñòàíäàðòíîì ïðåäñòàâëíå-
íèè íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå äâóõ ñèñòåì óðàâ-
íåíèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îòíîñèëàñü áû ê äâóõ-
êîìïîíåíòíîé âîëíîâîé ôóíêöèè.

� Óñòàíîâëåíà ñëåäóþùàÿ îðãàíèçàöèÿ âîëíîâîé
ôóíêöèè æåëòîãî êâàðêèíî ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ.
Êîìïîíåíòû âîëíîâîé ôóíêöèè ψA, ãäå A ïðè-
íèìàåò çíà÷åíèÿ

32, 13, 21, 0, 42, 14, 1324, 34, 1, 2, 3, 123, 134, 234, 4, 124,

ðàçáèâàþòñÿ íà ÷åòûðå ÷àñòè:

φ1 = Ψ0
(ψ32, ψ13, ψ21, ψ0)+Ψ34

(ψ42, ψ14, ψ1324, ψ34) ,

φ2 = Ψ123
(ψ1, ψ2, ψ3, ψ123)+Ψ124

(ψ134, ψ234, ψ4, ψ124) ,

χ1 = Ψ123
(ψ1, ψ2, ψ3, ψ123)−Ψ124

(ψ134, ψ234, ψ4, ψ124) ,

χ2 = Ψ0
(ψ32, ψ13, ψ21, ψ0)−Ψ34

(ψ42, ψ14, ψ1324, ψ34) .

� Êîìïîíåíòû âîëíîâûõ ôóíêöèé æåëòûõ êâàð-
êèíî âòîðîãî è òðåòüåãî ïîêîëåíèé îòëè÷àþòñÿ
îò âûøåïðèâåäåííûõ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâ-
êîé ïðîñòðàíñòâåííûõ èíäåêñîâ:

äëÿ æåëòîãî êâàðêèíî âòîðîãî ïîêîëåíèÿ

3 → 2 , 2 → 1 , 1 → 3 ;

äëÿ æåëòîãî êâàðêèíî òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ

3 → 1 , 2 → 3 , 1 → 2 .
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Qs
r

I. ÊÐÀÑÍÛÅ ÊÂÀÐÊÈÍÎ ÒÐÅÕ
ÏÎÊÎËÅÍÈÉ

Ðàññìîòðèì àëãåáðó êðàñíûõ êâàðêèíî Qsr.
Íà÷íåì ñ àëãåáðû êðàñíûõ êâàðêèíî ïåðâîãî ïîêî-

ëåíèÿ Qsr(1).
Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì IV.3. Ãëàâû 3.4. âîëíî-

âàÿ ôóíêöèÿ êâàðêèíî â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåíà ñëå-
äóþùåé äèàãðàììîé Þíãà:� -

61 2
3

4

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè

12 = 21 , 13 = −31 , 23 = 32 ,

14 = 41 , 24 = 42 , 34 = 43 .

Çàïèøåì óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè ñ ó÷àñòèåì
áàçèñíîãî âåêòîðà âðåìåíè â ðàçâåðíóòîì âèäå:

ρ1 ◦ ρ4 = ρ4 ◦ ρ1 ,
ρ2 ◦ ρ4 = ρ4 ◦ ρ2 ,
ρ3 ◦ ρ4 = ρ4 ◦ ρ3 .

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïåðåéòè ê àëãåáðàì êðàñíûõ êâàð-
êèíî âòîðîãî è òðåòüåãî ïîêîëåíèé, íåîáõîäèìî èñ-
ïîëüçîâàòü óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè, îòëè÷à-
þùèåñÿ îò ïðåäûäóùèõ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé
ãåîìåòðè÷åñêèõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ.
Òîãäà äëÿ àëãåáðû êðàñíûõ êâàðêèíî âòîðîãî ïî-

êîëåíèÿ Qsr(2) èìååì ñëåäóþùåå.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì IV.3. Ãëàâû 3.4. âîëíî-

âàÿ ôóíêöèÿ êâàðêîâ â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåíà ñëå-
äóþùåé äèàãðàììîé Þíãà:� -

63 1
2

4

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè

12 = 21 , 13 = 31 , 23 = −32 ,

14 = 41 , 24 = 42 , 34 = 43 .

Çàïèøåì óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè ñ ó÷àñòèåì
áàçèñíîãî âåêòîðà âðåìåíè â ðàçâåðíóòîì âèäå:

ρ1 ◦ ρ4 = ρ4 ◦ ρ1 ,
ρ2 ◦ ρ4 = ρ4 ◦ ρ2 ,
ρ3 ◦ ρ4 = ρ4 ◦ ρ3 .

Àëãåáðà êðàñíûõ êâàðêèíî òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ
Qsr(3).
Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì IV.3. Ãëàâû 3.4. âîëíî-

âàÿ ôóíêöèÿ êâàðêîâ â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåíà ñëå-
äóþùåé äèàãðàììîé Þíãà:

� -

62 3
1

4

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè

12 = −21 , 13 = 31 , 23 = 32 ,

14 = 41 , 24 = 42 , 34 = 43 .

Çàïèøåì óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè ñ ó÷àñòèåì
áàçèñíîãî âåêòîðà âðåìåíè â ðàçâåðíóòîì âèäå:

ρ1 ◦ ρ4 = ρ4 ◦ ρ1 ,
ρ2 ◦ ρ4 = ρ4 ◦ ρ2 ,
ρ3 ◦ ρ4 = ρ4 ◦ ρ3 .

Äàëåå â ýòîé Ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî àëãåáðà
êðàñíûõ êâàðêèíî ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ Qsr(1). Èìååòñÿ
â âèäó, ÷òî ïåðåõîä ê àëãåáðàì êðàñíûõ êâàðêèíî äðó-
ãèõ ïîêîëåíèé î÷åâèäåí.

II. ÀËÃÅÁÐÀ ÊÐÀÑÍÛÕ ÊÂÀÐÊÈÍÎ
ÏÅÐÂÎÃÎ ÏÎÊÎËÅÍÈß Qs

r(1)

1. Áàçèñíûå âåêòîðû è èõ ïðîèçâåäåíèÿ

Óêàæåì áàçèñíûå âåêòîðû àëãåáðû Qsr(1) è ïðàâèëà
óìíîæåíèÿ, êîòîðûì îíè ïîä÷èíÿþòñÿ.

� ρ0 � áàçèñíûé âåêòîð ñêàëÿðíîé ÷àñòè âåêòîðà.
Äëÿ ρ0 èìååò ìåñòî ïðàâèëî óìíîæåíèÿ

ρ0 ◦ ρ0 = ρ0 .

� Îáðàçóþùèå âåêòîðû ρi, ãäå èíäåêñ i ïðîáåãàåò
çíà÷åíèÿ îò 1 äî 4, åñòü áàçèñíûå âåêòîðû ïðî-
ñòðàíñòâà-âðåìåíè ÑÒÎ. Äëÿ íèõ èìåþò ìåñòî
ïðàâèëà óìíîæåíèÿ

ρi ◦ ρ0 = ρ0 ◦ ρi = ρi .

ρi ◦ ρi = sign(ρi)
2 · ρ0 ,

ãäå

sign(ρ1)
2 = sign(ρ2)

2 = sign(ρ3)
2 = − sign(ρ4)

2 = 1 .

� Âåêòîðû

ρik = ρi ◦ ρk .

Çäåñü i ̸= k. ×èñëî ýòèõ âåêòîðîâ ðàâíî ÷èñëó
ñî÷åòàíèé èç ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ ïî äâà

C2
4 = 6 .
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì I. äëÿ ýòèõ âåêòîðîâ
âûïîëíÿþòñÿ ïðàâèëà ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ è
ñîîòâåòñòâåííî ñîìíîæèòåëåé (óñëîâèÿ ñîñåäíåé
ïåðåñòàíîâêè)

ρ21 = ρ21 , ρ13 = −ρ31 , ρ32 = ρ23 ,

ρ14 = ρ41 , ρ24 = ρ42 , ρ34 = ρ43 .

Ïðàâèëà óìíîæåíèÿ, â êîòîðûõ ó÷àñòâóþò ýòè
âåêòîðû, ñëåäóþò èç óñëîâèÿ àññîöèàòèâíîñòè
è óñëîâèé ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè. Â ÷àñòíîñòè,
èìååì

ρ21 ◦ ρ21 = ρ0 , ρ42 ◦ ρ42 = −ρ0 ,
ρ32 ◦ ρ32 = ρ0 , ρ14 ◦ ρ14 = −ρ0 ,
ρ13 ◦ ρ13 = −ρ0 , ρ34 ◦ ρ34 = −ρ0 .

� Âåêòîðû

ρikl = ρi ◦ ρk ◦ ρl .

Çäåñü i ̸= k , i ̸= l , k ̸= l . Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî
ýòèõ âåêòîðîâ ðàâíî ÷èñëó ñî÷åòàíèé èç ÷åòûðåõ
ýëåìåíòîâ ïî òðè

C3
4 = 4 .

Äëÿ ýòèõ âåêòîðîâ âûïîëíÿþòñÿ ïðàâèëà ïåðå-
ñòàíîâêè èíäåêñîâ è ñîîòâåòñòâåííî ñîìíîæèòå-
ëåé, âûòåêàþùèå èç óñëîâèé ñîñåäíåé ïåðåñòà-
íîâêè:

ρ123 = ρ213 = −ρ231 = −ρ321 = −ρ312 = ρ132 ,

ρ124 = ρ214 = ρ241 = ρ421 = ρ412 = ρ142 ,

ρ134 = −ρ314 = −ρ341 = −ρ431 = ρ413 = ρ143 ,

ρ234 = ρ324 = ρ342 = ρ432 = ρ423 = ρ243 .

Èç óñëîâèÿ àññîöèàòèâíîñòè è óñëîâèé ñîñåäíåé
ïåðåñòàíîâêè òàêæå ñëåäóåò

ρ123 ◦ ρ123 = −ρ0 , ρ124 ◦ ρ124 = −ρ0 ,
ρ134 ◦ ρ134 = ρ0 , ρ234 ◦ ρ234 = −ρ0 .

� Âåêòîð

ρ1324 = ρ1 ◦ ρ3 ◦ ρ2 ◦ ρ4 .

Äëÿ ýòîãî âåêòîðà âûïîëíÿþòñÿ ïðàâèëà ïåðå-
ñòàíîâêè èíäåêñîâ è ñîîòâåòñòâåííî ñîìíîæèòå-
ëåé, âûòåêàþùèå èç óñëîâèé ñîñåäíåé ïåðåñòà-
íîâêè:

ρ1234 = ρ2134 = −ρ2314 = −ρ3214 =

= −ρ3124 = ρ1324 = ρ1243 = ρ2143 =

= ρ2413 = ρ4213 = ρ4123 = ρ1423 =

= ρ1342 = −ρ3142 = −ρ3412 = −ρ4312 =

= ρ4132 = ρ1432 = −ρ2341 = −ρ3241 =

= −ρ3421 = −ρ4321 = −ρ4231 = −ρ2431 .

Èç óñëîâèÿ àññîöèàòèâíîñòè è óñëîâèé ñîñåäíåé
ïåðåñòàíîâêè òàêæå ñëåäóåò

ρ1324 ◦ ρ1324 = ρ0 .

2. Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû àëãåáðû êðàñíûõ
êâàðêèíî

Ïðèâåäåì ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû äâóõ àëãåáð: ïðà-
âîé êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðû êðàñíûõ êâàðêèíî
ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ r(Qs, XQ

s)r è ëåâîé êîâàðèàíò-
íîé àëãåáðû êðàñíûõ êâàðêèíî ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ

l(Qs, XQ
s)∗r . Ñ èñïîëüçîâàíèåì òàêèõ ìàòðèö çàïèñû-

âàþòñÿ êâàíòîâûå óðàâíåíèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ
êâàðêèíî. Êîìïîíåíòû âåêòîðîâ è ìàòðèö ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ â ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíäåêñîâ:

(32, 13, 21, 0, 42, 14, 1324, 34, 1, 2, 3, 123, 134, 234, 4, 124) .

Ïåðåõîä îò äåéñòâèòåëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê êîì-
ïàêòíûì ïðåäñòàâëåíèÿì îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì ââå-
äåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ áëî÷íûõ ìàòðèö. Ïðè ïðåîá-
ðàçîâàíèè ìàòðèö rC

L
KI è lC

IK
L îò äåéñòâèòåëüíî-

ãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê iab-ïðåäñòàâëåíèþ èñïîëüçîâàíû
ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ áëîêîâ 2×2:

1 = 1

1
, i = 1

-1
.

a = 1

1
, b = -1

1
.

Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ìàòðèö rC
L
KI è lC

IK
L îò iab-

ïðåäñòàâëåíèÿ ê IAB-ïðåäñòàâëåíèþ èñïîëüçîâàíû
ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ áëîêîâ 2×2:

11 = 1

1
, I = 1

1
,

A = 1

1
, B = -1

1
.
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2.1. Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû ïðàâîé êîíòðàâàðèàíòíîé
àëãåáðû êðàñíûõ êâàðêèíî ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ r(Qs, XQ

s)r

rρ0 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

11 0

11 34

11 123

11 124

rρ1 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 -1
34 -1
1 1
2 1
3 -1

123 -1
134 -1
234 -1
4 1

124 1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

1 14

-1 34

1 2

-1 123

-1 234

1 124

= a

34 124

0 123

-I 0

I 34

I 123

-I 124

rρ2 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

A 0

A 34

A 123

A 124
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rρ3 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= a

34 124

0 123

11 0

11 34

11 123

11 124

rρ4 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 -1
0 -1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 -1
2 -1
3 -1

123 -1
134 1
234 1
4 1

124 1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

-1 0

1 14

1 34

-1 2

-1 123

1 234

1 124

= a

34 124

0 123

-11 0

11 34

-11 123

11 124

rρ21 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 -1
34 -1
1 1
2 1
3 -1

123 -1
134 -1
234 -1
4 1

124 1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

1 14

-1 34

1 2

-1 123

-1 234

1 124

= a

34 124

0 123

B 0

-B 34

-B 123

B 124

rρ13 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 -1
0 -1
42 -1
14 -1

1324 1
34 1
1 -1
2 -1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 -1

124 -1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

-1 0

-1 14

1 34

-1 2

1 123

1 234

-1 124

= 1

34 124

0 123

I 0

-I 34

-I 123

I 124
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rρ32 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= a

34 124

0 123

A 0

A 34

A 123

A 124

rρ14 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 -1
0 -1
42 1
14 1

1324 -1
34 -1
1 -1
2 -1
3 1

123 1
134 -1
234 -1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

-1 0

1 14

-1 34

-1 2

1 123

-1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

I 0

I 34

-I 123

-I 124

rρ42 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 -1
0 -1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 -1
2 -1
3 -1

123 -1
134 1
234 1
4 1

124 1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

-1 0

1 14

1 34

-1 2

-1 123

1 234

1 124

= a

34 124

0 123

-A 0

A 34

-A 123

A 124

rρ34 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 -1
0 -1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 -1
2 -1
3 -1

123 -1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

-1 0

1 14

1 34

-1 2

-1 123

1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

-11 0

11 34

-11 123

11 124
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rρ123 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 -1
0 -1
42 -1
14 -1

1324 1
34 1
1 -1
2 -1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 -1

124 -1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

-1 0

-1 14

1 34

-1 2

1 123

1 234

-1 124

= 1

34 124

0 123

-B 0

B 34

B 123

-B 124

rρ124 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 -1
0 -1
42 1
14 1

1324 -1
34 -1
1 -1
2 -1
3 1

123 1
134 -1
234 -1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

-1 0

1 14

-1 34

-1 2

1 123

-1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

-B 0

-B 34

B 123

B 124

rρ134 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 1
0 1
42 -1
14 -1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 -1

123 -1
134 1
234 1
4 -1

124 -1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

1 2

-1 123

1 234

-1 124

= a

34 124

0 123

-I 0

-I 34

I 123

I 124

rρ234 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 -1
0 -1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 -1
2 -1
3 -1

123 -1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

-1 0

1 14

1 34

-1 2

-1 123

1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

-A 0

A 34

-A 123

A 124
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rρ1324 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 1
0 1
42 -1
14 -1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 -1

123 -1
134 1
234 1
4 -1

124 -1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

1 2

-1 123

1 234

-1 124

= a

34 124

0 123

B 0

B 34

-B 123

-B 124

2.2. Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû ëåâîé êîâàðèàíòíîé
àëãåáðû êðàñíûõ êâàðêèíî ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ l(Qs, XQ

s)∗r

lR
0 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

11 0

11 34

11 123

11 124
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lR
1 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= a

34 124

0 123

A 0

A 34

A 123

A 124

lR
2 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

A 0

A 34

A 123

A 124

lR
3 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 1
14 -1

1324 -1
34 1
1 -1
2 1
3 1

123 -1
134 -1
234 1
4 1

124 -1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

-1 0

1 14

-1 34

-1 2

1 123

-1 234

1 124

= i

34 124

0 123

-B 0

-B 34

B 123

B 124

lR
4 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 -1
14 -1

1324 -1
34 -1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 -1
234 -1
4 -1

124 -1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

-1 14

-1 34

1 2

1 123

-1 234

-1 124

= a

34 124

0 123

11 0

-11 34

11 123

-11 124
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lR
21 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= a

34 124

0 123

11 0

11 34

11 123

11 124

lR
13 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 1
14 -1

1324 -1
34 1
1 -1
2 1
3 1

123 -1
134 -1
234 1
4 1

124 -1

= b

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

1 2

-1 123

1 234

-1 124

= b

34 124

0 123

-I 0

-I 34

I 123

I 124

lR
32 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 1
14 -1

1324 -1
34 1
1 -1
2 1
3 1

123 -1
134 -1
234 1
4 1

124 -1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

-1 0

1 14

-1 34

-1 2

1 123

-1 234

1 124

= i

34 124

0 123

I 0

I 34

-I 123

-I 124

lR
14 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 -1
14 -1

1324 -1
34 -1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 -1
234 -1
4 -1

124 -1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

-1 14

-1 34

1 2

1 123

-1 234

-1 124

= 1

34 124

0 123

A 0

-A 34

A 123

-A 124
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lR
42 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 -1
14 -1

1324 -1
34 -1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 -1
234 -1
4 -1

124 -1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

-1 14

-1 34

1 2

1 123

-1 234

-1 124

= a

34 124

0 123

A 0

-A 34

A 123

-A 124

lR
34 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 -1
14 1

1324 1
34 -1
1 -1
2 1
3 1

123 -1
134 1
234 -1
4 -1

124 1

= b

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

1 14

-1 34

1 2

-1 123

-1 234

1 124

= b

34 124

0 123

B 0

-B 34

-B 123

B 124

lR
123 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 1
14 -1

1324 -1
34 1
1 -1
2 1
3 1

123 -1
134 -1
234 1
4 1

124 -1

= b

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

1 2

-1 123

1 234

-1 124

= b

34 124

0 123

B 0

B 34

-B 123

-B 124

lR
124 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 -1
14 -1

1324 -1
34 -1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 -1
234 -1
4 -1

124 -1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

-1 14

-1 34

1 2

1 123

-1 234

-1 124

= 1

34 124

0 123

11 0

-11 34

11 123

-11 124
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lR
134 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 -1
14 1

1324 1
34 -1
1 -1
2 1
3 1

123 -1
134 1
234 -1
4 -1

124 1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

-1 0

-1 14

1 34

-1 2

1 123

1 234

-1 124

= i

34 124

0 123

I 0

-I 34

-I 123

I 124

lR
234 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 -1
14 1

1324 1
34 -1
1 -1
2 1
3 1

123 -1
134 1
234 -1
4 -1

124 1

= b

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

1 14

-1 34

1 2

-1 123

-1 234

1 124

= b

34 124

0 123

-I 0

I 34

I 123

-I 124

lR
1324 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 -1
14 1

1324 1
34 -1
1 -1
2 1
3 1

123 -1
134 1
234 -1
4 -1

124 1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

-1 0

-1 14

1 34

-1 2

1 123

1 234

-1 124

= i

34 124

0 123

-B 0

B 34

B 123

-B 124

3. Äåéñòâèòåëüíîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû
êâàðêèíî Qs

4

Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû rC
L
KI â äåéñòâèòåëüíîì

ïðåäñòàâëåíèè âû÷èñëåíû ïî àëãîðèòìó, ïðèâåäåí-
íîìó â Ðàçäåëå II. Ãëàâû 4.1, äëÿ ïðèíÿòîãî ðàíåå
ïîðÿäêà èíäåêñîâ. Ïðè ýòîì ñëàãàåìûå âåêòîðà ψ
çàïèñûâàþòñÿ â ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

ψ = ρ32 ψ
32 + ρ13 ψ

13 + ρ21 ψ
21 + ρ0 ψ

0 +

+ ρ42 ψ
42+ρ14 ψ

14+ρ1324 ψ
1324+ρ34 ψ

34+

+ ρ1 ψ
1 + ρ2 ψ

2 + ρ3 ψ
3 + ρ123 ψ

123 +

+ ρ134 ψ
134+ρ234 ψ

234+ρ4 ψ
4+ρ124 ψ

124.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíû äåéñòâèòåëüíûå ñòðóêòóð-
íûå ìàòðèöû

rC
L
KI ∼ rρI

ðàçìåðíîñòè 16×16 (ñì. Ðàçäåë II.2). Ïîìèìî äåéñòâè-
òåëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îáðàòèìñÿ ê iab-ïðåäñòàâëåíèþ.
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4. iab-ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû êâàðêèíî Qs
4

iab-ïðåäñòàâëåíèå îñíîâàíî íà ñëåäóþùåì ðàçëîæå-
íèè âåêòîðà:

ψ = ρ13 ◦ (ρ21 ψ32 + ρ0 ψ
13) + ρ0 ◦ (ρ21 ψ21 + ρ0 ψ

0) +

+ ρ14 ◦ (ρ21 ψ42+ρ0 ψ
14)+ρ34 ◦ (ρ21 ψ1324+ρ0 ψ

34)+

+ ρ2 ◦ (ρ21 ψ1 + ρ0 ψ
2) + ρ123 ◦ (ρ21 ψ3 + ρ0 ψ

123) +

+ ρ234 ◦ (ρ21 ψ134+ρ0 ψ
234)+ρ124 ◦ (ρ21 ψ4+ρ0 ψ

124).

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóåò çàïèñè àëãåáðû
Qs4 â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ Qs3 × Qs1 (çäåñü íèæíèé èí-
äåêñ åñòü ðàçìåðíîñòü îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà).
Áàçèñíûìè âåêòîðàìè àëãåáðû Qs3 ÿâëÿþòñÿ

ρ13 , ρ0 , ρ14 , ρ34 , ρ2 , ρ123 , ρ234 , ρ124 ;

áàçèñíûìè âåêòîðàìè àëãåáðû Qs1 ÿâëÿþòñÿ

ρ21 , ρ0 .

Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå áàçèñíîìó âåêòîðó ρ21 àë-
ãåáðû Qs1 a-åäèíèöó, à áàçèñíîìó âåêòîðó ρ0 äåéñòâè-
òåëüíóþ åäèíèöó. Â ðåçóëüòàòå âåêòîð àëãåáðû Qs4 â
iab-ïðåäñòàâëåíèè èìååò âèä

ψ = ρ13 ◦ (aψ32 + ψ13) + ρ0 ◦ (aψ21 + ψ0) +

+ ρ14 ◦ (aψ42 + ψ14) + ρ34 ◦ (aψ1324 + ψ34) +

+ ρ2 ◦ (aψ1 + ψ2) + ρ123 ◦ (aψ3 + ψ123) +

+ ρ234 ◦ (aψ134 + ψ234) + ρ124 ◦ (aψ4 + ψ124) .

Òàêèì îáðàçîì, â iab-ïðåäñòàâëåíèè êîîðäèíàòû
(êîìïîíåíòû) âåêòîðà ÿâëÿþòñÿ a-ãèïåð÷èñëàìè. Ââå-
äåì äëÿ íèõ îáîçíà÷åíèÿ

ψ13 = aψ32 + ψ13 , ψ0 = aψ21 + ψ0 ,

ψ14 = aψ42 + ψ14 , ψ34 = aψ1324 + ψ34 ,

ψ2 = aψ1 + ψ2 , ψ123 = aψ3 + ψ123 ,

ψ234 = aψ134 + ψ234 , ψ124 = aψ4 + ψ124 .

(1)

Ñ ó÷åòîì ýòîãî âåêòîð ψ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ψ = ρ13ψ
13 + ρ0ψ

0 + ρ14ψ
14 + ρ34ψ

34 +

+ ρ2ψ
2 + ρ123ψ

123 + ρ234ψ
234 + ρ124ψ

124 .

Îòñþäà âèäíî, ÷òî â iab-ïðåäñòàâëåíèè âåêòîð ψ
ïðîåöèðóåòñÿ íà íàïðàâëåíèÿ ρ13, ρ0, ρ14, ρ34, ρ2, ρ123,
ρ234, ρ124.
Â iab-ïðåäñòàâëåíèè ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû èìåþò

ðàçìåðíîñòü 8× 8 (ñì. Ðàçäåë II.2.).

5. IAB-ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû êâàðêèíî Qs
4

IAB-ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Qs4 îñíîâàíî íà ðàçëî-
æåíèè âåêòîðà

ψ = (ρ32 ψ
32 + ρ13 ψ

13 + ρ21 ψ
21 + ρ0 ψ

0) ◦ ρ0 +
+ (ρ32 ψ

42 + ρ13 ψ
14 + ρ21 ψ

1324 + ρ0 ψ
34) ◦ ρ34 +

+ (ρ32 ψ
1 + ρ13 ψ

2 + ρ21 ψ
3 + ρ0 ψ

123) ◦ ρ123 +
+ (ρ32 ψ

134 + ρ13 ψ
234 + ρ21 ψ

4 + ρ0 ψ
124) ◦ ρ124 .

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóåò çàïèñè àëãåáðû
Qs4 â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ Qs2×Qs2. Áàçèñíûìè âåêòîðà-
ìè îäíîé àëãåáðû Qs2 ÿâëÿþòñÿ

ρ0 , ρ34 , ρ123 , ρ124 ;

áàçèñíûìè âåêòîðàìè äðóãîé àëãåáðû Qs2 ÿâëÿþòñÿ

ρ32 , ρ13 , ρ21 , ρ0 .

Ïîñëåäíþþ àëãåáðó ìû íàçâàëè IAB-àëãåáðîé. Ýòà
àëãåáðà àíàëîãè÷íà àëãåáðå êâàòåðíèîíîâ. Äëÿ áàçèñ-
íûõ åäèíèö IAB-àëãåáðû èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå îáî-
çíà÷åíèÿ:

a ·A , 1 · I , a ·B , 1 · 11 .

Çàìåíèì áàçèñíûå âåêòîðû ρ32, ρ13, ρ21, ρ0 ïðèâå-
äåííûìè ãèïåð÷èñëàìè

ρ32 ∼ aA ,

ρ13 ∼ 1 I ,

ρ21 ∼ aB ,

ρ0 ∼ 1 11 .

Ïîëó÷èì âåêòîð àëãåáðû Qs4 â IAB-ïðåäñòàâëåíèè

ψ = (a ·Aψ32 + 1 · I ψ13 + a ·B ψ21 + 11ψ0) ◦ ρ0 +
+ (a ·Aψ42 + 1 · I ψ14 + a ·B ψ1324 + 11ψ34) ◦ ρ34 +
+ (a ·Aψ1 + 1 · I ψ2 + a ·B ψ3 + 11ψ123) ◦ ρ123 +
+ (a ·Aψ134 + 1 · I ψ234 + a ·B ψ4 + 11ψ124) ◦ ρ124 .

Òàêèì îáðàçîì, â IAB-ïðåäñòàâëåíèè êîîðäèíàòû
(êîìïîíåíòû) âåêòîðà ÿâëÿþòñÿ ãèïåð÷èñëàìè. Ââå-
äåì äëÿ íèõ îáîçíà÷åíèÿ

Ψ0 = aAψ32 + 1 I ψ13 + aB ψ21 + 11ψ0 ,

Ψ34 = aAψ42 + 1 I ψ14 + aB ψ1324 + 11ψ34 ,

Ψ123 = aAψ1 + 1 I ψ2 + aB ψ3 + 11ψ123 ,

Ψ124 = aAψ134 + 1 I ψ234 + aB ψ4 + 11ψ124 .

(2)

Ñ ó÷åòîì ýòîãî âåêòîð ψ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ψ = Ψ0 ρ0 +Ψ34 ρ34 +Ψ123 ρ123 +Ψ124 ρ124 .

Îòñþäà âèäíî, ÷òî â IAB-ïðåäñòàâëåíèè âåêòîð ψ
ïðîåöèðóåòñÿ íà íàïðàâëåíèÿ ρ0, ρ34, ρ123, ρ124.
Â IAB-ïðåäñòàâëåíèè ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû èìåþò

ðàçìåðíîñòü 4× 4 (ñì. Ðàçäåë II.2.).

III. ÊÂÀÍÒÎÂÎÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÄËß
ÑÂÎÁÎÄÍÛÕ ÊÂÀÐÊÈÍÎ

Ìû âû÷èñëèëè ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû àëãåáðû êâàð-
êèíî è òåïåðü âåðíåìñÿ ê ðåçóëüòàòàì Ãëàâû 3.3.
Ñîãëàñíî ýòîé Ãëàâå, åñëè äåéñòâèå íåêîòîðîãî îáú-
åêòà ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé, òî òàêîìó îáúåêòó ïðèñóùè



230 ÃËÀÂÀ 4.14 Êðàñíûå êâàðêèíî. Àëãåáðà äåéñòâèÿ êðàñíûõ êâàðêèíî Qsr

êâàíòîâûå ÿâëåíèÿ, à óðàâíåíèå ñòðóêòóðû ýòîé àë-
ãåáðû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êâàíòîâûé ïîñòóëàò.
Â Ðàçäåëå III. Ãëàâû 4.12 óðàâíåíèå ñòðóêòóðû àë-
ãåáðû äåéñòâèÿ îáùåãî âèäà ïðåîáðàçîâàíî â êâàí-
òîâîå óðàâíåíèå äëÿ ñâîáîäíûõ êâàðêèíî, êîòîðûì
âîñïîëüçóåìñÿ äàëåå. Óêàçàííîå óðàâíåíèå èìååò âèä

lC
mN

L ·∂mψL(x) = −md c

2 p
(α· rCNK0+β · rCNK34)·ψK .

(3)
Çäåñü md åñòü ìàññà ïðåäïîëàãàåìîãî íèæíåãî

êâàðêèíî, p � ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ ðàç-
ìåðíîñòü äåéñòâèÿ, àíàëîãè÷íàÿ ïîñòîÿííîé Ïëàíêà,
α è β � äåéñòâèòåëüíûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, íà
êîòîðûå íàëîæåíî óñëîâèå

α+ β

2
= 1 . (4)

Ìàññà ïðåäïîëàãàåìîãî âåðõíåãî êâàðêèíî mu âû-
ðàæàåòñÿ ÷åðåç ìàññó íèæíåãî êâàðêèíî md ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

mu = md
α− β

2
. (5)

1. Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû àëãåáðû êðàñíûõ
êâàðêèíî Qs

r

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû Ðàçäåëà II.2, ïðèâåäåì ñòðóê-
òóðíûå ìàòðèöû àëãåáðû Qsr, íåîáõîäèìûå äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ êâàíòîâîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ñâîáîäíûõ êðàñ-
íûõ êâàðêèíî.

lC
4N
L = a

34 124
0 123

11 0

-11 34

11 123

-11 124

, lC
1N
L = a

34 124
0 123

A 0

A 34

A 123

A 124

,

lC
2N
L = 1

34 124
0 123

A 0

A 34

A 123

A 124

, lC
3N
L = i

34 124
0 123

-B 0

-B 34

B 123

B 124

,

rC
N
K0 = 1

34 124
0 123

11 0

11 34

11 123

11 124

, rC
N
K34 = 1

34 124
0 123

-11 0

11 34

-11 123

11 124

.

2. Êâàíòîâîå óðàâíåíèå äëÿ êðàñíûõ êâàðêèíî

Êâàíòîâîå óðàâíåíèå äëÿ ñâîáîäíûõ êðàñíûõ êâàð-
êèíî ïîëó÷èì, ïîäñòàâèâ â óðàâíåíèå (3) âûøåïðèâå-
äåííûå ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû. Äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî

ðåãóëÿðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû êâàðêîâ Q(u, d)
êîìïîíåíòû âîëíîâîé ôóíêöèè ψK(x) ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé øåñòíàäöàòü äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé. Â iab-
ïðåäñòàâëåíèè âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ñîäåðæèò âîñåìü
êîìïîíåíò âèäà (1). È â IAB-ïðåäñòàâëåíèè êîìïî-
íåíòàìè âîëíîâîé ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ÷åòûðå IAB-
ôóíêöèè âèäà (2). Ïðèâåäåì êâàíòîâîå óðàâíåíèå ïî
îòíîøåíèþ ê IAB-êîìïîíåíòàì âîëíîâîé ôóíêöèè
êðàñíûõ êâàðêèíî:a

1

-1

1

-1

∂4 + a

A

A

A

A

∂1+

+

A

A

A

A

∂2 + i

-B

-B

B

B

∂3


Ψ0

Ψ34

Ψ123

Ψ124

=

= −md c
2 q

α -β

β α

α -β

β α

Ψ0

Ψ34

Ψ123

Ψ124

èëè

−a ∂4Ψ124 −(aA∂1 +A∂2 − i B ∂3)Ψ
123 =

=
md c

2 p
(α ·Ψ0 − β ·Ψ34) ,

a ∂4Ψ
123 −(aA∂1 +A∂2 − i B ∂3)Ψ

124 =

=
md c

2 p
(β ·Ψ0 + α ·Ψ34) ,

−a ∂4Ψ34 −(aA∂1 +A∂2 + i B ∂3)Ψ
0 =

=
md c

2 p
(α ·Ψ123 − β ·Ψ124) ,

a ∂4Ψ
0 −(aA∂1 +A∂2 + i B ∂3)Ψ

34 =

=
md c

2 p
(β ·Ψ123 + α ·Ψ124) .

(6)

3. Ñòàíäàðòíîå ïðåäñòàâëåíèå êâàíòîâîãî
óðàâíåíèÿ äëÿ êðàñíûõ êâàðêèíî

Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèÿ (6) ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ñíà÷àëà ñëîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå ñî âòîðûì à òðå-
òüå ñ ÷åòâåðòûì. Ïîëó÷èì

aB ∂4χ1−(aA∂1+A∂2−i B ∂3)φ2 =
m1 c

2 p
φ1+

m2 c

2 p
χ2 ,

a ∂4χ2 − (aA∂1 +A∂2 + i B ∂3)φ1 =
m1 c

2 p
φ2 +

m2 c

2 p
χ1.

(7)
ãäå φ1 = Ψ0+Ψ34 è φ2 = Ψ123+Ψ124, χ1 = Ψ123−Ψ124

è χ2 = Ψ0 −Ψ34, m1 = md α, m2 = md β.
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Çàòåì âû÷òåì èç ÷åòâåðòîãî òðåòüå, à èç âòîðîãî
óðàâíåíèÿ ïåðâîå. Ïîëó÷èì

a ∂4φ1+(aA∂1+A∂2+i B ∂3)χ2 = −m1 c

2 p
χ1+

m2 c

2 p
φ2 ,

a ∂4φ2+(aA∂1+A∂2−i B ∂3)χ1 = −m1 c

2 p
χ2+

m2 c

2 p
φ1 ,

(8)

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ êðàñíûõ
êâàðêèíî íå ðàçäåëÿåòñÿ íà äâå ñèñòåìû, êîòîðûå îò-
íîñèëèñü áû ê ðàçíûì ÷àñòèöàì � âåðõíåé è íèæíåé.
Ñëåäîâàòåëüíî, êðàñíîå êâàðêèíî ïðåäñòàâëåíî îäíîé
÷àñòèöåé ñ ÷åòûðåõêîìïîíåíòíîé âîëíîâîé ôóíêöè-
åé.

IV. ÒÀÁËÈÖÀ ÃÈÏÎÒÅÒÈ×ÅÑÊÈÕ
ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÛÕ ×ÀÑÒÈÖ �

ÊÂÀÐÊÈÍÎ

Â Ãëàâå 4.12. ïîêàçàíî, ÷òî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ñè-
íèõ êâàðêèíî â ñòàíäàðòíîì ïðåäñòàâëåíèè ðàñïàäà-
åòñÿ íà äâå äâóõ êîìïîíåíòíûå âîëíîâûå ôóíêöèè, òî
åñòü ýòè êâàðêèíî ïðåäñòàâëåíû âåðõíåé è íèæíåé ÷à-
ñòèöàìè. Â Ãëàâàõ 4.13. è 4.14. ïîêàçàíî, ÷òî, â îòëè-
÷èå îò ñèíèõ êâàðêèíî, âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ æåëòûõ è
êðàñíûõ êâàðêèíî â ñòàíäàðòíîì ïðåäñòàâëåíèè îñòà-
åòñÿ ÷åòûðåõêîìïîíåíòíîé, òî åñòü ñèíèå êâàðêèíî
ïðåäñòàâëåíû îäíîé ÷àñòèöåé â êàæäîì ïîêîëåíèè.
Îòñþäà èìååì ñëåäóþùóþ òàáëèöó êâàðêèíî.

1. Êâàðêèíî ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ

êâàðêèíî ñèíèå æåëòûå êðàñíûå

âåðõíèå Ub
íèæíèå Db Dy Dr

2. Êâàðêèíî âòîðîãî ïîêîëåíèÿ

êâàðêèíî ñèíèå æåëòûå êðàñíûå

âåðõíèå Cb
íèæíèå Sb Sy Sr

3. Êâàðêèíî òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ

êâàðêèíî ñèíèå æåëòûå êðàñíûå

âåðõíèå Tb
íèæíèå Bb By Br

V. ÂÛÂÎÄÛ ÏÎ ÃËÀÂÅ

� Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ íåðåëÿòèâèñòñêîãî êðàñíîãî
êâàðêèíî åñòü âåêòîð àëãåáðû Qs3.

� Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ êðàñíîãî êâàðêèíî îäíîãî
ïîêîëåíèÿ åñòü âåêòîð àëãåáðû Qsr.

� Âîëíîâûå ôóíêöèè êðàñíûõ êâàðêèíî ðàçíûõ
ïîêîëåíèé îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà öèêëè÷å-
ñêîé ïåðåñòàíîâêîé òðåõ îáðàçóþùèõ áàçèñíûõ
âåêòîðîâ.

� Êîìïîíåíòû âîëíîâîé ôóíêöèè Ψ0+Ψ34, Ψ123+
Ψ124, Ψ123 − Ψ124, Ψ0 − Ψ34 îòíîñÿòñÿ ê îäíî-
ìó êðàñíîìó êâàðêèíî. Ýòîò âûâîä ñëåäóåò èç
òîãî, ÷òî ïîëó÷åííûå êâàíòîâûå óðàâíåíèÿ äëÿ
êðàñíûõ êâàðêèíî â ñòàíäàðòíîì ïðåäñòàâëíå-
íèè íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå äâóõ ñèñòåì óðàâ-
íåíèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îòíîñèëàñü áû ê äâóõ-
êîìïîíåíòíîé âîëíîâîé ôóíêöèè.

� Óñòàíîâëåíà ñëåäóþùàÿ îðãàíèçàöèÿ âîëíîâîé
ôóíêöèè êðàñíîãî êâàðêèíî ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ.
Êîìïîíåíòû âîëíîâîé ôóíêöèè ψA, ãäå A ïðè-
íèìàåò çíà÷åíèÿ

32, 13, 21, 0, 42, 14, 1324, 34, 1, 2, 3, 123, 134, 234, 4, 124,

ðàçáèâàþòñÿ íà ÷åòûðå ÷àñòè:

φ1 = Ψ0
(ψ32, ψ13, ψ21, ψ0)+Ψ34

(ψ42, ψ14, ψ1324, ψ34) ,

φ2 = Ψ123
(ψ1, ψ2, ψ3, ψ123)+Ψ124

(ψ134, ψ234, ψ4, ψ124) ,

χ1 = Ψ123
(ψ1, ψ2, ψ3, ψ123)−Ψ124

(ψ134, ψ234, ψ4, ψ124) ,

χ2 = Ψ0
(ψ32, ψ13, ψ21, ψ0)−Ψ34

(ψ42, ψ14, ψ1324, ψ34) .

� Êîìïîíåíòû âîëíîâûõ ôóíêöèé êðàñíûõ êâàð-
êèíî âòîðîãî è òðåòüåãî ïîêîëåíèé îòëè÷àþòñÿ
îò âûøåïðèâåäåííûõ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâ-
êîé ïðîñòðàíñòâåííûõ èíäåêñîâ:

äëÿ êðàñíîãî êâàðêèíî âòîðîãî ïîêîëåíèÿ

3 → 2 , 2 → 1 , 1 → 3 ;

äëÿ êðàñíîãî êâàðêèíî òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ

3 → 1 , 2 → 3 , 1 → 2 .
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ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ëåïòèíî

I. ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÛÅ ÇÀÌÅ×ÀÍÈß

Ëîãèêà äèàãðàìì Þíãà çàñòàâëÿåò ââåñòè â ðàñ-
ñìîòðåíèå ãèïîòåòè÷åñêèå ôóíäàìåíòàëüíûå ÷àñòè-
öû, ñóïåðñèììåòðè÷íûå ëåïòîíàì, íàçâàííûå ëåïòè-
íî.
Àëãåáðà äåéñòâèÿ ëåïòèíî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷à-

åì àëãåáðû äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö S, äëÿ
êîòîðîãî îäíà ÷àñòü ïðîèçâåäåíèé áàçèñíûõ âåêòîðîâ
îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà àíòèêîììóòàòèâíà, à äðó-
ãàÿ ÷àñòü � êîììóòàòèâíà. Òàêæå àëãåáðà ïðîñòðàí-
ñòâà-âðåìåíè ëåïòèíî åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé àëãåáðû
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö X.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû î÷åâèäíî âûäåëèòü ýòîò ñëó÷àé,

äëÿ àëãåáðû ëåïòèíî (äåéñòâèÿ è ïðîñòðàíñòâà-âðå-
ìåíè) ââåäåì äðóãîå îáîçíà÷åíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ.
Âìåñòî îáîçíà÷åíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ e ââåäåì îáî-
çíà÷åíèå κ, à âìåñòî E ââåäåì îáîçíà÷åíèå K. Êðî-
ìå òîãî, ââåäåì ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå äëÿ àëãåáðû
äåéñòâèÿ ëåïòèíî Cs è ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå äëÿ
àëãåáðû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ëåïòèíî XC

s.
Ýòà Ãëàâà îòíîñèòñÿ ê ëåïòèíî, êîòîðûå íàçâàíû

íåðåëÿòèâèñòñêèìè. Ýòî íàçâàíèå íå îçíà÷àåò, ÷òî
ðàññìàòðèâàþòñÿ ëåïòèíî, äâèæóùèåñÿ ñ ñêîðîñòüþ,
ìíîãî ìåíüøåé ñêîðîñòè ñâåòà. Ýòî íàçâàíèå îçíà-
÷àåò, ÷òî ðàññìàòðèâàþòñÿ ëåïòèíî, â ôîðìèðîâàíèè
âîëíîâîé ôóíêöèè êîòîðûõ íå ó÷àñòâóþò âðåìåíè-
ïîäîáíûå êîìïîíåíòû, òî åñòü îáðàçóþùåå ïðîñòðàí-
ñòâî àëãåáðû äåéñòâèÿ òàêèõ ëåïòèíî ïîëàãàåòñÿ ïî-
äîáíûì ãåîìåòðè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó.

II. ÀËÃÅÁÐÀ ÄÅÉÑÒÂÈß ËÅÏÒÈÍÎ.
ÍÀ×ÀËÜÍÛÅ ÑÂÅÄÅÍÈß

Íàñòîÿùàÿ Ãëàâà ïîñâÿùåíà àëãåáðå äåéñòâèÿ íåðå-
ëÿòèâèñòñêèõ ëåïòèíî Cs3, îáðàçóþùèì ïðîñòðàí-
ñòâîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî, ïîäîáíîå ãåî-
ìåòðè÷åñêîìó, ñ áàçèñíûìè âåêòîðàìè

κ1 ≡ e1 , κ2 ≡ e2 , κ3 ≡ e3 .

Íà ëåïòèíî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñèñòåìîîáðàçóþùèé
ïîñòóëàò, èçëîæåííûé â Ãëàâå 4.2. Ðàçäåë III., ñîãëàñ-
íî êîòîðîìó êàæäîé ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòèöå ìîæ-
íî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå äâå àíàëîãè÷íûå ôóí-
äàìåíòàëüíûå ÷àñòèöû. Èòîãî èìååì òðè àíàëîãè÷-
íûå ôóíäàìåíòàëüíûå ÷àñòèöû, êîòîðûå îáúåäèíåíû
â îäíó ãðóïïó. Î òðåõ àíàëîãè÷íûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ
÷àñòèöàõ, ïðèíàäëåæàùèõ îäíîé ãðóïïå, ãîâîðÿò êàê
î òðåõ ÷àñòèöàõ ðàçíûõ ïîêîëåíèé ýòîé ãðóïïû � ÷à-
ñòèöå ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ, ÷àñòèöå âòîðîãî ïîêîëåíèÿ
è ÷àñòèöå òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ,

1. Àëãåáðà äåéñòâèÿ è ïîêîëåíèÿ ëåïòèíî

Àëãåáðà äåéñòâèÿ íåðåëÿòèâèñòñêèõ ëåïòèíî âêëþ-
÷àåò â ñåáÿ òðè àëãåáðû, îòëè÷àþùèåñÿ ïðàâèëàìè ïå-
ðåñòàíîâêè ñîìíîæèòåëåé â ïðîèçâåäåíèÿõ áàçèñíûõ
âåêòîðîâ îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà. Êàæäàÿ èç òðåõ
àëãåáð ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ïîêîëåíèþ ëåïòèíî.

1.1. Àëãåáðà äåéñòâèÿ ëåïòèíî ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ

Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì IV.4 Ãëàâû 3.4 âîëíî-
âàÿ ôóíêöèÿ ëåïòèíî ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ îïðåäåëåíà
ñëåäóþùåé äèàãðàììîé Þíãà:

-
1 2 3

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè äëÿ
ãåîìåòðè÷åñêèõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ àëãåáðû ëåïòèíî

12 = 21 , 13 = 31 , 23 = 32 .

Â ðåçóëüòàòå ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷àñòü âîëíîâîé
ôóíêöèè ëåïòèíî èìååò âèä

ψ = e0 ψ
0 + ea ψ

a + e⟨ab⟩ ψ
⟨ab⟩ + e⟨123⟩ ψ

⟨123⟩ .

Â ðàçâåðíóòîì âèäå óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè
äëÿ ïðèíÿòîãî îáîçíà÷åíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ áàçèñíûõ
âåêòîðîâ çàïèñûâàþòñÿ òàê:

κ2 ◦ κ1 = κ1 ◦ κ2 ,
κ1 ◦ κ3 = κ3 ◦ κ1 , (1)

κ3 ◦ κ2 = κ2 ◦ κ3 .

Ïåðåïèøåì âîëíîâóþ ôóíêöèþ ëåïòèíî ñ ó÷åòîì
ïðèíÿòîãî ïåðåîáîçíà÷åíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ è ïðè-
íÿòîãî ïîðÿäêà èíäåêñîâ ñëàãàåìûõ êîìïîíåíò âåêòî-
ðà ψ

(32, 13, 21, 0, 1, 2, 3, 123) .

Ïîëó÷èì

ψ = κ32 ψ
32 + κ13 ψ

13 + κ21 ψ
21 + κ0 ψ

0 +

+ κ1 ψ
1 + κ2 ψ

2 + κ3 ψ
3 + κ123 ψ

123 (2)

èëè â êîìïàêòíîé çàïèñè

ψ = κA ψ
A ,

ãäå èíäåêñ A ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ

A ∼ (32, 13, 21, 0, 1, 2, 3, 123) .

Àëãåáðó, âêëþ÷àþùóþ ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøå-
íèÿ (1) è óêàçàííûé ïîðÿäîê èíäåêñîâ, ïîñòàâèì â
ñîîòâåòñòâèå ëåïòèíî ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ è áóäåì îáî-
çíà÷àòü Cs(1).
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1.2. Àëãåáðà äåéñòâèÿ ëåïòèíî âòîðîãî ïîêîëåíèÿ

Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì IV.3 Ãëàâû 3.4 âîëíî-
âàÿ ôóíêöèÿ ëåïòèíî âòîðîãî ïîêîëåíèÿ îïðåäåëåíà
ñëåäóþùåé äèàãðàììîé Þíãà:

-
3 1 2

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè äëÿ
ãåîìåòðè÷åñêèõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ àëãåáðû ëåïòèíî

12 = 21 , 13 = 31 , 23 = 32 .

Â ðåçóëüòàòå ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷àñòü âîëíîâîé
ôóíêöèè ëåïòèíî èìååò âèä

ψ = e0 ψ
0 + ea ψ

a + e⟨ab⟩ ψ
⟨ab⟩ + e⟨312⟩ ψ

⟨312⟩ .

Â ðàçâåðíóòîì âèäå óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè
äëÿ ïðèíÿòîãî îáîçíà÷åíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ áàçèñíûõ
âåêòîðîâ çàïèñûâàþòñÿ òàê:

κ2 ◦ κ1 = κ1 ◦ κ2 ,
κ1 ◦ κ3 = κ3 ◦ κ1 , (3)

κ3 ◦ κ2 = κ2 ◦ κ3 .

Ïåðåïèøåì âîëíîâóþ ôóíêöèþ ëåïòèíî ñ ó÷åòîì
ïðèíÿòîãî ïåðåîáîçíà÷åíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ è ïðè-
íÿòîãî ïîðÿäêà èíäåêñîâ ñëàãàåìûõ êîìïîíåíò âåêòî-
ðà ψ

(21, 32, 13, 0, 3, 1, 2, 312) .

Ïîëó÷èì

ψ = κ21 ψ
21 + κ32 ψ

32 + κ13 ψ
13 + κ0 ψ

0 +

+ κ3 ψ
3 + κ1 ψ

1 + κ2 ψ
2 + κ312 ψ

312 (4)

èëè â êîìïàêòíîé çàïèñè

ψ = κA ψ
A ,

ãäå èíäåêñ A ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ

A ∼ (21, 32, 13, 0, 3, 1, 2, 312) .

Àëãåáðó, âêëþ÷àþùóþ óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòà-
íîâêè (3) è óêàçàííûé ïîðÿäîê èíäåêñîâ, ïîñòàâèì â
ñîîòâåòñòâèå ëåïòèíî âòîðîãî ïîêîëåíèÿ è áóäåì îáî-
çíà÷àòü Cs(2).

1.3. Àëãåáðà äåéñòâèÿ ëåïòèíî òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ

Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì IV.3 Ãëàâû 3.4 âîëíî-
âàÿ ôóíêöèÿ ëåïòèíî òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ îïðåäåëåíà
ñëåäóþùåé äèàãðàììîé Þíãà:

-
2 3 1

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè äëÿ
ãåîìåòðè÷åñêèõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ àëãåáðû ëåïòèíî

12 = 21 , 13 = 31 , 23 = 32 .

Â ðåçóëüòàòå ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷àñòü âîëíîâîé
ôóíêöèè ëåïòèíî èìååò âèä

ψ = e0 ψ
0 + ea ψ

a + e⟨ab⟩ ψ
⟨ab⟩ + e⟨312⟩ ψ

⟨312⟩ .

Â ðàçâåðíóòîì âèäå óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè
äëÿ ïðèíÿòîãî îáîçíà÷åíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ áàçèñíûõ
âåêòîðîâ çàïèñûâàþòñÿ òàê:

κ2 ◦ κ1 = κ1 ◦ κ2 ,
κ1 ◦ κ3 = κ3 ◦ κ1 , (5)

κ3 ◦ κ2 = κ2 ◦ κ3 .

Ïåðåïèøåì âîëíîâóþ ôóíêöèþ ëåïòèíî ñ ó÷åòîì
ïðèíÿòîãî ïåðåîáîçíà÷åíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ è ïðè-
íÿòîãî ïîðÿäêà èíäåêñîâ ñëàãàåìûõ êîìïîíåíò âåêòî-
ðà ψ

(13, 21, 32, 0, 2, 3, 1, 231) .

Ïîëó÷èì

ψ = κ13 ψ
13 + κ21 ψ

21 + κ32 ψ
32 + κ0 ψ

0 +

+ κ2 ψ
2 + κ3 ψ

3 + κ1 ψ
1 + κ231 ψ

231 (6)

èëè â êîìïàêòíîé çàïèñè

ψ = κA ψ
A ,

ãäå èíäåêñ A ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ

A ∼ (13, 21, 32, 0, 2, 3, 1, 231) .

Àëãåáðó, âêëþ÷àþùóþ óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòà-
íîâêè (5) è óêàçàííûé ïîðÿäîê èíäåêñîâ, ïîñòàâèì
â ñîîòâåòñòâèå ëåïòèíî òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ è áóäåì
îáîçíà÷àòü Cs(3).
Àëãåáðû Cs(1), Cs(2), Cs(3), ïîñòàâëåííûå â ñîîò-

âåòñòâèå òðåì ïîêîëåíèÿì ëåïòèíî, ñîäåðæàò êîììó-
òàòèâíûå ñîñåäíèå ïåðåñòàíîâêè ãåîìåòðè÷åñêèõ áà-
çèñíûõ âåêòîðîâ. Ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî ýòî ñîâïàäå-
íèå ïðèâåäåò ê ñîâïàäåíèþ ðÿäà äèíàìè÷åñêèõ õàðàê-
òåðèñòèê ïîêîëåíèé ëåïòèíî.
Îò àëãåáðû Cs(1) ìîæíî ïåðåéòè ê àëãåáðå Cs(2)

è çàòåì ê àëãåáðå Cs(3), âûïîëíÿÿ öèêëè÷åñêóþ ïå-
ðåñòàíîâêó èíäåêñîâ 1, 2, 3, íóìåðóþùèõ êîìïîíåí-
òû ãåîìåòðè÷åñêîãî âåêòîðà. Òàêèì îáðàçîì, ïåðåõîä
îò âîëíîâûõ ôóíêöèé ëåïòèíî îäíîãî ïîêîëåíèÿ ê
âîëíîâûì ôóíêöèÿì ëåïòèíî äðóãèõ ïîêîëåíèé îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé èíäåêñîâ,
íóìåðóþùèõ êîìïîíåíòû ãåîìåòðè÷åñêîãî âåêòîðà.
Ïðè ýòîì ñàìî ÷èñëî ïîêîëåíèé ëåïòèíî ðàâíî ðàç-
ìåðíîñòè ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, òî åñòü òðåì.
Çäåñü íåîáõîäèìî âñïîìíèòü, ÷òî ïåðåõîä îò âîëíî-
âûõ ôóíêöèé ëåïòîíîâ, êâàðêîâ è êâàðêèíî îäíîãî
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ïîêîëåíèÿ ê âîëíîâûì ôóíêöèÿì ëåïòîíîâ, êâàð-
êîâ è êâàðêèíî äðóãèõ ïîêîëåíèé îñóùåñòâëÿåòñÿ
öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé èíäåêñîâ, íóìåðóþùèõ
êîìïîíåíòû ãåîìåòðè÷åñêîãî âåêòîðà, à ñàìî ÷èñëî
ïîêîëåíèé ëåïòîíîâ, êâàðêîâ è êâàðêèíî ðàâíî ðàç-
ìåðíîñòè ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Òàêèì îáðà-
çîì, ìû èìååì åäèíóþ òî÷êó çðåíèÿ, îáúÿñíÿþùóþ
êàê ñóùåñòâîâàíèå ïîêîëåíèé ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷à-
ñòèö, òàê è èõ ÷èñëî. Íàëè÷èå òàêîé òî÷êè çðåíèÿ
ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ïîñòðîåíèÿ åäèíîé
òåîðèè âçàèìîäåéñòâèé.

2. Àëãåáðà äåéñòâèÿ íèæíèõ è âåðõíèõ ëåïòèíî

Çäåñü íåîáõîäèìî âñïîìíèòü ñèòóàöèþ, ñ êîòîðîé
ìû ñòîëêíóëèñü ïðè îïèñàíèè ëåïòîíîâ. Â Ãëàâå 4.2.
Ðàçäåë X. ìû óñòàíîâèëè, ÷òî àëãåáðà Êëèôôîðäà C3

ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé äåéñòâèÿ ëåïòîíîâ îäíîãî ïîêîëå-
íèÿ. Íàøè ðàññóæäåíèÿ âêëþ÷àëè äâà ýòàïà. Ñíà÷àëà
ìû îáîáùèëè àëãåáðó C3 äî àëãåáðû ðåëÿòèâèñòñêèõ
ëåïòîíîâ C4, à çàòåì çàïèñàëè êâàíòîâîå óðàâíåíèå
äëÿ ýòîé àëãåáðû. Îêàçàëîñü, ÷òî óðàâíåíèå ðàñïà-
äàåòñÿ íà äâå íåçàâèñèìûå ñèñòåìû óðàâíåíèé, îäíà
èç êîòîðûõ îòíîñèòñÿ ê âåðõíåìó, à äðóãàÿ ê íèæíå-
ìó ëåïòîíàì îäíîãî ïîêîëåíèÿ. Åñëè äîïóñòèòü åäè-
íóþ òî÷êó çðåíèÿ íà àëãåáðàè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ôóí-
äàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö, òî íóæíî ñ÷èòàòü, ÷òî àëãåáðà
ëåïòèíî Cs3 ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé äåéñòâèÿ ëåïòèíî îä-
íîãî ïîêîëåíèÿ, ïðè÷åì ïîñëå òîãî, êàê àëãåáðà Cs3
áóäåò îáîáùåíà äî àëãåáðû ðåëÿòèâèñòñêèõ ëåïòèíî
Cs4 è äëÿ íåå áóäóò çàïèñàíû êâàíòîâûå óðàâíåíèÿ,
âîçìîæíû äâà âàðèàíòà óêàçàííûõ óðàâíåíèé.
Ïåðâûé � ýòè óðàâíåíèÿ ðàñïàäàþòñÿ íà äâå íåçà-

âèñèìûõ ñèñòåìû óðàâíåíèé. Â ýòîì ñëó÷àå îäíà èç
ñèñòåì îòíîñèòñÿ ê âåðõíåé ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòè-
öå ðàññìàòðèâàåìîãî ïîêîëåíèÿ, à äðóãàÿ ê íèæíåé
÷àñòèöå ýòîãî ïîêîëåíèÿ.
Âòîðîé � êâàíòîâûå óðàâíåíèÿ íå ðàñïàäàþòñÿ íà

äâå íåçàâèñèìûõ ñèñòåìû óðàâíåíèé. Â ýòîì ñëó÷àå
ïîêîëåíèå ïðåäñòàâëåíî îäíîé ÷àñòèöåé.
Íàëè÷èå òàêîé òî÷êè çðåíèÿ íà àëãåáðàè÷åñêóþ

ñòðóêòóðó ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö îäíîãî ïîêîëå-
íèÿ ÿâëÿåòñÿ âåñüìà æåëàòåëüíûì ñ ïîçèöèè åäèíîãî
ïîäõîäà ê ôóíäàìåíòàëüíûì ÷àñòèöàì. Èìåííî ýòó
òî÷êó çðåíèÿ ìû ïðîâîäèì, ïîñòóëèðóÿ âûøåóêàçàí-
íîå ñîîòâåòñòâèå àëãåáð è ïîêîëåíèé ëåïòèíî.

III. ÀËÃÅÁÐÀ ËÅÏÒÈÍÎ (Cs, XC
s)

Èòàê, êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà (Cs, XC
s) åñòü àëãåá-

ðà äåéñòâèÿ è àëãåáðà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ãèïîòå-
òè÷åñêèõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö � ëåïòèíî. Óêà-
æåì áàçèñíûå âåêòîðû êîììóòàòèâíîé àëãåáðû è ïðà-
âèëà óìíîæåíèÿ, êîòîðûì îíè ïîä÷èíÿþòñÿ.

� κ0 � áàçèñíûé âåêòîð ñêàëÿðíîé ÷àñòè âåêòîðîâ.
Ýòîò áàçèñíûé âåêòîð íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò

ñîîòâåòñòâóþùåãî âåêòîðà ε0 àëãåáðû C. Îäíà-
êî ìû èñïîëüçóåì äðóãîå îáîçíà÷åíèå äëÿ òîãî,
÷òîáû ïîä÷åðêíóòü ïðèíàäëåæíîñòü ýòîãî âåê-
òîðà äðóãîé àëãåáðå. Äëÿ κ0 èìååò ìåñòî ïðàâè-
ëî óìíîæåíèÿ

κ0 ◦ κ0 = κ0 .

� Îáðàçóþùèå âåêòîðû κa, ãäå èíäåêñ a ïðîáåãàåò
çíà÷åíèÿ îò 1 äî 3. Íóæíî èìåòü â âèäó, ÷òî îá-
ðàçóþùåå ïðîñòðàíñòâî äëÿ àëãåáð Cs3 è C3 îäè-
íàêîâî. Ïîýòîìó âåêòîðû κa ñîâïàäàþò ñ âåêòî-
ðàìè εa. ×èñëî âåêòîðîâ κa ðàâíî òðåì. Äëÿ íèõ
èìåþò ìåñòî ïðàâèëà óìíîæåíèÿ

κa ◦ κ0 = κ0 ◦ κa = κa .

κa ◦ κa = sign(κa)
2 · κ0 ,

ãäå

sign(κ1)
2 = sign(κ2)

2 = sign(κ3)
2 = 1 .

� Âåêòîðû

κab = κa ◦ κb .

Çäåñü a ̸= b. ×èñëî ýòèõ âåêòîðîâ ðàâíî ÷èñëó
ñî÷åòàíèé èç ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ ïî äâà

C2
3 = 3 .

Äëÿ ýòèõ âåêòîðîâ âûïîëíÿåòñÿ ïðàâèëî ïåðå-
ñòàíîâêè èíäåêñîâ è ñîîòâåòñòâåííî ñîìíîæèòå-
ëåé � óñëîâèå êîììóòàòèâíîñòè (óñëîâèÿ êîììó-
òàòèâíîñòè ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè)

κab = κba .

Ïðàâèëà óìíîæåíèÿ, â êîòîðûõ ó÷àñòâóþò ýòè
âåêòîðû, ñëåäóþò èç óñëîâèé àññîöèàòèâíîñòè è
êîììóòàòèâíîñòè. Â ÷àñòíîñòè,

κab ◦ κab = κa ◦ (κb ◦ κb) ◦ κa =

= sign(κa)
2 · sign(κb)2 · κ0 .

Îòñþäà èìååì

κ21 ◦ κ21 = κ0 , κ32 ◦ κ32 = κ0 , κ13 ◦ κ13 = κ0 .

� Âåêòîðû

κabc = κa ◦ κb ◦ κc .

Çäåñü

a ̸= b , a ̸= c , b ̸= c .
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Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî ýòèõ âåêòîðîâ ðàâíî ÷èñ-
ëó ñî÷åòàíèé èç òðåõ ýëåìåíòîâ ïî òðè

C3
3 = 1 .

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ïåðåñòàíîâêå èíäåêñîâ â âèäó
êîììóòàòèâíîñòè ñîìíîæèòåëåé çíàê íå ìåíÿåò-
ñÿ:

κabc = κbca = κcab = κbac = κacb = κcba .

Èç óêàçàííûõ çàêîíîâ òàêæå ñëåäóåò

κabc ◦ κabc = κa ◦ (κb ◦ (κc ◦ κc) ◦ κb) ◦ κa =

= sign(κa)
2 · sign(κb)2 · sign(κc)2 · κ0 .

Îòêóäà

κ123 ◦ κ123 = κ0 .

Êàê îáû÷íî â ñëó÷àå, êîãäà íåîáõîäèìî ïîä÷åðê-
íóòü ðàçìåðíîñòü îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà êîììó-
òàòèâíîé àëãåáðû, áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå
Cs3 âìåñòî îáîçíà÷åíèÿ Cs. Ýòî îñîáåííî ïîëåçíî ïðè
âûäåëåíèè ïîäàëãåáðû. Òàê ïîäàëãåáðó ñ äâóìÿ îá-
ðàçóþùèìè áàçèñíûìè âåêòîðàìè (íàïðèìåð, κ1, κ2),
óäîáíî îáîçíà÷àòü Cs2.

1. Äåëåíèå â àëãåáðå Cs

Â àëãåáðå Cs îïðåäåëåíî äåëåíèå. Ðàññìîòðèì âû-
÷èñëåíèå îáðàòíîãî âåêòîðà íà ïðèìåðå àëãåáðû Cs2,
ïîñòðîåííîé íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ κ0, κ1, κ2, κ21. Äëÿ
âåêòîðà

x = κ0 x
0 + κ1 x

1 + κ2 x
2 + κ21 x

21

îïðåäåëèì îáðàòíûé âåêòîð

x−1 = κ0 (x
−1)0 + κ1 (x

−1)1 + κ2 (x
−1)2 + κ21 (x

−1)21

èç óñëîâèÿ

x ◦ x−1 = κ0 .

Ñäåëàåì ýòî â äâà ýòàïà. Ñíà÷àëà îïðåäåëèì âåêòîð

x′ = κ0 (x
′)0 + κ1 (x

′)1 + κ2 (x
′)2 + κ21 (x

′)21

èç óñëîâèÿ

x ◦ x′ ∈ IR .

Â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî âûðàæåíèÿ èìååì âåêòîð

κ0 x
0 (x′)0 + κ1 x

0 (x′)1 + κ2 x
0 (x′)2 + κ21 x

0 (x′)21+

+κ1 x
1 (x′)0 + κ0 x

1 (x′)1 + κ21 x
1 (x′)2 + κ2 x

1 (x′)21+

+κ2 x
2 (x′)0 + κ21 x

2 (x′)1 + κ0 x
2 (x′)2 + κ1 x

1 (x′)21+

+κ21 x
21 (x′)0+κ2 x

21 (x′)1+κ1 x
21 (x′)2+κ0 x

21 (x′)21.

Ïðèíÿòîå óñëîâèå ðàâíîñèëüíî ðåøåíèþ ñèñòåìû
óðàâíåíèé

x0 (x′)1 + x1 (x′)0 + x21 (x′)2 + x1 (x′)21 = 0 ,

x21 (x′)1 + x2 (x′)0 + x0 (x′)2 + x1 (x′)21 = 0 ,

x2 (x′)1 + x21 (x′)0 + x1 (x′)2 + x0 (x′)21 = 0 .

Òàê êàê ÷èñëî óðàâíåíèé ìåíüøå ÷èñëà íåèçâåñò-
íûõ, ìîæíî ïîëîæèòü (x′)0 = x0. Â ðåçóëüòàòå ïîëó-
÷èì

(x′)1 = −x1
(x0)2 − (x1)2 + (x2)2 + (x21)2 − 2 x0 x2 x21

x1

(x0)2 − (x1)2 − (x2)2 − (x21)2 + 2 x1 x2 x21

x0

,

(x′)2 = −x2
(x0)2 + (x1)2 − (x2)2 + (x21)2 − 2 x0 x1 x21

x2

(x0)2 − (x1)2 − (x2)2 − (x21)2 + 2 x1 x2 x21

x0

,

(x′)21 = −x21
(x0)2 + (x1)2 + (x2)2 − (x21)2 − 2 x0 x1 x2

x21

(x0)2 − (x1)2 − (x2)2 − (x21)2 + 2 x1 x2 x21

x0

.

Äëÿ îáðàòíîãî âåêòîðà èìååì

x−1 =
κ0 x

0 + κ1 (x
′)1 + κ2 (x

′)2 + κ21 (x
′)21

(x0)2 + x1 (x′)1 + x2 (x′)2 + x21 (x′)21
.

2. Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû êîììóòàòèâíîé
àëãåáðû Cs

3

Äàëåå áóäåì îòòàëêèâàòüñÿ îò Ðàçäåëà I. Ãëàâû 4.2.
Äëÿ àëãåáðû Êëèôôîðäà âñëåäñòâèå àíòèêîììóòà-
òèâíîñòè óìíîæåíèÿ öåëåñîîáðàçíî ââåñòè äâà óìíî-
æåíèÿ � ïðàâîå è ëåâîå. Ïðàâîé è ëåâîé ðàçíîâèä-
íîñòÿì àëãåáðû Êëèôôîðäà ñîîòâåòñòâóþò ïðàâûå è
ëåâûå ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû, ïðàâûå è ëåâûå äèíà-
ìè÷åñêèå ïàðàìåòðû. Âñëåäñòâèå íåêîììóòàòèâíîñòè
óìíîæåíèÿ ïðàâûå è ëåâûå äèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû
ëåïòîíîâ ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íû.
Â îòëè÷èå îò àëãåáðû Êëèôôîðäà (àëãåáðû ëåïòî-

íîâ) â êîììóòàòèâíîé àëãåáðå Cs (àëãåáðå ëåïòèíî)
ïðàâîå è ëåâîå óìíîæåíèÿ èäåíòè÷íû. Ïîýòîìó çàêî-
íû óìíîæåíèÿ

κK ◦ κI = κL · rCLKI (7)

è

κI ◦ κK = κL · lCLKI (8)

ýêâèâàëåíòíû, à

rC
L
KI = lC

L
KI .

Òàêèì îáðàçîì, êîíòðàâàðèàíòíàÿ êîììóòàòèâíàÿ
àëãåáðà Cs íå ðàçäåëÿåòñÿ íà äâå ìîäèôèêàöèè � ïðà-
âóþ è ëåâóþ. Ïîýòîìó äëÿ ëåïòèíî ïðàâûå è ëåâûå
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äèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ äî
ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ.
Ïðè îïèñàíèè àíòèëåïòèíî íåîáõîäèìî ïåðåéòè îò

êîíòðàâàðèàíòíîé êîììóòàòèâíîé àëãåáðû Cs ê êîâà-
ðèàíòíîé (ñîïðÿæåííîé) êîììóòàòèâíîé àëãåáðå Cs∗.
Áàçèñíûå âåêòîðû êîâàðèàíòíîé àëãåáðû Cs∗ îáîçíà-
÷åíû ÷åðåçKI . Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ çàêîí óìíîæåíèÿ
â êîâàðèàíòíîé (ñîïðÿæåííîé) êîììóòàòèâíîé àëãåá-
ðå Cs∗ çàïèñûâàåòñÿ ëèáî

KK ◦KI = rC
IK
LK

L , (9)

ëèáî

KI ◦KK = lC
IK
LK

L . (10)

Îáà çàêîíà ýêâèâàëåíòíû, òàê êàê â ñèëó êîììóòà-
òèâíîñòè óìíîæåíèÿ

rC
IK
L = lC

IK
L .

Ïîñêîëüêó äëÿ íåðåëÿòèâèñòñêîé êîììóòàòèâíîé
àëãåáðû

gIK = δIK ,

ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû CLKI êîíòðàâàðèàíòíîé êîì-
ìóòàòèâíîé àëãåáðû Cs3 è ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû CIKL
êîâàðèàíòíîé (ñîïðÿæåííîé) êîììóòàòèâíîé àëãåáðû
Cs∗3 ñîâïàäàþò. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â íåðåëÿòèâèñò-
ñêîì ïðèáëèæåíèè ëåïòèíî è àíòèëåïòèíî � ýòî îäíà
è òà æå ÷àñòèöà.
Èç âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî â îòëè÷èå îò íåêîì-

ìóòàòèâíûõ àëãåáð, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ÷åòûðå
íàáîðà ñòðóêòóðíûõ ìàòðèö, äëÿ êîììóòàòèâíîé àë-
ãåáðû ñóùåñòâóåò îäèí íàáîð ñòðóêòóðíûõ ìàòðèö.
Äàëåå ðàññìîòðèì ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû, êîòîðû-

ìè ïðåäñòàâëÿþòñÿ áàçèñíûå âåêòîðû êîììóòàòèâíîé
àëãåáðû Cs:

κI ∼ CLKI .

Íîìåð ñòðóêòóðíîé ìàòðèöû I åñòü èíäåêñ áàçèñ-
íîãî âåêòîðà, êîòîðûé ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí ýòîé
ìàòðèöåé.
Èç âûðàæåíèÿ (7) ñëåäóåò àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ

ñòðóêòóðíûõ ìàòðèö, ñîîòâåòñòâóþùèõ áàçèñíûì
âåêòîðàì. Ñíà÷àëà íóæíî óñòàíîâèòü íîìåð ñòðóê-
òóðíîé ìàòðèöû (I) â ñîîòâåòñòâèè ñ íîìåðîì áàçèñ-
íîãî âåêòîðà, çàòåì äëÿ êàæäîãî ñòîëáöà ìàòðèöû
(K) ïðîäåëàòü ñëåäóþùèå âû÷èñëåíèÿ. Áàçèñíûé âåê-
òîð κK , íîìåð êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ íîìåðîì ñòîëáöà
ìàòðèöû, íóæíî óìíîæèòü ñïðàâà íà áàçèñíûé âåê-
òîð κI , íîìåð êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ íîìåðîì ñòðóê-
òóðíîé ìàòðèöû. Äàëåå íóæíî îïðåäåëèòü áàçèñíûé
âåêòîð κL, íà êîòîðûé ïðîåöèðóåòñÿ ýòî ïðîèçâåäå-
íèå, è ÷èñëåííîå çíà÷åíèå ïðîåêöèè. Òîãäà íîìåð
(L) óêàçàííîãî áàçèñíîãî âåêòîðà îïðåäåëèò íîìåð
ñòðîêè, íà ïåðåñå÷åíèè êîòîðîé ñ ðàññìàòðèâàåìûì
ñòîëáöîì íåîáõîäèìî ïîñòàâèòü óêàçàííîå ÷èñëåííîå
çíà÷åíèå ïðîåêöèè.

Òåïåðü âû÷èñëèì ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû CLKI àë-
ãåáðû Cs3 ïî ïðèâåäåííîìó àëãîðèòìó äëÿ ïðèíÿòîãî
ðàíåå ïîðÿäêà èíäåêñîâ.
Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ìàòðèö CLKI îò äåéñòâèòåëü-

íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê a-ïðåäñòàâëåíèþ èñïîëüçîâàíû
ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ áëîêîâ 2×2:

1 = 1

1
, a = 1

1
.

Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ìàòðèö CLKI îò a-ïðåäñòàâëåíèÿ
ê A-ïðåäñòàâëåíèþ èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå îáîçíà-
÷åíèÿ äëÿ áëîêîâ 2×2:

11 = 1

1
, A = 1

1
.

κ0 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 1
13 1
21 1
0 1
1 1
2 1
3 1

123 1

= 1

0 123
13 2

1 13

1 0

1 2

1 123

= 1

0 123

11 0

11 123

κ1 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 1
13 1
21 1
0 1
1 1
2 1
3 1

123 1

= a

0 123
13 2

1 13

1 0

1 2

1 123

= a

0 123

A 0

A 123

κ2 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 1
13 1
21 1
0 1
1 1
2 1
3 1

123 1

= 1

0 123
13 2

1 13

1 0

1 2

1 123

= 1

0 123

A 0

A 123

κ3 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 1
13 1
21 1
0 1
1 1
2 1
3 1

123 1

= a

0 123
13 2

1 13

1 0

1 2

1 123

= a

0 123

11 0

11 123
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κ21 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

52 1
13 1
21 1
0 1
1 1
2 1
3 1

123 1

= a

0 123
13 2

1 13

1 0

1 2

1 123

= a

0 123

11 0

11 123

κ13 ∼

13 0 2 123

32 21 1 3

32 1
13 1
21 1
0 1
1 1
2 1
3 1

123 1

= 1

0 123
13 2

1 13

1 0

1 2

1 123

= 1

0 123

A 0

A 123

κ32 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 1
13 1
21 1
0 1
1 1
2 1
3 1

123 1

= a

0 123
13 2

1 13

1 0

1 2

1 123

= a

0 123

A 0

A 123

κ123 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 1
13 1
21 1
0 1
1 1
2 1
3 1

123 1

= 1

0 123
13 2

1 13

1 0

1 2

1 123

= 1

0 123

11 0

11 123

3. Äåéñòâèòåëüíîå ïðåäñòàâëåíèå
êîììóòàòèâíîé àëãåáðû Cs

3

Äåéñòâèòåëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóåò çàïè-
ñè âåêòîðà ψ â ñëåäóþùåì âèäå:

ψ = κ32 ψ
32 + κ13 ψ

13 + κ21 ψ
21 + κ0 ψ

0 +

+ κ1 ψ
1 + κ2 ψ

2 + κ3 ψ
3 + κ123 ψ

123 .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì äåéñòâèòåëüíûå ñòðóêòóð-
íûå ìàòðèöû 8 × 8 ïðåäñòàâëåíèÿ áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ κK (ñì. Ðàçäåë III.). Ïîìèìî äåéñòâèòåëüíîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü a-ïðåäñòàâëåíèå è
A-ïðåäñòàâëåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ êîììóòàòèâíîé
àëãåáðû, óäîáíûå â ñèëó ñâîåé êîìïàêòíîñòè.

4. a-ïðåäñòàâëåíèå êîììóòàòèâíîé àëãåáðû Cs
3

a-ïðåäñòàâëåíèå îñíîâàíî íà ñëåäóþùåì ðàçëîæå-
íèè âåêòîðà:

ψ = κ13 ◦ (κ21 ψ32 + κ0 ψ
13) + κ0 ◦ (κ21 ψ21 + κ0 ψ

0) +

+ κ2 ◦ (κ21 ψ1 + κ0 ψ
2) + κ123 ◦ (κ21 ψ3 + κ0 ψ

123) .

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóåò çàïèñè àëãåáðû
Cs3 â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ Cs2 × Cs1 (çäåñü íèæíèé èí-
äåêñ åñòü ðàçìåðíîñòü îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà).
Áàçèñíûìè âåêòîðàìè àëãåáðû Cs2 ÿâëÿþòñÿ

κ13 , κ0 , κ2 , κ123 ;

áàçèñíûìè âåêòîðàìè àëãåáðû Cs1 ÿâëÿþòñÿ

κ21 , κ0 .

Ïðîñòðàíñòâî Cs1 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðî-
ñòðàíñòâî a-÷èñåë. Äëÿ ýòîãî áàçèñíîìó âåêòîðó κ21
àëãåáðû Cs1 ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå a-åäèíèöó, èìåÿ
â âèäó, ÷òî sign(κ21)

2 = 1, à áàçèñíîìó âåêòîðó κ0
àëãåáðû Cs1 ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå äåéñòâèòåëüíóþ
åäèíèöó

κ21 ∼ a , κ0 ∼ 1 .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì âåêòîð àëãåáðû Cs3 â a-
ïðåäñòàâëåíèè

ψ = κ13 ◦ (aψ32 + ψ13) + κ0 ◦ (aψ21 + ψ0)+

+ κ2 ◦ (aψ1 + ψ2) + κ123 ◦ (aψ3 + ψ123) .
(11)

Òàêèì îáðàçîì, â a-ïðåäñòàâëåíèè êîîðäèíàòû (êîì-
ïîíåíòû) âåêòîðà ÿâëÿþòñÿ ãèïåð÷èñëàìè. Ââåäåì
äëÿ íèõ îáîçíà÷åíèÿ

ψ13 = aψ32 + ψ13 , ψ0 = aψ21 + ψ0 ,

ψ2 = aψ1 + ψ2 , ψ123 = aψ3 + ψ123 .
(12)

Ñ ó÷åòîì ýòîãî âåêòîð ψ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ψ = κ13ψ
13 + κ0ψ

0 + κ2ψ
2 + κ123ψ

123 . (13)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî â a-ïðåäñòàâëåíèè âåêòîð ψ ïðî-
åöèðóåòñÿ íà íàïðàâëåíèÿ κ13, κ0, κ2, κ123.
a-ïðåäñòàâëåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ äàåòñÿ ñòðóê-

òóðíûìè ìàòðèöàìè 4 × 4 (ñì. Ðàçäåë III.). Íàçîâåì
áàçèñíûé âåêòîð κ21 îñíîâíûì â ñâÿçè ñ òåì ïîëî-
æåíèåì, êîòîðîå îí çàíèìàåò â a-ïðåäñòàâëåíèè. Ñ
àëãåáðàè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ íàïðàâëåíèÿ κ13 è κ32
ýêâèâàëåíòíû íàïðàâëåíèþ κ21 è òàêæå ìîãóò áûòü
ïðèíÿòû çà îñíîâíîå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îòëè÷èòü ýòè
ñëó÷àè îò ïðåäûäóùåãî, áóäåì îáîçíà÷àòü a-åäèíèöó
÷åðåç b, åñëè çà îñíîâíîå íàïðàâëåíèå ïðèíÿò âåêòîð
κ13, è îáîçíà÷àòü a-åäèíèöó ÷åðåç c, åñëè çà îñíîâíîå
íàïðàâëåíèå ïðèíÿò âåêòîð κ32. Óêàçàííîå âûäåëåíèå
áàçèñíûõ âåêòîðîâ, ó÷àñòâóþùèõ â a-ïðåäñòàâëåíèè,
ñîîòâåòñòâóåò òðåì ïîêîëåíèÿì ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷à-
ñòèö � ëåïòèíî.



238 ÃËÀÂÀ 4.15 Íåðåëÿòèâèñòñêèå ëåïòèíî. Àëãåáðû äåéñòâèÿ è ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ëåïòèíî

5. A-ïðåäñòàâëåíèå êîììóòàòèâíîé àëãåáðû Cs
3

A-ïðåäñòàâëåíèå ïîäàëãåáðû Cs3 îñíîâàíî íà ðàçëî-
æåíèè âåêòîðà

ψ = (κ32 ψ
32 + κ13 ψ

13 + κ21 ψ
21 + κ0 ψ

0) ◦ κ0 +
+(κ32 ψ

1 + κ13 ψ
2 + κ21 ψ

3 + κ0 ψ
123) ◦ κ123 .

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóåò çàïèñè àëãåáðû
Cs3 â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ Cs1 ×Cs2. Áàçèñíûìè âåêòîðà-
ìè àëãåáðû Cs1 ÿâëÿþòñÿ

κ0 , κ123 ;

áàçèñíûìè âåêòîðàìè àëãåáðû Cs2 ÿâëÿþòñÿ

κ32 , κ13 , κ21 , κ0 .

signκ32 = signκ13 = signκ21 = 1 , signκ0 = 1 .

Ïîñëåäíþþ àëãåáðó íàçîâåì A-àëãåáðîé. Ýòà àëãåá-
ðà àíàëîãè÷íà àëãåáðå êâàòåðíèîíîâ. Äëÿ áàçèñíûõ
âåêòîðîâ èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

a ·A , 1 ·A , a · 11 , 1 · 11 .

Çàìåíèì áàçèñíûå âåêòîðû κ32, κ13, κ21, κ0 ãèïåð-
÷èñëàìè

κ32 ∼ aA ,

κ13 ∼ 1 A ,

κ21 ∼ a 11 ,

κ0 ∼ 1 11 .

Ïîëó÷èì âåêòîð àëãåáðû Cs3 â A-ïðåäñòàâëåíèè

ψ = (aAψ32 + 1 Aψ13 + a 11ψ21 + 1 11ψ0) ◦ κ0 +
+(aAψ1 + 1 Aψ2 + a 11ψ3 + 1 11ψ123) ◦ κ123 .

Òàêèì îáðàçîì, â A-ïðåäñòàâëåíèè êîîðäèíàòû
(êîìïîíåíòû) âåêòîðà ÿâëÿþòñÿ ãèïåð÷èñëàìè. Ââå-
äåì äëÿ íèõ îáîçíà÷åíèå

Ψ0 = aAψ32 + 1 Aψ13 + a 11ψ21 + 1 11ψ0 ,

Ψ123 = aAψ1 + 1 Aψ2 + a 11ψ3 + 1 11ψ123 .
(14)

Ñ ó÷åòîì ýòîãî âåêòîð ψ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ψ = Ψ0 κ0 +Ψ123 κ123 .

Îòñþäà âèäíî, ÷òî â A-ïðåäñòàâëåíèè âåêòîð ψ ïðî-
åöèðóåòñÿ íà íàïðàâëåíèÿ κ0, κ123.

A-ïðåäñòàâëåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ äàåòñÿ ñòðóê-
òóðíûìè ìàòðèöàìè 2× 2 (ñì. Ðàçäåë III.).

6. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë êîììóòàòèâíîñòè
óìíîæåíèÿ

Â ýòîì Ðàçäåëå ïîêàæåì, ÷òî êîììóòàòèâíîñòü
óìíîæåíèÿ â àëãåáðå Cs èíèöèèðóåòñÿ îïðåäåëåí-
íûì äâèæåíèåì â îáðàçóþùåì ïðîñòðàíñòâå. Îäíà-
êî, ïðåæäå ÷åì ðàññìîòðåòü êîììóòàòèâíóþ àëãåáðó
Cs, îáðàòèìñÿ ê àëãåáðå Êëèôôîðäà C è ïîïûòàåìñÿ
âûÿñíèòü ñìûñë àíòèêîììóòàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ â
ýòîé àëãåáðå, à çàòåì ïðèâåäåì àíàëîãè÷íûå ñîîáðà-
æåíèÿ äëÿ êîììóòàòèâíîé àëãåáðû Cs.
Ðàññìîòðèì àëãåáðó Êëèôôîðäà, îáðàçóþùèì ïðî-

ñòðàíñòâîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîñòü, íàòÿíóòàÿ íà
áàçèñíûå âåêòîðû

ε1 , ε2 .

Äëÿ íèõ âûïîëíÿåòñÿ

(ε1)
2 = ε0 , (ε2)

2 = ε0 .

Ïðîèçâåäåíèå îáðàçóþùèõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ îïðå-
äåëÿåò áàçèñíûé âåêòîð

ε12 = ε1 ◦ ε2 .

Äëÿ àëãåáðû Êëèôôîðäà ýòî ïðîèçâåäåíèå àíòè-
êîììóòàòèâíî, òî åñòü ìåíÿåò çíàê ïðè ïåðåñòàíîâêå
ñîìíîæèòåëåé:

ε1 ◦ ε2 = −ε2 ◦ ε1 .

Óìíîæåíèå â ðàññìàòðèâàåìîé àëãåáðå áóäåì çàïè-
ñûâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

εK ◦ εI = εL C
L
KI .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåãóëÿðíûì ïðåäñòàâëåíèåì êàæ-
äîìó áàçèñíîìó âåêòîðó ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåò-
ñòâèå ñòðóêòóðíóþ ìàòðèöó. Â ÷àñòíîñòè, áàçèñíîìó
âåêòîðó ε12 â ïëîñêîñòè (ε1, ε2) ìîæíî ïîñòàâèòü â ñî-
îòâåòñòâèå ìàòðèöó

ε12 ∼
1 2

1 1

-1 2

.

Îòðèöàòåëüíûé çíàê ïåðåä åäèíèöåé â ïîñëåä-
íåì ðÿäó ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì àíòèêîììóòàòèâíîñòè
óìíîæåíèÿ.
Ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå, ÷òî âûøåïðèâåäåííàÿ

ìàòðèöà ãåíåòè÷åñêè ñâÿçàíà ñ ìàòðèöåé ïîâîðîòà
â ïëîñêîñòè (ε1, ε2)

U(φ) ∼
1 2

cosφ sinφ 1

− sinφ cosφ 2

.

À èìåííî ìàòðèöà ïðåäñòàâëåíèÿ áàçèñíîãî âåêòî-
ðà ε12 åñòü ãåíåðàòîð ãðóïïû ïîâîðîòîâ
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ε12 ∼ Kφ =
dU

dφ

∣∣∣
φ=0

=

1 2

1 1

-1 2

.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèâåäåííûå ñîîáðàæåíèÿ ñâÿçûâà-
þò àíòèêîììóòàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ â àëãåáðå Êëèô-
ôîðäà ñ êðóãîâûìè ïîâîðîòàìè â ïëîñêîñòÿõ îáðà-
çóþùåãî ïðîñòðàíñòâà. Îòñþäà ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíûì
óäîáñòâî àëãåáðû Êëèôôîðäà ïðè îïèñàíèè ïîâîðî-
òîâ. Ïîâîðîòû óæå çàïå÷àòëåíû â àëãåáðå Êëèôôîð-
äà ñ ïîìîùüþ àíòèêîììóòàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ.
Ïîýòîìó îïåðàòîð

E12 ∂

∂φ

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïåðàòîð êðóãîâûõ ïîâîðîòîâ â
îáðàçóþùåì ïðîñòðàíñòâå (ñîáñòâåííîì ïðîñòðàí-
ñòâå-âðåìåíè ëåïòîíà). Ïðèìåíÿÿ ýòîò îïåðàòîð ê
âåêòîðó äåéñòâèÿ, ïîëó÷èì ñîáñòâåííûé ìîìåíò èì-
ïóëüñà ëåïòîíà, èëè åãî ñïèí.
Ðàññìîòðåâ òàêèì îáðàçîì àëãåáðó Êëèôôîðäà, îá-

ðàòèìñÿ ê êîììóòàòèâíîé àëãåáðå. Ðàññìîòðèì êîì-
ìóòàòèâíóþ àëãåáðó Cs, îáðàçóþùèì ïðîñòðàíñòâîì
êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîñòü, íàòÿíóòàÿ íà áàçèñíûå
âåêòîðû

κ1 , κ2 .

Äëÿ íèõ âûïîëíÿåòñÿ

(κ1)
2 = κ0 , (κ2)

2 = κ0 .

Ïðîèçâåäåíèå îáðàçóþùèõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ îïðå-
äåëÿåò áàçèñíûé âåêòîð

κ12 = κ1 ◦ κ2 .

Äëÿ êîììóòàòèâíîé àëãåáðû ýòî ïðîèçâåäåíèå êîì-
ìóòàòèâíî, òî åñòü íå ìåíÿåò çíàê ïðè ïåðåñòàíîâêå
ñîìíîæèòåëåé

κ1 ◦ κ2 = κ2 ◦ κ1 .

Óìíîæåíèå â ðàññìàòðèâàåìîé àëãåáðå áóäåì çàïè-
ñûâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

κK ◦ κI = κL C
L
KI .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåãóëÿðíûì ïðåäñòàâëåíèåì êàæ-
äîìó áàçèñíîìó âåêòîðó ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåò-
ñòâèå ñòðóêòóðíóþ ìàòðèöó. Â ÷àñòíîñòè, áàçèñíîìó
âåêòîðó κ12 â ïëîñêîñòè (κ1, κ2) ìîæíî ïîñòàâèòü â
ñîîòâåòñòâèå ìàòðèöó

κ12 ∼
1 2

1 1

1 2

.

Ïîëîæèòåëüíûå çíàêè ïåðåä åäèíèöàìè ÿâëÿþòñÿ
ñëåäñòâèåì êîììóòàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ.
Ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå, ÷òî âûøåïðèâåäåííàÿ

ìàòðèöà ãåíåòè÷åñêè ñâÿçàíà ñ ìàòðèöåé ãèïåðáî-
ëè÷åñêîãî ïîâîðîòà â ïëîñêîñòè (κ1, κ2)

U(ψ) ∼
1 2

coshψ sinhψ 1

sinhψ coshψ 2

.

À èìåííî ìàòðèöà ïðåäñòàâëåíèÿ áàçèñíîãî âåêòî-
ðà κ12 åñòü ãåíåðàòîð ãðóïïû ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïîâî-
ðîòîâ

κ12 ∼ Kψ =
dU

dψ

∣∣∣
ψ=0

=

1 2

1 1

1 2

.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèâåäåííûå ñîîáðàæåíèÿ ñâÿçûâà-
þò êîììóòàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ â àëãåáðå Cs ñ ãèïåð-
áîëè÷åñêèìè ïîâîðîòàìè â ïëîñêîñòÿõ îáðàçóþùåãî
ïðîñòðàíñòâà.1

Ïîýòîìó îïåðàòîð

κ12
∂

∂ψ

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïåðàòîð ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïîâî-
ðîòîâ â îáðàçóþùåì ïðîñòðàíñòâå (ñîáñòâåííîì ïðî-
ñòðàíñòâå-âðåìåíè ëåïòèíî). Ïðèìåíÿÿ ýòîò îïåðàòîð
ê âåêòîðó äåéñòâèÿ, ïîëó÷èì íîâûé äèíàìè÷åñêèé ïà-
ðàìåòð, àíàëîãè÷íûé ñïèíó ëåïòîíîâ. Ýòîò ïàðàìåòð
â ñâîå âðåìÿ áûë íàçâàí íàìè èíåðöèåé. Òàêèì îáðà-
çîì, íåîáõîäèìî ïîëîæèòü, ÷òî äëÿ ëåïòèíî, òî åñòü
÷àñòèö, âåêòîðû äåéñòâèÿ è âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè êîòîðûõ ñîñòàâëÿþò êîììóòàòèâíóþ àëãåá-
ðó, ñïèí ðàâåí íóëþ, à åãî ìåñòî çàíèìàåò íîâûé,
â íåêîòîðîì ñìûñëå ñèììåòðè÷íûé ñïèíó äèíàìè÷å-
ñêèé ïàðàìåòð � èíåðöèÿ.

IV. ÂÛÂÎÄÛ ÏÎ ÃËÀÂÅ

� Îäíèì èç âîçìîæíûõ ïóòåé îáîáùåíèÿ àëãåáðû
Êëèôôîðäà ÿâëÿåòñÿ îòêàç îò àíòèêîììóòàòèâ-
íîñòè óìíîæåíèÿ.

� Êîììóòàòèâíîé àëãåáðå äåéñòâèÿ è ïðîñòðàí-
ñòâà-âðåìåíè Cs ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ãèïîòå-
òè÷åñêèå ôóíäàìåíòàëüíûå ÷àñòèöû � ëåïòèíî.

� Â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðèáëèæåíèè ëåïòèíî è àí-
òèëåïòèíî � ýòî îäíà è òà æå ÷àñòèöà.

� Â ãåîìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ëåïòèíî îòñóò-
ñòâóþò êðóãîâûå ïîâîðîòû. Âìåñòî íèõ èìåþò
ìåñòî ãèïåðáîëè÷åñêèå ïîâîðîòû (âìåñòî äâèæå-
íèé ïî îêðóæíîñòè èìåþò ìåñòî äâèæåíèÿ ïî
ãèïåðáîëå). Îïåðàòîðó ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïîâî-
ðîòîâ â îáðàçóþùåì ïðîñòðàíñòâå (ñîáñòâåííîì
ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ëåïòèíî) ñîîòâåòñòâóåò
íîâûé äèíàìè÷åñêèé ïàðàìåòð, àíàëîãè÷íûé

1 Äâèæåíèå òî÷êè ïî ãèïåðáîëå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðå-
çóëüòàò ïàäåíèÿ òî÷êè íà îòòàëêèâàþùèé öåíòð.
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ñïèíó ëåïòîíîâ. Ýòîò ïàðàìåòð íàçâàí èíåðöè-
åé. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëåïòèíî (òî åñòü, äëÿ
÷àñòèö, âåêòîðû äåéñòâèÿ è âåêòîðû ïðîñòðàí-
ñòâà-âðåìåíè êîòîðûõ ñîñòàâëÿþò êîììóòàòèâ-
íóþ àëãåáðó), ñïèí ðàâåí íóëþ, à åãî ìåñòî çàíè-
ìàåò íîâûé, â íåêîòîðîì ñìûñëå ñèììåòðè÷íûé
ñïèíó äèíàìè÷åñêèé ïàðàìåòð � èíåðöèÿ.

� Èç àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðû âåêòîðîâ äåé-
ñòâèÿ ëåïòèíî ñëåäóþò êâàíòîâûå ïîñòóëàòû
è òåîðèÿ êâàíòîâûõ ÿâëåíèé ýòèõ ÷àñòèö. Â îá-
ùåì ñëó÷àå íåò îñíîâàíèé ñ÷èòàòü, ÷òî êâàíòî-
âûå ÿâëåíèÿ ñ ó÷àñòèåì ëåïòèíî îïðåäåëÿþòñÿ
ïîñòîÿííîé Ïëàíêà, à íå äðóãîé ïîñòîÿííîé âå-
ëè÷èíîé, èìåþùåé ðàçìåðíîñòü äåéñòâèÿ.
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b

I. ÐÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÈÅ ËÅÏÒÈÍÎ È ÖÂÅÒ

Â ýòîé Ãëàâå ïðîäîëæàåì ðàññìàòðèâàòü àëãåáðó
ëåïòèíî. Íàïîìíèì, ÷òî ëîãèêà ðàññóæäåíèé, îñíî-
âàííàÿ íà ñóïåðñèììåòðèè ôåðìèîííîé è áîçîííîé
âåòâåé äåðåâà Þíãà, çàñòàâëÿåò ââåñòè â ðàññìîòðå-
íèå ãèïîòåòè÷åñêèå ôóíäàìåíòàëüíûå ÷àñòèöû, ñó-
ïåðñèììåòðè÷íûå ëåïòîíàì, íàçâàííûå ëåïòèíî. Ýòà
æå ëîãèêà çàñòàâëÿåò ââåñòè öâåòîâûå ðàçíîâèäíîñòè
ëåïòèíî, ïðè÷åì öâåòîâûì ðàçíîâèäíîñòÿì ëåïòèíî
ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ðàçíîâèäíîñòè óñëîâèé ñî-
ñåäíåé ïåðåñòàíîâêè ñ ó÷àñòèåì áàçèñíîãî âåêòîðà
âðåìåíè. Êâàíòîâûå óðàâíåíèÿ äëÿ ðåëÿòèâèñòñêèõ
ëåïòèíî óñòàíàâëèâàþòñÿ íà îñíîâàíèè òîãî æå àëãî-
ðèòìà, èç êîòîðîãî ðàíåå áûëî ïîëó÷åíî îáîáùåíèå
óðàâíåíèÿ Äèðàêà äëÿ ëåïòîíîâ. Ýòè óðàâíåíèÿ îòíî-
ñÿòñÿ ê ëåïòèíî îäíîãî ïîêîëåíèÿ. Â òîì ñëó÷àå, åñëè
â ñòàíäàðòíîì ïðåäñòàâëåíèè ýòè óðàâíåíèÿ ðàçäå-
ëÿþòñÿ íà äâå íåçàâèñèìûå ñèñòåìû óðàâíåíèé, îäíà
èç ñèñòåì îòíîñèòñÿ ê âåðõíåìó ëåïòèíî, à äðóãàÿ ê
íèæíåìó. Â òîì ñëó÷àå, åñëè â ñòàíäàðòíîì ïðåäñòàâ-
ëåíèè ýòè óðàâíåíèÿ íå ðàçäåëÿþòñÿ íà äâå íåçàâèñè-
ìûå ñèñòåìû óðàâíåíèé, êàæäîå ïîêîëåíèå ëåïòèíî
ïðåäñòàâëåíî îäíîé ÷àñòèöåé.
Ïðåæäå ÷åì îáðàòèòüñÿ ê àëãåáðå ðåëÿòèâèñòñêèõ

ëåïòèíî Cs4, íàïîìíèì ñëåäóþùåå. Â ñîîòâåòñòâèè ñ
ñóïåðñèììåòðèåé êàæäûé èç ëåïòèíî ñóùåñòâóåò â
äâóõ ðàçíîâèäíîñòÿõ. Îòëè÷èòåëüíîå ñâîéñòâî ýòèõ
ðàçíîâèäíîñòåé íàçâàíî öâåòîì, à ëåïòèíî â óêàçàí-
íûõ ðàçíîâèäíîñòÿõ îáîçíà÷åíû êàê ÷åðíûé è áåëûé.
Öâåòîâàÿ ñèììåòðèÿ èìååò ïîä ñîáîé àëãåáðàè÷åñêóþ
îñíîâó, à èìåííî àëãåáðà ðåëÿòèâèñòñêèõ ëåïòèíî Cs4
ïðåäñòàâëåíà äâóìÿ âàðèàíòàìè, êàæäûé èç êîòîðûõ
áàçèðóåòñÿ íà îäíîé è òîé æå àëãåáðå Cs3. Äëÿ òî-
ãî ÷òîáû ïîëó÷èòü âàðèàíòû ðåëÿòèâèñòñêîé àëãåá-
ðû Cs4, ïðåäñòîèò ðàñøèðèòü îáðàçóþùåå ïðîñòðàí-
ñòâî, çàìåíèâ ãåîìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íà ïðî-
ñòðàíñòâî-âðåìÿ ÑÒÎ. Èíûìè ñëîâàìè, ìû äîëæíû
ââåñòè êîîðäèíàòó âðåìåíè, áàçèñíûé âåêòîð κ4 è çà-
ïèñàòü óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè ýòîãî áàçèñíî-
ãî âåêòîðà ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè áàçèñíûìè âåêòîðàìè
κa. Èìåííî ñ ðàçíîâèäíîñòÿìè óêàçàííûõ óñëîâèé ñî-
ñåäíåé ïåðåñòàíîâêè ñâÿçàíû öâåòîâûå ðàçíîâèäíîñòè
ëåïòèíî.

1. Àëãåáðû öâåòíûõ ëåïòèíî ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ
Cs(1)

1.1. Àëãåáðà ÷åðíûõ ëåïòèíî ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ Cs(1)b

Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì IV.4. Ãëàâû 3.4. âîëíî-
âàÿ ôóíêöèÿ ëåïòèíî â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåíà ñëå-
äóþùåé äèàãðàììîé Þíãà:

� -

61 2 3
4

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè

12 = 21 , 13 = 31 , 23 = 32 ,

14 = −41 , 24 = 42 , 34 = 43 .

Çàïèøåì óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè ñ ó÷àñòèåì
áàçèñíîãî âåêòîðà âðåìåíè â ðàçâåðíóòîì âèäå:

κ1 ◦ κ4 = −κ4 ◦ κ1 ,
κ2 ◦ κ4 = κ4 ◦ κ2 ,
κ3 ◦ κ4 = κ4 ◦ κ3 .

1.2. Àëãåáðà áåëûõ ëåïòèíî ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ Cs(1)w

Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì IV.4. Ãëàâû 3.4. âîëíî-
âàÿ ôóíêöèÿ ëåïòèíî â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåíà ñëå-
äóþùåé äèàãðàììîé Þíãà:

-
1 2 3 4

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè

12 = 21 , 13 = 31 , 23 = 32 ,

14 = 41 , 24 = 42 , 34 = 43 .

Çàïèøåì óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè ñ ó÷àñòèåì
áàçèñíîãî âåêòîðà âðåìåíè â ðàçâåðíóòîì âèäå:

κ1 ◦ κ4 = κ4 ◦ κ1 ,
κ2 ◦ κ4 = κ4 ◦ κ2 ,
κ3 ◦ κ4 = κ4 ◦ κ3 .

2. Àëãåáðû öâåòíûõ ëåïòèíî âòîðîãî ïîêîëåíèÿ
Cs(2)

2.1. Àëãåáðà ÷åðíûõ ëåïòèíî âòîðîãî ïîêîëåíèÿ Cs(2)b

Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì IV.4. Ãëàâû 3.4. âîëíî-
âàÿ ôóíêöèÿ ëåïòèíî â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåíà ñëå-
äóþùåé äèàãðàììîé Þíãà:� -

63 1 2
4

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè

12 = 21 , 13 = 31 , 23 = 32 ,

14 = 41 , 24 = 42 , 34 = −43 .
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Çàïèøåì óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè ñ ó÷àñòèåì
áàçèñíîãî âåêòîðà âðåìåíè â ðàçâåðíóòîì âèäå:

κ1 ◦ κ4 = κ4 ◦ κ1 ,
κ2 ◦ κ4 = κ4 ◦ κ2 ,
κ3 ◦ κ4 = −κ4 ◦ κ3 .

2.2. Àëãåáðà áåëûõ ëåïòèíî âòîðîãî ïîêîëåíèÿ Cs(2)w

Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì IV.4. Ãëàâû 3.4. âîëíî-
âàÿ ôóíêöèÿ ëåïòèíî â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåíà ñëå-
äóþùåé äèàãðàììîé Þíãà:

-
3 1 2 4

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè

12 = 21 , 13 = 31 , 23 = 32 ,

14 = 41 , 24 = 42 , 34 = 43 .

Çàïèøåì óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè ñ ó÷àñòèåì
áàçèñíîãî âåêòîðà âðåìåíè â ðàçâåðíóòîì âèäå:

κ1 ◦ κ4 = κ4 ◦ κ1 ,
κ2 ◦ κ4 = κ4 ◦ κ2 ,
κ3 ◦ κ4 = κ4 ◦ κ3 .

3. Àëãåáðû öâåòíûõ ëåïòèíî òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ
Cs(3)

3.1. Àëãåáðà ÷åðíûõ ëåïòèíî òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ
Cs(3)b

Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì IV.4. Ãëàâû 3.4. âîëíî-
âàÿ ôóíêöèÿ ëåïòèíî â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåíà ñëå-
äóþùåé äèàãðàììîé Þíãà:

� -

62 3 1
4

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè

12 = 21 , 13 = 31 , 23 = 32 ,

14 = 41 , 24 = −42 , 34 = 43 .

Çàïèøåì óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè ñ ó÷àñòèåì
áàçèñíîãî âåêòîðà âðåìåíè â ðàçâåðíóòîì âèäå:

κ1 ◦ κ4 = κ4 ◦ κ1 ,
κ2 ◦ κ4 = −κ4 ◦ κ2 ,
κ3 ◦ κ4 = κ4 ◦ κ3 .

3.2. Àëãåáðà áåëûõ ëåïòèíî òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ Cs(3)w

Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì IV.4. Ãëàâû 3.4. âîëíî-
âàÿ ôóíêöèÿ ëåïòèíî â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåíà ñëå-
äóþùåé äèàãðàììîé Þíãà:

-
2 3 1 4

Èç íåå ñëåäóþò óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè

12 = 21 , 13 = 31 , 23 = 32 ,

14 = 41 , 24 = 42 , 34 = 43 .

Çàïèøåì óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè ñ ó÷àñòèåì
áàçèñíîãî âåêòîðà âðåìåíè â ðàçâåðíóòîì âèäå:

κ1 ◦ κ4 = κ4 ◦ κ1 ,
κ2 ◦ κ4 = κ4 ◦ κ2 ,
κ3 ◦ κ4 = κ4 ◦ κ3 .

Äàëåå â ýòîé Ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî àëãåáðà
÷åðíûõ ëåïòèíî ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ Cs(1)b. Èìååòñÿ â
âèäó, ÷òî ïåðåõîä ê àëãåáðàì ÷åðíûõ ëåïòèíî äðóãèõ
ïîêîëåíèé î÷åâèäåí. Àëãåáðà áåëûõ ëåïòèíî ïåðâîãî
ïîêîëåíèÿ Cs(1)w ðàññìàòðèâàåòñÿ â Ãëàâå 4.17.

II. ÀËÃÅÁÐÀ ×ÅÐÍÛÕ ËÅÏÒÈÍÎ Cs(1)b

1. Áàçèñíûå âåêòîðû è èõ ïðîèçâåäåíèÿ

Óêàæåì áàçèñíûå âåêòîðû àëãåáðû Cs(1)b è ïðàâè-
ëà óìíîæåíèÿ, êîòîðûì îíè ïîä÷èíÿþòñÿ.

� κ0 � áàçèñíûé âåêòîð ñêàëÿðíîé ÷àñòè âåêòîðà.
Äëÿ κ0 èìååò ìåñòî ïðàâèëî óìíîæåíèÿ

κ0 ◦ κ0 = κ0 .

� Îáðàçóþùèå âåêòîðû κi, ãäå èíäåêñ i ïðîáåãà-
åò çíà÷åíèÿ îò 1 äî 4, åñòü áàçèñíûå âåêòîðû
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ÑÒÎ. ×èñëî âåêòîðîâ κi
ðàâíî ÷åòûðåì. Äëÿ íèõ èìåþò ìåñòî ïðàâèëà
óìíîæåíèÿ

κi ◦ κ0 = κ0 ◦ κi = κi .

κi ◦ κi = sign(κi)
2 · κ0 ,

ãäå

sign(κ1)
2 = sign(κ2)

2 = sign(κ3)
2 = − sign(κ4)

2 = 1 .

� Âåêòîðû

κik = κi ◦ κk .
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Çäåñü i ̸= k. ×èñëî ýòèõ âåêòîðîâ ðàâíî ÷èñëó
ñî÷åòàíèé èç ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ ïî äâà

C2
4 = 6 .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì I. äëÿ ýòèõ âåêòîðîâ
âûïîëíÿþòñÿ ïðàâèëà ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ è
ñîîòâåòñòâåííî ñîìíîæèòåëåé (óñëîâèÿ ñîñåäíåé
ïåðåñòàíîâêè)

κ21 = κ21 , κ13 = κ31 , κ32 = κ23 ,

κ14 = −κ41 , κ24 = κ42 , κ34 = κ43 .

Ïðàâèëà óìíîæåíèÿ, â êîòîðûõ ó÷àñòâóþò ýòè
âåêòîðû, ñëåäóþò èç óñëîâèÿ àññîöèàòèâíîñòè
è óñëîâèÿ ñîñåäíåé ïåðåñòàíîâêè. Â ÷àñòíîñòè,
èìååì

κ21 ◦ κ21 = κ0 , κ42 ◦ κ42 = −κ0 ,
κ32 ◦ κ32 = κ0 , κ14 ◦ κ14 = κ0 ,

κ13 ◦ κ13 = κ0 , κ34 ◦ κ34 = −κ0 .

� Âåêòîðû

κikl = κi ◦ κk ◦ κl .

Çäåñü i ̸= k , i ̸= l , k ̸= l . Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî
ýòèõ âåêòîðîâ ðàâíî ÷èñëó ñî÷åòàíèé èç ÷åòûðåõ
ýëåìåíòîâ ïî òðè

C3
4 = 4 .

Äëÿ ýòèõ âåêòîðîâ âûïîëíÿþòñÿ ïðàâèëà ïåðå-
ñòàíîâêè èíäåêñîâ è ñîîòâåòñòâåííî ñîìíîæèòå-
ëåé, âûòåêàþùèå èç óñëîâèé ñîñåäíåé ïåðåñòà-
íîâêè

κ123 = κ213 = κ231 = κ321 = κ312 = κ132 ,

κ124 = κ214 = −κ241 = −κ421 = −κ412 = κ142 ,

κ134 = κ314 = −κ341 = −κ431 = −κ413 = κ143 ,

κ234 = κ324 = κ342 = κ432 = κ423 = κ243 .

Èç óñëîâèÿ àññîöèàòèâíîñòè è óñëîâèé ñîñåäíåé
ïåðåñòàíîâêè òàêæå ñëåäóåò

κ123 ◦ κ123 = κ0 , κ124 ◦ κ124 = κ0 ,

κ134 ◦ κ134 = κ0 , κ234 ◦ κ234 = −κ0 .

� Âåêòîð

κ1324 = κ1 ◦ κ3 ◦ κ2 ◦ κ4 .

Äëÿ ýòîãî âåêòîðà âûïîëíÿþòñÿ ïðàâèëà ïåðå-
ñòàíîâêè èíäåêñîâ è ñîîòâåòñòâåííî ñîìíîæèòå-

ëåé, âûòåêàþùèå èç óñëîâèé ñîñåäíåé ïåðåñòà-
íîâêè,

κ1234 = κ2134 = κ2314 = κ3214 =

= κ3124 = κ1324 = κ1243 = κ2143 =

= −κ2413 = −κ4213 = −κ4123 = κ1423 =

= κ1342 = κ3142 = −κ3412 = κ4312 =

= −κ4132 = κ1432 = κ2341 = κ3241 =

= κ3421 = κ4321 = κ4231 = κ2431 .

Èç óñëîâèÿ àññîöèàòèâíîñòè è óñëîâèé ñîñåäíåé
ïåðåñòàíîâêè òàêæå ñëåäóåò

κ1324 ◦ κ1324 = κ0 .

2. Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû àëãåáð ÷åðíûõ
ëåïòèíî

Ïðèâåäåì ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû äâóõ àëãåáð: ïðà-
âîé êîíòðàâàðèàíòíîé àëãåáðû ÷åðíûõ ëåïòèíî ïåð-
âîãî ïîêîëåíèÿ r(Cs, XC

s)b è ëåâîé êîâàðèàíòíîé àë-
ãåáðû ÷åðíûõ ëåïòèíî ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ l(Cs, XC

s)∗b .
Ñ èñïîëüçîâàíèåì òàêèõ ìàòðèö çàïèñûâàþòñÿ êâàí-
òîâûå óðàâíåíèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ëåïòèíî.

Êîìïîíåíòû âåêòîðîâ è ìàòðèö ðàññìàòðèâàþòñÿ â
ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíäåêñîâ:

(32, 13, 21, 0, 42, 14, 1324, 34, 1, 2, 3, 123, 134, 234, 4, 124) .

Ïåðåõîä îò äåéñòâèòåëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê êîì-
ïàêòíûì ïðåäñòàâëåíèÿì îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì ââå-
äåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ áëî÷íûõ ìàòðèö. Ïðè ïðåîá-
ðàçîâàíèè ìàòðèö rC

L
KI è lC

IK
L îò äåéñòâèòåëüíî-

ãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê iab-ïðåäñòàâëåíèþ èñïîëüçîâàíû
ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ áëîêîâ 2×2:

1 = 1

1
, i = 1

-1
,

a = 1

1
, b = -1

1
.

Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ìàòðèö rC
L
KI è lC

IK
L îò iab-

ïðåäñòàâëåíèÿ ê IAB-ïðåäñòàâëåíèþ èñïîëüçîâàíû
ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ áëîêîâ 2×2:

11 = 1

1
, I = 1

1
,

A = 1

1
, B = -1

1
.
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2.1. Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû ïðàâîé êîíòðàâàðèàíòíîé
àëãåáðû äåéñòâèÿ ÷åðíûõ ëåïòèíî ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ

r(Cs, XC
s)b

rκ0 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

11 0

11 34

11 123

11 124

rκ1 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 -1
14 -1

1324 -1
34 -1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 -1
234 -1
4 -1

124 -1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

-1 14

-1 34

1 2

1 123

-1 234

-1 124

= a

34 124

0 123

A 0

-A 34

A 123

-A 124

rκ2 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

A 0

A 34

A 123

A 124
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rκ3 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= a

34 124

0 123

11 0

11 34

11 123

11 124

rκ4 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 -1
0 -1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 -1
2 -1
3 -1

123 -1
134 1
234 1
4 1

124 1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

-1 0

1 14

1 34

-1 2

-1 123

1 234

1 124

= a

34 124

0 123

-11 0

11 34

-11 123

11 124

rκ21 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 -1
14 -1

1324 -1
34 -1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 -1
234 -1
4 -1

124 -1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

-1 14

-1 34

1 2

1 123

-1 234

-1 124

= a

34 124

0 123

11 0

-11 34

11 123

-11 124

rκ13 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 -1
14 -1

1324 -1
34 -1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 -1
234 -1
4 -1

124 -1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

-1 14

-1 34

1 2

1 123

-1 234

-1 124

= 1

34 124

0 123

A 0

-A 34

A 123

-A 124



246 ÃËÀÂÀ 4.16 ×åðíûå ëåïòèíî. Àëãåáðà äåéñòâèÿ ÷åðíûõ ëåïòèíî Csb

rκ32 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= a

34 124

0 123

A 0

A 34

A 123

A 124

rκ14 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

A 0

A 34

A 123

A 124

rκ42 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 -1
0 -1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 -1
2 -1
3 -1

123 -1
134 1
234 1
4 1

124 1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

-1 0

1 14

1 34

-1 2

-1 123

1 234

1 124

= a

34 124

0 123

-A 0

A 34

-A 123

A 124

rκ34 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 -1
0 -1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 -1
2 -1
3 -1

123 -1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

-1 0

1 14

1 34

-1 2

-1 123

1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

-11 0

11 34

-11 123

11 124
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rκ123 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 -1
14 -1

1324 -1
34 -1
1 -1
2 -1
3 -1

123 -1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

-1 14

-1 34

-1 2

-1 123

1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

11 0

-11 34

-11 123

11 124

rκ124 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

11 0

11 34

11 123

11 124

rκ134 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= a

34 124

0 123

A 0

A 34

A 123

A 124

rκ234 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 -1
0 -1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 -1
2 -1
3 -1

123 -1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

-1 0

1 14

1 34

-1 2

-1 123

1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

-A 0

A 34

-A 123

A 124
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rκ1324 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= a

34 124

0 123

11 0

11 34

11 123

11 124

2.2. Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû ëåâîé êîâàðèàíòíîé
àëãåáðû ÷åðíûõ ëåïòèíî ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ l(Cs, XC

s)∗b

lK
0 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

11 0

11 34

11 123

11 124
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lK
1 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= a

34 124

0 123

A 0

A 34

A 123

A 124

lK
2 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

A 0

A 34

A 123

A 124

lK
3 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= a

34 124

0 123

11 0

11 34

11 123

11 124

lK
4 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 -1
14 1

1324 1
34 -1
1 -1
2 1
3 1

123 -1
134 1
234 -1
4 -1

124 1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

-1 0

-1 14

1 34

-1 2

1 123

1 234

-1 124

= i

34 124

0 123

-B 0

B 34

B 123

-B 124
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lK
21 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= a

34 124

0 123

11 0

11 34

11 123

11 124

lK
13 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

A 0

A 34

A 123

A 124

lK
32 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= a

34 124

0 123

A 0

A 34

A 123

A 124

lK
14 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 -1
14 1

1324 1
34 -1
1 -1
2 1
3 1

123 -1
134 1
234 -1
4 -1

124 1

= b

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

1 14

-1 34

1 2

-1 123

-1 234

1 124

= b

34 124

0 123

-I 0

I 34

I 123

-I 124
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lK
42 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 -1
14 1

1324 1
34 -1
1 -1
2 1
3 1

123 -1
134 1
234 -1
4 -1

124 1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

-1 0

-1 14

1 34

-1 2

1 123

1 234

-1 124

= i

34 124

0 123

I 0

-A 34

-I 123

I 124

lK
34 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 -1
14 1

1324 1
34 -1
1 -1
2 1
3 1

123 -1
134 1
234 -1
4 -1

124 1

= b

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

1 14

-1 34

1 2

-1 123

-1 234

1 124

= b

34 124

0 123

B 0

-B 34

-B 123

B 124

lK
123 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

11 0

11 34

11 123

11 124

lK
124 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 -1
14 1

1324 1
34 -1
1 -1
2 1
3 1

123 -1
134 1
234 -1
4 -1

124 1

= b

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

1 14

-1 34

1 2

-1 123

-1 234

1 124

= b

34 124

0 123

B 0

-B 34

-B 123

B 124
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lK
134 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 -1
14 1

1324 1
34 -1
1 -1
2 1
3 1

123 -1
134 1
234 -1
4 -1

124 1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

-1 0

-1 14

1 34

-1 2

1 123

1 234

-1 124

= i

34 124

0 123

I 0

-I 34

-I 123

I 124

lK
234 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 -1
14 1

1324 1
34 -1
1 -1
2 1
3 1

123 -1
134 1
234 -1
4 -1

124 1

= b

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

1 14

-1 34

1 2

-1 123

-1 234

1 124

= b

34 124

0 123

-I 0

I 34

I 123

-I 124

lK
1324 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 -1
21 -1
0 1
42 -1
14 1

1324 1
34 -1
1 -1
2 1
3 1

123 -1
134 1
234 -1
4 -1

124 1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

-1 0

-1 14

1 34

-1 2

1 123

1 234

-1 124

= i

34 124

0 123

-B 0

B 34

B 123

-B 124

3. Äåéñòâèòåëüíîå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû
ëåïòèíî Cs

4

Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû rC
L
KI â äåéñòâèòåëüíîì

ïðåäñòàâëåíèè âû÷èñëåíû ïî àëãîðèòìó, ïðèâåäåí-
íîìó â Ðàçäåëå II. Ãëàâû 4.1, äëÿ ïðèíÿòîãî ðàíåå
ïîðÿäêà èíäåêñîâ. Ïðè ýòîì ñëàãàåìûå âåêòîðà ψ
çàïèñûâàþòñÿ â ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

ψ = κ32 ψ
32 + κ13 ψ

13 + κ21 ψ
21 + κ0 ψ

0 +

+ κ42 ψ
42 + κ14 ψ

14 + κ1324 ψ
1324 + κ34 ψ

34 +

+ κ1 ψ
1 + κ2 ψ

2 + κ3 ψ
3 + κ123 ψ

123 +

+ κ134 ψ
134 + κ234 ψ

234 + κ4 ψ
4 + κ124 ψ

124 .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíû äåéñòâèòåëüíûå ñòðóêòóð-
íûå ìàòðèöû

rC
L
KI ∼ rκI

ðàçìåðíîñòè 16×16 (ñì. Ðàçäåë II.2). Ïîìèìî äåéñòâè-
òåëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ iab-ïðåäñòàâëåíèåì.
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4. iab-ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû ëåïòèíî Cs
4

iab-ïðåäñòàâëåíèå îñíîâàíî íà ñëåäóþùåì ðàçëîæå-
íèè âåêòîðà:

ψ = κ13 ◦ (κ21 ψ32 + κ0 ψ
13) + κ0 ◦ (κ21 ψ21 + κ0 ψ

0) +

+ κ14 ◦ (κ21 ψ42+κ0 ψ
14)+κ34 ◦ (κ21 ψ1324+κ0 ψ

34)+

+ κ2 ◦ (κ21 ψ1 + κ0 ψ
2) + κ123 ◦ (κ21 ψ3 + κ0 ψ

123) +

+ κ234 ◦ (κ21 ψ134+κ0 ψ
234)+κ124 ◦ (κ21 ψ4+κ0 ψ

124).

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóåò çàïèñè àëãåáðû
Cs4 â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ Cs3 × Cs1 (çäåñü íèæíèé èí-
äåêñ åñòü ðàçìåðíîñòü îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà).
Áàçèñíûìè âåêòîðàìè àëãåáðû Cs3 ÿâëÿþòñÿ

κ13 , κ0 , κ14 , κ34 , κ2 , κ123 , κ234 , κ124 ;

áàçèñíûìè âåêòîðàìè àëãåáðû Cs1 ÿâëÿþòñÿ

κ21 , κ0 .

Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå áàçèñíîìó âåêòîðó κ21 àë-
ãåáðû Cs1 a-åäèíèöó, à áàçèñíîìó âåêòîðó κ0 äåéñòâè-
òåëüíóþ åäèíèöó. Â ðåçóëüòàòå âåêòîð àëãåáðû Cs4 â
iab-ïðåäñòàâëåíèè èìååò âèä

ψ = κ13 ◦ (aψ32 + ψ13) + κ0 ◦ (aψ21 + ψ0) +

+ κ14 ◦ (aψ42 + ψ14) + κ34 ◦ (aψ1324 + ψ34) +

+ κ2 ◦ (aψ1 + ψ2) + κ123 ◦ (aψ3 + ψ123) +

+ κ234 ◦ (aψ134 + ψ234) + κ124 ◦ (aψ4 + ψ124) .

Òàêèì îáðàçîì, â iab-ïðåäñòàâëåíèè êîîðäèíàòû
(êîìïîíåíòû) âåêòîðà ÿâëÿþòñÿ a-ãèïåð÷èñëàìè. Ââå-
äåì äëÿ íèõ îáîçíà÷åíèÿ

ψ13 = aψ32 + ψ13 , ψ0 = aψ21 + ψ0 ,

ψ14 = aψ42 + ψ14 , ψ34 = aψ1324 + ψ34 ,

ψ2 = aψ1 + ψ2 , ψ123 = aψ3 + ψ123 ,

ψ234 = aψ134 + ψ234 , ψ124 = aψ4 + ψ124 .

(1)

Ñ ó÷åòîì ýòîãî âåêòîð ψ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ψ = κ13ψ
13 + κ0ψ

0 + κ14ψ
14 + κ34ψ

34 +

+ κ2ψ
2 + κ123ψ

123 + κ234ψ
234 + κ124ψ

124 .

Îòñþäà âèäíî, ÷òî â iab-ïðåäñòàâëåíèè âåêòîð ψ
ïðîåöèðóåòñÿ íà íàïðàâëåíèÿ κ13, κ0, κ14, κ34, κ2, κ123,
κ234, κ124.
Â iab-ïðåäñòàâëåíèè ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû èìåþò

ðàçìåðíîñòü 8× 8 (ñì. Ðàçäåë II.2.).

5. IAB-ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû ëåïòèíî Cs
4

IAB-ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Cs4 îñíîâàíî íà ðàçëî-
æåíèè âåêòîðà

ψ = (κ32 ψ
32 + κ13 ψ

13 + κ21 ψ
21 + κ0 ψ

0) ◦ κ0 +
+ (κ32 ψ

42 + κ13 ψ
14 + κ21 ψ

1324 + κ0 ψ
34) ◦ κ34 +

+ (κ32 ψ
1 + κ13 ψ

2 + κ21 ψ
3 + κ0 ψ

123) ◦ κ123 +
+ (κ32 ψ

134 + κ13 ψ
234 + κ21 ψ

4 + κ0 ψ
124) ◦ κ124 .

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóåò çàïèñè àëãåáðû
Cs4 â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ Cs2 ×Cs2. Áàçèñíûìè âåêòîðà-
ìè îäíîé àëãåáðû Cs2 ÿâëÿþòñÿ

κ0 , κ34 , κ123 , κ124 ;

áàçèñíûìè âåêòîðàìè äðóãîé àëãåáðû Cs2 ÿâëÿþòñÿ

κ32 , κ13 , κ21 , κ0 .

Ïîñëåäíþþ àëãåáðó ìû íàçâàëè IAB-àëãåáðîé. Ýòà
àëãåáðà àíàëîãè÷íà àëãåáðå êâàòåðíèîíîâ. Äëÿ áàçèñ-
íûõ åäèíèö IAB-àëãåáðû èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå îáî-
çíà÷åíèÿ:

a ·A , 1 · I , a ·B , 1 · 11 .

Çàìåíèì áàçèñíûå âåêòîðû κ32, κ13, κ21, κ0 ïðèâå-
äåííûìè ãèïåð÷èñëàìè

κ32 ∼ aA ,

κ13 ∼ 1 I ,

κ21 ∼ aB ,

κ0 ∼ 1 11 .

Ïîëó÷èì âåêòîð àëãåáðû Cs4 â IAB-ïðåäñòàâëåíèè

ψ = (a ·Aψ32 + 1 · I ψ13 + a ·B ψ21 + 11ψ0) ◦ κ0 +
+ (a ·Aψ42 + 1 · I ψ14 + a ·B ψ1324 + 11ψ34) ◦ κ34 +
+ (a ·Aψ1 + 1 · I ψ2 + a ·B ψ3 + 11ψ123) ◦ κ123 +
+ (a ·Aψ134 + 1 · I ψ234 + a ·B ψ4 + 11ψ124) ◦ κ124 .

Òàêèì îáðàçîì, â IAB-ïðåäñòàâëåíèè êîîðäèíàòû
(êîìïîíåíòû) âåêòîðà ÿâëÿþòñÿ ãèïåð÷èñëàìè. Ââå-
äåì äëÿ íèõ îáîçíà÷åíèÿ

Ψ0 = aAψ32 + 1 I ψ13 + aB ψ21 + 11ψ0 ,

Ψ34 = aAψ42 + 1 I ψ14 + aB ψ1324 + 11ψ34 ,

Ψ123 = aAψ1 + 1 I ψ2 + aB ψ3 + 11ψ123 ,

Ψ124 = aAψ134 + 1 I ψ234 + aB ψ4 + 11ψ124 .

(2)

Ñ ó÷åòîì ýòîãî âåêòîð ψ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ψ = Ψ0 κ0 +Ψ34 κ34 +Ψ123 κ123 +Ψ124 κ124 .

Îòñþäà âèäíî, ÷òî â IAB-ïðåäñòàâëåíèè âåêòîð ψ
ïðîåöèðóåòñÿ íà íàïðàâëåíèÿ κ0, κ34, κ123, κ124.
Â IAB-ïðåäñòàâëåíèè ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû èìåþò

ðàçìåðíîñòü 4× 4 (ñì. Ðàçäåë II.2).

III. ÊÂÀÍÒÎÂÎÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÄËß
ÑÂÎÁÎÄÍÛÕ ËÅÏÒÈÍÎ

Ñîãëàñíî Ãëàâå 3.3, åñëè äåéñòâèå íåêîòîðîãî îáú-
åêòà ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé, òî òàêîìó îáúåêòó ïðèñóùè
êâàíòîâûå ÿâëåíèÿ, à óðàâíåíèå ñòðóêòóðû ýòîé àë-
ãåáðû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êâàíòîâûé ïîñòóëàò.
Îáðàòèìñÿ ê óðàâíåíèþ ñòðóêòóðû äëÿ ïðîèçâîëüíîé
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ïðàâîé àëãåáðû äåéñòâèÿ (ôîðìóëà (35) Ãëàâû 3.3.).
Çàïèøåì åãî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

d2d1S
L =

1

S0
· rCLKI · d1SK · d2SI .

Â ýòîì óðàâíåíèè ââåäåì îáîçíà÷åíèå

d1S
L = ψL .

Âåêòîð ψL íàçâàí âîëíîâîé ôóíêöèåé ôóíäàìåí-
òàëüíîãî îáúåêòà è îòîæäåñòâëåí ñ âîëíîâîé ôóíêöè-
åé, ââîäèìîé â êâàíòîâîé òåîðèè ôóíäàìåíòàëüíîãî
îáúåêòà. Êðîìå òîãî, ââåäåì îáîçíà÷åíèå d äëÿ äèô-
ôåðåíöèàëà d2. Ïîëó÷èì

dψL =
1

S0
· rCLKI · ψK · dSI .

Ýòî ñîîòíîøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàíòîâûé ïî-
ñòóëàò â ñàìîì îáùåì âèäå. Ïåðåïèøåì åãî èíà÷å:

∂ψL

∂xM
=

1

S0
· rCLKI ·

∂SI

∂xM
· ψK .

Äàëåå ó÷òåì, ÷òî

∂SI

∂xM
= −pIM .

Ïîëó÷èì

∂ψL

∂xM
= − 1

S0
rC

L
KI · pIM · ψK . (3)

Çäåñü pIM � êîîðäèíàòû îáîáùåííîãî èìïóëüñà,

rC
L
KI � ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå ïðàâîé àëãåáðû

äåéñòâèÿ, S0 � äåéñòâèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ âåëè÷è-
íà, èìåþùàÿ ðàçìåðíîñòü äåéñòâèÿ. Â Ãëàâå 4.3. ìû
ââåëè àëãåáðó Êëèôôîðäà êàê àëãåáðó äåéñòâèÿ è
ñâÿçàëè åå ñ ëåïòîíàìè. Ïðè ýòîì ïîñòîÿííóþ âåëè-
÷èíó S0 îòîæäåñòâëåíà ñ ïîñòîÿííîé Ïëàíêà. Åñëè
áû óäàëîñü íàéòè íåñêîëüêî àëãåáð äåéñòâèÿ, òî ìû
èìåëè áû íåñêîëüêî îáúåêòîâ, ïîä÷èíÿþùèõñÿ êâàí-
òîâûì ÿâëåíèÿì ðàçíîãî òèïà.
Òåïåðü ìû ââåëè íîâûé îáúåêò � ëåïòèíî, êîòîðûì

ñîïîñòàâèëè ñâîþ àëãåáðó äåéñòâèÿ è àëãåáðó ïðî-
ñòðàíñòâà-âðåìåíè. Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó, ëåïòèíî
ïîä÷èíÿþòñÿ ñâîåé êâàíòîâîé òåîðèè. Óðàâíåíèÿ (3)
áóäóò êâàíòîâûìè ïîñòóëàòàìè äëÿ êâàðêèíî, åñëè â
íèõ ïîëîæèòü ïîñòîÿííûå rC

L
KI ðàâíûìè ñòðóêòóð-

íûì ïîñòîÿííûì àëãåáðû ëåïòèíî è óñòàíîâèòü çíà-
÷åíèå S0. Ïðè ýòîì âîçíèêàåò âîïðîñ: íóæíî ëè ñâÿ-
çûâàòü ïîñòîÿííóþ Ïëàíêà òîëüêî ñ ëåïòîíàìè è ñî-
îòâåòñòâåííî ñ àëãåáðîé Êëèôôîðäà, à äëÿ àëãåáðû
ëåïòèíî ââîäèòü äðóãóþ ïîñòîÿííóþ ñ ðàçìåðíîñòüþ
äåéñòâèÿ, èëè ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà ÿâëÿåòñÿ óíèâåð-
ñàëüíîé? A priori îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ íåëüçÿ. Ïî-
ýòîìó äëÿ ëåïòèíî ââåäåì ñâîþ ïîñòîÿííóþ äåéñòâèÿ,
çíà÷åíèå êîòîðîé ïðåäñòîèò óñòàíîâèòü, è îáîçíà÷èì
åå ÷åðåç l.

Ïðèäàäèì ñîîòíîøåíèþ (3) ôîðìó óðàâíåíèÿ Äè-
ðàêà. Äëÿ ýòîãî óìíîæèì åãî îáå ÷àñòè íà ñòðóêòóð-
íûå ïîñòîÿííûå lC

MN
L. Ïîëó÷èì

lC
MN

L ·∂MψL(x) = −1

l
lC

MN
L · rCLKI ·pIM ·ψK . (4)

Ñ íàøåé òî÷êè çðåíèÿ, ýòî óðàâíåíèå è åñòü êâàí-
òîâîå óðàâíåíèå äëÿ ëåïòèíî â ñàìîì îáùåì âèäå.
Äàëåå, ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ Ðàçäåëà III. Ãëàâû 4.5,
çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå ïðè ñëåäóþùèõ îãðàíè÷åíè-
ÿõ: äèôôåðåíöèðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïî êîîð-
äèíàòàì îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà è óñëîâèè, ÷òî â
ïåðâîì ñæàòîì ïðåäñòàâëåíèè êîýôôèöèåíò ïðè âîë-
íîâîé ôóíêöèè â ïðàâîé ÷àñòè ïðèíèìàåò âèä

−md c

p
.

Çäåñü md åñòü ìàññà ïðåäïîëàãàåìîãî íèæíåãî ëåï-
òèíî. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

lC
mN

L·∂mψL(x) = − 1

p
( rC

N
K0 p

0
0+ rC

N
K34 p

34
0)·ψK .

(5)
Ïðè ýòîì èìååò ìåñòî óñëîâèå1

p00 + p340 = md c . (6)

Ðàçîáüåì âåëè÷èíó (md c) ìåæäó èìïóëüñàìè p
0
0 è

p340 â íåêîòîðîé ïðîïîðöèè. Äëÿ ýòîãî ïîëîæèì

p00 =
md c

2
α , p340 =

md c

2
β .

Èç âûðàæåíèÿ (6) èìååì

α+ β

2
= 1 . (7)

Êðîìå òîãî, ïîëîæèì

md
α− β

2
= mu . (8)

Çäåñü mu � ìàññà ïðåäïîëàãàåìîãî âåðõíåãî ëåïòè-
íî. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè èìïóëüñîâ ïîëó÷èì óðàâíåíèå,
àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèþ (8) Ãëàâû 4.5.

lC
mN

L ·∂mψL(x) = −md c

2 p
(α· rCNK0+β · rCNK34)·ψK .

(9)
Ïîíÿòíî, ÷òî çäåñü rC

N
K0 = δNK â îòëè÷èå îò rC

N
K34.

1. Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû àëãåáðû ÷åðíûõ
ëåïòèíî Cs

b

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû Ðàçäåëà II.2., ïðèâåäåì ñòðóê-
òóðíûå ìàòðèöû àëãåáðû Csb, íåîáõîäèìûå äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ êâàíòîâîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ñâîáîäíûõ ÷åð-
íûõ ëåïòèíî.

1 Ñì. Ðàçäåë III. Ãëàâû 4.5.
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lC
4N
L = i

34 124
0 123

-B 0

B 34

B 123

-B 124

, lC
1N
L = a

34 124
0 123

A 0

A 34

A 123

A 124

,

lC
2N
L = 1

34 124
0 123

A 0

A 34

A 123

A 124

, lC
3N
L = a

34 124
0 123

11 0

11 34

11 123

11 124

.

rC
N
K0 = 1

34 124
0 123

11 0

11 34

11 123

11 124

, rC
N
K34 = 1

34 124
0 123

-11 0

11 34

-11 123

11 124

.

2. Êâàíòîâîå óðàâíåíèå äëÿ ÷åðíûõ ëåïòèíî

Êâàíòîâîå óðàâíåíèå äëÿ ñâîáîäíûõ ÷åðíûõ ëåï-
òèíî ïîëó÷èì, ïîäñòàâèâ â óðàâíåíèå (9) âûøåïðèâå-
äåííûå ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû. Äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî
ðåãóëÿðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû ÷åðíûõ ëåïòèíî
Csb êîìïîíåíòû âîëíîâîé ôóíêöèè ψK(x) ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñîáîé øåñòíàäöàòü äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé.
Â iab-ïðåäñòàâëåíèè âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ñîäåðæèò âî-
ñåìü êîìïîíåíò âèäà (1). È â IAB-ïðåäñòàâëåíèè
êîìïîíåíòàìè âîëíîâîé ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ÷åòûðå
IAB-ôóíêöèè âèäà (2). Ïðèâåäåì êâàíòîâîå óðàâ-
íåíèå ïî îòíîøåíèþ ê IAB-êîìïîíåíòàì âîëíîâîé
ôóíêöèè ÷åðíûõ ëåïòèíî:

i
-B

B

B

-B

∂4 + a

A

A

A

A

∂1+

+

A

A

A

A

∂2 + a

1

1

1

1

∂3


Ψ0

Ψ34

Ψ123

Ψ124

=

= −md c
2 l

α −β
β α

α −β
β α

Ψ0

Ψ34

Ψ123

Ψ124

bëè

i B ∂4Ψ
124 −(aA∂1 +A∂2 + a ∂3)Ψ

123 =

=
md c

2 l
(α ·Ψ0 − β ·Ψ34) ,

−i B ∂4Ψ123 −(aA∂1 +A∂2 + a ∂3)Ψ
124 =

=
md c

2 l
(β ·Ψ0 + α ·Ψ34) ,

−i B ∂4Ψ34 −(aA∂1 +A∂2 + a ∂3)Ψ
0 =

=
md c

2 l
(α ·Ψ123 − β ·Ψ124) ,

i B ∂4Ψ
0 −(aA∂1 +A∂2 + a ∂3)Ψ

34 =

=
md c

2 l
(β ·Ψ123 + α ·Ψ124) .

(10)

3. Ñòàíäàðòíîå ïðåäñòàâëåíèå êâàíòîâîãî
óðàâíåíèÿ äëÿ ÷åðíûõ ëåïòèíî

Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèÿ (10) ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ñíà÷àëà ñëîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå ñî âòîðûì, à òðå-
òüå ñ ÷åòâåðòûì. Ïîëó÷èì

−i B ∂4χ1−(aA∂1+A∂2+a ∂3)φ2 =
m1 c

2 l
φ1+

m2 c

2 l
χ2 ,

i B ∂4χ2− (aA∂1+A∂2+a ∂3)φ1 =
m1 c

2 l
φ2+

m2 c

2 l
χ1 ,

(11)
ãäå φ1 = Ψ0+Ψ34 è φ2 = Ψ123+Ψ124, χ1 = Ψ123−Ψ124

è χ2 = Ψ0 −Ψ34, m1 = md α, m2 = md β.
Çàòåì âû÷òåì èç ÷åòâåðòîãî òðåòüå, à èç âòîðîãî

óðàâíåíèÿ ïåðâîå. Ïîëó÷èì

i B ∂4φ1+(aA∂1+A∂2+a ∂3)χ2 = −m1 c

2 l
χ1+

m2 c

2 l
φ2 ,

−i B ∂4φ2+(aA∂1+A∂2−a ∂3)χ1 = −m1 c

2 l
χ2+

m2 c

2 l
φ1.

(12)
Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ ÷åðíûõ ëåïòè-
íî íå ðàçäåëÿåòñÿ íà äâå ñèñòåìû, êîòîðûå îòíîñèëèñü
áû ê ðàçíûì ÷àñòèöàì � âåðõíåé è íèæíåé. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ÷åðíîå ëåïòèíî ïðåäñòàâëåíî îäíîé ÷àñòèöåé
ñ ÷åòûðåõêîìïîíåíòíîé âîëíîâîé ôóíêöèåé.

IV. ÂÛÂÎÄÛ ÏÎ ÃËÀÂÅ

� Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ íåðåëÿòèâèñòñêîãî ÷åðíîãî
ëåïòèíî åñòü âåêòîð àëãåáðû Cs3.

� Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ÷åðíîãî ëåïòèíî îäíîãî ïî-
êîëåíèÿ åñòü âåêòîð àëãåáðû Csb.

� Âîëíîâûå ôóíêöèè ÷åðíûõ ëåïòèíî ðàçíûõ ïî-
êîëåíèé îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà öèêëè÷åñêîé
ïåðåñòàíîâêîé òðåõ îáðàçóþùèõ áàçèñíûõ âåê-
òîðîâ.
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� Êîìïîíåíòû âîëíîâîé ôóíêöèè Ψ0+Ψ34, Ψ123+
Ψ124, Ψ123 − Ψ124, Ψ0 − Ψ34 îòíîñÿòñÿ ê îäíîìó
÷åðíîìó ëåïòèíî. Ýòîò âûâîä ñëåäóåò èç òî-
ãî, ÷òî ïîëó÷åííûå êâàíòîâûå óðàâíåíèÿ äëÿ
÷åðíûõ ëåïòèíî â ñòàíäàðòíîì ïðåäñòàâëíåíèè
íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå äâóõ ñèñòåì óðàâíå-
íèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îòíîñèëàñü áû ê äâóõ-
êîìïîíåíòíîé âîëíîâîé ôóíêöèè.

� Óñòàíîâëåíà ñëåäóþùàÿ îðãàíèçàöèÿ âîëíîâîé
ôóíêöèè ÷åðíîãî ëåïòèíî ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ.
Êîìïîíåíòû âîëíîâîé ôóíêöèè ψA, ãäå A ïðè-
íèìàåò çíà÷åíèÿ

32, 13, 21, 0, 42, 14, 1324, 34, 1, 2, 3, 123, 134, 234, 4, 124,

ðàçáèâàþòñÿ íà ÷åòûðå ÷àñòè:

φ1 = Ψ0
(ψ32, ψ13, ψ21, ψ0)+Ψ34

(ψ42, ψ14, ψ1324, ψ34) ,

φ2 = Ψ123
(ψ1, ψ2, ψ3, ψ123)+Ψ124

(ψ134, ψ234, ψ4, ψ124) ,

χ1 = Ψ123
(ψ1, ψ2, ψ3, ψ123)−Ψ124

(ψ134, ψ234, ψ4, ψ124) ,

χ2 = Ψ0
(ψ32, ψ13, ψ21, ψ0)−Ψ34

(ψ42, ψ14, ψ1324, ψ34) .

� Êîìïîíåíòû âîëíîâûõ ôóíêöèé ÷åðíûõ ëåïòè-
íî âòîðîãî è òðåòüåãî ïîêîëåíèé îòëè÷àþòñÿ îò
âûøåïðèâåäåííûõ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé
ïðîñòðàíñòâåííûõ èíäåêñîâ:

äëÿ ÷åðíîãî ëåïòèíî âòîðîãî ïîêîëåíèÿ

3 → 2 , 2 → 1 , 1 → 3 ;

äëÿ ÷åðíîãî ëåïòèíî òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ

3 → 1 , 2 → 3 , 1 → 2 .
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w

I. ÀËÃÅÁÐÀ ÁÅËÛÕ ËÅÏÒÈÍÎ Cs
w

1. Áàçèñíûå âåêòîðû è èõ ïðîèçâåäåíèÿ

Èòàê, êîììóòàòèâíàÿ àëãåáðà Csw åñòü àëãåáðà äåé-
ñòâèÿ ãèïîòåòè÷åñêèõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö �
ëåïòèíî. Óêàæåì áàçèñíûå âåêòîðû êîììóòàòèâíîé
àëãåáðû è ïðàâèëà óìíîæåíèÿ, êîòîðûì îíè ïîä÷è-
íÿþòñÿ.

� κ0 � áàçèñíûé âåêòîð ñêàëÿðíîé ÷àñòè âåêòî-
ðîâ. Ýòîò áàçèñíûé âåêòîð íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ
îò ñîîòâåòñòâóþùåãî âåêòîðà ε0 àëãåáðû C. Îä-
íàêî èñïîëüçóåì äðóãîå îáîçíà÷åíèå äëÿ òîãî,
÷òîáû ïîä÷åðêíóòü ïðèíàäëåæíîñòü ýòîãî âåê-
òîðà äðóãîé àëãåáðå. Äëÿ κ0 èìååò ìåñòî ïðàâè-
ëî óìíîæåíèÿ

κ0 ◦ κ0 = κ0 .

� Îáðàçóþùèå âåêòîðû κi, ãäå èíäåêñ i ïðîáåãàåò
çíà÷åíèÿ îò 1 äî 4. Íóæíî èìåòü â âèäó, ÷òî îá-
ðàçóþùåå ïðîñòðàíñòâî äëÿ àëãåáð Cs è C îäè-
íàêîâî. Ïîýòîìó âåêòîðû κi ñîâïàäàþò ñ âåêòî-
ðàìè εi. ×èñëî âåêòîðîâ κi ðàâíî ÷åòûðåì. Äëÿ
íèõ èìåþò ìåñòî ïðàâèëà óìíîæåíèÿ

κi ◦ κ0 = κ0 ◦ κi = κi .

κi ◦ κi = sign(κi)
2 · κ0 ,

ãäå

sign(κ1)
2 = sign(κ2)

2 = sign(κ3)
2 = − sign(κ4)

2 = 1 .

� Âåêòîðû

κik = κi ◦ κk .

Çäåñü i ̸= k. ×èñëî ýòèõ âåêòîðîâ ðàâíî ÷èñëó
ñî÷åòàíèé èç ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ ïî äâà

C2
4 = 6 .

Äëÿ ýòèõ âåêòîðîâ âûïîëíÿåòñÿ ïðàâèëî ïåðå-
ñòàíîâêè èíäåêñîâ è ñîîòâåòñòâåííî ñîìíîæèòå-
ëåé � óñëîâèå êîììóòàòèâíîñòè

κik = κki .

Ïðàâèëà óìíîæåíèÿ, â êîòîðûõ ó÷àñòâóþò ýòè
âåêòîðû, ñëåäóþò èç óñëîâèé àññîöèàòèâíîñòè è
êîììóòàòèâíîñòè. Â ÷àñòíîñòè,

κik ◦ κik = κi ◦ (κk ◦ κk) ◦ κi =
= sign(κi)

2 · sign(κk)2 .

Îòñþäà èìååì

κ21 ◦ κ21 = κ0 , κ42 ◦ κ42 = −κ0 ,
κ32 ◦ κ32 = κ0 , κ14 ◦ κ14 = −κ0 ,
κ13 ◦ κ13 = κ0 , κ34 ◦ κ34 = −κ0 .

� Âåêòîðû

κikl = κi ◦ κk ◦ κl .

Çäåñü

i ̸= k , i ̸= l , k ̸= l .

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî ýòèõ âåêòîðîâ ðàâíî ÷èñ-
ëó ñî÷åòàíèé èç ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ ïî òðè

C3
4 = 4 .

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ïåðåñòàíîâêå èíäåêñîâ â âèäó
êîììóòàòèâíîñòè ñîìíîæèòåëåé çíàê íå ìåíÿåò-
ñÿ:

κikl = κkli = κlik = κkil = κilk = κlki .

Èç óêàçàííûõ çàêîíîâ òàêæå ñëåäóåò

κikl ◦ κikl = κi ◦ (κk ◦ (κl ◦ κl) ◦ κk) ◦ κi =
= signκi ◦ signκk ◦ signκl .

Îòêóäà

κ123 ◦ κ123 = κ0 , κ124 ◦ κ124 = −κ0 ,
κ134 ◦ κ134 = −κ0 , κ234 ◦ κ234 = −κ0 .

� Âåêòîð

κiklm = κm ◦ κl ◦ κk ◦ κi .

Çäåñü

i ̸= k , i ̸= l , i ̸= m, k ̸= l , k ̸= m, l ̸= m.

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî ýòèõ âåêòîðîâ ðàâíî ÷èñ-
ëó ñî÷åòàíèé èç ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ ïî ÷åòûðå,
òî åñòü åäèíèöå

C4
4 = 1 .

Ýòîò âåêòîð ïîä÷èíÿþòñÿ ñëåäóþùèì ïðàâèëàì
ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ:

κiklm = κilmk = κimkl = κilkm =

= κikml = κimlk = κklmi = κkmil =

= κkilm = κkmli = κklim = κkiml =

= κlmik = κlikm = κlkmi = κlimk =

= κlmki = κlkim = κmikl = κmkli =

= κmlik = κmkil = κmilk = κmlki .



258 ÃËÀÂÀ 4.17 Áåëûå ëåïòèíî. Àëãåáðà äåéñòâèÿ áåëûõ ëåïòèíî Csw

Êðîìå òîãî,

κiklm ◦ κiklm =

= κi ◦ (κk ◦ (κl ◦ (κm ◦ κm) ◦ κl) ◦ κk) ◦ κi =
= signκi ◦ signκk ◦ signκl ◦ signκm .

Îòêóäà

κ1324 ◦ κ1324 = −κ0 .

Êàê îáû÷íî, åñëè íåîáõîäèìî ïîä÷åðêíóòü ðàçìåð-
íîñòü îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà êîììóòàòèâíîé àë-
ãåáðû, áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå C∗

4 âìåñòî îáî-
çíà÷åíèÿ Cs. Ýòî îñîáåííî ïîëåçíî ïðè âûäåëåíèè ïî-
äàëãåáðû. Òàê ïîäàëãåáðó ñ òðåìÿ îáðàçóþùèìè áà-
çèñíûìè âåêòîðàìè (íàïðèìåð κ1, κ2, κ3), óäîáíî îáî-
çíà÷àòü Cs3.

2. Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû êîììóòàòèâíîé
àëãåáðû áåëûõ ëåïòèíî

Ïðåäâàðèòåëüíî çàìåòèì, ÷òî äëÿ êîììóòàòèâíîé
àëãåáðû ïðàâûå è ëåâûå ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû ñîâïà-
äàþò. Êðîìå òîãî, ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû êîíòðàâàðè-
àíòíîé àëãåáðû ñâÿçàíû ñî ñòðóêòóðíûìè ìàòðèöàìè
êîâàðèàíòíîé àëãåáðû ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñèììåò-
ðè÷íûå ìàòðèöû ñîâïàäàþò, àíòèñèììåòðè÷íûå ìàò-
ðèöû îòëè÷àþòñÿ çíàêîì.

Óêàçàííûå îáñòîÿòåëüñòâà ïîçâîëÿþò îãðàíè÷èòü-
ñÿ âû÷èñëåíèåì ñòðóêòóðíûõ ìàòðèö îäíîé àëãåáðû,
íàïðèìåð ñòðóêòóðíûõ ìàòðèö ïðàâîé êîíòðàâàðè-
àíòíîé àëãåáðû r(Cs, XC

s)w, à ñòðóêòóðíûå ìàòðè-
öû ëåâîé êîâàðèàíòíîé àëãåáðû l(Cs, XC

s)∗w óñòàíî-
âèòü ïðåîáðàçîâàíèåì âûøåóêàçàííûõ ìàòðèö. Ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì òàêèõ ìàòðèö çàïèñûâàþòñÿ êâàíòîâûå
óðàâíåíèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ëåïòèíî.

Êîìïîíåíòû âåêòîðîâ è ìàòðèö ðàññìàòðèâàþòñÿ â
ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíäåêñîâ:

(32, 13, 21, 0, 42, 14, 1324, 34, 1, 2, 3, 123, 134, 234, 4, 124) .

Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ìàòðèö CLKI îò äåéñòâèòåëü-
íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê a-ïðåäñòàâëåíèþ èñïîëüçîâàíû
ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ áëîêîâ 2×2:

1 = 1

1
, a = 1

1
.

Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ìàòðèö CLKI îò a-ïðåäñòàâëåíèÿ
ê A-ïðåäñòàâëåíèþ èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå îáîçíà-
÷åíèÿ äëÿ áëîêîâ 2×2:

11 = 1

1
, A = 1

1
.

κ0 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

11 0

11 34

11 123

11 124

κ1 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= a

34 124

0 123

A 0

A 34

A 123

A 124
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κ2 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

A 0

A 34

A 123

A 124

κ3 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= a

34 124

0 123

11 0

11 34

11 123

11 124

κ4 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 -1
0 -1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 -1
2 -1
3 -1

123 -1
134 1
234 1
4 1

124 1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

-1 0

1 14

1 34

-1 2

-1 123

1 234

1 124

= a

34 124

0 123

-11 0

11 34

-11 123

11 124

κ21 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= a

34 124

0 123

11 0

11 34

11 123

11 124
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κ13 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

A 0

A 34

A 123

A 124

κ32 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= a

34 124

0 123

A 0

A 34

A 123

A 124

κ14 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 -1
0 -1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 -1
2 -1
3 -1

123 -1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

-1 0

1 14

1 34

-1 2

-1 123

1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

-A 0

A 34

-A 123

A 124

κ42 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 -1
0 -1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 -1
2 -1
3 -1

123 -1
134 1
234 1
4 1

124 1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

-1 0

1 14

1 34

-1 2

-1 123

1 234

1 124

= a

34 124

0 123

-A 0

A 34

-A 123

A 124
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κ34 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 -1
0 -1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 -1
2 -1
3 -1

123 -1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

-1 0

1 14

1 34

-1 2

-1 123

1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

-11 0

11 34

-11 123

11 124

κ123 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1
13 1
21 1
0 1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 1
2 1
3 1

123 1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

11 0

11 34

11 123

11 124

κ124 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 -1
0 -1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 -1
2 -1
3 -1

123 -1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

-1 0

1 14

1 34

-1 2

-1 123

1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

-11 0

11 34

-11 123

11 124

κ134 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 -1
0 -1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 -1
2 -1
3 -1

123 -1
134 1
234 1
4 1

124 1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

-1 0

1 14

1 34

-1 2

-1 123

1 234

1 124

= a

34 124

0 123

-A 0

A 34

-A 123

A 124
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κ234 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 -1
0 -1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 -1
2 -1
3 -1

123 -1
134 1
234 1
4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

-1 0

1 14

1 34

-1 2

-1 123

1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

-A 0

A 34

-A 123

A 124

κ1324 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1
13 -1
21 -1
0 -1
42 1
14 1

1324 1
34 1
1 -1
2 -1
3 -1

123 -1
134 1
234 1
4 1

124 1

= a

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

-1 0

1 14

1 34

-1 2

-1 123

1 234

1 124

= a

34 124

0 123

-11 0

11 34

-11 123

11 124

Ìû ïîëó÷èëè ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû êîììóòàòèâ-
íîé àëãåáðû Csw ïî òàêîìó æå àëãîðèòìó, ïî êîòîðî-
ìó â Ðàçäåëå II. Ãëàâû 4.3. áûëè âûâåäåíû ìàòðèöû
Äèðàêà. Îáðàòèì âíèìàíèå íà ìàòðèöó, ïðåäñòàâëÿþ-
ùóþ áàçèñíûé âåêòîð κ21. Â a-ïðåäñòàâëåíèè ýòà ìàò-
ðèöà èìååò âèä

CLK(21) = a · δLK .

Ýòà ìàòðèöà äîëæíà èãðàòü â òåîðèè ëåïòèíî òà-
êóþ æå ðîëü, êàê ìàòðèöà i · δLK â òåîðèè ëåïòîíîâ.

3. Äåéñòâèòåëüíîå ïðåäñòàâëåíèå
êîììóòàòèâíîé àëãåáðû Cs

4

Äåéñòâèòåëüíîå ïðåäñòàâëåíèå êîììóòàòèâíîé àë-
ãåáðû Cs4 ñîîòâåòñòâóåò çàïèñè âåêòîðà ψ â ñëåäóþ-
ùåì âèäå:

ψ = κ32 ψ
32 + κ13 ψ

13 + κ21 ψ
21 + κ0 ψ

0 +

+ κ42 ψ
42 + κ14 ψ

14 + κ1324 ψ
1324 + κ34 ψ

34 +

+ κ1 ψ
1 + κ2 ψ

2 + κ3 ψ
3 + κ123 ψ

123 +

+ κ134 ψ
134 + κ234 ψ

234 + κ4 ψ
4 + κ124 ψ

124 .

Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èëè äåéñòâèòåëüíûå ìàòðè-
öû 16 × 16 ïðåäñòàâëåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ κI (ñì.
Ðàçäåë I.2.).
Ïîìèìî äåéñòâèòåëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, áóäåì èñ-

ïîëüçîâàòü a-ïðåäñòàâëåíèå è A-ïðåäñòàâëåíèå áàçèñ-
íûõ âåêòîðîâ êîììóòàòèâíîé àëãåáðû, óäîáíûå â ñèëó
ñâîåé êîìïàêòíîñòè.

4. a-ïðåäñòàâëåíèå êîììóòàòèâíîé àëãåáðû Cs
4

a-ïðåäñòàâëåíèå â ýòîì ñëó÷àå îñíîâàíî íà ñëåäóþ-
ùåì ðàçëîæåíèè âåêòîðà:

ψ = κ13 ◦ (κ21 ψ32 + κ0 ψ
13) + κ0 ◦ (κ21 ψ21 + κ0 ψ

0) +

+ κ14 ◦ (κ21 ψ42+κ0 ψ
14)+κ34 ◦ (κ21 ψ1324+κ0 ψ

34)+

+ κ2 ◦ (κ21 ψ1 + κ0 ψ
2) + κ123 ◦ (κ21 ψ3 + κ0 ψ

123) +

+ κ234 ◦ (κ21 ψ134+κ0 ψ
234)+κ124 ◦ (κ21 ψ4+κ0 ψ

124).

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóåò çàïèñè àëãåáðû
Cs4 â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ Cs3 × Cs1 (çäåñü íèæíèé èí-
äåêñ åñòü ðàçìåðíîñòü îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà).
Áàçèñíûìè âåêòîðàìè àëãåáðû Cs3 ÿâëÿþòñÿ

κ13 , κ0 , κ14 , κ34 , κ2 , κ123 , κ234 , κ124 ;

áàçèñíûìè âåêòîðàìè àëãåáðû Cs1 ÿâëÿþòñÿ

κ21 , κ0 .

Êàê è ïðåæäå, ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå áàçèñíîìó
âåêòîðó κ21 àëãåáðû Cs1 a-åäèíèöó, à áàçèñíîìó âåê-
òîðó κ0 äåéñòâèòåëüíóþ åäèíèöó. Â ðåçóëüòàòå âåêòîð



I. Àëãåáðà áåëûõ ëåïòèíî Csw 263

àëãåáðû Cs4 â a-ïðåäñòàâëåíèè èìååò âèä

ψ = κ13 ◦ (aψ32 + ψ13) + κ0 ◦ (aψ21 + ψ0) +

+ κ14 ◦ (aψ42 + ψ14) + κ34 ◦ (aψ1324 + ψ34) +

+ κ2 ◦ (aψ1 + ψ2) + κ123 ◦ (aψ3 + ψ123) +

+ κ234 ◦ (aψ134 + ψ234) + κ124 ◦ (aψ4 + ψ124) .

Òàêèì îáðàçîì, â a-ïðåäñòàâëåíèè êîîðäèíàòû (êîì-
ïîíåíòû) âåêòîðà ÿâëÿþòñÿ a-÷èñëàìè. Ââåäåì äëÿ
íèõ îáîçíà÷åíèÿ

ψ13 = aψ32 + ψ13 , ψ0 = aψ21 + ψ0 ,

ψ14 = aψ42 + ψ14 , ψ34 = aψ1324 + ψ34 ,

ψ2 = aψ1 + ψ2 , ψ123 = aψ3 + ψ123 ,

ψ234 = aψ134 + ψ234 , ψ124 = aψ4 + ψ124 .

(1)

Ñ ó÷åòîì ýòîãî âåêòîð ψ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ψ = κ13ψ
13 + κ0ψ

0 + κ14ψ
14 + κ34ψ

34 +

+ κ2ψ
2 + κ123ψ

123 + κ234ψ
234 + κ124ψ

124 .

Îòñþäà âèäíî, ÷òî â a-ïðåäñòàâëåíèè âåêòîð ψ ïðî-
åöèðóåòñÿ íà íàïðàâëåíèÿ κ13, κ0, κ14, κ34, κ2, κ123,
κ234, κ124.
a-ïðåäñòàâëåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ äàåòñÿ ñòðóê-

òóðíûìè ìàòðèöàìè 8× 8 (ñì. Ðàçäåë I.2.).

5. A-ïðåäñòàâëåíèå êîììóòàòèâíîé àëãåáðû Cs
4

A-ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Cs4 îñíîâàíî íà ðàçëîæå-
íèè âåêòîðà

ψ = (κ32 ψ
32 + κ13 ψ

13 + κ21 ψ
21 + κ0 ψ

0) ◦ κ0 +
+ (κ32 ψ

42 + κ13 ψ
14 + κ21 ψ

1324 + κ0 ψ
34) ◦ κ34 +

+ (κ32 ψ
1 + κ13 ψ

2 + κ21 ψ
3 + κ0 ψ

123) ◦ κ123 +
+ (κ32 ψ

134 + κ13 ψ
234 + κ21 ψ

4 + κ0 ψ
124) ◦ κ124 .

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóåò çàïèñè àëãåáðû
Cs4 â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ Cs2 ×Cs2. Áàçèñíûìè âåêòîðà-
ìè îäíîé àëãåáðû Cs2 ÿâëÿþòñÿ

κ0 , κ34 , κ123 , κ124 ;

áàçèñíûìè âåêòîðàìè äðóãîé àëãåáðû Cs2 ÿâëÿþòñÿ

κ32 , κ13 , κ21 , κ0 .

Êàê è ïðåæäå, çàìåíÿÿ áàçèñíûå âåêòîðû κ32, κ13,
κ21, κ0 A-÷èñëàìè, ïîëó÷èì âåêòîð àëãåáðû Cs4 â A-
ïðåäñòàâëåíèè

ψ = (a ·Aψ32 + 1 ·Aψ13 + a · 11ψ21 + 1 · 11ψ0) ◦ κ0 +
+ (a·Aψ42 + 1 ·Aψ14 + a·11ψ1324 + 1 ·11ψ34) ◦ κ34 +
+ (a ·Aψ1 + 1 ·Aψ2 + a · 11ψ3 + 1 · 11ψ123) ◦ κ123 +
+ (a·Aψ134 + 1 ·Aψ234 + a·11ψ4 + 1 ·11ψ124) ◦ κ124.

Òàêèì îáðàçîì, â A-ïðåäñòàâëåíèè êîîðäèíàòû
(êîìïîíåíòû) âåêòîðà ÿâëÿþòñÿ A-÷èñëàìè. Ââåäåì
äëÿ íèõ îáîçíà÷åíèÿ

Ψ0 = aAψ32 + 1 ·Aψ13 + a 11ψ21 + 1 · 11ψ0 ,

Ψ34 = aAψ42 + 1 ·Aψ14 + a 11ψ1324 + 1 · 11ψ34 ,

Ψ123 = aAψ1 + 1 ·Aψ2 + a 11ψ3 + 1 · 11ψ123 ,

Ψ124 = aAψ134 + 1 ·Aψ234 + a 11ψ4 + 1 · 11ψ124 .

(2)
Ñ ó÷åòîì ýòîãî âåêòîð ψ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ψ = Ψ0 κ0 +Ψ34 κ34 +Ψ123 κ123 +Ψ124 κ124 .

Îòñþäà âèäíî, ÷òî â A-ïðåäñòàâëåíèè âåêòîð ψ ïðî-
åöèðóåòñÿ íà íàïðàâëåíèÿ κ0, κ34, κ123, κ124.
A-ïðåäñòàâëåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ äàåòñÿ ñòðóê-

òóðíûìè ìàòðèöàìè 4× 4 (ñì. Ðàçäåë I.2.).

6. Ñæàòîå ïðåäñòàâëåíèå êîììóòàòèâíîé
àëãåáðû

Ïðè ïåðåõîäå ê ÷àñòíûì ñëó÷àÿì êâàíòîâîé òåîðèè
öåëåñîîáðàçíî ïîëüçîâàòüñÿ ïðîöåäóðîé ñæàòèÿ, èëè
âûðîæäåíèÿ, ñëàãàåìûõ êîìïîíåíò âåêòîðà.
Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìîòðèì ñæàòîå ïðåäñòàâëåíèå

áàçèñíûõ âåêòîðîâ êîììóòàòèâíîé àëãåáðû Csn â åå
ïîäàëãåáðå Csn−k, ãäå k < n. Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì
ñæàòîå ïðåäñòàâëåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ àëãåáðû Csn
â åå ïîäàëãåáðå Csn−1. Ðàçîáüåì áàçèñíûå âåêòîðû κI
àëãåáðû Csn íà äâå ãðóïïû κI1 è κI2 ñ îäèíàêîâûì
÷èñëîì âåêòîðîâ òàê, ÷òîáû âåêòîðû κI1 îáðàçîâûâà-
ëè àëãåáðó Csn−1. Â ñèëó ñèììåòðèé êîììóòàòèâíîé
àëãåáðû óìíîæåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ ìîæíî çàïè-
ñàòü â âèäå ñëåäóþùåé òàáëèöû:

κK1
◦ κI1 = κL1

· CL1
K1I1 , (3)

κK1
◦ κI2 = κL2

· CL2
K1I2 , (4)

κK2
◦ κI1 = κL2

· CL2
K2I1 ,

κK2 ◦ κI2 = κL1 · CL1
K2I2 .

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ïðèáëèæåííî ïðè âû÷èñëåíèè
ìàòðèö ïðåäñòàâëåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ àëãåáðû Csn
â àëãåáðå Csn−1 áàçèñíûå âåêòîðû κL2

â ïðàâîé ÷àñòè
óðàâíåíèÿ (4) ìîæíî çàìåíèòü íà áàçèñíûå âåêòîðû
κL1

ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ

κL2
= κL1

· PL1
L2
, (5)

ãäå PL1
L2 åñòü ìàòðèöà ñîîòâåòñòâèé. Òîãäà ñîîòíî-

øåíèå (4) ïðèíèìàåò âèä

κK1 ◦ κI2 = κL1 · PL1
L2 · CL2

K1I2 . (6)

Ñîîòíîøåíèÿ (3) è (6) ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ìàòðè-
öû ïðåäñòàâëåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ àëãåáðû Csn â åå
ïîäàëãåáðå Csn−1, ïðè÷åì áàçèñíûå âåêòîðû ïîäàëãåá-
ðû Csn−1 ïðåäñòàâëÿþòñÿ òî÷íî, à îñòàëüíûå áàçèñíûå
âåêòîðû � ïðèáëèæåííî.



264 ÃËÀÂÀ 4.17 Áåëûå ëåïòèíî. Àëãåáðà äåéñòâèÿ áåëûõ ëåïòèíî Csw

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ðàññìîòðåòü ñæàòîå
ïðåäñòàâëåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ àëãåáðû Csn â åå ïî-
äàëãåáðå Csn−k, ãäå k < n.

6.1. Ïåðâîå ñæàòîå ïðåäñòàâëåíèå

Ðàññìîòðèì ïåðâîå ñæàòîå ïðåäñòàâëåíèå

R1 : Cs4 → Cs3 {κ32, κ13, κ21, κ0, κ1, κ2, κ3, κ123}.

Äëÿ ýòîãî ïîëîæèì, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè ñòðóêòóð-
íûõ ìàòðèö ïî ôîðìóëå (6) ñîîòíîøåíèå (5) îïðåäå-
ëÿåòñÿ òåì, ÷òî áàçèñíûå âåêòîðû ñ èíäåêñàìè

42, 14, 1324, 34, 134, 234, 4, 124

çàìåíÿþòñÿ íà áàçèñíûå âåêòîðû ñ èíäåêñàìè

32, 13, 21, 0, 1, 2, 3, 123

ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ðàçìåðíîñòü ìàòðèö áàçèñ-
íûõ âåêòîðîâ àëãåáðû Cs4 ïîíèæàåòñÿ âäâîå è ðàâ-
íà 8 × 8 â äåéñòâèòåëüíîì ïðåäñòàâëåíèè, 4 × 4 â
a-ïðåäñòàâëåíèè è 2× 2 â A-ïðåäñòàâëåíèè.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ñòðóêòóðíûå ìàò-

ðèöû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðâîìó ñæàòîìó ïðåäñòàâëå-
íèþ áàçèñíûõ âåêòîðîâ êîììóòàòèâíîé àëãåáðû Cs4 â
àëãåáðå Cs3.

κ0 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 1

14 13 1

1324 21 1

34 0 1

134 1 1

234 2 1

4 3 1

124 123 1

= 1

0 123
13 2

1 13

1 0

1 2

1 123

= 1

0 123

11 0

11 123

κ1 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 1

14 13 1

1324 21 1

34 0 1

134 1 1

234 2 1

4 3 1

124 123 1

= a

0 123
13 2

1 13

1 0

1 2

1 123

= a

0 123

A 0

A 123

κ2 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 1

14 13 1

1324 21 1

34 0 1

134 1 1

234 2 1

4 3 1

124 123 1

= 1

0 123
13 2

1 13

1 0

1 2

1 123

= 1

0 123

A 0

A 123

κ3 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 1

14 13 1

1324 21 1

34 0 1

134 1 1

234 2 1

4 3 1

124 123 1

= a

0 123
13 2

1 13

1 0

1 2

1 123

= a

0 123

11 0

11 123

κ4 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 1

14 13 1

1324 21 1

34 0 1

134 1 1

234 2 1

4 3 1

124 123 1

= a

0 123
13 2

1 13

1 0

1 2

1 123

= a

0 123

11 0

11 123

κ21 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 1

14 13 1

1324 21 1

34 0 1

134 1 1

234 2 1

4 3 1

124 123 1

= a

0 123
13 2

1 13

1 0

1 2

1 123

= a

0 123

11 0

11 123

κ13 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 1

14 13 1

1324 21 1

34 0 1

134 1 1

234 2 1

4 3 1

124 123 1

= 1

0 123
13 2

1 13

1 0

1 2

1 123

= 1

0 123

A 0

A 123

κ32 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 1

14 13 1

1324 21 1

34 0 1

134 1 1

234 2 1

4 3 1

124 123 1

= a

0 123
13 2

1 13

1 0

1 2

1 123

= a

0 123

A 0

A 123
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κ14 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 1

14 13 1

1324 21 1

34 0 1

134 1 1

234 2 1

4 3 1

124 123 1

= 1

0 123
13 2

1 13

1 0

1 2

1 123

= 1

0 123

A 0

A 123

κ42 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 1

14 13 1

1324 21 1

34 0 1

134 1 1

234 2 1

4 3 1

124 123 1

= a

0 123
13 2

1 13

1 0

1 2

1 123

= a

0 123

A 0

A 123

κ34 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 1

14 13 1

1324 21 1

34 0 1

134 1 1

234 2 1

4 3 1

124 123 1

= 1

0 123
13 2

1 13

1 0

1 2

1 123

= 1

0 123

11 0

11 123

κ123 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 1

14 13 1

1324 21 1

34 0 1

134 1 1

234 2 1

4 3 1

124 123 1

= 1

0 123
13 2

1 13

1 0

1 2

1 123

= 1

0 123

11 0

11 123

κ124

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 1

14 13 1

1324 21 1

34 0 1

134 1 1

234 2 1

4 3 1

124 123 1

= 1

0 123
13 2

1 13

1 0

1 2

1 123

= 1

0 123

11 0

11 123

κ134 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 1

14 13 1

1324 21 1

34 0 1

134 1 1

234 2 1

4 3 1

124 123 1

= a

0 123
13 2

1 13

1 0

1 2

1 123

= a

0 123

A 0

A 123

κ234 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 1

14 13 1

1324 21 1

34 0 1

134 1 1

234 2 1

4 3 1

124 123 1

= 1

0 123
13 2

1 13

1 0

1 2

1 123

= 1

0 123

A 0

A 123

κ1324 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 1

14 13 1

1324 21 1

34 0 1

134 1 1

234 2 1

4 3 1

124 123 1

= a

0 123
13 2

1 13

1 0

1 2

1 123

= a

0 123

11 0

11 123

Â ïåðâîì ñæàòîì ïðåäñòàâëåíèè âîñåìü ñòðóêòóð-
íûõ ìàòðèö àëãåáðû Cs4, ñîîòâåòñòâóþùèõ áàçèñíûì
âåêòîðàì

κ34, κ134, κ234, κ4, κ1324, κ14, κ42, κ124 ,

îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ ìàòðèöàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè
áàçèñíûì âåêòîðàì

κ0, κ1, κ2, κ3, κ21, κ13, κ32, κ123 .

Ïðåäñòàâëåíèå ïåðâûõ âîñüìè ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ
íåòî÷íûì âïëîòü äî òîãî, ÷òî ñèãíàòóðà ýòèõ áà-
çèñíûõ âåêòîðîâ ìåíÿåò çíàê.
Â äàëüíåéøåì îêàæåòñÿ âàæíûì òî, ÷òî â ïåðâîì

ñæàòîì ïðåäñòàâëåíèè ìàòðèöà CLK34 îòîæäåñòâëÿ-
åòñÿ ñ ìàòðèöåé CLK0 = δLK .

6.2. Âòîðîå ñæàòîå ïðåäñòàâëåíèå

Ðàññìîòðèì âòîðîå ñæàòîå ïðåäñòàâëåíèå

R2 : Cs4 → Cs2 {κ32, κ13, κ21, κ0}.

Äëÿ ýòîãî ïîëîæèì, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè ñòðóêòóð-
íûõ ìàòðèö ïî ôîðìóëå (6) ñîîòíîøåíèå (5) îïðå-
äåëÿåòñÿ òåì, ÷òî áàçèñíûå âåêòîðû ñ èíäåêñàìè
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(42, 14, 1324, 34), (134, 234, 4, 124) è (1, 2, 3, 123) çàìå-
íÿþòñÿ íà áàçèñíûå âåêòîðû ñ èíäåêñàìè (32, 13, 21, 0)
ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ðàçìåðíîñòü ìàòðèö ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ àëãåáðû Cs4 ïîíèæàåòñÿ
âäâîå â ñðàâíåíèè ñ ïåðâûì ñæàòûì ïðåäñòàâëåíè-
åì è ðàâíà 4 × 4 â äåéñòâèòåëüíîì ïðåäñòàâëåíèè,
2× 2 â a-ïðåäñòàâëåíèè è 1× 1 â A-ïðåäñòàâëåíèè.

Îãðàíè÷èìñÿ òåì, ÷òî ïðèâåäåì ìàòðèöû ðåãóëÿð-
íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îáðàçóþùèõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ
àëãåáðû Cs4 â àëãåáðå Cs2. Èìååì

κ1 ∼

13 0

32 21

1 32 1

2 13 1

3 21 1

123 0 1

= a 1

1
= aA ,

κ2 ∼

13 0

32 21

1 32 1

2 13 1

3 21 1

123 0 1

= 1 1

1
= 1 A ,

κ3 ∼

13 0

32 21

1 32 1

2 13 1

3 21 1

123 0 1

= a 1

1
= a 11 ,

κ4 ∼

13 0

32 21

134 32 1

234 13 1

4 21 1

124 0 1

= a 1

1
= a 11 .

Â ðåçóëüòàòå äëÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ àëãåáðû Cs4 ïî-
ëó÷èì

κ32 ∼ aA , κ42 ∼ aA ,

κ13 ∼ 1 A , κ14 ∼ 1 A ,

κ21 ∼ a 11 , κ1324 ∼ a 11 ,

κ0 ∼ 1 11 , κ34 ∼ 1 11 ,

κ1 ∼ aA , κ134 ∼ aA ,

κ2 ∼ 1 A , κ234 ∼ 1 A ,

κ3 ∼ a 11 , κ4 ∼ a 11 ,

κ123 ∼ 1 11 , κ124 ∼ 1 11 .

Â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè òîëüêî áàçèñíûå âåêòîðû κ32,
κ13, κ21, κ0 ïðåäñòàâëåíû òî÷íî. Ñîîòíîøåíèÿ

κ32 ∼ aA ,

κ13 ∼ 1 A ,

κ21 ∼ a 11 ,

κ0 ∼ 1 11

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñîîòâåòñòâèå ìåæäó óêà-
çàííûìè áàçèñíûìè âåêòîðàìè è A-÷èñëàìè.

6.3. Òðåòüå ñæàòîå ïðåäñòàâëåíèå

Ðàññìîòðèì òðåòüå ñæàòîå ïðåäñòàâëåíèå

R3 : Cs4 → Cs1 {κ21, κ0} .

Äëÿ ýòîãî ïîëîæèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (5) îïðåäåëÿ-
åòñÿ òåì, ÷òî áàçèñíûå âåêòîðû ñ èíäåêñàìè (42, 14),
(1324, 34), (134, 234), (4, 124), (1, 2), (3, 123), (32, 13)
çàìåíÿþòñÿ íà âåêòîðû ñ èíäåêñàìè (21, 0) ñîîòâåò-
ñòâåííî. Òîãäà ðàçìåðíîñòü ìàòðèö áàçèñíûõ âåê-
òîðîâ àëãåáðû Cs4 ïîíèæàåòñÿ âäâîå â ñðàâíåíèè ñ
âòîðûì ñæàòûì ïðåäñòàâëåíèåì è ðàâíà 2 × 2 â äåé-
ñòâèòåëüíîì ïðåäñòàâëåíèè, 1× 1 â a-ïðåäñòàâëåíèè.
Â ðåçóëüòàòå äëÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ àëãåáðû Cs4 ïî-
ëó÷èì

κ32 ∼ a , κ1 ∼ a , κ42 ∼ a , κ134 ∼ a ,

κ13 ∼ 1 , κ2 ∼ 1 , κ14 ∼ 1 , κ234 ∼ 1 ,

κ21 ∼ a , κ3 ∼ a , κ1324 ∼ a , κ4 ∼ a ,

κ0 ∼ 1 , κ123 ∼ 1 , κ34 ∼ 1 , κ124 ∼ 1 .

Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðåäñòàâëåíèè âåêòîð κ21, è òîëü-
êî îí, ïðåäñòàâëÿåòñÿ òî÷íî a-åäèíèöåé.

II. ÊÂÀÍÒÎÂÎÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÄËß
ËÅÏÒÈÍÎ

Ìû âû÷èñëèëè ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû àëãåáðû êâàð-
êèíî è òåïåðü âåðíåìñÿ ê ðåçóëüòàòàì Ãëàâû 3.3. Ñî-
ãëàñíî ýòîé Ãëàâå, åñëè äåéñòâèå íåêîòîðîãî îáúåêòà
ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé, òàêîìó îáúåêòó ïðèñóùè êâàí-
òîâûå ÿâëåíèÿ, à óðàâíåíèå ñòðóêòóðû ýòîé àëãåá-
ðû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êâàíòîâûé ïîñòóëàò. Â
Ðàçäåëå III. Ãëàâû 4.16 óðàâíåíèå ñòðóêòóðû àëãåá-
ðû äåéñòâèÿ îáùåãî âèäà ïðåîáðàçîâàíî â êâàíòî-
âîå óðàâíåíèå äëÿ ñâîáîäíûõ ëåïòèíî (ôîðìóëà (4)),
êîòîðûì âîñïîëüçóåìñÿ äàëåå. Óêàçàííîå óðàâíåíèå
èìååò âèä

CMN
L · ∂MψL(x) =

1

l
CMN

L · CLKI · pIM · ψK . (7)

Çäåñü l � ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ ðàçìåð-
íîñòü äåéñòâèÿ, àíàëîãè÷íàÿ ïîñòîÿííîé Ïëàíêà. Ñ
íàøåé òî÷êè çðåíèÿ, ýòî óðàâíåíèå è åñòü êâàíòîâîå
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óðàâíåíèå äëÿ ëåïòèíî â ñàìîì îáùåì âèäå. Äàëåå
çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå ïðè ñëåäóþùèõ îãðàíè÷åíè-
ÿõ: äèôôåðåíöèðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïî êîîð-
äèíàòàì îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà è óñëîâèè, ÷òî â
ïåðâîì ñæàòîì ïðåäñòàâëåíèè êîýôôèöèåíò ïðè âîë-
íîâîé ôóíêöèè â ïðàâîé ÷àñòè ïðèíèìàåò âèä

−m c

l
.

Çäåñü m åñòü ìàññà ëåïòèíî. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

CmNL · ∂mψL(x) =
= −m c

2 l
(C0N

L + C34N
L) · (CLK0 + CLK34) · ψK .

(8)

Ïîíÿòíî, ÷òî çäåñü C0N
K = CNK0 = δNK â îòëè÷èå

îò CNK34 è C
34N

L. Ìû ïîëîæèëè, ÷òî

p00 = p340 = p034 = p3434 = −m c

2
.

1. Ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû àëãåáðû áåëûõ
ëåïòèíî Qs

w

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû Ðàçäåëà II.2, ïðèâåäåì ñòðóê-
òóðíûå ìàòðèöû àëãåáðû Qsw C4N

L, C1N
L, C2N

L,
C3N

L, C
N
K34 è C34N

L â A-ïðåäñòàâëåíèè, íåîáõîäè-
ìûå äëÿ ïîñòðîåíèÿ êâàíòîâîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ñâî-
áîäíûõ áåëûõ ëåïòèíî.

C4N
L = a

34 124
0 123

1 0

-1 34

1 123

-1 124

, C1N
L = a

34 124
0 123

A 0

A 34

A 123

A 124

,

C2N
L = 1

34 124
0 123

A 0

A 34

A 123

A 124

, C3N
L = a

34 124
0 123

1 0

1 34

1 123

1 124

,

C34N
L = 1

34 124
0 123

11 0

-11 34

11 123

-11 124

, CNK34 = 1

34 124
0 123

-11 0

11 34

-11 123

11 124

.

2. Êâàíòîâîå óðàâíåíèå äëÿ áåëûõ ëåïòèíî

Êâàíòîâîå óðàâíåíèå äëÿ ñâîáîäíûõ áåëûõ ëåïòè-
íî ïîëó÷èì, ïîäñòàâèâ â óðàâíåíèå (8) âûøåïðèâå-
äåííûå ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû. Äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî
ðåãóëÿðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû ÷åðíûõ ëåïòèíî
Csb êîìïîíåíòû âîëíîâîé ôóíêöèè ψK(x) ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñîáîé øåñòíàäöàòü äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé.

Â iab-ïðåäñòàâëåíèè âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ñîäåðæèò âî-
ñåìü êîìïîíåíò âèäà (1). È â IAB-ïðåäñòàâëåíèè
êîìïîíåíòàìè âîëíîâîé ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ÷åòûðå
A-ôóíêöèè âèäà (2). Ïðèâåäåì êâàíòîâîå óðàâíåíèå
ïî îòíîøåíèþ ê A-êîìïîíåíòàì âîëíîâîé ôóíêöèè
áåëûõ ëåïòèíî:a

1

-1

1

-1

∂4 + a

A

A

A

A

∂1+

+

A

A

A

A

∂2 + a

1

1

1

1

∂3


Ψ0

Ψ34

Ψ123

Ψ124

=

= −m c
l

1

1

1

1

Ψ0

Ψ34

Ψ123

Ψ124

èëè

a ∂4Ψ
124 +(aA∂1 +A∂2 + a ∂3)Ψ

123 = −m c

l
Ψ0 ,

−a ∂4Ψ123 +(aA∂1 +A∂2 + a ∂3)Ψ
124 = −m c

l
Ψ34 ,

a ∂4Ψ
34 +(aA∂1 +A∂2 + a ∂3)Ψ

0 = −m c

l
Ψ123 ,

−a ∂4Ψ0 +(aA∂1 +A∂2 + a ∂3)Ψ
34 = −m c

l
Ψ124 .

(9)
Åñòü ëè â ýòîì óðàâíåíèè äîëÿ èñòèíû, ïîêàæåò

áóäóùåå.

III. ÂÛÂÎÄÛ ÏÎ ÃËÀÂÅ

� Îäíèì èç âîçìîæíûõ ïóòåé îáîáùåíèÿ àëãåáðû
Êëèôôîðäà ÿâëÿåòñÿ îòêàç îò àíòèêîììóòàòèâ-
íîñòè óìíîæåíèÿ.

� Êîììóòàòèâíîé àëãåáðå äåéñòâèÿ è ïðîñòðàí-
ñòâà-âðåìåíè C∗ ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ãèïîòå-
òè÷åñêèå ôóíäàìåíòàëüíûå ÷àñòèöû � ëåïòèíî.

� Â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðèáëèæåíèè ëåïòèíî è àí-
òèëåïòèíî � ýòî îäíà è òà æå ÷àñòèöà.

� Â ãåîìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ëåïòèíî îòñóò-
ñòâóþò êðóãîâûå ïîâîðîòû. Âìåñòî íèõ èìåþò
ìåñòî ãèïåðáîëè÷åñêèå ïîâîðîòû (âìåñòî äâèæå-
íèé ïî îêðóæíîñòè èìåþò ìåñòî äâèæåíèÿ ïî
ãèïåðáîëå). Îïåðàòîðó ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïîâî-
ðîòîâ â îáðàçóþùåì ïðîñòðàíñòâå (ñîáñòâåííîì
ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ëåïòèíî) ñîîòâåòñòâóåò
íîâûé äèíàìè÷åñêèé ïàðàìåòð, àíàëîãè÷íûé
ñïèíó ëåïòîíîâ. Ýòîò ïàðàìåòð íàçâàí èíåðöè-
åé. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëåïòèíî (òî åñòü äëÿ
÷àñòèö, âåêòîðû äåéñòâèÿ è âåêòîðû ïðîñòðàí-
ñòâà-âðåìåíè êîòîðûõ ñîñòàâëÿþò êîììóòàòèâ-
íóþ àëãåáðó), ñïèí ðàâåí íóëþ, à åãî ìåñòî çàíè-
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ìàåò íîâûé, â íåêîòîðîì ñìûñëå ñèììåòðè÷íûé
ñïèíó äèíàìè÷åñêèé ïàðàìåòð � èíåðöèÿ.

� Èç àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðû âåêòîðîâ äåé-
ñòâèÿ ëåïòèíî ñëåäóþò êâàíòîâûå ïîñòóëàòû
è òåîðèÿ êâàíòîâûõ ÿâëåíèé ýòèõ ÷àñòèö. Â îá-
ùåì ñëó÷àå íåò îñíîâàíèé ñ÷èòàòü, ÷òî êâàíòî-
âûå ÿâëåíèÿ ñ ó÷àñòèåì ëåïòèíî îïðåäåëÿþòñÿ
ïîñòîÿííîé Ïëàíêà, à íå äðóãîé ïîñòîÿííîé âå-
ëè÷èíîé, èìåþùåé ðàçìåðíîñòü äåéñòâèÿ.



×àñòü 5

Ïðîìåæóòî÷íûå ôèçè÷åñêèå îáúåêòû

Ãëàâà 5.1 Àëãåáðà äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ

I. ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÅ ÊÀÊ ÎÒÍÎØÅÍÈÅ
ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÈ

Â ×åòâåðòîé ×àñòè ìû ðàññìàòðèâàëè ñâîáîäíûå
ôóíäàìåíòàëüíûå ÷àñòèöû. Äàëåå áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü èõ âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ñîáîé.
Âçàèìîäåéñòâèå ÷àñòèö (è â îáùåì ñëó÷àå ôèçè÷å-

ñêèõ îáúåêòîâ) ìåæäó ñîáîé åñòü äåéñòâèå1 ÷àñòèö
(ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ) äðóã íà äðóãà, ïðèâîäÿùåå ê
èçìåíåíèþ ïàðàìåòðîâ èõ äâèæåíèÿ.
Ïóñòü A � ìíîæåñòâî ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Êàæ-

äóþ ïàðó ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ a, b ∈ A ìîæíî õà-
ðàêòåðèçîâàòü íàëè÷èåì èëè îòñóòñòâèåì âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ìåæäó íèìè. Òàêèì îáðàçîì, íà ïîäìíîæåñòâå
B ìíîæåñòâà ïàð ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ A×A ââîäèòñÿ
áèíàðíîå îòíîøåíèå F . Èíà÷å ãîâîðÿ, ïîïàðíîå âçà-
èìîäåéñòâèå åñòü áèíàðíîå îòíîøåíèå F ìåæäó ôè-
çè÷åñêèìè îáúåêòàìè, îïðåäåëÿþùåå ïîäìíîæåñòâî2

âçàèìîäåéñòâóþùèõ ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ B. Çàìå-
òèì, ÷òî ââåäåíèå êà÷åñòâà F, èëè ïîíÿòèÿ âçàèìî-
äåéñòâèÿ êàê áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ, ñòàíîâèòñÿ âîç-
ìîæíûì ïîñëå òîãî, êàê èçîáðåòåí ñïîñîá ðåãèñòðà-
öèè âçàèìîäåéñòâèÿ. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî òàêèõ ñïî-
ñîáîâ ìîæåò áûòü íåñêîëüêî, îíè ìîãóò áûòü áîëåå
èëè ìåíåå ñîâåðøåííû è ñîâåðøåíñòâîâàòüñÿ. Âàæ-
íî, ÷òî âñå îíè èìåþò èíâàðèàíòíîå ñîäåðæàíèå êàê
áèíàðíûå îòíîøåíèÿ. Áèíàðíîå îòíîøåíèå F ìåæäó
ôèçè÷åñêèìè îáúåêòàìè a è b áóäåì çàïèñûâàòü aF b
è ãîâîðèòü, ÷òî ôèçè÷åñêèé îáúåêò a âçàèìîäåéñòâó-
åò ñ ôèçè÷åñêèì îáúåêòîì b. Òàê êàê âçàèìîäåéñòâèå
F åñòü êà÷åñòâî, îïðåäåëÿþùåå ïîäìíîæåñòâî B íà
ìíîæåñòâå ïàð A×A, òî ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèÿ ïåðå-

1 Íóæíî èìåòü â âèäó, ÷òî ñëîâî äåéñòâèå èñïîëüçóåòñÿ â
íåñêîëüêèõ ñìûñëàõ: äåéñòâèå êàê ÿâëåíèå, íàïðèìåð äåé-
ñòâèå îäíîãî ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà íà äðóãîé; äåéñòâèå êàê
ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà, íàïðèìåð âåêòîð äåéñòâèÿ, äåéñòâèå
â ñìûñëå ïðèìåíåíèå îïåðàòîðà, íàïðèìåð äåéñòâèå îïåðà-
òîðà íà ôóíêöèþ. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëîâî äåéñòâèå,
ïîëàãàÿ, ÷òî ÷èòàòåëü ëåãêî îïðåäåëèò â êàêîì èç óïîìÿíó-
òûõ òðåõ çíà÷åíèé ýòî ñëîâî èñïîëüçóåòñÿ. Êðîìå òîãî, ìû
èñïîëüçóåì òåðìèíû âçàèìîäåéñòâèå (ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ
äðóã ñ äðóãîì) è âîçäåéñòâèå (îäíîãî ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà
íà äðóãîé).

2 Çàäàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ F äëÿ ïàð ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ èç
A × A íå îçíà÷àåò, ÷òî ýòî âçàèìîäåéñòâèå èìååò ìåñòî äëÿ
ëþáîé ïàðû ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ.

ñå÷åíèÿ, äîïîëíåíèÿ, îáúåäèíåíèÿ áèíàðíûõ îòíîøå-
íèé. Äîïîëíåíèåì ê áèíàðíîìó îòíîøåíèþ (âçàèìî-
äåéñòâèþ) F ÿâëÿåòñÿ áèíàðíîå îòíîøåíèå F, îïðåäå-
ëÿåìîå ïîñðåäñòâîì ïîäìíîæåñòâà íåâçàèìîäåéñòâó-
þùèõ ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ B, òî åñòü aF b èìååò ìå-
ñòî òîãäà, êîãäà a íå âçàèìîäåéñòâóåò ñ b. Ïóñòü ôèçè-
÷åñêèé îáúåêò a âçàèìîäåéñòâóåò ñ ôèçè÷åñêèì îáú-
åêòîì b. Òîãäà îáðàòíîå îòíîøåíèå aF−1 b, ðàâíîçíà÷-
íîå òîìó, ÷òî bF a, îçíà÷àåò, ÷òî b âçàèìîäåéñòâóåò ñ
a. Òàêèì îáðàçîì, âçàèìîäåéñòâèå êàê áèíàðíîå îò-
íîøåíèå îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñèììåòðè÷íîñòè: åñëè
aF b, òî bF a, òî åñòü, åñëè a âçàèìîäåéñòâóåò ñ b, òî
b âçàèìîäåéñòâóåò ñ a. Ââåäåì òàêæå åäèíè÷íîå îòíî-
øåíèå E, îïðåäåëÿåìîå òåì, ÷òî äâà ôèçè÷åñêèõ îáú-
åêòà a è b âñòóïàþò â ýòî îòíîøåíèå (aE b), åñëè a = b.
Î÷åâèäíî, ÷òî E−1 = E, F ◦ E = E ◦ F. Ðàññìîòðèì
òåïåðü îòíîøåíèå R = F ∪ E. Ýòî îòíîøåíèå 1) ñèì-
ìåòðè÷íî, 2) ðåôëåêñèâíî, òî åñòü E ∈ R, è 3) òðàí-
çèòèâíî, òî åñòü, åñëè a âçàèìîäåéñòâóåò ñ b (aR b), à
b âçàèìîäåéñòâóåò ñ c (bR c), òî a âçàèìîäåéñòâóåò è
ñ c (aR c). Óñëîâèå òðàíçèòèâíîñòè îçíà÷àåò, ÷òî ñìå-
øàííûå âçàèìîäåéñòâèÿ íå ðàññìàòðèâàþòñÿ. Áèíàð-
íîå îòíîøåíèå, îáëàäàþùåå òðåìÿ âûøåóêàçàííûìè
ñâîéñòâàìè, ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.
Òàêèì îáðàçîì, âçàèìîäåéñòâèå êàê áèíàðíîå îòíîøå-
íèå åñòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.

1. Ñêàëÿðíîå äåéñòâèå è îòíîøåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè

Âçãëÿä íà âçàèìîäåéñòâèå êàê íà áèíàðíîå îòíîøå-
íèå çàñòàâëÿåò ñêîððåêòèðîâàòü ñêàëÿðíîå äåéñòâèå
äëÿ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Ðàñ-
ñìîòðèì òàêóþ êîððåêöèþ íà ïðèìåðå ñêàëÿðíîãî
äåéñòâèÿ, ïîëó÷åííîãî â Ðàçäåëå V.1 Ãëàâû 3.2. Ýòî
äåéñòâèå èìååò âèä (ôîðìóëà (54) Ãëàâû 3.2):

lS = −
∫ ((

pKI(1) + C1 · lKI(1)
) DyI(x)

∂xK
(2)+

+
(
mKK1

I(1) + C2 · lKK1
I(1)

) DlIK1

∂xK
(2) +

+
(
wKK2K1

I(1) + C3 · lKK2K1
I(1)

) DlIK1K2

∂xK
(2)

)
· dΩ .

(1)
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Ýòî ñêàëÿðíîå äåéñòâèå îòíîñèòñÿ ê ôóíäàìåí-
òàëüíîìó îáúåêòó 1, ÿâëÿþùåìóñÿ èñòî÷íèêîì ïîëÿ
âíåøíåé ñèììåòðèè 1 è âçàèìîäåéñòâóþùåìó ñ ïî-
ëåì âíåøíåé ñèììåòðèè 2, ñîçäàâàåìûì èñòî÷íèêîì
2. Çäåñü

pKI(1) , mKK1
I(1) , wKK2K1

I(1)

� ïàðàìåòðû èñòî÷íèêà (ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà)
1,

lKI(1) , lKK1
I(1) , lKK2K1

I(1)

� ïåðåìåííûå ïîëÿ âíåøíåé ñèììåòðèè 1,

DyI(x)

∂xK
(2) = lIK(2) ,

DlIK1

∂xK
(2) = lIK1K(2) ,

DlIK1K2

∂xK
(2) = lIK1K2K(2)

� ïåðåìåííûå ïîëÿ âíåøíåé ñèììåòðèè 2.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñäåëàòü íàøè âûêëàäêè áîëåå ïðî-

çðà÷íûìè, îáîçíà÷èì ÷åðåç pα(1) ïàðàìåòðû ôóíäà-
ìåíòàëüíîãî îáúåêòà 1, ãäå èíäåêñ α ïðèíèìàåò çíà-
÷åíèÿ 1, 2, 3, ïðè÷åì

p1(1) ∼ pKI(1), p2(1) ∼ mKK1
I(1),

p3(1) ∼ wKK2K1
I(1).

Êðîìå òîãî, îáîçíà÷èì ÷åðåç lα(1) ïåðåìåííûå ïîëÿ
âíåøíåé ñèììåòðèè 1, ïðè÷åì

l1(1) ∼ lKI(1), l2(1) ∼ lKK1
I(1),

l3(1) ∼ lKK2K1
I(1).

Êðîìå òîãî, îáîçíà÷èì ÷åðåç lα(2) ïåðåìåííûå ïîëÿ
âíåøíåé ñèììåòðèè 2, ïðè÷åì

l1(2) ∼ lIK(2), l2(2) ∼ lIK1K(2),

l3(2) ∼ lIK1K2K(2).

Â ïðèâåäåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ ñêàëÿðíîå äåéñòâèå
(1) çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

lS = −
∫
(pα(1) + Cα · lα(1)) · lα(2) · dΩ . (2)

Óñëîâèå ñèììåòðè÷íîñòè âçàèìîäåéñòâèÿ êàê áè-
íàðíîãî îòíîøåíèÿ òðåáóåò, ÷òîáû ñêàëÿðíîå äåé-
ñòâèå áûëî ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî âçàèìîäåé-
ñòâóþùèõ ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ 1 è 2. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ñêàëÿðíîå äåéñòâèå (2) äîëæíî áûòü ñêîððåêòè-
ðîâàíî è çàïèñàíî â ñëåäóþùåì âèäå:

lS = −
∫
(pα(1)+Cα·lα(1))·(öα·pα(2)+lα(2))·dΩ . (3)

Çäåñü pα(2) ïàðàìåòðû ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà
2, öα ýòî ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû.
Èç ñêàëÿðíîãî äåéñòâèÿ (3) ñëåäóåò, ÷òî ïðè îïèñà-

íèè âçàèìîäåéñòâóþùèõ ôóíäàìåíòàëüíûõ îáúåêòîâ

1 è 2, ÿâëÿþùèõñÿ èñòî÷íèêàìè ïîëåé, ñîîòâåòñòâåí-
íî 1 è 2, íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü
1) âçàèìîäåéñòâèå ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà 1 ñ

ïîëåì 2;
2) âçàèìîäåéñòâèå ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà 2 ñ

ïîëåì 1;
3) íåïîñðåäñòâåííîå âçàèìîäåéñòâèå ôóíäàìåíòàëü-

íûõ îáúåêòîâ 1 è 2 ìåæäó ñîáîé;
3) íåïîñðåäñòâåííîå âçàèìîäåéñòâèå ïîëåé 1 è 2

ìåæäó ñîáîé.
Âñå óêàçàííûå âçàèìîäåéñòâèÿ ñëåäóåò ñ÷èòàòü

áëèçêîäåéñòâóþùèìè.
Â òîì ñëó÷àå, åñëè â ñîîòíîøåíèè (3) ñëàãàåìîå

öα · pα(2) ìíîãî áîëüøå ñëàãàåìîãî lα(2) èëè ñëàãà-
åìîå öα · pα(2) ìíîãî ìåíüøå ñëàãàåìîãî lα(2), ñêà-
ëÿðíîå äåéñòâèå (3) ñâîäèòñÿ ê ñêàëÿðíîìó äåéñòâèþ
(2).

2. Êëàññ è òèï âçàèìîäåéñòâèé

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî íàáîðîâ èç n âçàèìîäåé-
ñòâóþùèõ ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ (a1, a2, . . . , an). Îíè
ñîñòàâëÿþò ïîäìíîæåñòâî â An. Òàêèì îáðàçîì, âçà-
èìîäåéñòâèå n ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ îïðåäåëÿåò íà
ìíîæåñòâå ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ A n-àðíîå îòíîøå-
íèå.
Íàçîâåì êëàññîì âçàèìîäåéñòâèÿ3 â A ïî îòíîøå-

íèþ ê âçàèìîäåéñòâèþ F ìíîæåñòâî âñåõ ôèçè÷åñêèõ
îáúåêòîâ èç A, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ çàäàííûì ôèçè-
÷åñêèì îáúåêòîì a. Îáîçíà÷èì êëàññ âçàèìîäåéñòâèÿ
cl(a). Êëàññ cl(a) åñòü ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà ôè-
çè÷åñêèõ îáúåêòîâ A (cl(a) ⊂ A), â òî âðåìÿ êàê B
åñòü ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà ïàð ôèçè÷åñêèõ îáúåê-
òîâ A×A. Êà÷åñòâî, ïðèñóùåå ôèçè÷åñêèì îáúåêòàì,
îáúåäèíåííûì â îäèí êëàññ, íàçîâåì òèïîì âçàèìî-
äåéñòâèÿ. Êëàññ âçàèìîäåéñòâèÿ ìîæåò áûòü îïðåäå-
ëåí ñ ïîìîùüþ ëþáîãî ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà, âõîäÿ-
ùåãî â ýòîò êëàññ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè b ∈ cl(a), òî
â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè âçàèìîäåéñòâèÿ èç cF a ñëå-
äóåò cF b. Èç òðàíçèòèâíîñòè âçàèìîäåéñòâèÿ òàêæå
ñëåäóåò, ÷òî äâà êëàññà âçàèìîäåéñòâèÿ ëèáî ñîâïàäà-
þò, ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü äàíû
äâà êëàññà âçàèìîäåéñòâèÿ cl(a), cl(b) ⊂ A, òîãäà, åñëè
ñóùåñòâóåò c, òàêîå, ÷òî aF c è bF c, òî cl(a) = cl(b).
×èñëî òèïîâ âçàèìîäåéñòâèÿ ðàâíî ÷èñëó êëàññîâ âçà-
èìîäåéñòâèÿ.
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ óñòàíîâëåíû ÷åòûðå òèïà âçàè-

ìîäåéñòâèÿ: ýëåêòðîìàãíèòíîå, ñëàáîå, ñèëüíîå è ãðà-
âèòàöèîííîå. Â ñâîèõ ðàññóæäåíèÿõ äëÿ îïðåäåëåííî-
ñòè áóäåì àïåëëèðîâàòü ê âçàèìîäåéñòâèþ ýëåêòðè-
÷åñêèõ çàðÿäîâ (ýëåêòðè÷åñêè çàðÿæåííûõ òåë), õîòÿ
íàøè ðàññóæäåíèÿ áóäóò èìåòü îáùèé õàðàêòåð è îò-
íîñèòüñÿ ê âçàèìîäåéñòâèÿì äðóãèõ òèïîâ.

3 Çäåñü ìû ïåðåôðàçèðóåì îïðåäåëåíèå êëàññà ýêâèâàëåíòíî-
ñòè.
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Ó ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ, âñòóïàþùèõ âî âçàèìîäåé-
ñòâèå îïðåäåëåííîãî òèïà, óñòàíàâëèâàåòñÿ íàëè÷èå
íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà q � çàðÿäà ñîîòâåòñòâóþùåãî
òèïà. Ââåäåíèå ïîíÿòèÿ çàðÿäà q êàê ôèçè÷åñêîé âå-
ëè÷èíû ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì ïîñëå òîãî, êàê èçîá-
ðåòåí ñïîñîá ñðàâíåíèÿ çàðÿäîâ è ñïîñîá ñëîæåíèÿ
çàðÿäîâ. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî òàêèõ ñïîñîáîâ ìîæåò
áûòü íåñêîëüêî, îíè ìîãóò áûòü áîëåå èëè ìåíåå ñî-
âåðøåííû è ñîâåðøåíñòâîâàòüñÿ4. Âàæíî, ÷òî âñå îíè
èìåþò èíâàðèàíòíîå ñîäåðæàíèå êàê çàêîíû êîìïî-
çèöèè, îïðåäåëÿþùèå çàðÿä êàê âåêòîðíóþ èëè ñêà-
ëÿðíóþ âåëè÷èíó íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë,
òî åñòü íà ìíîæåñòâå çíà÷åíèé çàðÿäîâ èìåþò ìåñòî
çàêîíû

� ñëîæåíèÿ çàðÿäîâ

q = q1 + q2 ,

� óìíîæåíèÿ çàðÿäà íà ÷èñëî

q = α · q1 , ãäå α äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî ,

êîòîðûå ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé çàêîíîì äèñòðèáóòèâ-
íîñòè.
Äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ çàðÿä åñòü

ñêàëÿðíàÿ âåëè÷èíà íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
Äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ çàðÿä åñòü ñêà-
ëÿðíàÿ âåëè÷èíà íàä ïîëåì ïîëîæèòåëüíûõ äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë. Äëÿ ñèëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ çàðÿä
åñòü âåêòîðíàÿ âåëè÷èíà íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë.
Îñîáåííîñòü âçàèìîäåéñòâèÿ çàðÿäîâ ñîñòîèò â òîì,

÷òî ýòî âçàèìîäåéñòâèå îñóùåñòâëÿåòñÿ íà ðàññòîÿ-
íèè, áåç íåïîñðåäñòâåííîãî êîíòàêòà çàðÿäîâ äðóã ñ
äðóãîì. Ýòîò ôàêò íàõîäèòñÿ â ïðîòèâîðå÷èè ñ ïî-
âñåäíåâíûì îïûòîì è çäðàâûì ñìûñëîì, ïîýòîìó âû-
çâàë ê æèçíè òî÷êó çðåíèÿ, ñîãëàñíî êîòîðîé ìåæäó
âçàèìîäåéñòâóþùèìè çàðÿäàìè íàõîäèòñÿ ïðîìåæó-
òî÷íûé "àãåíò" , ïðè÷åì îí ñíà÷àëà âçàèìîäåéñòâóåò
ñ îäíèì çàðÿäîì ïóòåì íåïîñðåäñòâåííîãî êîíòàêòà,
çàòåì ñ äðóãèì, òàêæå íåïîñðåäñòâåííî êîíòàêòèðóÿ
ñ íèì. Òàêèì îáðàçîì, "àãåíò" îñóùåñòâëÿåò ïåðåíîñ
âçàèìîäåéñòâèÿ îò îäíîãî çàðÿäà ê äðóãîìó. Èíèöèà-
òîðîì ýòîé òî÷êè çðåíèÿ áûë Íüþòîí. Â äàëüíåéøåì
ýòà êîíöåïöèÿ ïîëó÷èëà ðàçâèòèå â äâóõ ðàçíîâèäíî-
ñòÿõ:

� ïåðåíîñ÷èêîì âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó çàðÿäàìè
ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòî÷íûé îáúåêò;

� ïåðåíîñ÷èêîì âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó çàðÿäàìè
ÿâëÿåòñÿ ïîëå5.

4 Â îñíîâå óêàçàííûõ ñïîñîáîâ ìîæåò ëåæàòü, íàïðèìåð, ñðàâ-
íåíèå è ñëîæåíèå ñèë, ïîñòàâëåííûõ â ñîîòâåòñòâèå çàðÿäàì.

5 Ïîëå êàê ÷àñòü ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîé íà âíîñèìûé çàðÿäà
äåéñòâóåò ñèëà.

Òàê êàê îáå ðàçíîâèäíîñòè "àãåíòà" îòíîñÿòñÿ ê
îäíîìó ÿâëåíèþ � âçàèìîäåéñòâèþ çàðÿäîâ, òî îíè
äîëæíû áûòü ýêâèâàëåíòíû. Âìåñòå ñ òåì, â íàñòî-
ÿùåå âðåìÿ îáå êîíöåïöèè íå àäåêâàòíû äðóã äðóãó,
÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò îá èõ âçàèìíîì íåñîâåðøåíñòâå
è ñëóæèò èìïóëüñîì äëÿ èõ ðàçâèòèÿ6. Â ýòîé Ãëà-
âå ìû ñôîðìóëèðóåì ïîäõîä ê îïèñàíèþ ïðîìåæó-
òî÷íûõ îáúåêòîâ è, â ÷àñòíîñòè, ïðîìåæóòî÷íûõ ÷à-
ñòèö7. Ê ïðîìåæóòî÷íûì ÷àñòèöàì ìû îòíåñåì ôî-
òîí, W è Z-áîçîíû, ãëþîíû è ìåçîíû, à òàêæå ãèïî-
òåòè÷åñêèå (èì ñóïåðñèììåòðè÷íûå) ÷àñòèöû.
Ñîãëàñíî íàøåé îáùåé ïîçèöèè, ýëåìåíòàðíûå ÷à-

ñòèöû (â òîì ÷èñëå è ïðîìåæóòî÷íûå) õàðàêòåðè-
çóþòñÿ âåêòîðîì äåéñòâèÿ. Äàëåå íóæíî ó÷åñòü, ÷òî
ïðîìåæóòî÷íàÿ ÷àñòèöà, âçàèìîäåéñòâóÿ ñ ôóíäàìåí-
òàëüíîé ÷àñòèöåé, ìåíÿåò õàðàêòåðèñòèêè äâèæåíèÿ
ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòèöû. Äëÿ ýòîãî ìû ðàññìàòðè-
âàåì äåéñòâèå ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöû êàê îïåðàòîð,
äåéñòâóþùèé íà âåêòîð äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé
÷àñòèöû. Åñëè óäàñòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîðû äåé-
ñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöû îáðàçóþò àëãåáðó, òî
òîãäà âñòóïÿò â ñèëó îáùèå ñîîáðàæåíèÿ, èçëîæåí-
íûå â Ãëàâå 3.3, ñîãëàñíî êîòîðûì óðàâíåíèÿ ñòðóê-
òóðû àëãåáðû äåéñòâèÿ ïðåîáðàçóþòñÿ â êâàíòîâûå
óðàâíåíèÿ äëÿ ÷àñòèöû (â íàøåì ñëó÷àå ïðîìåæó-
òî÷íîé). Ñîâìåñòíîå ðàññìîòðåíèå àëãåáð äåéñòâèÿ
ôóíäàìåíòàëüíîé è ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèö äîëæíî
ïðèâåñòè ê ñèñòåìå êâàíòîâûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþ-
ùèõ âçàèìîäåéñòâèå óêàçàííûõ ÷àñòèö. Òàêîâà êàíâà
ðàññóæäåíèé, êîòîðîé áóäåì ñëåäîâàòü äàëåå.

II. ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÎ ÄÅÉÑÒÂÈß
ÏÐÎÌÅÆÓÒÎ×ÍÛÕ ÎÁÚÅÊÒÎÂ

Íàïîìíèì, ÷òî ïðîìåæóòî÷íûé îáúåêò îïèñûâàåò-
ñÿ âåêòîðîì äåéñòâèÿ

S ,

ïîäîáíûì âåêòîðó ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðî-
ñòðàíñòâà-âðåìåíè. Ìíîæåñòâî òàêèõ âåêòîðîâ ñî-
ñòàâëÿåò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèÿ ïðîìåæó-
òî÷íûõ îáúåêòîâ, îáîçíà÷åííîå S1. Êðîìå òîãî, íà-
ïîìíèì, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíûé îáúåêò îïèñûâàåòñÿ
êîíòðàâàðèàíòíûì âåêòîðîì äåéñòâèÿ

S .

Ìíîæåñòâî òàêèõ âåêòîðîâ ñîñòàâëÿåò âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ îáúåêòîâ,
îáîçíà÷åííîå S. Ðàçìåðíîñòü âåêòîðîâ äåéñòâèÿ �
Äæ·ñåê.

6 Â Ãëàâàõ 5.2 è 5.3 ìû âåðíåìñÿ ê ýòîìó âîïðîñó.
7 Îáû÷íî òåðìèí "ïðîìåæóòî÷íûå" èñïîëüçóåòñÿ ïî îòíîøå-
íèþ ê ÷àñòèöàì, ïåðåíîñÿùèì ñëàáîå âçàèìîäåéñòâèå. Ìû
ýòîò òåðìèí ðàñïðîñòðàíèì íà âñå ÷àñòèöû-ïåðåíîñ÷èêè âçà-
èìîäåéñòâèÿ.
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1. Âîçäåéñòâèå ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà íà
ôóíäàìåíòàëüíûé îáúåêò

Èñõîäèì èç îáùåãî ïðåäñòàâëåíèÿ î òîì, ÷òî âîç-
äåéñòâèå ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà íà ôóíäàìåíòàëü-
íûé îáúåêò ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ äðóãîãî ôóí-
äàìåíòàëüíîãî îáúåêòà, òî÷íåå ôóíäàìåíòàëüíîãî
îáúåêòà ñ äðóãèìè ýíåðãåòè÷åñêèìè è äèíàìè÷åñêè-
ìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Òàêàÿ ïðåäïîñûëêà ïîçâîëÿåò
ðàññìàòðèâàòü âåêòîð äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íîãî îáú-
åêòà S êàê íåêîòîðûé îïåðàòîð S( ), êîòîðûé ñòàâèò
â ñîîòâåòñòâèå âåêòîðó äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî
îáúåêòà S ∈ S âåêòîð äåéñòâèÿ äðóãîãî ôóíäàìåí-
òàëüíîãî îáúåêòà S′ ∈ S. Óêàçàííîå ñîîòâåòñòâèå çà-
ïèøåì òàê:

S′ = S(S) . (4)

Ìîæíî òàêæå ãîâîðèòü îá îïåðàòîðå S( ) êàê î ïðå-
îáðàçîâàíèè âåêòîðà S â âåêòîð S′. Òàêèì îáðàçîì,
âîçäåéñòâèå ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà íà ôóíäàìåí-
òàëüíûé îáúåêò ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðåîáðàçî-
âàíèå âåêòîðà äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà.

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ïðåîáðàçîâàíèå S( ) áûëî ëèíåé-
íûì, òî åñòü âûïîëíÿëîñü ñîîòíîøåíèå

S(α1 · S1 + α2 · S2) = α1 · S(S1) + α2 · S(S2).

Âåêòîð äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà S ìî-
æåò áûòü ðàçëîæåí ïî áàçèñíûì âåêòîðàì eI :

S = e0 S
0 + ei1 S

i1 + . . .+ e1324 S
1324 = eI · SI .

Ïîýòîìó âåêòîð S′ = S(S) â ñèëó ëèíåéíîñòè ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

S′ = S(eI) · SI .

Ââåäåì ðàçëîæåíèå âåêòîðîâ S(eI) ïî áàçèñíûì
âåêòîðàì eM

S(eI) =
1

S0
· eM · SMI .

Çäåñü SMI � êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ, èìåþùèå
ðàçìåðíîñòü äåéñòâèÿ, S0 � êîýôôèöèåíò, èìåþùèé
ðàçìåðíîñòü äåéñòâèÿ, è ââåäåííûé äëÿ òîãî, ÷òîáû
âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè áûëî áåçðàçìåðíûì.. Èñ-
ïîëüçóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå, ïîëó÷èì

S′ =
1

S0
· eM · SMI · SI .

Äëÿ äåéñòâèÿ â áåçðàçìåðíîé ôîðìå ýòî âûðàæåíèå
ïðèíèìàåò âèä

S′ = eM · SMI · SI . (5)

2. Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèÿ
ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ

Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íîãî îáú-
åêòà, èëè ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé S1,
ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, òî åñòü
íà íåì îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ⊕

S1( )⊕ S2( ) ∈ S1
è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî ⊙

α⊙ S( ) ∈ S1 .

Ýòè îïåðàöèè óäîâëåòâîðÿþò çàêîíó äèñòðèáóòèâ-
íîñòè

α⊙ [S1( )⊕ S2( )] = α⊙ S1( )⊕ α⊙ S2( ) . (6)

Â ðåçóëüòàòå ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
S1 ñòàíîâèòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì. Ñîîòâåò-
ñòâèå çàêîíà äèñòðèáóòèâíîñòè â S1 çàêîíó äèñòðèáó-
òèâíîñòè â S

α · (S1 + S2) = α · S1 + α · S2

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ ñëî-
æåíèé "⊕"è "+"è óìíîæåíèé "⊙"è " · ". Ýòè óñëî-
âèÿ ñâîäÿòñÿ ê òîìó, ÷òî ⊕-ñëîæåíèå ñòàíîâèòñÿ +-
ñëîæåíèåì, à ⊙-óìíîæåíèå ñòàíîâèòñÿ · -óìíîæåíèåì
ïîñëå äåéñòâèÿ îïåðàòîðà (6) íà âåêòîð S.
Íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå S1 ââåäåì áàçèñíûå ïðå-

îáðàçîâàíèÿ IIK( ), ÷òîáû

S( ) = IIM ( ) · SMI ,

ãäå SMI � êîîðäèíàòû âåêòîðà äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷-
íîãî îáúåêòà, èëè êîîðäèíàòû ïðåîáðàçîâàíèÿ S( ),
ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ðàíåå ââåäåííûå êîýôôèöèåí-
òû ðàçëîæåíèÿ âåêòîðîâ S(eI) ïî áàçèñíûì âåêòîðàì
eM .
Íàéäåì ïðàâèëî ïðåîáðàçîâàíèÿ áàçèñíûõ âåêòî-

ðîâ eK ïðîñòðàíñòâà S ñ ïîìîùüþ áàçèñíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé IIM ( ) èç òîãî óñëîâèÿ, ÷òî ëèíåéíîå ïðå-
îáðàçîâàíèå âåêòîðà S = eK · SK äîëæíî èìåòü âèä
(5). Òàêèì îáðàçîì, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

S(S) = IIM (eK) · SMI · SK = eM · SMI · SI .

Îòñþäà

IIM (eK) = eM · δIK , (7)

ãäå δIK � ñèìâîë Êðîíåêåðà.

3. Ëåâîå è ïðàâîå âîçäåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íîãî
îáúåêòà íà ôóíäàìåíòàëüíûé îáúåêò

Âîçäåéñòâèå ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà íà ôóíäà-
ìåíòàëüíûé îáúåêò, ïðåäñòàâëåííîå ëèíåéíûì ïðå-
îáðàçîâàíèåì âåêòîðà äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî
îáúåêòà

S′ = S(S) ,



II. Ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ 273

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íå â îïåðàòîðíîé ôîðìå, à â
àëãåáðàè÷åñêîé êàê âèä óìíîæåíèÿ, èñïîëüçóÿ ñèì-
âîë ◦-óìíîæåíèÿ. Ïðè ýòîì òàêæå íóæíî ðàçëè÷àòü
äâà âèäà ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ è ñîîòâåòñòâåííî
äâà âèäà óìíîæåíèÿ � ëåâîå è ïðàâîå.

3.1. Ëåâîå âîçäåéñòâèå ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà íà
ôóíäàìåíòàëüíûé îáúåêò

Äëÿ ëåâîãî óìíîæåíèÿ èìååì

lS
′ = lS ◦ lS .

Ëåâûé çàêîí êîìïîçèöèè äëÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (7)
ïðèîáðåòàåò âèä

lI
I
M ◦ leK = δIK · leM . (8)

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

lS = lS
M
I · lIIM è lS = leK · lSK .

Òîãäà

lS
′ = lS ◦ lS = lS

M
I · lSK · lIIM ◦ leK =

= leM · lSMK · lSK .

3.2. Ïðàâîå âîçäåéñòâèå ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà íà
ôóíäàìåíòàëüíûé îáúåêò

Äëÿ ïðàâîãî óìíîæåíèÿ èìååì

rS
′ = rS ◦ rS .

Ïðàâûé çàêîí êîìïîçèöèè äëÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ
(7) ïðèîáðåòàåò âèä

reK ◦ rI
I
M = δIK · reM . (9)

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

rS = rS
M
I · rIIM è rS = reK · rSK .

Òîãäà

rS
′ = rS ◦ rS = rS

K · rSMI · reK ◦ rI
I
M =

= reM · rSMK · rSK .

4. Ãðóïïà è àëãåáðà äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ
îáúåêòîâ

Íà ìíîæåñòâå âåêòîðîâ äåéñòâèÿ S1 ââåäåì çàêîí
êîìïîçèöèè, òî åñòü äâóì ïðåîáðàçîâàíèÿì S1( ) è
S2( ) ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ïðåîáðàçîâàíèå S( ), íà-
çûâàåìîå êîìïîçèöèåé, èëè ïðîèçâåäåíèåì ïðåîáðàçî-
âàíèé S1( ) è S2( ). Âîçìîæíû äâà âèäà êîìïîçèöèè:

ëåâàÿ, êîãäà

lS( ) = S2(S1( )) , (10)

è ïðàâàÿ, êîãäà

rS( ) = S1(S2( )) . (11)

Çäåñü lS( ), rS( ), S1( ), S2( ) ∈ S1.
Ïîòðåáóåì, ÷òîáû êîìïîçèöèÿ ïðåîáðàçîâàíèé áû-

ëà ãðóïïîâûì çàêîíîì, òî åñòü, ÷òîáû íà ìíîæåñòâå
ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé S1 áûëî îïðåäåëåíî:

1. åäèíè÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå δ( ), äëÿ êîòîðîãî âû-
ïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

δ(S( )) = S( ) , S(δ( )) = S( ) ;

2. îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå S−1( ), äëÿ êîòîðîãî
âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

S(S−1( )) = δ( ) , S−1(S( )) = δ( ) .

Óêàçàííûå îïðåäåëåíèÿ äåëàþò ìíîæåñòâî âåêòî-
ðîâ äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ S1 ãðóïïîé.
Òî÷íåå, çàêîíó êîìïîçèöèè (10) ñîîòâåòñòâóåò ëåâàÿ
ãðóïïà äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ lS1, à çà-
êîíó êîìïîçèöèè (11) ñîîòâåòñòâóåò ïðàâàÿ ãðóïïà
äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ rS1.

4.1. Ëåâàÿ ãðóïïà è ëåâàÿ àëãåáðà äåéñòâèÿ
ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ

Íàéäåì ñâÿçü ìåæäó áàçèñíûìè âåêòîðàìè è êî-
îðäèíàòàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ-êîìïîçèöèè è áàçèñíûìè
âåêòîðàìè è êîîðäèíàòàìè ïðåîáðàçîâàíèé, ó÷àñòâó-
þùèõ â êîìïîçèöèè, äëÿ ëåâîé ãðóïïû äåéñòâèÿ ïðî-
ìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ lS1. Äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì çà-
êîí êîìïîçèöèè (10), ïîä÷åðêíóâ, ÷òî âñå ëèíåéíûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ, ó÷àñòâóþùèå â êîìïîçèöèè, îòíîñÿò-
ñÿ ê ëåâîé ãðóïïå lS1

lS( ) = lS2( lS1( )) , (12)

ãäå lS( ), lS1( ), lS2( ) ∈ lS1.
Çàïèøåì ïðåîáðàçîâàíèÿ, ó÷àñòâóþùèå â êîìïî-

çèöèè, ÷åðåç áàçèñíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è êîîðäèíàòû
(ìàòðèöû) ïðåîáðàçîâàíèé

lS( ) = lI
I
K( ) · lSKI ,

lS2( ) = lI
L
K( ) · l(S2)

K
L , lS1( ) = lI

I
M ( ) · l(S1)

M
I .

Èñõîäèì èç òîãî, ÷òî ìàòðèöû-êîîðäèíàòû ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ-êîìïîçèöèè ðàâíû ïðîèçâåäåíèþ ìàòðèö-
êîîðäèíàò ïðåîáðàçîâàíèé, ó÷àñòâóþùèõ â êîìïîçè-
öèè,

lS
K
I = l(S2)

K
N · l(S1)

N
I , (13)
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òî åñòü

lS( ) = lI
I
K( ) · l(S2)

K
N · l(S1)

N
I . (14)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû èç âûðàæåíèÿ (12) èìååì

lS( ) = lS2( lS1( )) = lI
L
K( lI

I
M ( )) · l(S2)

K
L · l(S1)

M
I .

Èç ñðàâíåíèÿ ýòîãî âûðàæåíèÿ ñ ðàâåíñòâîì (14) ïî-
ëó÷èì

lI
L
K( lI

I
M ( )) · l(S2)

K
L · l(S1)

M
I =

= lI
I
K( ) · l(S2)

K
L · δLM · l(S1)

M
I .

Îòñþäà ñëåäóåò çàêîí êîìïîçèöèè áàçèñíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé â ëåâîé ãðóïïå äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ
îáúåêòîâ lS1

lI
L
K( lI

I
M ( )) = δLM · lIIK( ) .

Ëåâûé çàêîí êîìïîçèöèè, äåéñòâóþùèé íà âåêòî-
ðàõ ïðîñòðàíñòâà lS1, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âèä
óìíîæåíèÿ è çàïèñûâàòü åãî â â àëãåáðàè÷åñêîé, à íå
â îïåðàòîðíîé ôîðìå

lS = lS2 ◦ lS1 . (15)

Çàêîí êîìïîçèöèè äëÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ïðèîáðå-
òàåò âèä ◦-óìíîæåíèÿ

lI
L
K ◦ lI

I
M = δLM · lIIK . (16)

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî çàêîíû êîìïîçèöèè è ñëîæå-
íèÿ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñâÿçàíû çàêîíîì äèñ-
òðèáóòèâíîñòè. Âñëåäñòâèå ýòîãî ìíîæåñòâî âåêòîðîâ
äåéñòâèÿ (ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé) lS1 ÿâëÿåòñÿ
êîëüöîì. À òàê êàê îíî âìåñòå ñ òåì ÿâëÿåòñÿ âåê-
òîðíûì ïðîñòðàíñòâîì, òî, ñëåäîâàòåëüíî, îíî ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé àëãåáðó. Àëãåáðó âåêòîðîâ äåéñòâèÿ
ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ, îñíîâàííóþ íà êîìïîçè-
öèè (12), íàçîâåì ëåâîé è îáîçíà÷èì òàê æå, êàê è
ãðóïïó, lS1.

4.2. Ïðàâàÿ ãðóïïà è ïðàâàÿ àëãåáðà äåéñòâèÿ
ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ

Íàéäåì ñâÿçü ìåæäó áàçèñíûìè âåêòîðàìè è êîîð-
äèíàòàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ-êîìïîçèöèè è áàçèñíûìè
âåêòîðàìè è êîîðäèíàòàìè ïðåîáðàçîâàíèé, ó÷àñò-
âóþùèõ â êîìïîçèöèè, äëÿ ïðàâîé ãðóïïû äåéñòâèÿ
ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ rS1. Äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì
çàêîí êîìïîçèöèè (11), ïîä÷åðêíóâ, ÷òî âñå ëèíåéíûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ, ó÷àñòâóþùèå â êîìïîçèöèè, îòíî-
ñÿòñÿ ê ïðàâîé ãðóïïå rS1

rS( ) = rS1( rS2( )) , (17)

ãäå rS( ), rS1( ), rS2( ) ∈ rS1.

Çàïèøåì ïðåîáðàçîâàíèÿ, ó÷àñòâóþùèå â êîìïîçè-
öèè, ÷åðåç áàçèñíûå ïðåîáðàçîâàíèÿè è êîîðäèíàòû
(ìàòðèöû) ïðåîáðàçîâàíèé

rS( ) = rI
L
M ( ) · rSML ,

rS1( ) = rI
L
K( ) · r(S1)

K
L , rS2( ) = rI

I
M ( ) · r(S2)

M
I .

Èñõîäèì èç òîãî, ÷òî ìàòðèöû-êîîðäèíàòû ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ-êîìïîçèöèè ðàâíû ïðîèçâåäåíèþ ìàòðèö-
êîîðäèíàò ïðåîáðàçîâàíèé, ó÷àñòâóþùèõ â êîìïîçè-
öèè

rS
M
L = r(S2)

M
N · r(S1)

N
L , (18)

òî åñòü

rS( ) = rI
L
M ( ) · r(S2)

M
N · r(S1)

N
L . (19)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû èç âûðàæåíèÿ (17) èìååì

rS( ) = rS1( rS2( )) = rI
L
K( rI

I
M ( ))· r(S2)

M
I · r(S1)

K
L .

Èç ñðàâíåíèÿ ýòîãî âûðàæåíèÿ ñ ðàâåíñòâîì (19) ïî-
ëó÷èì

rI
L
K( rI

I
M ( )) · r(S2)

M
I · r(S1)

K
L =

= rI
L
M ( ) · r(S2)

M
I · δIK · r(S1)

K
L .

Îòñþäà ñëåäóåò çàêîí êîìïîçèöèè áàçèñíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé â ïðàâîé ãðóïïå äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ
îáúåêòîâ rS1

rI
L
K( rI

I
M ( )) = δIK · rILM ( ) .

Ïðàâûé çàêîí êîìïîçèöèè, äåéñòâóþùèé íà âåêòî-
ðàõ ïðîñòðàíñòâà rS1, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âèä
óìíîæåíèÿ è çàïèñûâàòü åãî â â àëãåáðàè÷åñêîé, à íå
â îïåðàòîðíîé ôîðìå

rS = rS1 ◦ rS2 . (20)

Çàêîí êîìïîçèöèè äëÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ïðèîáðå-
òàåò âèä ◦-óìíîæåíèÿ

rI
L
K ◦ rI

I
M = δIK · rILM . (21)

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî çàêîíû êîìïîçèöèè è ñëîæå-
íèÿ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñâÿçàíû çàêîíîì äèñ-
òðèáóòèâíîñòè. Âñëåäñòâèå ýòîãî ìíîæåñòâî âåêòîðîâ
äåéñòâèÿ (ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé) rS1 ÿâëÿåòñÿ
êîëüöîì. À òàê êàê îíî âìåñòå ñ òåì ÿâëÿåòñÿ âåê-
òîðíûì ïðîñòðàíñòâîì, òî, ñëåäîâàòåëüíî, îíî ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé àëãåáðó. Àëãåáðó âåêòîðîâ äåéñòâèÿ
ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ, îñíîâàííóþ íà óìíîæå-
íèè (17), íàçîâåì ïðàâîé è îáîçíà÷èì òàê æå, êàê è
ãðóïïó, rS1.
Åäèíèöåé àëãåáð ÿâëÿåòñÿ âåêòîð δ( ) = δML ·ILM ( )

.
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III. ÊÂÀÍÒÎÂÎÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÄËß
ÑÂÎÁÎÄÍÛÕ ÏÐÎÌÅÆÓÒÎ×ÍÛÕ

ÎÁÚÅÊÒÎÂ

1. Ñèñòåìîîáðàçóþùèé ïîñòóëàò

Íàïîìíèì ïîñòóëàò, îòíîñÿùèéñÿ ê êâàíòîâûì ÿâ-
ëåíèÿì (Ãëàâà 3.3). Êâàíòîâûå ÿâëåíèÿ, òî åñòü äèñ-
êðåòíîñòü äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, îáóñëîâëåíû
òåì, ÷òî ìíîæåñòâî âåêòîðîâ äåéñòâèÿ ôèçè÷åñêèõ
îáúåêòîâ ñîñòàâëÿåò àëãåáðó, òî åñòü íà ìíîæåñòâå
ýòèõ âåêòîðîâ, ïîìèìî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæå-
íèÿ íà ÷èñëî, èìååò ìåñòî îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ. Óðàâ-
íåíèÿ ñòðóêòóðû àëãåáðû äåéñòâèÿ è åå ïîäàëãåáð
ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êàê êâàíòîâûå óðàâíåíèÿ
(óðàâíåíèÿ äèñêðåòíîñòè) äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåò-
ðîâ.

Â ÷àñòíîñòì, â òåõ ÿâëåíèÿõ, â êîòîðûõ ó÷àñòâóþò
ïðîìåæóòî÷íûå îáúåêòû, èìååò ìåñòî äèñêðåòíîñòü
äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ.
Îíà îáñëîâëåíà òåì, ÷òî ìíîæåñòâî âåêòîðîâ äåé-
ñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ ñîñòàâëÿåò àëãåáðó.
Óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû àëãåáðû äåéñòâèÿ ïðîìåæó-
òî÷íûõ îáúåêòîâ ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êàê êâàí-
òîâûå óðàâíåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ýòèõ îáú-
åêòîâ.

2. Óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû àëãåáðû äåéñòâèÿ
ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ

2.1. Ïðàâàÿ àëãåáðà äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ
îáúåêòîâ

Äàëåå ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû ïðàâîé àë-
ãåáðû äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ rS1, îïðå-
äåëÿåìûå äèôôåðåíöèðîâàíèåì çàêîíà óìíîæåíèÿ
âåêòîðîâ (20). Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàë âåêòîðà
äåéñòâèÿ rS. Áóäåì ðàçëè÷àòü äèôôåðåíöèàëû èí-
äåêñîì, íàïðèìåð d1, d2, . . ., åñëè äèôôåðåíöèðîâàíèå
âûïîëíÿåòñÿ ïî âåêòîðàì rS1, rS2, . . . ñîîòâåòñòâåííî.
Èç âûðàæåíèÿ (20) ñëåäóåò

d1 rS = d rS1 ◦ rS2 , d2 rS = rS1 ◦ d rS2 .

Èç ýòèõ âûðàæåíèé ïîëó÷àåì

d rS2 = ( rS1)
−1 ◦ d2 rS , d rS1 = d1 rS ◦ ( rS2)−1 .

(22)

Ââåäåì âòîðîé äèôôåðåíöèàë d2d1 rS. Èç âûðàæå-
íèÿ (20) äëÿ íåãî èìååò ìåñòî

d2d1 rS = d rS1 ◦ d rS2 .

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (22), ïîëó÷èì8

d2d1 rS = d1 rS ◦ ( rS)−1 ◦ d2 rS .

Âáëèçè åäèíèöû àëãåáðû, òî åñòü ïðè

rS = ( rS)
−1 = IKI · δIK ,

ýòî óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

d2d1 rS = d1 rS ◦ d2 rS . (23)

Ýòî ñîîòíîøåíèå åñòü óðàâíåíèå ñòðóêòóðû ïðà-
âîé àëãåáðû äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ rS1
â âåêòîðíîé ôîðìå.
Ïîäñòàâëÿÿ â ðàâåíñòâî (23) âûðàæåíèÿ äèôôå-

ðåíöèàëîâ âåêòîðîâ äåéñòâèÿ ÷åðåç äèôôåðåíöèàëû
êîîðäèíàò è ïîëüçóÿñü çàêîíîì óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ
âåêòîðîâ (21), ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû â êîîð-
äèíàòíîé ôîðìå

d2d1 rS
I
K = d2 rS

I
L · d1 rSLK . (24)

Âûâåäåííûå óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû çàïèñàíû äëÿ
äåéñòâèÿ â áåçðàçìåðíîé ôîðìå. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïå-
ðåéòè ê ðàçìåðíîìó äåéñòâèþ, íåîáõîäèìî ïåðïèñàòü
óðàâíåíèÿ (23) è (24) ñîîòâåòñòâåííî ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

d2d1 rS =
1

S0
d1 rS ◦ d2 rS . (25)

è

d2d1 rS
I
K =

1

S0
· d2 rSIL · d1 rSLK . (26)

Çäåñü ïîñòîÿííûé êîýôôèöèåíò S0, âåêòîðû äåé-
ñòâèÿ rS è êîîðäèíàòû âåêòîðîâ äåéñòâèÿ rS

I
L èìåþò

ðàçìåðíîñòü äåéñòâèÿ.

2.2. Ëåâàÿ àëãåáðà äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ

Äàëåå ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû ëåâîé àë-
ãåáðû äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ lS1, îïðåäå-
ëÿåìûå äèôôåðåíöèðîâàíèåì çàêîíà óìíîæåíèÿ âåê-
òîðîâ (15). Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàë âåêòîðà äåé-
ñòâèÿ lS. Áóäåì ðàçëè÷àòü äèôôåðåíöèàëû èíäåêñîì,
íàïðèìåð d1, d2, . . ., åñëè äèôôåðåíöèðîâàíèå âûïîë-
íÿåòñÿ ïî âåêòîðàì lS1, lS2, . . . ñîîòâåòñòâåííî. Èç âû-
ðàæåíèÿ (15) ñëåäóåò

d2 lS = d lS2 ◦ lS1 , d1 lS = lS2 ◦ d lS1 .

8 Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî äëÿ âûðàæåíèÿ (20)

rS
−1 = ( rS2)

−1 ◦ ( rS1)
−1 .
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Èç ýòèõ âûðàæåíèé ïîëó÷àåì

d lS2 = d2 lS◦( lS1)−1 , d lS1 = ( lS2)
−1 ◦d1 lS . (27)

Ââåäåì âòîðîé äèôôåðåíöèàë d2d1 lS. Èç âûðàæå-
íèÿ (15) äëÿ íåãî èìååò ìåñòî

d2d1 lS = d lS2 ◦ d lS1 .

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (27), ïîëó÷èì9

d2d1 lS = d2 lS ◦ ( lS)−1 ◦ d1 lS .

Âáëèçè åäèíèöû àëãåáðû, òî åñòü ïðè

lS = ( lS)
−1 = IKI · δIK ,

ýòî óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

d2d1 lS = d2 lS ◦ d1 lS . (28)

Ýòî ñîîòíîøåíèå åñòü óðàâíåíèå ñòðóêòóðû ëåâîé àë-
ãåáðû äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ lS1 â âåê-
òîðíîé ôîðìå.
Ïîäñòàâëÿÿ â ðàâåíñòâî (28) âûðàæåíèÿ äèôôå-

ðåíöèàëîâ âåêòîðîâ äåéñòâèÿ ÷åðåç äèôôåðåíöèàëû
êîîðäèíàò è ïîëüçóÿñü çàêîíîì óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ
âåêòîðîâ (16), ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû â êîîð-
äèíàòíîé ôîðìå

d2d1 lS
I
K = d2 lS

I
L · d1 lSLK . (29)

Âûâåäåííûå óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû çàïèñàíû äëÿ
äåéñòâèÿ â áåçðàçìåðíîé ôîðìå. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïå-
ðåéòè ê ðàçìåðíîìó äåéñòâèþ, íåîáõîäèìî ïåðïèñàòü
óðàâíåíèÿ (28) è (29) ñîîòâåòñòâåííî ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

d2d1 lS =
1

S0
d2 lS ◦ d1 lS (30)

è

d2d1 lS
I
K =

1

S0
· d2 lSIL · d1 lSLK . (31)

Çäåñü ïîñòîÿííûé êîýôôèöèåíò S0, âåêòîðû äåé-
ñòâèÿ lS è êîîðäèíàòû âåêòîðîâ äåéñòâèÿ lS

I
L èìåþò

ðàçìåðíîñòü äåéñòâèÿ.

3. Êâàíòîâûå óðàâíåíèÿ äëÿ ñâîáîäíîãî
ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà

Óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû, ïî ñóùåñòâó, è åñòü êâàí-
òîâûå óðàâíåíèÿ, êîòîðûìè îïðåäåëÿåòñÿ êâàíòîâàÿ
ìåõàíèêà ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö. Ïåðåéäåì ê áîëåå
ïðèâû÷íîé çàïèñè êâàíòîâûõ óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì
íåîáõîäèìî ó÷åñòü, ÷òî êâàíòîâûå óðàâíåíèÿ, êàê è
óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû, ñóùåñòâóþò â äâóõ ìîäèôèêà-
öèÿõ � äëÿ ïðàâîé è äëÿ ëåâîé àëãåáð äåéñòâèÿ ïðî-
ìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ.

9 Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî äëÿ (15)

lS
−1 = ( lS1)

−1 ◦ ( lS2)
−1 .

3.1. Ïðàâàÿ àëãåáðà äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ
îáúåêòîâ

Â óðàâíåíèè ñòðóêòóðû (25) ââåäåì îáîçíà÷åíèå

d1 rS = rψ1

è â óðàâíåíèè (26) ñîîòâåòñòâåííî ââåäåì îáîçíà÷åíèå

d1 rS
L
K = rψ

L
K .

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèþ rψ1 ñ êîîðäèíàòàìè

rψ
L
K êàê ïðàâóþ âîëíîâóþ ôóíêöèþ ïðîìåæóòî÷íî-

ãî îáúåêòà. Äèôôåðåíöèàë d2 îáîçíà÷èì d. Óðàâíåíèå
ñòðóêòóðû (25), çàïèñàííîå ïî îòíîøåíèþ ê ïðàâîé
âîëíîâîé ôóíêöèè

d rψ1 =
1

S0
rψ1 ◦ d rS , (32)

è óðàâíåíèå ñòðóêòóðû (26), çàïèñàííîå ïî îòíîøå-
íèþ ê êîîðäèíàòàì ïðàâîé âîëíîâîé ôóíêöèè

d rψ
I
K =

1

S0
· d rSIL · rψLK , (33)

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðàâûå êâàíòîâûå óðàâíåíèÿ äëÿ
ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà â äèôôåðåíöèàëàõ.
Ïðàâûé âåêòîð äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé êîîðäèíàò îáîáùåííîãî ïðîñòðàí-
ñòâà-âðåìåíè

rS = rS(x) .

Ïðîèçâîäíóþ îò ïðàâîãî âåêòîðà äåéñòâèÿ rS(x)
ïî êîîðäèíàòå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, âçÿòóþ ñ îáðàò-
íûì çíàêîì, îïðåäåëèì êàê âåêòîð ïðàâîãî ìîìåíòà
ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà

rmM = − ∂ rS

∂xM
,

êîòîðûé ìîæåò áûòü çàïèñàí ÷åðåç êîîðäèíàòû ìî-
ìåíòà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

rmM = rI
L
I · rmI

LM ,

ãäå

rm
I
LM = −∂ rS

I
L

∂xM
.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðàâîãî ìîìåíòà ïðàâûå êâàíòî-
âûå óðàâíåíèÿ ïåðåïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Óðàâíåíèå (32) ïðèíèìàåò âèä

∂ rψ1

∂xM
= − 1

S0
rψ1 ◦ rmM . (34)

Óðàâíåíèå (33) ïðèíèìàåò âèä

∂ rψ
I
K

∂xM
= − 1

S0
rm

I
LM · rψLK . (35)
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Äàëåå ïðèäàäèì ýòîìó óðàâíåíèþ ôîðìó óðàâíå-
íèÿ Äèðàêà. Äëÿ ýòîãî óìíîæèì åãî îáå ÷àñòè íà
ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû lC

MN
I , âûïîëíèâ ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ñóììèðîâàíèÿ. Ïîëó÷èì

lC
MN

I ·
∂ rψ

I
K

∂xM
= − 1

S0
lC

MN
I · rmI

LM · rψLK . (36)

(Êàê ïðèíÿòî, ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïîäðàçó-
ìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå).
Ýòî óðàâíåíèå è åñòü ïðàâîå êâàíòîâîå óðàâíå-

íèå äëÿ ñâîáîäíîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà â ñàìîì
îáùåì âèäå. Èç ñðàâíåíèÿ ñ ôîðìóëîé (19) Ãëàâû
4.4. âèäíî, ÷òî ñòðóêòóðà óðàâíåíèÿ (36) àíàëîãè÷íà
ñòðóêòóðå êâàíòîâîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíäàìåíòàëü-
íîãî îáúåêòà.

3.2. Ëåâàÿ àëãåáðà äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ

Â óðàâíåíèè ñòðóêòóðû (30) ââåäåì îáîçíà÷åíèå

d1 lS = lψ1

è â óðàâíåíèè (31) ñîîòâåòñòâåííî ââåäåì îáîçíà÷åíèå

d1 lS
L
K = lψ

L
K .

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèþ lψ1 ñ êîîðäèíàòà-
ìè lψ

L
K êàê ëåâóþ âîëíîâóþ ôóíêöèþ ïðîìåæóòî÷-

íîãî îáúåêòà. Äèôôåðåíöèàë d2 îáîçíà÷èì d. Óðàâíå-
íèå ñòðóêòóðû (30), çàïèñàííîå ïî îòíîøåíèþ ê ëåâîé
âîëíîâîé ôóíêöèè

d lψ1 =
1

S0
d lS ◦ lψ1 , (37)

è óðàâíåíèå ñòðóêòóðû (31), çàïèñàííîå ïî îòíîøå-
íèþ ê êîîðäèíàòàì ëåâîé âîëíîâîé ôóíêöèè

d lψ
I
K =

1

S0
· d lSIL · lψLK , (38)

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëåâûå êâàíòîâûå óðàâíåíèÿ äëÿ
ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà â äèôôåðåíöèàëàõ.
Ëåâûé âåêòîð äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé êîîðäèíàò îáîáùåííîãî ïðîñòðàí-
ñòâà-âðåìåíè

lS = lS(x) .

Ïðîèçâîäíóþ îò ëåâîãî âåêòîðà äåéñòâèÿ lS(x) ïî
êîîðäèíàòå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, âçÿòóþ ñîáðàòíûì
çíàêîì, îïðåäåëèì êàê âåêòîð ëåâîãî ìîìåíòà ïðîìå-
æóòî÷íîãî îáúåêòà

lmM = − ∂ lS

∂xM
,

êîòîðûé ìîæåò áûòü çàïèñàí ÷åðåç êîîðäèíàòû ìî-
ìåíòà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

lmM = lI
L
I · lmI

LM ,

ãäå

lm
I
LM = −∂ lS

I
L

∂xM
.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ëåâîãî èìïóëüñà ëåâûå êâàíòî-
âûå óðàâíåíèÿ äëÿ ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà ïåðåïè-
ñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Óðàâíåíèå (37) ïðèíè-
ìàåò âèä

∂ lψ1

∂xM
= − 1

S0
lmM ◦ lψ1 . (39)

Óðàâíåíèå (38) ïðèíèìàåò âèä

∂ lψ
I
K

∂xM
= − 1

S0
lm

I
LM · lψLK . (40)

Äàëåå ïðèäàäèì ýòîìó óðàâíåíèþ ôîðìó óðàâíå-
íèÿ Äèðàêà. Äëÿ ýòîãî óìíîæèì åãî îáå ÷àñòè íà
ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû rC

MN
I , âûïîëíèâ ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ñóììèðîâàíèÿ. Ïîëó÷èì

rC
MN

I ·
∂ lψ

I
K

∂xM
= − 1

S0
rC

MN
I · lmI

LM · lψLK . (41)

(Êàê ïðèíÿòî, ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïîäðàçó-
ìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå).
Ýòî óðàâíåíèå è åñòü ëåâîå êâàíòîâîå óðàâíåíèå

äëÿ ñâîáîäíîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà â ñàìîì îá-
ùåì âèäå.

IV. ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÅ
ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÎÃÎ È

ÏÐÎÌÅÆÓÒÎ×ÍÎÃÎ ÎÁÚÅÊÒÎÂ

Ñîâðåìåííàÿ êâàíòîâàÿ òåîðèÿ íå â ñîñòîÿíèè îïè-
ñàòü äâèæåíèå ýëåêòðîíà âíóòðè àòîìà, ñîïðîâîæäàå-
ìîå èçëó÷åíèåì ôîòîíà. Òàêîå äâèæåíèå ðàçäåëÿåòñÿ
íà äâà ïðîöåññà. Ïåðâûé ñîñòîèò â äâèæåíèè ýëåêòðî-
íà ïî ñòàöèîíàðíîé îðáèòå. Âòîðîé ñîñòîèò â ïåðåõî-
äå ýëåêòðîíà ñ îäíîé ñòàöèîíàðíîé îðáèòû íà äðóãóþ,
ñîïðîâîæäàåìîì èñïóñêàíèåì ôîòîíà. Ñåãîäíÿ îïèñà-
íèå ïåðâîãî ïðîöåññà âûïîëíÿåòñÿ êâàíòîâîé ìåõàíè-
êîé, à îïèñàíèå âòîðîãî ïðîöåññà âûïîëíÿåòñÿ êâàí-
òîâîé ýëåêòðîäèíàìèêîé. Óêàçàííûå ðàçäåëû êâàíòî-
âîé ôèçèêè ñòðîÿòñÿ íà ðàçíûõ ïðèíöèïàõ è ðàçíîì
ìàòåìàòè÷åñêîì ôîðìàëèçìå. Ñ íàøåé òî÷êè çðåíèÿ,
ýòà ðàçíîðîäíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñâèäåòåëüñòâîì íåñîâåð-
øåíñòâà ñåãîäíÿøíèõ âîççðåíèé íà êâàíòîâûå ÿâëå-
íèÿ.
Ñôîðìóëèðóåì óñëîâèÿ, êîòîðûì äîëæíà, ïî íà-

øåìó ìíåíèþ, óäîâëåòâîðÿòü êâàíòîâàÿ ôèçèêà, ðàñ-
ñìàòðèâàþùàÿ îáà ïðîöåññà â äâèæåíèè ýëåêòðîíà
âíóòðè àòîìà åäèíûì îáðàçîì.

1. Äîëæíû èìåòü ìåñòî äâå ñèñòåìû äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé.

Ïåðâàÿ îòíîñèòñÿ ê ýëåêòðîíó è ôîðìóëèðóåòñÿ
ïî îòíîøåíèþ ê åãî âîëíîâîé ôóíêöèè.
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Âòîðàÿ îòíîñèòñÿ ê ôîòîíó è ôîðìóëèðóåòñÿ ïî
îòíîøåíèþ ê åãî âîëíîâîé ôóíêöèè.

2. Ñèñòåìû óðàâíåíèé äîëæíû áûòü âçàèìîñâÿçà-
íû, òî åñòü, â ïåðâóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äîëæ-
íû âõîäèòü ïàðàìåòðû ôîòîíà, à âî âòîðóþ
ñèñòåìó óðàâíåíèé äîëæíû âõîäèòü ïàðàìåòðû
ýëåêòðîíà.

3. Ñèñòåìû óðàâíåíèé äîëæíû çàâèñåòü îò âíåø-
íåãî ïîëÿ. Äèíàìè÷åñêîå èçìåíåíèå âíåøíåãî
ïîëÿ äîëæíî âûâîäèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé èç
îäíîãî óñòîé÷èâîãî ñîñòîÿíèÿ è ÷åðåç ïåðåõîä-
íîé ïðîöåññ ïðèâîäèòü ê äðóãîìó óñòîé÷èâîìó
ñîñòîÿíèþ.

4. Â ïåðåõîäíîì ïðîöåññå èçìåíÿþòñÿ ïàðàìåòðû
ýëåêòðîíà è ôîòîíà. Â ÷àñòíîñòè, ïåðåõîäíîé
ïðîöåññ äîëæåí îïèñûâàòü âîçíèêíîâåíèå ôî-
òîíà, òî åñòü ïåðåõîä îò ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðîì
åãî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ñâÿçàíà ñ ýëåêòðîíîì, ê
ñîñòîÿíèþ, êîãäà âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ îïèñûâà-
åò ñâîáîäíûé ôîòîí, äâèæóùèéñÿ ñî ñêîðîñòüþ
ñâåòà.

5. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïåðâàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, îò-
íîñÿùàÿñÿ ê ýëåêòðîíó, äîëæíà ñâîäèòüñÿ ê ñè-
ñòåìå óðàâíåíèé êâàíòîâîé ìåõàíèêè.

Ïîñòàâëåííàÿ ñòîëü îáùèì îáðàçîì çàäà÷à ïîèñêà
íîâîé êâàíòîâîé òåîðèè ñòàíîâèòñÿ äîñòàòî÷íî îïðå-
äåëåííîé, åñëè èñõîäèòü èç ðàçâèâàåìîé íàìè êîíöåï-
öèè, ÷òî êâàíòîâûå ÿâëåíèÿ åñòü ñëåäñòâèå àëãåáðà-
è÷åñêîé ñòðóêòóðû ïðîñòðàíñòâ, ðàññìàòðèâàåìûõ â
ôèçèêå. Îñíîâíûå îñîáåííîñòè íàøåé êîíöåïöèè ñóòü
ñëåäóþùèå. Ìû ââåëè ïðîñòðàíñòâî âñåõ êîíòðà- è
êîâàðèàíòíûõ òåíçîðîâ íàä ïðîñòðàíñòâîì-âðåìåíåì
ÑÒÎ â êà÷åñòâå îáîáùåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè
Xôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö. Äåéñòâèå ôóíäàìåíòàëü-
íûõ ÷àñòèö ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê âåêòîðíàÿ âåëè÷èíà.
Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷à-
ñòèö îáðàçóåò àëãåáðó S, ïîäîáíóþ àëãåáðå X. Âîë-
íîâàÿ ôóíêöèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòèöû òðàêòóåò-
ñÿ êàê äèôôåðåíöèàë âåêòîðà äåéñòâèÿ ýòîé ÷àñòè-
öû. Óðàâíåíèÿ ðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé ìåõàíèêè
äëÿ ñâîáîäíûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö âûâîäÿòñÿ
èç óðàâíåíèé ñòðóêòóðû äëÿ àëãåáðû S.
Â íàñòîÿùåì Ðàçäåëå óêàçàííàÿ êîíöåïöèÿ êâàíòî-

âîé òåîðèè ðàçâèâàåòñÿ ñ öåëüþ îïèñàòü âçàèìîäåé-
ñòâèå ôóíäàìåíòàëüíîé è ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèö.
Èñõîäèì èç ñëåäóþùèõ ïîëîæåíèé.

1. Íà ïðîñòðàíñòâå äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ
îáúåêòîâ S ââîäÿòñÿ ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
ñ ðàçìåðíîñòüþ äåéñòâèÿ. Îíè ñîñòàâëÿþò âåê-
òîðíîå ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèÿ S1 ïðîìåæóòî÷-
íûõ îáúåêòîâ. Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ äåéñòâèÿ
ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ S1 ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé.
Ââîäèòñÿ ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëü-
íûõ è ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ T = (S+S1), êî-

òîðîå òàêæå íàäåëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè ñâîé-
ñòâàìè.

2. ×àñòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå çàêîíà óìíîæåíèÿ
â àëãåáðå T ïðèâîäèò ê ñïåöèôè÷åñêèì äèô-
ôåðåíöèàëüíûì ñîîòíîøåíèÿì � óðàâíåíèÿì
ñòðóêòóðû. Óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû äëÿ àëãåáðû
T ïðèâîäÿòñÿ ê ñèñòåìå êâàíòîâûõ óðàâíåíèé
äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî è ïðîìåæóòî÷íîãî îáú-
åêòîâ, âçàèìîäåéñòâóþùèõ äðóã ñ äðóãîì.

1. Ñèñòåìîîáðàçóþùèé ïîñòóëàò

Íàïîìíèì ïîñòóëàò, îòíîñÿùèéñÿ ê êâàíòîâûì ÿâ-
ëåíèÿì (Ãëàâà 3.3). Êâàíòîâûå ÿâëåíèÿ, òî åñòü äèñ-
êðåòíîñòü äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, îáóñëîâëåíû
òåì, ÷òî ìíîæåñòâî âåêòîðîâ äåéñòâèÿ ôèçè÷åñêèõ
îáúåêòîâ ñîñòàâëÿåò àëãåáðó, òî åñòü íà ìíîæåñòâå
ýòèõ âåêòîðîâ, ïîìèìî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæå-
íèÿ íà ÷èñëî, èìååò ìåñòî îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ. Óðàâ-
íåíèÿ ñòðóêòóðû àëãåáðû äåéñòâèÿ è åå ïîäàëãåáð
ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êàê êâàíòîâûå óðàâíåíèÿ
(óðàâíåíèÿ äèñêðåòíîñòè) äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåò-
ðîâ.

Â ÷àñòíîñòè, â òåõ ÿâëåíèÿõ, â êîòîðûõ ó÷àñòâóþò
ôóíäàìåíòàëüíûå è ïðîìåæóòî÷íûå îáúåêòû, èìååò
ìåñòî äèñêðåòíîñòü äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ýòèõ
îáúåêòîâ. Îíà îáñëîâëåíà òåì, ÷òî ìíîæåñòâî âåê-
òîðîâ äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ îáúåêòîâ è ìíîæå-
ñòâî âåêòîðîâ äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ ñî-
ñòàâëÿþò àëãåáðó. Óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû àëãåáðû äåé-
ñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ è ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ
ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êàê êâàíòîâûå óðàâíåíèÿ
äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ýòèõ îáúåêòîâ.

2. Àëãåáðà äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ è
ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ

Â íàñòîÿùåì Ðàçäåëå îáîáùàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå
î âåêòîðå äåéñòâèÿ, ïðèíÿòîì ðàíåå. Ïðîñòðàíñòâî
äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ è ïðîìåæóòî÷íûõ îáú-
åêòîâ T ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó äâóõ âåêòîðíûõ
ïðîñòðàíñòâ äåéñòâèÿ S è S1 ôóíäàìåíòàëüíûõ è ïðî-
ìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ ñîîòâåòñòâåííî. Èíà÷å ãîâîðÿ,
âåêòîð äåéñòâèÿ â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïðåäñòàâ-
ëåí ñóììîé äâóõ ñîñòàâëÿþùèõ

S+ S .

Çäåñü âåêòîð S ∈ S, à âåêòîð S ∈ S1. Ïðè ðàññìîò-
ðåíèè óìíîæåíèÿ âåêòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå äåéñòâèÿ
T íåîáõîäèìî ðàçëè÷àòü ïðàâîå è ëåâîå óìíîæåíèÿ
è ñîîòâåòñòâåííî äâå ìîäèôèêàöèè àëãåáðû äåéñòâèÿ
ôóíäàìåíòàëüíûõ è ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ � ïðà-
âóþ rT è ëåâóþ lT.
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2.1. Ïðàâàÿ àëãåáðà äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ è
ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ rT

Çàêîí óìíîæåíèÿ âåêòîðîâ äåéñòâèÿ â ðàññìàòðè-
âàåìîì ñëó÷àå äëÿ áåçðàçìåðíîãî äåéñòâèå çàïèñûâà-
åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

rS+ rS = ( rS1 + rS1) ◦ ( rS2 + rS2) . (42)

Ýòî óìíîæåíèå îïðåäåëåíî, åñëè îïðåäåëåíî óìíî-
æåíèå ïàðû âåêòîðîâ êàæäîãî âèäà. Ïðîèçâåäåíèå
âåêòîðà rS1 íà rS2 ñïðàâà îïðåäåëåíî óìíîæåíèåì
âåêòîðîâ â ïðàâîé àëãåáðå äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëü-
íûõ îáúåêòîâ

rS = rS1 ◦ rS2 .

Ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà rS1 íà rS2 ñïðàâà îïðåäåëå-
íî óìíîæåíèåì âåêòîðîâ â ïðàâîé àëãåáðå äåéñòâèÿ
ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ

rS = rS1 ◦ rS2 .

Ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà rS1 íà rS2 ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå âåêòîðà äåéñòâèÿ ôóí-
äàìåíòàëüíîãî îáúåêòà ñïðàâà

rS = rS1 ◦ rS2 .

Ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ rS2 íà
âåêòîð rS1 ñëåâà áóäåì ïîëàãàòü ðàâíûì íóëþ

rS1 ◦ rS2 = 0 .

Âåêòîðû rS è rS äîïóñêàþò ðàçëîæåíèå ïî áàçèñ-
íûì âåêòîðàì

rS = reK · rSK , rS = rI
L
K · rSKL.

Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð äåéñòâèÿ â ( rS+ rS) ìîæåò
áûòü ðàçëîæåí ïî áàçèñíûì âåêòîðàì ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

reK · rSK + rI
L
K · rSKL .

Ïðè ýòîì ðàññìîòðåííûå âûøå ïðîèçâåäåíèÿ äîëæ-
íû áûòü ïðåäñòàâëåíû ÷åðåç ïðîèçâåäåíèÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ. Äëÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ

reI ìû ðàíåå çàïèñàëè

reK ◦ reI = reL · rCLKI . (43)

Ïðàâûé çàêîí êîìïîçèöèè äëÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ

rI
L
K çàäàí ôîðìóëîé (21) :

rI
L
K ◦ rI

I
M = δIK · rILM . (44)

Ïðàâîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå çàäàíî ôîðìóëîé
(9):

reK ◦ rI
I
M = δIK · reM . (45)

Ëåâîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå äàåò

rI
I
M ◦ reK = 0 . (46)

Â ðåçóëüòàòå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ T ñòàíîâèòñÿ àë-
ãåáðîé, êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü ïðàâîé àëãåáðîé ôóí-
äàìåíòàëüíûõ è ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ, à òàêæå
ïðàâîé àëãåáðîé âçàèìîäåéñòâóþùèõ ôóíäàìåíòàëü-
íûõ è ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ è îáîçíà÷àòü ýòó àë-
ãåáðó rT.
Äëÿ òîãî ÷òîáû ïåðåéòè ê ðàçìåðíîìó äåéñòâèþ,

íåîáõîäèìî óðàâíåíèå (42) çàïèñàòü â âèäå

rS+ rS =
1

S0
( rS1 + rS1) ◦ ( rS2 + rS2) , (47)

ãäå S0 åñòü ïîñòîÿííàÿ, èìåþùàÿ ðàçìåðíîñòü äåé-
ñòâèÿ.

2.2. Ëåâàÿ àëãåáðà äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ è
ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ lT

Çàêîí óìíîæåíèÿ âåêòîðîâ äåéñòâèÿ â ðàññìàòðè-
âàåìîì ñëó÷àå äëÿ áåçðàçìåðíîãî äåéñòâèå çàïèñûâà-
åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

lS+ lS = ( lS2 + lS2) ◦ ( lS1 + lS1) . (48)

Ýòî óìíîæåíèå îïðåäåëåíî, åñëè îïðåäåëåíî óìíî-
æåíèå ïàðû âåêòîðîâ êàæäîãî âèäà. Ïðîèçâåäåíèå
âåêòîðà lS1 íà lS2 ñëåâà îïðåäåëåíî óìíîæåíèåì
âåêòîðîâ â ëåâîé àëãåáðå äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ
îáúåêòîâ

lS = lS2 ◦ lS1 .

Ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà lS1 íà lS2 ñëåâà îïðåäåëåíî
óìíîæåíèåì âåêòîðîâ â ëåâîé àëãåáðå äåéñòâèÿ ïðî-
ìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ

lS = lS2 ◦ lS1 .

Ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà lS1 íà lS2 ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå âåêòîðà äåéñòâèÿ ôóí-
äàìåíòàëüíîãî îáúåêòà ñëåâà

lS = lS2 ◦ lS1 .

Ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ lS2 íà
âåêòîð lS1 ñïðàâà áóäåì ïîëàãàòü ðàâíûì íóëþ

lS2 ◦ lS1 = 0 .

Âåêòîðû lS è lS äîïóñêàþò ðàçëîæåíèå ïî áàçèñ-
íûì âåêòîðàì

lS = leK · lSK , lS = lI
L
K · lSKL.

Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð äåéñòâèÿ â ( lS+ lS) ìîæåò
áûòü ðàçëîæåí ïî áàçèñíûì âåêòîðàì ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

leK · lSK + lI
L
K · lSKL .
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Ïðè ýòîì ðàññìîòðåííûå âûøå ïðîèçâåäåíèÿ äîëæ-
íû áûòü ïðåäñòàâëåíû ÷åðåç ïðîèçâåäåíèÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ. Äëÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ

leI ìû ðàíåå çàïèñàëè

leI ◦ leK = leL · lCLKI . (49)

Ëåâûé çàêîí êîìïîçèöèè äëÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ

lI
L
K çàäàí ôîðìóëîé (16) :

lI
L
K ◦ lI

I
M = δLM · lIIK . (50)

Ëåâîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå çàäàíî ôîðìóëîé
(8):

lI
I
M ◦ leK = δIK · leM . (51)

Ïðàâîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå äàåò

leK ◦ lI
I
M = 0 . (52)

Â ðåçóëüòàòå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ T ñòàíîâèòñÿ àëãåá-
ðîé, êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü ëåâîé àëãåáðîé ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ è ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ, à òàêæå
ëåâîé àëãåáðîé âçàèìîäåéñòâóþùèõ ôóíäàìåíòàëü-
íûõ è ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ è îáîçíà÷àòü ýòó àë-
ãåáðó lT.
Äëÿ òîãî ÷òîáû ïåðåéòè ê ðàçìåðíîìó äåéñòâèþ,

íåîáõîäèìî óðàâíåíèå (48) çàïèñàòü â âèäå

lS+ lS =
1

S0
( lS2 + lS2) ◦ ( lS1 + lS1) , (53)

ãäå S0 åñòü ïîñòîÿííàÿ, èìåþùàÿ ðàçìåðíîñòü äåé-
ñòâèÿ.

3. Óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû àëãåáðû äåéñòâèÿ
ôóíäàìåíòàëüíûõ è ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ

Îñîáåííîñòü äèôôåðåíöèðîâàíèÿ âåêòîðîâ àëãåáð
ñâÿçàíà ñ äèôôåðåíöèðîâàíèåì çàêîíà óìíîæåíèÿ
âåêòîðîâ. Îíî ïðèâîäèò ê ñïåöèôè÷åñêèì äèôôåðåí-
öèàëüíûì ñîîòíîøåíèÿì � óðàâíåíèÿì ñòðóêòóðû.

3.1. Ïðàâàÿ àëãåáðà äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ è
ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ

Äàëåå ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû äëÿ ïðà-
âîé àëãåáðû äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ è ïðîìåæó-
òî÷íûõ îáúåêòîâ rT. Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàë çà-
êîíà óìíîæåíèÿ (42). Êàê è ïðåæäå, áóäåì ðàçëè÷àòü
äèôôåðåíöèàëû èíäåêñîì � d1, d2, . . . â çàâèñèìîñòè
îò òîãî ïî êàêîìó âåêòîðó âûïîëíÿåòñÿ äèôôåðåíöè-
ðîâàíèå. Èç âûðàæåíèÿ (42) ñëåäóåò

d1( rS+ rS) = d( rS1 + rS1) ◦ ( rS2 + rS2) ,

d2( rS+ rS) = ( rS1 + rS1) ◦ d( rS2 + rS2) .

Èç ýòèõ âûðàæåíèé âáëèçè åäèíèöû àëãåáðû, òî
åñòü ïðè

rS = rS
−1 = e0

è ïðè

rS = ( rS)
−1 = III · δIK ,

ïîëó÷àåì

d( rS1 + rS1) = d1( rS+ rS) ,

d( rS2 + rS2) = d2( rS+ rS) .
(54)

Ââåäåì âòîðîé äèôôåðåíöèàë

d2d1( rS+ rS) .

Èç âûðàæåíèÿ (42) äëÿ íåãî èìååò ìåñòî

d2d1( rS+ rS) = d( rS1 + rS1) ◦ d( rS2 + rS2) .

Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (54), âáëèçè åäèíèöû àëãåáðû ýòî
óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

d2d1( rS+ rS) = d1( rS+ rS) ◦ d2( rS+ rS) . (55)

Ýòî ñîîòíîøåíèå åñòü óðàâíåíèå ñòðóêòóðû ïðà-
âîé àëãåáðû âçàèìîäåéñòâóþùèõ ôóíäàìåíòàëüíûõ è
ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ rT â âåêòîðíîé ôîðìå.
Ïîäñòàâèì â ðàâåíñòâî (55) âûðàæåíèÿ äèôôåðåí-

öèàëîâ ÷åðåç äèôôåðåíöèàëû êîîðäèíàò

d2d1( reL · rSL + rI
L
M · rSML) =

= d1( reK · rSK + rI
L
K · rSKL)◦

◦d2( reI · rSI + rI
I
M · rSMI)

(56)

èëè

reL · d2d1 rSL + rI
L
M · d2d1 rSML =

= d1( reK · rSK + rI
L
K · rSKL)◦

◦d2( reI · rSI + rI
I
M · rSMI).

Îòñþäà

reL · d2d1 rSL + rI
L
M · d2d1 rSML =

= ( reK ◦ reI) d1 rS
K d2 rS

I +

+( rI
L
K ◦ reI) d1 rS

K
L d2 rS

I +

+( reK ◦ rI
I
M ) d1 rS

K d2 rS
M
I +

+d1 rS
K
L d2 rS

M
I ( rI

L
K ◦ rI

I
M ) .

Ïîëüçóÿñü çàêîíîì óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ
(43), (44), (45), (46), ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

reL · d2d1 rSL + rI
L
M · d2d1 rSML =

= ( reL · rCLKI) d1 rSK · d2 rSI+
+(δIK · reM ) d1 rS

K · d2 rSMI+
+d1 rS

K
L · d2 rSMI (δIK · rILM ) .
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Ïîñëå ðàçäåëåíèÿ óðàâíåíèÿ ïî êîìïîíåíòàì áàçèñ-
íûõ âåêòîðîâ ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû â êîîð-
äèíàòíîé ôîðìå

d2d1 rS
L = rC

L
KI · d2 rSI · d1 rSK + d2 rS

L
I · d1 rSI ,

d2d1 rS
M
L = d2 rS

M
I · d1 rSIL .

(57)
Âûâåäåííûå óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû çàïèñàíû äëÿ

äåéñòâèÿ â áåçðàçìåðíîé ôîðìå. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïå-
ðåéòè ê ðàçìåðíîìó äåéñòâèþ, íåîáõîäèìî óðàâíåíèå
(42) çàïèñàòü â âèäå ðàâåíñòâà (47). Òîãäà óðàâíåíèÿ
(55) è (57) ïðèìóò âèä ñîîòâåòñòâåííî

d2d1( rS+ rS) =
1

S0
· d1( rS+ rS) ◦ d2( rS+ rS) (58)

è

d2d1 rS
L=

1

S0
rC

L
KI · d2 rSI · d1 rSK+

1

S0
d2 rS

L
I · d1 rSI,

d2d1 rS
M
L =

1

S0
· d2 rSMI · d1 rSIL . (59)

3.2. Ëåâàÿ àëãåáðà äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ è
ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ

Äàëåå ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû äëÿ ëåâîé
àëãåáðû äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ è ïðîìåæóòî÷-
íûõ îáúåêòîâ lT. Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàë çàêîíà
óìíîæåíèÿ (48). Êàê è ïðåæäå, áóäåì ðàçëè÷àòü äèô-
ôåðåíöèàëû èíäåêñîì � d1, d2, . . . â çàâèñèìîñòè îò
òîãî, ïî êàêîìó âåêòîðó âûïîëíÿåòñÿ äèôôåðåíöèðî-
âàíèå. Èç âûðàæåíèÿ (48) ñëåäóåò

d2( lS+ lS) = d( lS2 + lS2) ◦ ( lS1 + lS1) ,

d1( lS+ lS) = ( lS2 + lS2) ◦ d( lS1 + lS1) .

Èç ýòèõ âûðàæåíèé âáëèçè åäèíèöû àëãåáðû, òî
åñòü ïðè

lS = lS
−1 = e0

è ïðè

lS = ( lS)
−1 = III · δIK ,

ïîëó÷àåì

d( lS1 + lS1) = d1( lS+ lS) ,

d( lS2 + lS2) = d2( lS+ lS) .
(60)

Ââåäåì âòîðîé äèôôåðåíöèàë

d2d1( lS+ lS) .

Èç âûðàæåíèÿ (48) äëÿ íåãî èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

d2d1( lS+ lS) = d( lS2 + lS2) ◦ d( lS1 + lS1) .

Ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ (60) âáëèçè åäèíèöû àëãåáðû
ýòî óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

d2d1( lS+ lS) = d2( lS+ lS) ◦ d1( lS+ lS) . (61)

Ýòî ñîîòíîøåíèå åñòü óðàâíåíèå ñòðóêòóðû ëå-
âîé àëãåáðû âçàèìîäåéñòâóþùèõ ôóíäàìåíòàëüíûõ
è ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ lT â âåêòîðíîé ôîðìå.
Ïîäñòàâèì â ñîîòíîøåíèå (61) âûðàæåíèÿ äèôôå-

ðåíöèàëîâ ÷åðåç äèôôåðåíöèàëû êîîðäèíàò

d2d1( leL · lSL + lI
L
M · lSML) =

= d2( leK · lSK + lI
L
K · lSKL)◦

◦d1( leI · lSI + lI
I
M · lSMI)

(62)

èëè

leL · d2d1 lSL + lI
L
M · d2d1 lSML =

= d2( leK · lSK + lI
L
K · lSKL)◦

◦d1( leI · lSI + lI
I
M · lSMI) .

Îòñþäà

leL · d2d1 lSL + lI
L
M · d2d1 lSML =

= ( leI ◦ leK) d2 lS
I d1 lS

K +

+( lI
L
K ◦ leI) d2 lS

K
L d1 lS

I +

+( leK ◦ lI
I
M ) d2 lS

K d1 lS
M
I +

+d2 lS
K
L d1 lS

M
I ( lI

L
K ◦ lI

I
M ) .

Ïîëüçóÿñü çàêîíîì óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ
(49), (50), (51), (52), ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

leL · d2d1 lSL + lI
L
M · d2d1 lSML =

= ( leL · lCLKI) d1 lSK · d2 lSI+
+(δIK · leM ) d1 lS

K · d2 lSMI+
+d2 lS

K
L · d1 lSMI (δLM · lIIK) .

Ïîñëå ðàçäåëåíèÿ óðàâíåíèÿ ïî êîìïîíåíòàì áàçèñ-
íûõ âåêòîðîâ ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû â êîîð-
äèíàòíîé ôîðìå

d2d1 lS
L = lC

L
KI · d2 lSI · d1 lSK + d2 lS

L
I · d1 lSI ,

d2d1 lS
M
L = d2 lS

M
I · d1 lSIL .

(63)
Âûâåäåííûå óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû çàïèñàíû äëÿ

äåéñòâèÿ â áåçðàçìåðíîé ôîðìå. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïå-
ðåéòè ê ðàçìåðíîìó äåéñòâèþ, íåîáõîäèìî óðàâíåíèå
(48) çàïèñàòü â âèäå ðàâåíñòâà (53). Òîãäà óðàâíåíèÿ
(61) è (63) ïðèìóò âèä ñîîòâåòñòâåííî

d2d1( lS+ lS) =
1

S0
· d2( lS+ lS) ◦ d1( lS+ lS) (64)

è

d2d1 lS
L=

1

S0
lC

L
KI · d2 lSI · d1 lSK+

1

S0
d2 lS

L
I · d1 lSI,

d2d1 lS
M
L =

1

S0
· d2 lSMI · d1 lSIL . (65)
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4. Ñèñòåìà êâàíòîâûõ óðàâíåíèé äëÿ
ôóíäàìåíòàëüíûõ è ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ

Óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû àëãåáðû âçàèìîäåéñòâóþùèõ
ôóíäàìåíòàëüíûõ è ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ, ïî ñó-
ùåñòâó, è åñòü êâàíòîâûå óðàâíåíèÿ, êîòîðûìè îïðå-
äåëÿåòñÿ ñîâìåñòíàÿ êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà ôóíäàìåí-
òàëüíûõ è ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö. Ïåðåéäåì ê áîëåå
ïðèâû÷íîé çàïèñè êâàíòîâûõ óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì
íåîáõîäèìî ó÷åñòü, ÷òî êâàíòîâûå óðàâíåíèÿ, êàê è
óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû, ñóùåñòâóþò â äâóõ ìîäèôèêà-
öèÿõ � äëÿ ïðàâîé è äëÿ ëåâîé àëãåáð äåéñòâèÿ ôóí-
äàìåíòàëüíûõ è ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ.

4.1. Ïðàâàÿ àëãåáðà äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ è
ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ

Â óðàâíåíèè ñòðóêòóðû (58) ââåäåì îáîçíà÷åíèå

d1 rS = rψ è d1 rS = rψ1 ,

à â óðàâíåíèè (59) ñîîòâåòñòâåííî ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

d1 rS
L = rψ

L è d1 rS
L
K = rψ

L
K .

Ôóíêöèÿ rψ ñ êîîðäèíàòàìè rψ
L � ýòî ïðàâàÿ âîë-

íîâàÿ ôóíêöèÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà. Ôóíê-
öèÿ rψ1 ñ êîîðäèíàòàìè rψ

L
K � ýòî ïðàâàÿ âîëíîâàÿ

ôóíêöèÿ ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà. Äèôôåðåíöèàë d2
îáîçíà÷èì d. Óðàâíåíèå ñòðóêòóðû (58), çàïèñàííîå
ïî îòíîøåíèþ ê ïðàâûì âîëíîâûì ôóíêöèÿì ôóíäà-
ìåíòàëüíîãî è ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòîâ â âèäå

d rψ + d rψ1 =
1

S0
( rψ + rψ1) ◦ (d rS+ d rS) , (66)

è óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû (59), çàïèñàííûå ïî îòíîøå-
íèþ ê êîîðäèíàòàì ïðàâûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé ôóí-
äàìåíòàëüíîãî è ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòîâ â âèäå

d rψ
L =

1

S0
· rCLKI · d rSI · rψK +

1

S0
· d rSLI · rψI ,

d rψ
M
L =

1

S0
· d rSMI · rψIL (67)

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðàâûå êâàíòîâûå óðàâíåíèÿ äëÿ
ôóíäàìåíòàëüíîãî è ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòîâ â
äèôôåðåíöèàëàõ.
Ïðàâûå âåêòîðû äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî è ïðî-

ìåæóòî÷íîãî îáúåêòîâ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè êîîðäè-
íàò îáîáùåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè

rS = rS(x) è rS = rS(x) .

Ïðîèçâîäíóþ îò ïðàâîãî âåêòîðà äåéñòâèÿ rS(x)
ïî êîîðäèíàòå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, âçÿòóþ ñ îáðàò-
íûì çíàêîì, îïðåäåëèì êàê âåêòîð ïðàâîãî èìïóëüñà
ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

rpM = −∂ rS(x)
∂xM

,

êîòîðûé ìîæåò áûòü çàïèñàí ÷åðåç êîîðäèíàòû èì-
ïóëüñà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

rpM = reI · rpIM ,

ãäå

rp
I
M = −∂ rS

I

∂xM
.

Ïðîèçâîäíóþ îò ïðàâîãî âåêòîðà äåéñòâèÿ rS(x)
ïî êîîðäèíàòå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, âçÿòóþ ñ îáðàò-
íûì çíàêîì, îïðåäåëèì êàê âåêòîð ïðàâîãî ìîìåíòà
ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà

rmM = − ∂ rS

∂xM
,

êîòîðûé ìîæåò áûòü çàïèñàí ÷åðåç êîîðäèíàòû ìî-
ìåíòà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

rmM = rI
L
I · rmI

LM ,

ãäå

rm
I
LM = −∂ rS

I
L

∂xM
.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðàâîãî èìïóëüñà ôóíäàìåí-
òàëüíîãî îáúåêòà è ïðàâîãî ìîìåíòà ïðîìåæóòî÷íîãî
îáúåêòà ïðàâûå êâàíòîâûå óðàâíåíèÿ ôóíäàìåíòàëü-
íîãî è ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòîâ ïåðåïèñûâàþòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Óðàâíåíèå (66) ïðèíèìàåò âèä

d rψ + d rψ1 = − 1

S0
( rψ + rψ1) ◦ ( rpM + rmM ) dxM .

(68)
Ñèñòåìà óðàâíåíèé (67) ïðèíèìàåò âèä

d rψ
L = − 1

S0
· rCLKI · rpIM · dxM · rψK −

− 1

S0
· rmL

IM · dxM · rψI ,

d rψ
L
K = − 1

S0
· rmL

IM · dxM · rψIK (69)

èëè

∂ rψ
L

∂xM
= − 1

S0
( rC

L
KI · rpIM + rm

L
KM ) rψ

K ,

∂ rψ
L
K

∂xM
= − 1

S0
rm

L
IM · rψIK . (70)

Äàëåå ïðèäàäèì ýòèì óðàâíåíèÿì ôîðìó óðàâíåíèÿ
Äèðàêà. Äëÿ ýòîãî óìíîæèì îáå ÷àñòè êàæäîãî èç
óðàâíåíèé íà ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû lC

MN
L, âûïîë-

íèâ ñîîòâåòñòâóþùèå ñóììèðîâàíèÿ. Ïîëó÷èì

lC
MN

L · ∂ rψ
L

∂xM
=

= − 1

S0
lC

MN
L · ( rCLKI · rpIM + rm

L
KM ) rψ

K ,

lC
MN

L · ∂ rψ
L
K

∂xM
= − 1

S0
lC

MN
L · rmL

IM · rψIK .(71)
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(Êàê ïðèíÿòî, ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïîäðàçó-
ìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå.)
Ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé è åñòü ñèñòåìà ïðàâûõ êâàí-

òîâûõ óðàâíåíèé äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîé è ïðîìåæó-
òî÷íîé ÷àñòèö, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ìåæäó ñîáîé.

4.2. Ëåâàÿ àëãåáðà äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ è
ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ

Â óðàâíåíèè ñòðóêòóðû (64) ââåäåì îáîçíà÷åíèå

d1 lS = lψ è d1 lS = lψ1 ,

à â óðàâíåíèè (65) ñîîòâåòñòâåííî ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

d1 lS
L = lψ

L è d1 lS
L
K = lψ

L
K .

Ôóíêöèÿ lψ ñ êîîðäèíàòàìè lψ
L � ýòî ëåâàÿ âîë-

íîâàÿ ôóíêöèÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà. Ôóíêöèÿ

lψ1 ñ êîîðäèíàòàìè lψ
L
K � ýòî ëåâàÿ âîëíîâàÿ ôóíê-

öèÿ ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà. Äèôôåðåíöèàë d2 îáî-
çíà÷èì d. Óðàâíåíèå ñòðóêòóðû (64), çàïèñàííîå ïî
îòíîøåíèþ ê ëåâûì âîëíîâûì ôóíêöèÿì ôóíäàìåí-
òàëüíîãî è ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòîâ â âèäå

d lψ + d lψ1 =
1

S0
(d lS+ d lS) ◦ ( lψ + lψ1) , (72)

è óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû (65), çàïèñàííûå ïî îòíîøå-
íèþ ê êîîðäèíàòàì ëåâûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé ôóíäà-
ìåíòàëüíîãî è ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòîâ â âèäå

d lψ
L =

1

S0
· lCLKI · d lSI · lψK +

1

S0
· d lSLI · lψI ,

d lψ
M
L =

1

S0
· d lSMI · lψIL (73)

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëåâûå êâàíòîâûå óðàâíåíèÿ äëÿ
ôóíäàìåíòàëüíîãî è ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòîâ â
äèôôåðåíöèàëàõ.
Ëåâûå âåêòîðû äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî è ïðî-

ìåæóòî÷íîãî îáúåêòîâ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè êîîðäè-
íàò îáîáùåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè

lS = lS(x) è lS = lS(x) .

Ïðîèçâîäíóþ îò ëåâîãî âåêòîðà äåéñòâèÿ lS(x) ïî
êîîðäèíàòå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, âçÿòóþ ñ îáðàò-
íûì çíàêîì, îïðåäåëèì êàê âåêòîð ëåâîãî èìïóëüñà
ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

lpM = −∂ lS(x)
∂xM

,

êîòîðûé ìîæåò áûòü çàïèñàí ÷åðåç êîîðäèíàòû èì-
ïóëüñà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

lpM = leI · lpIM ,

ãäå

lp
I
M = −∂ lS

I

∂xM
.

Ïðîèçâîäíóþ îò ëåâîãî âåêòîðà äåéñòâèÿ lS(x) ïî
êîîðäèíàòå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, âçÿòóþ ñ îáðàò-
íûì çíàêîì, îïðåäåëèì êàê âåêòîð ëåâîãî ìîìåíòà
ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà

lmM = − ∂ lS

∂xM
,

êîòîðûé ìîæåò áûòü çàïèñàí ÷åðåç êîîðäèíàòû ìî-
ìåíòà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

lmM = lI
L
I · lmI

LM ,

ãäå

lm
I
LM = −∂ lS

I
L

∂xM
.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ëåâîãî èìïóëüñà ôóíäàìåíòàëü-
íîãî îáúåêòà è ëåâîãî ìîìåíòà ïðîìåæóòî÷íîãî îáú-
åêòà ëåâûå êâàíòîâûå óðàâíåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî
è ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòîâ ïåðåïèñûâàþòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì. Óðàâíåíèå (72) ïðèíèìàåò âèä

d lψ+d lψ1 = − 1

S0
( lpM+ lmM )◦( lψ+ lψ1)·dxM . (74)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (73) ïðèíèìàåò âèä

d lψ
L = − 1

S0
· lCLKI · lpIM · dxM · lψK −

− 1

S0
· lmL

IM · dxM · lψI ,

d lψ
L
K = − 1

S0
· lmL

IM · dxM · lψIK (75)

èëè

∂ lψ
L

∂xM
= − 1

S0
( lC

L
KI · lpIM + lm

L
KM ) · lψK ,

∂ lψ
L
K

∂xM
= − 1

S0
lm

L
IM · lψIK . (76)

Äàëåå ïðèäàäèì ýòèì óðàâíåíèÿì ôîðìó óðàâíå-
íèÿ Äèðàêà. Äëÿ ýòîãî óìíîæèì îáå ÷àñòè êàæäîãî
èç óðàâíåíèé íà ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû rC

MN
L, âû-

ïîëíèâ ñîîòâåòñòâóþùèå ñóììèðîâàíèÿ. Ïîëó÷èì

rC
MN

L · ∂ lψ
L

∂xM
=

= − 1

S0
rC

MN
L · ( lCLKI · lpIM + lm

L
KM ) lψ

K ,

rC
MN

L · ∂ lψ
L
K

∂xM
= − 1

S0
rC

MN
L · lmL

IM · lψIK .(77)

(Êàê ïðèíÿòî, ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïîäðàçó-
ìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå).
Ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé è åñòü ñèñòåìà ëåâûõ êâàí-

òîâûõ óðàâíåíèé äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîé è ïðîìåæó-
òî÷íîé ÷àñòèö, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ìåæäó ñîáîé.
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5. ×àñòíûå ñëó÷àè

Â ýòîì Ðàçäåëå îñòàíîâèìñÿ íà ñèñòåìå ïðàâûõ
êâàíòîâûõ óðàâíåíèé äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîé è ïðî-
ìåæóòî÷íîé ÷àñòèö, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ìåæäó ñî-
áîé (71)10. Ïåðåïèøåì óêàçàííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé,
îïóñòèâ óêàçàíèå íà òî, ÷òî âåêòîðû äåéñòâèÿ ÿâëÿ-
þòñÿ ïðàâûìè,

lC
MN

L ·
∂ψL

∂xM
= − 1

S0
lC

MN
L ·( rCLKI ·pIM +mL

KM )·ψK,

lC
MN

L · ∂ψ
L
K

∂xM
= − 1

S0
lC

MN
L ·mL

IM · ψIK . (78)

1. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ÷àñòèöà.
Â ýòîì ñëó÷àå íàäî ïîëîæèòü âîëíîâóþ ôóíêöèþ

è ìîìåíò ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöû ðàâíûìè íóëþ:
ψIK = 0, mI

LM = 0. Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé (78)
ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòèöû

lC
MN

L · ∂MψL = − 1

S0
lC

MN
L · rCLKI · pIM ·ψK . (79)

2. Ïðîìåæóòî÷íàÿ ÷àñòèöà.
Â ýòîì ñëó÷àå íàäî ïîëîæèòü âîëíîâóþ ôóíêöèþ

è èìïóëüñ ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòèöû ðàâíûìè íóëþ:
ψI = 0, pIL = 0. Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé (78) ñâîäèò-
ñÿ ê óðàâíåíèþ äëÿ ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöû

lC
MN

I · ∂MψLK = − 1

S0
lC

MN
L ·mL

IM · ψIK . (80)

3. Èçëó÷åíèå ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöû.
Â ýòîì ñëó÷àå íàäî ïîëîæèòü ìîìåíò ïðîìåæóòî÷-

íîé ÷àñòèöû ðàâíûì ïîñòîÿííîé âåëè÷èíå:

mL
IM = KL

IM .

Òîãäà ñèñòåìà êâàíòîâûõ óðàâíåíèé (78) ðàçäåëÿåò-
ñÿ íà äâå. Îäíà îòíîñèòñÿ ê ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòèöå
ñ íîâûì çíà÷åíèåì îáîáùåííîãî èìïóëüñà

lC
MN

L·∂MψL = − 1

S0
lC

MN
L·( rCLKI ·pIM+KL

KM )ψK ,

(81)
à äðóãàÿ � ê èçëó÷åííîé ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöå

lC
MN

I · ∂MψLK = − 1

S0
lC

MN
L ·KL

IM · ψIK . (82)

V. ÏÐÎÌÅÆÓÒÎ×ÍÛÅ ÀÍÒÈÎÁÚÅÊÒÛ.
ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÎ ÄÅÉÑÒÂÈß

Íàïîìíèì, ÷òî ïðîìåæóòî÷íûé àíòèîáúåêò îïèñû-
âàåòñÿ êîâàðèàíòíûì âåêòîðîì äåéñòâèÿ

S∗ ,

10 Îòìåòèì, ÷òî êëàññè÷åñêîå óðàâíåíèå Äèðàêà ÿâëÿåòñÿ ïðà-
âûì êâàíòîâûì óðàâíåíèåì.

ïîäîáíûì âåêòîðó ñîïðÿæåííîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Ìíîæåñòâî òàêèõ âåê-
òîðîâ ñîñòàâëÿåò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèÿ
ïðîìåæóòî÷íûõ àíòèîáúåêòîâ, îáîçíà÷åííîå S∗1. Êðî-
ìå òîãî, íàïîìíèì, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíûé àíòèîáúåêò
îïèñûâàåòñÿ êîâàðèàíòíûì âåêòîðîì äåéñòâèÿ

S∗ .

Ìíîæåñòâî òàêèõ âåêòîðîâ ñîñòàâëÿåò âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ àíòèîáúåê-
òîâ, îáîçíà÷åííîå S∗. Ðàçìåðíîñòü âåêòîðîâ äåéñòâèÿ
� Äæ·ñåê.

1. Âîçäåéñòâèå ïðîìåæóòî÷íîãî àíòèîáúåêòà íà
ôóíäàìåíòàëüíûé àíòèîáúåêò

Áóäåì èñõîäèòü èç îáùåãî ïðåäñòàâëåíèÿ î òîì, ÷òî
âîçäåéñòâèå ïðîìåæóòî÷íîãî àíòèîáúåêòà íà ôóíäà-
ìåíòàëüíûé àíòèîáúåêò ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ
äðóãîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî àíòèîáúåêòà, òî÷íåå ôóí-
äàìåíòàëüíîãî àíòèîáúåêòà ñ äðóãèìè ýíåðãåòè÷åñêè-
ìè è äèíàìè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Òàêàÿ ïðåä-
ïîñûëêà ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü âåêòîð äåéñòâèÿ
ïðîìåæóòî÷íîãî àíòèîáúåêòà S∗ êàê íåêîòîðûé îïå-
ðàòîð ( )S∗, êîòîðûé ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå âåêòîðó
äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî àíòèîáúåêòà S∗ ∈ S∗ âåê-
òîð äåéñòâèÿ äðóãîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî àíòèîáúåêòà
S∗′ ∈ S∗. Óêàçàííîå ñîîòâåòñòâèå çàïèøåì òàê:

S∗′ = (S∗)S∗ . (83)

Ìîæíî òàêæå ãîâîðèòü îá îïåðàòîðå ( )S∗ êàê î ïðå-
îáðàçîâàíèè âåêòîðà S∗ â âåêòîð S∗′. Íàçîâåì òàêîå
ïðåîáðàçîâàíèå ñîïðÿæåííûì. Òàêèì îáðàçîì, âîç-
äåéñòâèå ïðîìåæóòî÷íîãî àíòèîáúåêòà íà ôóíäàìåí-
òàëüíûé àíòèîáúåêò ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñîïðÿ-
æåííîå ïðåîáðàçîâàíèå âåêòîðà äåéñòâèÿ ôóíäàìåí-
òàëüíîãî àíòèîáúåêòà.
Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ñîïðÿæåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ( )S∗

áûëî ëèíåéíûì, òî åñòü âûïîëíÿëîñü ñîîòíîøåíèå

(α1 · S∗
1 + α2 · S∗

2)S
∗ = α1 · (S∗

1)S
∗ + α2 · (S∗

2)S
∗.

Âåêòîð äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî àíòèîáúåêòà
S∗ ìîæåò áûòü ðàçëîæåí ïî áàçèñíûì âåêòîðàì EI :

S∗ = S0 E
0 + Si1 E

i1 + . . .+ S1324 E
1324 = SI ·EI .

Ïîýòîìó âåêòîð S∗′ = (S∗)S∗ â ñèëó ëèíåéíîñòè ïðå-
îáðàçîâàíèÿ ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

S∗′ = SI · (EI)S∗ .

Ââåäåì ðàçëîæåíèå âåêòîðîâ (EI)S∗ ïî áàçèñíûì
âåêòîðàì EM

(EI)S∗ =
1

S0
· S∗I

M ·EM .
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Çäåñü S∗I
M � êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ, èìåþùèå

ðàçìåðíîñòü äåéñòâèÿ, S0 � êîýôôèöèåíò, èìåþùèé
ðàçìåðíîñòü äåéñòâèÿ è ââåäåííûé äëÿ òîãî, ÷òîáû
âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè áûëî áåçðàçìåðíûì. Èñ-
ïîëüçóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå, ïîëó÷èì

S∗′ =
1

S0
· SI · S∗I

M ·EM . (84)

Äëÿ äåéñòâèÿ â áåçðàçìåðíîé ôîðìå ýòî âûðàæåíèå
ïðèíèìàåò âèä

S∗′ = SI · S∗I
M ·EM . (85)

2. Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèÿ
ïðîìåæóòî÷íûõ àíòèîáúåêòîâ

Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íîãî àí-
òèîáúåêòà èëè ìíîæåñòâî ñîïðÿæåííûõ ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé S∗1 ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî, òî åñòü íà íåì îïðåäåëèì îïåðàöèè
ñëîæåíèÿ ⊕

( )S∗1 ⊕ ( )S∗2 ∈ S∗1

è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî ⊙

α⊙ ( )S∗ ∈ S∗1 .

Ýòè îïåðàöèè óäîâëåòâîðÿþò çàêîíó äèñòðèáóòèâ-
íîñòè:

α⊙ [( )S∗1 ⊕ ( )S∗2] = α⊙ ( )S∗1 ⊕ α⊙ ( )S∗2 . (86)

Â ðåçóëüòàòå ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ ñîïðÿæåííûõ
ïðåîáðàçîâàíèé S∗1 ñòàíîâèòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàí-
ñòâîì. Ñîîòâåòñòâèå çàêîíà äèñòðèáóòèâíîñòè â S∗1
çàêîíó äèñòðèáóòèâíîñòè â S∗

α · (S∗
1 + S∗

2) = α · S∗
1 + α · S∗

2

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ ñëî-
æåíèé "⊕"è "+"è óìíîæåíèé "⊙"è " · ". Ýòè óñëî-
âèÿ ñâîäÿòñÿ ê òîìó, ÷òî ⊕-ñëîæåíèå ñòàíîâèòñÿ +-
ñëîæåíèåì, à ⊙-óìíîæåíèå ñòàíîâèòñÿ · -óìíîæåíèåì
ïîñëå äåéñòâèÿ îïåðàòîðà (86) íà âåêòîð S∗.
Íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå S∗1 ââåäåì áàçèñíûå ïðå-

îáðàçîâàíèÿ ( )KM
I , ÷òîáû

( )S∗ = S∗I
M · ( )KM

I . (87)

Çäåñü S∗I
M � êîîðäèíàòû ñîïðÿæåííîãî ïðåîáðà-

çîâàíèÿ S∗, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ðàíåå ââåäåííûå
êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ âåêòîðîâ (EI)S∗ ïî áàçèñ-
íûì âåêòîðàì EM .
Íàéäåì ïðàâèëî ïðåîáðàçîâàíèÿ áàçèñíûõ âåêòî-

ðîâ EK ïðîñòðàíñòâà S∗ ñ ïîìîùüþ áàçèñíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé KM

I èç òîãî óñëîâèÿ, ÷òî ñîïðÿæåííîå

ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå âåêòîðà S∗ = SI · EI äîëæ-
íî èìåòü âèä ðàâåíñòâà (85). Òàêèì îáðàçîì, äîëæíî
âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

(S∗)S∗ = SK · S∗I
M · (EK)KM

I = SI · S∗I
M ·EM .

Îòñþäà

(EK)KM
I = EM · δKI , (88)

ãäå δKI � ñèìâîë Êðîíåêåðà.

3. Ëåâîå è ïðàâîå âîçäåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íîãî
àíòèîáúåêòà íà ôóíäàìåíòàëüíûé àíòèîáúåêò

Âîçäåéñòâèå ïðîìåæóòî÷íîãî àíòèîáúåêòà íà ôóí-
äàìåíòàëüíûé àíòèîáúåêò, ïðåäñòàâëåííîå ñîïðÿæåí-
íûì ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì âåêòîðà äåéñòâèÿ
ôóíäàìåíòàëüíîãî àíòèîáúåêòà

S∗′ = (S∗)S∗ ,

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íå â îïåðàòîðíîé ôîðìå, à â
àëãåáðàè÷åñêîé êàê âèä óìíîæåíèÿ, èñïîëüçóÿ ñèì-
âîë ◦-óìíîæåíèÿ. Ïðè ýòîì òàêæå íóæíî ðàçëè÷àòü
äâà âèäà ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ è ñîîòâåòñòâåííî
äâà âèäà óìíîæåíèÿ � ëåâîå è ïðàâîå.

3.1. Ëåâîå âîçäåéñòâèå ïðîìåæóòî÷íîãî àíòèîáúåêòà
íà ôóíäàìåíòàëüíûé àíòèîáúåêò

Äëÿ ëåâîãî óìíîæåíèÿ èìååì

lS
∗′ = lS

∗ ◦ lS
∗ .

Ëåâûé çàêîí êîìïîçèöèè äëÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ
(88) ïðèîáðåòàåò âèä

lE
K ◦KM

I = EM · δKI . (89)

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

lS
∗ = lS

∗I
M · lKM

I è lS
∗ = lSK · lEK .

Òîãäà

lS
∗′ = lS

∗ ◦ lS
∗ = lSK · lS∗I

M · lEK ◦ lK
M
I =

= lSK · lS∗K
M · lEM .

3.2. Ïðàâîå âîçäåéñòâèå ïðîìåæóòî÷íîãî àíòèîáúåêòà
íà ôóíäàìåíòàëüíûé àíòèîáúåêò

Äëÿ ïðàâîãî óìíîæåíèÿ èìååì

rS
∗′ = rS

∗ ◦ rS
∗ .

Ïðàâûé çàêîí êîìïîçèöèè äëÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ
(88) ïðèîáðåòàåò âèä

rK
M
I ◦ rE

K = δKI · rEM . (90)
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Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

rS
∗ = rS

∗I
M · rKM

I è rS
∗ = rSK · rEK .

Òîãäà

rS
∗′ = rS

∗ ◦ rS
∗ = rSK · rS∗I

M · rKM
I ◦ rE

K =

= rSK · rS∗K
M · rEM .

4. Ãðóïïà è àëãåáðà äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ
àíòèîáúåêòîâ

Íà ìíîæåñòâå ëèíåéíûõ ñîïðÿæåííûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé S∗1 ââåäåì çàêîí êîìïîçèöèè, òî åñòü äâóì ïðåîá-
ðàçîâàíèÿì ( )S∗1 è ( )S∗2 ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ïðå-
îáðàçîâàíèå ( )S∗, íàçûâàåìîå êîìïîçèöèåé èëè ïðî-
èçâåäåíèåì ïðåîáðàçîâàíèé ( )S∗1 è ( )S∗2. Âîçìîæíû
äâà âèäà êîìïîçèöèè:
ïðàâàÿ, êîãäà

( ) rS
∗ = (( )S∗1)S

∗
2 , (91)

è ëåâàÿ, êîãäà

( ) lS
∗ = (( )S∗2)S

∗
1 . (92)

Çäåñü ( ) rS
∗, ( ) lS

∗, ( )S∗1, ( )S∗2 ∈ S∗1.
Ïîòðåáóåì, ÷òîáû êîìïîçèöèÿ ïðåîáðàçîâàíèé áû-

ëà ãðóïïîâûì çàêîíîì, òî åñòü ÷òîáû íà ìíîæå-
ñòâå ëèíåéíûõ ñîïðÿæåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé S∗1 áûëî
îïðåäåëåíî

1) åäèíè÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå ( )δ, äëÿ êîòîðîãî âû-
ïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

(( )S∗)δ = ( )S∗ , (( )δ)S∗ = ( )S∗ ,

2) îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ( )(S∗)−1, äëÿ êîòîðîãî
âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

(( )S∗)(S∗)−1 = ( )δ , (( )(S∗)−1)S∗ = ( )δ .

Óêàçàííûå îïðåäåëåíèÿ äåëàþò ìíîæåñòâî ëèíåé-
íûõ ñîïðÿæåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé S∗1 ãðóïïîé, òî÷íåå
çàêîíó êîìïîçèöèè (91) ñîîòâåòñòâóåò ïðàâàÿ ãðóïïà
äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ àíòèîáúåêòîâ rS∗1, à çàêîíó
êîìïîçèöèè (92) ñîîòâåòñòâóåò ëåâàÿ ãðóïïà äåéñòâèÿ
ïðîìåæóòî÷íûõ àíòèîáúåêòîâ lS∗1.

4.1. Ïðàâàÿ ãðóïïà è ïðàâàÿ àëãåáðà äåéñòâèÿ
ïðîìåæóòî÷íûõ àíòèîáúåêòîâ

Íàéäåì ñâÿçü ìåæäó áàçèñíûìè âåêòîðàìè è êîîð-
äèíàòàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ-êîìïîçèöèè è áàçèñíûìè
âåêòîðàìè è êîîðäèíàòàìè ïðåîáðàçîâàíèé, ó÷àñò-
âóþùèõ â êîìïîçèöèè, äëÿ ïðàâîé ãðóïïû äåéñòâèÿ
ïðîìåæóòî÷íûõ àíòèîáúåêòîâ rS∗1. Äëÿ ýòîãî ïåðå-
ïèøåì çàêîí êîìïîçèöèè (91), ïîä÷åðêíóâ, ÷òî âñå

ëèíåéíûå ñîïðÿæåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ó÷àñòâóþ-
ùèå â êîìïîçèöèè, îòíîñÿòñÿ ê ïðàâîé ãðóïïå rS∗1:

( ) rS
∗ = (( ) rS

∗
1) rS

∗
2 , (93)

ãäå ( ) rS
∗, ( ) rS

∗
1, ( ) rS

∗
2 ∈ rS∗1.

Çàïèøåì ïðåîáðàçîâàíèÿ, ó÷àñòâóþùèå â êîìïî-
çèöèè, ÷åðåç áàçèñíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ èêîîðäèíàòû
(ìàòðèöû) ïðåîáðàçîâàíèé:

( )rS
∗ = rS

∗M
L · ( )rKL

M , ( )rS
∗
2 = r(S

∗
2 )
M
I · ( )rKI

M ,

( )rS
∗
1 = r(S

∗
1 )
K
L · ( )rKL

K .

Èñõîäèì èç òîãî, ÷òî ìàòðèöû-êîîðäèíàòû ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ-êîìïîçèöèè ðàâíû ïðîèçâåäåíèþ ìàòðèö-
êîîðäèíàò, ó÷àñòâóþùèõ â êîìïîçèöèè:

rS
∗M

L = r(S
∗
2 )
M
K · r(S∗

1 )
K
L , (94)

òî åñòü

( ) rS
∗ = r(S

∗
2 )
M
K · r(S∗

1 )
K
L · ( ) rKL

M . (95)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû èç âûðàæåíèÿ (93) èìååì

( ) rS
∗ = r(S

∗
2 )
M
I · r(S∗

1 )
K
L · (( ) rKL

K) rK
I
M .

Èç ñðàâíåíèÿ ýòîãî âûðàæåíèÿ ñ ñîîòíîøåíèåì (95)
ïîëó÷èì

r(S
∗
2 )
M
I · r(S∗

1 )
K
L · (( ) rKL

K) rK
I
M =

= r(S
∗
2 )
M
I · r(S∗

1 )
K
L · δIK · ( ) rKL

M . .

Îòñþäà ñëåäóåò çàêîí êîìïîçèöèè áàçèñíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé â ïðàâîé ãðóïïå äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ
àíòèîáúåêòîâ rS∗1:

(( ) rK
L
K) rK

I
M = δIK · ( ) rKL

M .

Ïðàâûé çàêîí êîìïîçèöèè, äåéñòâóþùèé íà âåêòî-
ðàõ ïðîñòðàíñòâà rS∗1, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âèä
óìíîæåíèÿ è çàïèñûâàòü åãî â â àëãåáðàè÷åñêîé, à íå
â îïåðàòîðíîé ôîðìå:

rS
∗ = rS

∗
1 ◦ rS

∗
2 . (96)

Çàêîí êîìïîçèöèè äëÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ïðèîáðå-
òàåò âèä ◦-óìíîæåíèÿ:

rK
L
K ◦ rK

I
M = δIK · rKL

M . (97)

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî çàêîíû êîìïîçèöèè è ñëîæå-
íèÿ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñâÿçàíû çàêîíîì äèñ-
òðèáóòèâíîñòè. Âñëåäñòâèå ýòîãî ìíîæåñòâî âåêòîðîâ
äåéñòâèÿ (ñîïðÿæåííûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé)

rS∗1 ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì. À òàê êàê îíî âìåñòå ñ òåì
ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì, òî, ñëåäîâàòåëü-
íî, îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àëãåáðó. Àëãåáðó âåêòîðîâ
äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ àíòèîáúåêòîâ, îñíîâàííóþ
íà êîìïîçèöèè (93), íàçîâåì ïðàâîé è îáîçíà÷èì òàê
æå, êàê è ãðóïïó, rS∗1.
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4.2. Ëåâàÿ ãðóïïà è ëåâàÿ àëãåáðà äåéñòâèÿ
ïðîìåæóòî÷íûõ àíòèîáúåêòîâ

Íàéäåì ñâÿçü ìåæäó áàçèñíûìè âåêòîðàìè è êî-
îðäèíàòàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ-êîìïîçèöèè è áàçèñíûìè
âåêòîðàìè è êîîðäèíàòàìè ïðåîáðàçîâàíèé, ó÷àñòâó-
þùèõ â êîìïîçèöèè, äëÿ ëåâîé ãðóïïû äåéñòâèÿ ïðî-
ìåæóòî÷íûõ àíòèîáúåêòîâ lS∗1. Äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì
çàêîí êîìïîçèöèè (92), ïîä÷åðêíóâ, ÷òî âñå ëèíåéíûå
ñîïðÿæåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ó÷àñòâóþùèå â êîìïî-
çèöèè, îòíîñÿòñÿ ê ëåâîé ãðóïïå lS∗1:

( ) lS
∗ = (( ) lS

∗
2) lS

∗
1 , (98)

ãäå ( ) lS
∗, ( ) lS

∗
1, ( ) lS

∗
2 ∈ lS∗1.

Çàïèøåì ïðåîáðàçîâàíèÿ, ó÷àñòâóþùèå â êîìïî-
çèöèè, ÷åðåç áàçèñíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ èêîîðäèíàòû
(ìàòðèöû) ïðåîáðàçîâàíèé:

( )lS
∗ = lS

∗M
I · ( )lKI

M , ( )lS
∗
2 = l(S

∗
2 )
K
L · ( )lKL

K ,

( )lS
∗
1 = l(S

∗
1 )
M
I · ( )lKI

M ,

Èñõîäèì èç òîãî, ÷òî ìàòðèöû-êîîðäèíàòû ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ-êîìïîçèöèè ðàâíû ïðîèçâåäåíèþ ìàòðèö-
êîîðäèíàò, ó÷àñòâóþùèõ â êîìïîçèöèè:

lS
∗K
I = l(S

∗
2 )
K
L · l(S∗

1 )
L
I , (99)

òî åñòü

( ) lS
∗ = l(S

∗
2 )
K
L · l(S∗

1 )
L
I · ( ) lKI

K . (100)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç âûðàæåíèÿ (98) èìååì

( ) lS
∗ = l(S

∗
2 )
K
L · l(S∗

1 )
M
I · (( ) lKL

K) lK
I
M .

Èç ñðàâíåíèÿ ýòîãî âûðàæåíèÿ ñ ñîîòíîøåíèåì (100)
ïîëó÷èì

l(S
∗
2 )
K
L · l(S∗

1 )
M
I · (( ) lKL

K) lK
I
M =

= l(S
∗
2 )
K
L · l(S∗

1 )
M
I · δLM · ( ) lKI

K .

Îòñþäà ñëåäóåò çàêîí êîìïîçèöèè áàçèñíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé â ëåâîé ãðóïïå äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ
àíòèîáúåêòîâ lS∗1:

(( ) lK
L
K) lK

I
M = δLM · ( ) lKI

K .

Ëåâûé çàêîí êîìïîçèöèè, äåéñòâóþùèé íà âåêòî-
ðàõ ïðîñòðàíñòâà lS∗1, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âèä
óìíîæåíèÿ è çàïèñûâàòü åãî â â àëãåáðàè÷åñêîé, à íå
â îïåðàòîðíîé ôîðìå:

lS
∗ = lS

∗
2 ◦ lS

∗
1 . (101)

Çàêîí êîìïîçèöèè äëÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ïðèîáðå-
òàåò âèä ◦-óìíîæåíèÿ:

lK
L
K ◦ lK

I
M = δLM · lKI

K . (102)

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî çàêîíû êîìïîçèöèè è ñëîæå-
íèÿ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñâÿçàíû çàêîíîì äèñ-
òðèáóòèâíîñòè. Âñëåäñòâèå ýòîãî ìíîæåñòâî âåêòîðîâ
äåéñòâèÿ (ñîïðÿæåííûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé)

lS∗1 ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì. À òàê êàê îíî âìåñòå ñ òåì
ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì, òî, ñëåäîâàòåëü-
íî, îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àëãåáðó. Àëãåáðó âåêòîðîâ
äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ àíòèîáúåêòîâ, îñíîâàííóþ
íà êîìïîçèöèè (98), íàçîâåì ëåâîé è îáîçíà÷èì òàê
æå, êàê è ãðóïïó, lS∗1.

5. Ñâÿçü ìåæäó ôèçè÷åñêèìè îáúåêòàìè è
àíòèîáúåêòàìè. Îïåðàöèÿ ñîïðÿæåíèÿ

5.1. Cîïðÿæåíèå ïðàâûõ âåêòîðîâ äåéñòâèÿ

Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå rS
∗ : rS∗→ rS∗ ÿâëÿåòñÿ

ñîïðÿæåííûì11 ëèíåéíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ lS : lS→ lS
12. Ñâÿçü ìåæäó ýòèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè äàåòñÿ ôîð-
ìóëàìè:

( rS
′)∗ = ( reK · rSKI · rSI)∗ =

= ( rS
I)∗ · ( rSKI)∗ · ( reK)∗ = lSI · lS∗I

K · lEK = lS
∗′,

( rS
K
I)

∗ = lS
∗I
K ,

( rI
I
K( ))∗ = ( ) lK

K
I ,

( rS( ))
∗ = ( rI

I
K( ) · rSKI)∗ = ( rS

K
I)

∗ · ( rIIK( ))∗ =

= lS
∗I
K · ( ) lKK

I = ( ) lS
∗ ,

( rS( ))
∗ = ( ) lS

∗ ,

rS
∗M

L = gIM · lSKI · gKL
è

(( rS
∗)′)∗ = ( rSI · rS∗I

K · rEK)∗ =

= ( rE
K)∗ · ( rS∗I

K)∗ · ( rSI)∗ = leK · lSKI · lSI = lS ,

( rS
∗K
I)

∗ = lS
I
K ,

(( ) rK
I
K)∗ = lI

K
I( ) ,

( ) rS
∗ = ( rS

∗K
I · ( ) rKI

K)∗ = (( ) rK
I
K)∗ · ( rS∗K

I)
∗ =

= lI
K
I( ) · lSIK = lS( ) ,

(( ) rS
∗)∗ = lS( ) ,

rS
M
L = gIM · lS∗K

I · gKL .

Çäåñü gKL è gIM � êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî è îá-
ðàòíîãî ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðîâ.

11 Òî åñòü ïîëó÷åííûì â ðåçóëüòàòå îïåðàöèè ñîïðÿæåíèÿ.
12 Åñëè êîíòðàâàðèàíòíûé âåêòîð äåéñòâèÿ îòîæäåñòâèòü ñ äè-

ðàêîâñêèì êåò-âåêòîðîì ñîñòîÿíèÿ, à êîâàðèàíòíûé âåêòîð
äåéñòâèÿ îòîæäåñòâèòü ñ äèðàêîâñêèì áðà-âåêòîðîì ñîñòîÿ-
íèÿ, òî ïðèâåäåííûå â ýòîì Ðàçäåëå ñîîòíîøåíèÿ ïî ñóùå-
ñòâó ñîñòàâëÿþò àêñèîìû Ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà, ïîëî-
æåííîãî â îñíîâó êëàññè÷åñêîé êâàíòîâîé ìåõàíèêè.
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5.2. Cîïðÿæåíèå ëåâûõ âåêòîðîâ äåéñòâèÿ

Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå lS
∗ : lS∗→ lS∗ ÿâëÿåòñÿ

ñîïðÿæåííûì ëèíåéíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ rS : rS→ rS.
Ñâÿçü ìåæäó ýòèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè äàåòñÿ ôîðìó-
ëàìè:

( lS
′)∗ = ( leK · lSKI · lSI)∗ =

= ( lS
I)∗ · ( lSKI)∗ · ( leK)∗ = rSI · rS∗I

K · rEK = rS
∗′,

( lS
K
I)

∗ = rS
∗I
K ,

( lI
I
K( ))∗ = ( ) rK

K
I ,

( lS( ))
∗ = ( lI

I
K( ) · lSKI)∗ = ( lS

K
I)

∗ · ( lIIK( ))∗ =

= rS
∗I
K · ( ) rKK

I = ( ) rS
∗ ,

( lS( ))
∗ = ( ) rS

∗ ,

lS
∗M

L = gIM · rSKI · gKL
è

(( lS
∗)′)∗ = ( lSI · lS∗I

K · lEK)∗ =

= ( lE
K)∗ · ( lS∗I

K)∗ · ( lSI)∗ = reK · rSKI · rSI = rS ,

( lS
∗K
I)

∗ = rS
I
K ,

(( ) lK
I
K)∗ = rI

K
I( ) ,

( ) lS
∗ = ( lS

∗K
I · ( ) lKI

K)∗ = (( ) lK
I
K)∗ · ( lS∗K

I)
∗ =

= rI
K
I( ) · rSIK = rS( ) ,

(( ) lS
∗)∗ = rS( ) ,

lS
M
L = gIM · rS∗K

I · gKL .

Çäåñü gKL è gIM � êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî è îá-
ðàòíîãî ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðîâ.

VI. ÊÂÀÍÒÎÂÎÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÄËß
ÑÂÎÁÎÄÍÛÕ ÏÐÎÌÅÆÓÒÎ×ÍÛÕ

ÀÍÒÈÎÁÚÅÊÒÎÂ

1. Óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû àëãåáðû äåéñòâèÿ
ïðîìåæóòî÷íûõ àíòèîáúåêòîâ

1.1. Ïðàâàÿ àëãåáðà äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ
àíòèîáúåêòîâ

Äàëåå ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû àëãåáðû
äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ àíòèîáúåêòîâ rS∗1, îïðåäå-
ëÿåìûå äèôôåðåíöèðîâàíèåì âûøåóêàçàííîãî çàêî-
íà óìíîæåíèÿ âåêòîðîâ (96). Ðàññìàòðèâàÿ äèôôå-
ðåíöèàë âåêòîðà äåéñòâèÿ rS

∗, áóäåì ðàçëè÷àòü äèô-
ôåðåíöèàëû èíäåêñîì d1, d2, . . ., åñëè äèôôåðåíöèðî-
âàíèå âûïîëíÿåòñÿ ïî âåêòîðàì rS

∗
1, rS

∗
2, . . . ñîîòâåò-

ñòâåííî. Èç âûðàæåíèÿ (96) ñëåäóåò

d1 rS
∗ = d rS

∗
1 ◦ rS

∗
2 , d2 rS

∗ = rS
∗
1 ◦ d rS∗2 .

Èç ýòèõ âûðàæåíèé ïîëó÷àåì

d rS
∗
2 = ( rS

∗
1)

−1 ◦ d2 rS∗ , d rS
∗
1 = d1 rS

∗ ◦ ( rS∗2)−1.
(103)

Ââåäåì âòîðîé äèôôåðåíöèàë d2d1 rS
∗. Èç âûðàæå-

íèÿ (96) äëÿ íåãî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

d2d1 rS
∗ = d rS

∗
1 ◦ d rS∗2 .

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (103), ïîëó÷èì ñîîòíîøå-
íèå13

d2d1 rS
∗ = d1 rS

∗ ◦ ( rS∗)−1 ◦ d2 rS∗ .

Âáëèçè åäèíèöû àëãåáðû, òî åñòü ïðè

rS
∗ = ( rS

∗)−1 = δIK ·KK
I ,

ýòî óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

d2d1 rS
∗ = d1 rS

∗ ◦ d2 rS∗ . (104)

Ýòî ñîîòíîøåíèå åñòü óðàâíåíèå ñòðóêòóðû ïðàâîé
àëãåáðû äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ àíòèîáúåêòîâ rS∗1
â âåêòîðíîé ôîðìå.

Ïîäñòàâëÿÿ â ñîîòíîøåíèå (104) âûðàæåíèÿ äèô-
ôåðåíöèàëîâ âåêòîðîâ äåéñòâèÿ ÷åðåç äèôôåðåíöèà-
ëû êîîðäèíàò è ïîëüçóÿñü çàêîíîì óìíîæåíèÿ áàçèñ-
íûõ âåêòîðîâ (97), ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû â
êîîðäèíàòíîé ôîðìå

d2d1 rS
∗I
K = d2 rS

∗I
L · d1 rS∗L

K . (105)

Âûâåäåííûå óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû çàïèñàíû äëÿ
äåéñòâèÿ â áåçðàçìåðíîé ôîðìå. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïå-
ðåéòè ê ðàçìåðíîìó äåéñòâèþ, íåîáõîäèìî ïåðåïèñàòü
óðàâíåíèÿ (104) è (105) ñîîòâåòñòâåííî ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

d2d1 rS
∗ =

1

S0
d1 rS

∗ ◦ d2 rS∗ (106)

è

d2d1 rS
∗I
K =

1

S0
· d2 rS∗I

L · d1 rS∗L
K . (107)

Çäåñü ïîñòîÿííûé êîýôôèöèåíò S0, âåêòîðû äåé-
ñòâèÿ rS

∗ è êîîðäèíàòû âåêòîðîâ äåéñòâèÿ rS
∗I
K

èìåþò ðàçìåðíîñòü äåéñòâèÿ.

13 Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî äëÿ ñîîòíîøåíèÿ (96)

( rS
∗)−1 = ( rS

∗
2)

−1 ◦ ( rS
∗
1)

−1 .
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1.2. Ëåâàÿ àëãåáðà äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ
àíòèîáúåêòîâ

Äàëåå ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû àëãåáðû
äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ àíòèîáúåêòîâ lS∗1, îïðåäå-
ëÿåìûå äèôôåðåíöèðîâàíèåì âûøåóêàçàííîãî çàêî-
íà óìíîæåíèÿ âåêòîðîâ (101). Ðàññìàòðèâàÿ äèôôå-
ðåíöèàë âåêòîðà äåéñòâèÿ lS

∗, áóäåì ðàçëè÷àòü äèô-
ôåðåíöèàëû èíäåêñîì d1, d2, . . ., åñëè äèôôåðåíöèðî-
âàíèå âûïîëíÿåòñÿ ïî âåêòîðàì lS

∗
1, lS

∗
2, . . . ñîîòâåò-

ñòâåííî. Èç âûðàæåíèÿ (101) ñëåäóåò

d2 lS
∗ = d lS

∗
2 ◦ lS

∗
1 , d1 lS

∗ = lS
∗
2 ◦ d lS∗1 .

Èç ýòèõ âûðàæåíèé ïîëó÷àåì

d lS
∗
2 = d2 lS

∗◦( lS∗1)−1 , d lS
∗
1 = ( lS

∗
2)

−1◦d1 lS∗. (108)

Ââåäåì âòîðîé äèôôåðåíöèàë d2d1 lS
∗. Èç âûðàæå-

íèÿ (101) äëÿ íåãî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

d2d1 lS
∗ = d lS

∗
2 ◦ d lS∗1 .

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (108), ïîëó÷èì14

d2d1 lS
∗ = d2 lS

∗ ◦ ( lS∗)−1 ◦ d1 lS∗ .

Âáëèçè åäèíèöû àëãåáðû, òî åñòü ïðè

lS
∗ = ( lS

∗)−1 = δIK ·KK
I ,

ýòî óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

d2d1 lS
∗ = d2 lS

∗ ◦ d1 lS∗ . (109)

Ýòî ñîîòíîøåíèå åñòü óðàâíåíèå ñòðóêòóðû ëåâîé
àëãåáðû äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ àíòèîáúåêòîâ lS∗1
â âåêòîðíîé ôîðìå.
Ïîäñòàâëÿÿ â ñîîòíîøåíèå (109) âûðàæåíèÿ äèô-

ôåðåíöèàëîâ âåêòîðîâ äåéñòâèÿ ÷åðåç äèôôåðåíöèà-
ëû êîîðäèíàò è ïîëüçóÿñü çàêîíîì óìíîæåíèÿ áàçèñ-
íûõ âåêòîðîâ (102), ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû â
êîîðäèíàòíîé ôîðìå

d2d1 lS
∗I
K = d2 lS

∗I
L · d1 lS∗L

K . (110)

Âûâåäåííûå óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû çàïèñàíû äëÿ
äåéñòâèÿ â áåçðàçìåðíîé ôîðìå. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïå-
ðåéòè ê ðàçìåðíîìó äåéñòâèþ, íåîáõîäèìî ïåðåïèñàòü
óðàâíåíèÿ (109) è (110) ñîîòâåòñòâåííî ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

d2d1 lS
∗ =

1

S0
d2 lS

∗ ◦ d1 lS∗ (111)

è

d2d1 lS
∗I
K =

1

S0
· d2 lS∗I

L · d1 lS∗L
K . (112)

Çäåñü ïîñòîÿííûé êîýôôèöèåíò S0, âåêòîðû äåé-
ñòâèÿ lS

∗ è êîîðäèíàòû âåêòîðîâ äåéñòâèÿ lS
∗I
K èìå-

þò ðàçìåðíîñòü äåéñòâèÿ.

14 Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî äëÿ âûðàæåíèÿ (101)

( lS
∗)−1 = ( lS

∗
1)

−1 ◦ ( lS
∗
2)

−1 .

2. Êâàíòîâûå óðàâíåíèÿ äëÿ ñâîáîäíûõ
ïðîìåæóòî÷íûõ àíòèîáúåêòîâ

Óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû ïî ñóùåñòâó è åñòü êâàíòî-
âûå óðàâíåíèÿ, êîòîðûìè îïðåäåëÿåòñÿ êâàíòîâàÿ ìå-
õàíèêà ïðîìåæóòî÷íûõ àíòè÷àñòèö. Ïðè ýòîì íåîáõî-
äèìî ó÷åñòü, ÷òî êâàíòîâûå óðàâíåíèÿ, êàê è óðàâíå-
íèÿ ñòðóêòóðû, ñóùåñòâóþò â äâóõ ìîäèôèêàöèÿõ �
äëÿ ïðàâîé è äëÿ ëåâîé àëãåáð äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷-
íûõ àíòèîáúåêòîâ.

2.1. Ïðàâàÿ àëãåáðà äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ
àíòèîáúåêòîâ

Â óðàâíåíèè ñòðóêòóðû (106) ââåäåì îáîçíà÷åíèå

d1 rS
∗ = rψ

∗
1

è â óðàâíåíèè ñòðóêòóðû (107) ñîîòâåòñòâåííî ââåäåì
îáîçíà÷åíèå

d1 rS
∗I
K = rψ

∗I
K .

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèþ rψ
∗
1 ñ êîîðäèíàòàìè

rψ
∗I
K êàê ïðàâóþ âîëíîâóþ ôóíêöèþ ïðîìåæóòî÷íî-

ãî àíòèîáúåêòà. Äèôôåðåíöèàë d2 îáîçíà÷èì d. Óðàâ-
íåíèå ñòðóêòóðû (106), çàïèñàííîå ïî îòíîøåíèþ ê
ïðàâîé âîëíîâîé ôóíêöèè

d rψ
∗
1 =

1

S0
rψ

∗
1 ◦ d rS∗ (113)

è óðàâíåíèå ñòðóêòóðû (107), çàïèñàííîå ïî îòíîøå-
íèþ ê êîîðäèíàòàì ïðàâîé âîëíîâîé ôóíêöèè

d rψ
∗I
K =

1

S0
· d rS∗I

L · rψ∗L
K , (114)

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðàâûå êâàíòîâûå óðàâíåíèÿ äëÿ
ïðîìåæóòî÷íîãî àíòèîáúåêòà â äèôôåðåíöèàëàõ.
Ïðàâûé âåêòîð äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íîãî àíòè-

îáúåêòà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé êîîðäèíàò ñîïðÿæåííîãî
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè

rS
∗ = rS

∗(x∗) .

Ïðîèçâîäíóþ îò ïðàâîãî âåêòîðà äåéñòâèÿ rS
∗(x∗)

ïî êîîðäèíàòå ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè,
âçÿòóþ ñ îáðàòíûì çíàêîì, îïðåäåëèì êàê âåêòîð ïðà-
âîãî ìîìåíòà ïðîìåæóòî÷íîãî àíòèîáúåêòà

rm
∗M = −∂ rS

∗

∂xM
,

êîòîðûé ìîæåò áûòü çàïèñàí ÷åðåç êîîðäèíàòû ìî-
ìåíòà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

rm
∗M = rm

∗MI
L · rKL

I ,

ãäå

rm
∗MI

L = −∂ rS
∗I
L

∂xM
.
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Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðàâîãî ìîìåíòà ïðàâûå êâàíòî-
âûå óðàâíåíèÿ äëÿ ïðîìåæóòî÷íîãî àíòèîáúåêòà ïå-
ðåïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Óðàâíåíèå (113)
ïðèíèìàåò âèä

∂ rψ
∗
1

∂xM
= − 1

S0
rψ

∗
1 ◦ rm

∗M . (115)

Óðàâíåíèå (114) ïðèíèìàåò âèä

∂ rψ
∗I
K

∂xM
= − 1

S0
rm

∗MI
L · rψ∗L

K . (116)

Äàëåå ïðèäàäèì ýòîìó ñîîòíîøåíèþ ôîðìó óðàâíå-
íèÿ Äèðàêà äëÿ àíòè÷àñòèö. Äëÿ ýòîãî óìíîæèì åãî
îáå ÷àñòè íà ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû lC

K
NM , âûïîë-

íèâ ñîîòâåòñòâóþùèå ñóììèðîâàíèÿ. Ïîëó÷èì

lC
K
NM · ∂ rψ

∗I
K

∂xM
= − 1

S0
lC

K
NM · rm∗MI

L · rψ∗L
K .

(117)
(Êàê ïðèíÿòî, ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïîäðà-

çóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå).
Ýòî óðàâíåíèå è åñòü ïðàâîå êâàíòîâîå óðàâíåíèå

äëÿ ñâîáîäíîãî ïðîìåæóòî÷íîãî àíòèîáúåêòà â ñàìîì
îáùåì âèäå.

2.2. Ëåâàÿ àëãåáðà äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ
àíòèîáúåêòîâ

Â óðàâíåíèè ñòðóêòóðû (109) ââåäåì îáîçíà÷åíèå

d1 lS
∗ = lψ

∗
1

è â óðàâíåíèè ñòðóêòóðû (110) ñîîòâåòñòâåííî ââåäåì
îáîçíà÷åíèå

d1 lS
∗I
K = lψ

∗I
K .

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèþ lψ1
∗ ñ êîîðäèíà-

òàìè lψ
∗I
K êàê ëåâóþ âîëíîâóþ ôóíêöèþ ïðîìåæó-

òî÷íîãî àíòèîáúåêòà. Äèôôåðåíöèàë d2 îáîçíà÷èì d.
Óðàâíåíèå ñòðóêòóðû (109), çàïèñàííîå ïî îòíîøå-
íèþ ê ëåâîé âîëíîâîé ôóíêöèè

d lψ
∗
1 =

1

S0
d lS

∗ ◦ lψ
∗
1 , (118)

è óðàâíåíèå ñòðóêòóðû (110), çàïèñàííîå ïî îòíîøå-
íèþ ê êîîðäèíàòàì ïðàâîé âîëíîâîé ôóíêöèè

d lψ
∗I
K =

1

S0
· d lS∗I

L · lψ∗L
K , (119)

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëåâûå êâàíòîâûå óðàâíåíèÿ äëÿ
ïðîìåæóòî÷íîãî àíòèîáúåêòà â äèôôåðåíöèàëàõ.
Ëåâûé âåêòîð äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íîãî àíòèîáú-

åêòà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé êîîðäèíàò ñîïðÿæåííîãî
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè

lS
∗ = lS

∗(x∗) .

Ïðîèçâîäíóþ îò ëåâîãî âåêòîðà äåéñòâèÿ lS
∗(x∗) ïî

êîîðäèíàòå ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, âçÿ-
òóþ ñ îáðàòíûì çíàêîì, îïðåäåëèì êàê âåêòîð ëåâîãî
ìîìåíòà ïðîìåæóòî÷íîãî àíòèîáúåêòà

lm
∗M = − ∂ lS

∗

∂xM
,

êîòîðûé ìîæåò áûòü çàïèñàí ÷åðåç êîîðäèíàòû ìî-
ìåíòà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

lm
∗M = lm

∗MI
L · lKL

I ,

ãäå

lm
∗MI

L = −∂ lS
∗I
L

∂xM
.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ëåâîãî ìîìåíòà ëåâûå êâàíòîâûå
óðàâíåíèÿ ïðîìåæóòî÷íîãî àíòèîáúåêòà ïåðåïèñûâà-
þòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Óðàâíåíèå (118) ïðèíèìàåò âèä

∂ lψ
∗
1

∂xM
= − 1

S0
lm

∗M ◦ lψ
∗
1 . (120)

Óðàâíåíèå (119) ïðèíèìàåò âèä

∂ lψ
∗I
K

∂xM
= − 1

S0
lm

∗MI
L · lψ∗L

K . (121)

Äàëåå ïðèäàäèì ýòîìó ñîîòíîøåíèþ ôîðìó óðàâíå-
íèÿ Äèðàêà äëÿ àíòè÷àñòèö. Äëÿ ýòîãî óìíîæèì åãî
îáå ÷àñòè íà ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû rC

K
NM , âûïîë-

íèâ ñîîòâåòñòâóþùèå ñóììèðîâàíèÿ. Ïîëó÷èì

rC
K
NM · ∂ lψ

∗I
K

∂xM
= − 1

S0
rC

K
NM · lm∗MI

L · lψ∗L
K .

(122)
(Êàê ïðèíÿòî, ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïîäðà-

çóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå).
Ýòî óðàâíåíèå è åñòü ëåâîå êâàíòîâîå óðàâíåíèå

äëÿ ñâîáîäíîãî ïðîìåæóòî÷íîãî àíòèîáúåêòà â ñàìîì
îáùåì âèäå.

VII. ÂÛÂÎÄÛ ÏÎ ÃËÀÂÅ

� Äåéñòâèå ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà åñòü îïåðà-
òîð ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðèìåíÿåìûé
ê âåêòîðàì äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ îáú-
åêòîâ. Äåéñòâèå ïðîìåæóòî÷íîãî àíòèîáúåêòà
åñòü îïåðàòîð ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðè-
ìåíÿåìûé ê âåêòîðàì äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëü-
íûõ àíòèîáúåêòîâ.

� Âåêòîðû äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ ñî-
ñòàâëÿþò àëãåáðó. Âåêòîðû äåéñòâèÿ ïðîìåæó-
òî÷íûõ àíòèîáúåêòîâ òàêæå ñîñòàâëÿþò àëãåá-
ðó.



VII. Âûâîäû ïî Ãëàâå 291

� Êâàíòîâûå óðàâíåíèÿ äëÿ ñâîáîäíûõ ïðîìåæó-
òî÷íûõ îáúåêòîâ èìåþò âèä (36) è (41). Êâàíòî-
âûå óðàâíåíèÿ äëÿ ñâîáîäíûõ ïðîìåæóòî÷íûõ
àíòèîáúåêòîâ èìåþò âèä (117) è (122).

� Ðàññìîòðåòü âçàèìîäåéñòâóþùèå îáúåêòû îçíà-
÷àåò: 1) ââåñòè àëãåáðó äåéñòâèÿ, îáùóþ äëÿ âçà-
èìîäåéñòâóþùèõ îáúåêòîâ; 2) çàïèñàòü óðàâíå-
íèÿ ñòðóêòóðû ýòîé àëãåáðû è 3) ïåðåéòè îò óêà-
çàííûõ óðàâíåíèé ê ñèñòåìå êâàíòîâûõ óðàâíå-
íèé äëÿ âçàèìîäåéñòâóþùèõ îáúåêòîâ.



Ãëàâà 5.2 Âçàèìîäåéñòâèå ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö

I. ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÅ ÝËÅÌÅÍÒÀÐÍÛÕ
×ÀÑÒÈÖ. ÎÁÎÁÙÀÞÙÀß ÒÎ×ÊÀ ÇÐÅÍÈß

1. Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

1. Â ýòîì Ðàçäåëå ïîíÿòèå ôèçè÷åñêèé îáúåêò
îòîæäåñòâëåíî ñ ïîíÿòèåì ýëåìåíòàðíàÿ ÷àñòèöà.
2. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö,

âêëþ÷àÿ ôóíäàìåíòàëüíûå ÷àñòèöû è àíòè÷àñòèöû,
à òàêæå ïðîìåæóòî÷íûå ÷àñòèöû è àíòè÷àñòèöû.
3. Êàæäàÿ ÷àñòèöà ïðåäñòàâëåíà âåêòîðîì äåé-

ñòâèÿ. Ìíîæåñòâî çëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö ïðåäñòàâëåíî
ìíîæåñòâîì âåêòîðîâ äåéñòâèÿ. Ýòî ìíîæåñòâî åñòü
ñóììà ìíîæåñòâ âåêòîðîâ äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëü-
íûõ è ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö è àíòè÷àñòèö, òî åñòü

T+ T∗ = S+ S1 + S∗ + S∗1 .

Âåêòîð äåéñòâèÿ T ∈ (T + T∗) ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ñóììó âåêòîðîâ äåéñòâèÿ óêàçàííûõ ýëåìåíòàð-
íûõ ÷àñòèö.
4. Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ äåéñòâèÿ (T + T∗) ÿâëÿåò-

ñÿ àëãåáðîé, òî åñòü íà ýòîì ìíîæåñòâå, ïîìèìî îïå-
ðàöèè ñëîæåíèÿ, èìååò ìåñòî îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ.
Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåêîììóòàòèâíîé, ïî-
ýòîìó íåîáõîäèìî ââîäèòü äâå ìîäèôèêàöèè àëãåáðû
äåéñòâèÿ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö � ïðàâóþ è ëåâóþ. Â
ýòîì Ðàçäåëå áóäåì ðàññìàòðèâàòü àëãåáðó (T+T∗), íå
ðàçäåëÿÿ åå íà ïðàâóþ è ëåâóþ, íî äëÿ îïðåäåëåííî-
ñòè áóäåì çàïèñûâàòü óìíîæåíèÿ â ýòîé àëãåáðå òàê,
êàê îíè çàïèñûâàþòñÿ â ïðàâîé àëãåáðå.

2. Ñèñòåìîîáðàçóþùèé ïîñòóëàò

◦-óìíîæåíèå îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ âçàèìîäåéñòâèåì
ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö, ñîïðîâîæäàþùèì èõ ó÷àñòèå
â äèíàìè÷åñêèõ ÿâëåíèÿõ. Â ýòîì ñìûñëå, íàïðèìåð,
çàêîí óìíîæåíèÿ

eI1 ◦ eI2 = eI · CII1I2

íóæíî èíòåðïðåòèðîâàòü òàê. Ó÷àñòâóÿ â äèíàìè÷å-
ñêèõ ÿâëåíèÿõ, ôóíäàìåíòàëüíàÿ ÷àñòèöà (e1) âçà-
èìîäåéñòâóåò ñ ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòèöåé (e2). Ðå-
çóëüòàòîì ýòîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåí-
òàëüíàÿ ÷àñòèöà (e). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì çàêîí
óìíîæåíèÿ

eM ◦ ILK = δLM · eK

ñëåäóåò èíòåðïðåòèðîâàòü òàê. Ó÷àñòâóÿ â äèíàìè÷å-
ñêèõ ÿâëåíèÿõ, ïðîìåæóòî÷íàÿ ÷àñòèöà (I) âçàèìî-
äåéñòâóåò ñ ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòèöåé (e). Ðåçóëü-
òàòîì ýòîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ äðóãàÿ ôóíäà-
ìåíòàëüíàÿ ÷àñòèöà (e). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì çàêîí

óìíîæåíèÿ

ILK ◦ IIM = δIK · ILM

íóæíî èíòåðïðåòèðîâàòü òàê. Ó÷àñòâóÿ â äèíàìè÷å-
ñêèõ ÿâëåíèÿõ, îäíà ïðîìåæóòî÷íàÿ ÷àñòèöà (I1) âçà-
èìîäåéñòâóåò ñ äðóãîé ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöåé (I2).
Ðåçóëüòàòîì ýòîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ òðåòüÿ
ïðîìåæóòî÷íàÿ ÷àñòèöà (I). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì
ñëåäóåò èíòåðïðåòèðîâàòü äðóãèå çàêîíû óìíîæåíèÿ.

3. Âçàèìîäåéñòâèå ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö.
Îáîáùàþùàÿ òî÷êà çðåíèÿ

Ñâåäåíèÿ îá ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèöàõ äîñòàâëÿþò-
ñÿ, â ÷àñòíîñòè, èç ýêñïåðèìåíòîâ ïî ñòîëêíîâåíèþ
÷àñòèö. Ïðîöåññû ñòîëêíîâåíèÿ âêëþ÷àþò â ñåáÿ òðè
ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå ìû èìååì ãðóïïó ñâîáîäíûõ
÷àñòèö, èìåíóåìóþ íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèåé ÷àñòèö.
Íà âòîðîì ýòàïå ýòè ÷àñòèöû âñòóïàþò â îòíîøåíèå,
íàçûâàåìîå âçàèìîäåéñòâèåì, âñëåäñòâèå êîòîðîãî
íà òðåòüåì ýòàïå èìååò ìåñòî ïðåîáðàçîâàíèå íà÷àëü-
íîé êîíôèãóðàöèè ÷àñòèö â íîâóþ ãðóïïó (äðóãèìè
ñëîâàìè êîíå÷íóþ êîíôèãóðàöèþ) ñâîáîäíûõ ÷àñòèö.
Â ïðîöåññàõ ñòîëêíîâåíèÿ ìîæíî âûäåëèòü äâà ýëå-
ìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè
÷àñòèö â êîíå÷íóþ. Îäíî èç íèõ ïðåäñòàâëÿåò ñèí-
òåç ÷àñòèöû, äðóãîå ïðåäñòàâëÿåò ðàñïàä ÷àñòèöû.
Ïðè ñèíòåçå ÷àñòèöû íåñêîëüêî íà÷àëüíûõ ÷àñòèö
ïðåîáðàçóþòñÿ â îäíó êîíå÷íóþ ÷àñòèöó. Ïðè ðàñïà-
äå ÷àñòèöû îäíà íà÷àëüíàÿ ÷àñòèöà ïðåîáðàçóåòñÿ â
íåñêîëüêî êîíå÷íûõ ÷àñòèö. Ïðîèçâîëüíûé ïðîöåññ
ñòîëêíîâåíèÿ ÷àñòèö ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïîñëå-
äîâàòåëüíîå îñóùåñòâëåíèå íåñêîëüêèõ ñèíòåçîâ è
ðàñïàäîâ ÷àñòèö.
Èìåÿ â âèäó, ÷òî ÷àñòèöû ïðåäñòàâëåíû âåêòîðàìè

àëãåáðû äåéñòâèÿ (T + T∗), òî åñòü íà âåêòîðàõ äåé-
ñòâèÿ èìååò ìåñòî íå òîëüêî îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ, íî è
óìíîæåíèÿ, ïðåäñòàâèì ïðîöåññû ñèíòåçà è ðàñïàäà
÷àñòèö ÷åðåç óìíîæåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðîâ
àëãåáðû äåéñòâèÿ (T + T∗). Òàê, íàïðèìåð, ïðîöåññ
ñèíòåçà ïðåäñòàâèì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

T1 ◦T2 ◦ ... ◦Tn = T ,

ãäå T1,T2, ...,Tn � âåêòîðû äåéñòâèÿ ÷àñòèö íà÷àëü-
íîé êîíôèãóðàöèè, ó÷àñòâóþùèõ â ñèíòåçå, T � âåê-
òîð äåéñòâèÿ ñèíòåçèðóåìîé ÷àñòèöû. Ïðî÷òåíèå ýòî-
ãî ñîîòíîøåíèÿ ñïðàâà íàëåâî ïðåäñòàâëÿåò ïðîöåññ
ðàñïàäà ÷àñòèöû. Åñëè âîçìîæíà àäåêâàòíàÿ ôîðìó-
ëèðîâêà ïðàâèë âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíèé âåêòîðîâ,
òî ïî òàêèì ïðàâèëàì ìîæíî áûëî áû îïðåäåëèòü êî-
íå÷íóþ êîíôèãóðàöèþ ÷àñòèö ïî íà÷àëüíîé êîíôè-
ãóðàöèè ÷àñòèö, ó÷àñòâóþùèõ â ñòîëêíîâåíèè.
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Äàëåå ðàññìîòðèì ïîäàëãåáðû àëãåáðû äåéñòâèÿ
÷àñòèö (T + T∗) ïî ìåðå óñëîæíåíèÿ ñîñòàâà ÷àñòèö,
îïèñûâàåìûõ ýòèìè ïîäàëãåáðàìè. Âçàèìîäåéñòâèå â
óêàçàííîé èíòåðïðåòàöèè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî
÷åðåç ýëåìåíòàðíûå àêòû, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò-
ñÿ òàáëèöåé óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ. Ïîýòîìó
äàëåå ðàññìîòðèì òàáëèöû óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåê-
òîðîâ ïîäàëãåáð àëãåáðû äåéñòâèÿ ÷àñòèö (T + T∗) è
äàäèì èì ñîîòâåòñòâóþùóþ èíòåðïðåòàöèþ.
1. Âûäåëèì ÷àñòèöû, ñîñòîÿíèå êîòîðûõ îïèñûâà-

åòñÿ âåêòîðîì äåéñòâèÿ

S = eK · SK ∈ S.

Ìû îïðåäåëèëè èõ êàê ôóíäàìåíòàëüíûå. Ê ôóí-
äàìåíòàëüíûì ÷àñòèöàì ìû îòíåñëè ëåïòîíû è êâàð-
êè, à òàêæå ãèïîòåòè÷åñêèå (ñóïåðñèììåòðè÷íûå ëåï-
òîíàì è êâàðêàì) ëåïòèíî è êâàðêèíî. Óêàçàííûå ÷à-
ñòèöû îïðåäåëåíû êàê ôóíäàìåíòàëüíûå, ïîñêîëüêó
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îíè íå ìîãóò áûòü ñèíòåçèðîâà-
íû èç äðóãèõ ÷àñòèö. Ýòèì ÷àñòèöàì ñîîòâåòñòâóåò
ïðàâèëî óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ äåéñòâèÿ

eK ◦ eI = eL · CLKI .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ íàøåé êîíöåïöèåé ýòî âûðàæåíèå
ïðè ïðî÷òåíèè åãî ñëåâà íàïðàâî íóæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê ñèíòåç ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòèöû, ÷òî ïðî-
òèâîðå÷èò ïðåäñòàâëåíèþ î åå ôóíäàìåíòàëüíîñòè.
Ýòî ïðîòèâîðå÷èå ñíèìàåòñÿ, åñëè ïðèäåðæèâàòüñÿ
ñëåäóþùåé òî÷êè çðåíèÿ. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ÷àñòèöà
ñîäåðæèò êîìïîíåíòû, êîòîðûå, âçàèìîäåéñòâóÿ äðóã
ñ äðóãîì, ñèíòåçèðóþò ýòó æå ôóíäàìåíòàëüíóþ ÷à-
ñòèöó. Ïðè÷åì óêàçàííûå êîìïîíåíòû íå ñóùåñòâóþò
êàê ñàìîñòîÿòåëüíûå îáðàçîâàíèÿ. Íàïðèìåð, ýëåê-
òðîí âêëþ÷àåò â ñåáÿ ëåâóþ è ïðàâóþ êîìïîíåíòû,
êîòîðûå ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñèñòåìîé äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé (òî åñòü âçàèìîäåéñòâóþò ìåæäó
ñîáîé), íî íå ñóùåñòâóþò ñàìîñòîÿòåëüíî.
2. Âûäåëèì ÷àñòèöû, ñîñòîÿíèå êîòîðûõ îïèñûâà-

åòñÿ âåêòîðîì äåéñòâèÿ

S∗ = SK ·EK ∈ S∗.

Ìû îïðåäåëèëè èõ êàê ôóíäàìåíòàëüíûå àíòè÷à-
ñòèöû. Ê ôóíäàìåíòàëüíûì àíòè÷àñòèöàì ìû îòíåñ-
ëè àíòèëåïòîíû è àíòèêâàðêè à òàêæå ãèïîòåòè÷å-
ñêèå (ñóïåðñèììåòðè÷íûå àíòèëåïòîíàì è àíòèêâàð-
êàì) àíòèëåïòèíî è àíòèêâàðêèíî. Óêàçàííûå àíòè-
÷àñòèöû îïðåäåëåíû êàê ôóíäàìåíòàëüíûå, ïîñêîëü-
êó òàêæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îíè íå ìîãóò áûòü ñèí-
òåçèðîâàíû èç äðóãèõ ÷àñòèö. Ýòèì ÷àñòèöàì ñîîò-
âåòñòâóåò ïðàâèëî óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ

EI ◦EK = CIKL ·EL .

3. Âûäåëèì ÷àñòèöû, ñîñòîÿíèå êîòîðûõ îïèñûâà-
åòñÿ âåêòîðîì äåéñòâèÿ

S = ILK · SKL ∈ S1.

Ìû îïðåäåëèëè èõ êàê ïðîìåæóòî÷íûå ÷àñòèöû.
Òàêîå îïðåäåëåíèå îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî ýòè ÷àñòè-
öû âûñòóïàþò êàê íîñèòåëè âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó
ôóíäàìåíòàëüíûìè ÷àñòèöàìè (è àíòè÷àñòèöàìè). Ê
ïðîìåæóòî÷íûì ÷àñòèöàì ìû îòíåñëè ôîòîí, W è
Z-áîçîíû, ãëþîíû è ìåçîíû, à òàêæå ãèïîòåòè÷åñêèå
(èì ñóïåðñèììåòðè÷íûå) ÷àñòèöû. Ýòèì ÷àñòèöàì ñî-
îòâåòñòâóåò ïðàâèëî óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ

IKL ◦ IMN = δML · IKN . (1)

Âûøåóêàçàííûå ïðàâèëà ïðîèçâåäåíèé áàçèñíûõ
âåêòîðîâ äîïóñêàþò åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå, áàçèðó-
þùååñÿ íà ïðàâèëàõ òåíçîðíîé àëãåáðû. Â ÷àñòíîñòè,
âñå ïðîèçâåäåíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé òåíçîðû
÷åòíûõ ðàíãîâ, äîïóñêàþò îòîáðàæåíèå â ÷èñëîâîå
ïðîñòðàíñòâî IR (ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë).
Â ðåçóëüòàòå ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ (1) ïðè-
îáðåòàåò âèä

IKL ◦ IMN = IKL
M
N + δML · IKN + δML · δKN .

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè äîëæíî áûòü îïó-
ùåíî, òàê êàê âûâîäèò íàñ çà ðàìêè ðàññìàòðèâàåìîé
àëãåáðû:

IKL ◦ IMN = δML · IKN + δML · δKN . (2)

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå âõîäèò â àëãåáðó è äîëæíî
áûòü ïðîèíòåðïðåòèðîâàíî ñ òî÷êè çðåíèÿ âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ÷àñòèö. Ýòîìó ñëàãàåìîìó ñîîòâåòñòâóåò ñêà-
ëÿðíàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà äåéñòâèÿ, êîòîðóþ ñâÿ-
æåì ñî ñêàëÿðíîé ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöåé.
4. Â ïðåäûäóùåì ïóíêòå ïîêàçàíî, ÷òî îáîáùå-

íèå ïðàâèëà óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (1) äî (2)
íà îñíîâàíèè ïðàâèë òåíçîðíîé àëãåáðû ïðèâîäèò ê
íåîáõîäèìîñòè ðàñøèðåíèÿ àëãåáðû äåéñòâèÿ ïðîìå-
æóòî÷íûõ ÷àñòèö è âåäåíèÿ ñêàëÿðíîé ïðîìåæóòî÷-
íîé ÷àñòèöû. Îáîçíà÷èì äåéñòâèå ñêàëÿðíîé ïðîìå-
æóòî÷íîé ÷àñòèöû ñèìâîëîì C, à áàçèñíûå åäèíèöû
ýòîãî äåéñòâèÿ îáîçíà÷èì ÷åðåç δKL. Òîãäà

C = δKL · CKL = CKK ,

ãäå CKL ∈ IR � êîîðäèíàòû äåéñòâèÿ. Ââåäåíèå ñêà-
ëÿðîâ â àëãåáðó äåéñòâèÿ òðåáóåò îïðåäåëåíèÿ óìíî-
æåíèÿ ñêàëÿðîâ ìåæäó ñîáîé è óìíîæåíèÿ ñêàëÿðà
íà âåêòîð. Àïðèîðè, áåç äîïîëíèòåëüíûõ ñîîáðàæå-
íèé, ôîðìóëèðîâêà òàêèõ çàêîíîâ óìíîæåíèÿ ñîäåð-
æèò ñóùåñòâåííóþ íåîïðåäåëåííîñòü, ïîýòîìó ïîêà
èõ ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì1.

1 Íàïðèìåð, óìíîæåíèå ñêàëÿðîâ ìîæíî ïîä÷èíèòü ñëåäóþùå-
ìó ïðàâèëó:

C1 ◦ C2 = C

è ïðàâèëó óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ åäèíèö

δKL ◦ δMN = δML · δKN .
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5. Âûäåëèì ÷àñòèöû, ñîñòîÿíèå êîòîðûõ îïèñûâà-
åòñÿ âåêòîðîì äåéñòâèÿ

S∗ = S∗K
L ·KL

K ∈ S∗1.

Ìû îïðåäåëèëè èõ êàê ïðîìåæóòî÷íûå àíòè÷àñòè-
öû. Ýòè ÷àñòèöû òàêæå âûñòóïàþò êàê íîñèòåëè âçàè-
ìîäåéñòâèÿ ìåæäó ôóíäàìåíòàëüíûìè ÷àñòèöàìè (è
àíòè÷àñòèöàìè). Ê ïðîìåæóòî÷íûì àíòè÷àñòèöàì îò-
íåñåì ôîòîí, W+ è Z-áîçîíû, àíòèãëþîíû è àíòèìå-
çîíû, à òàêæå ãèïîòåòè÷åñêèå (èì ñóïåðñèììåòðè÷-
íûå) àíòè÷àñòèöû. Ýòèì ÷àñòèöàì ñîîòâåòñòâóåò ïðà-
âèëî óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ

KK
L ◦KM

N = δKN ·KM
L . (3)

Ýòî ïðàâèëî òàêæå äîïóñêàåò åñòåñòâåííîå îáîáùå-
íèå, áàçèðóþùååñÿ íà ïðàâèëàõ òåíçîðíîé àëãåáðû.
Â ÷àñòíîñòè, âñå ïðîèçâåäåíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùèå ñî-
áîé òåíçîðû ÷åòíûõ ðàíãîâ, äîïóñêàþò îòîáðàæåíèå
â ÷èñëîâîå ïðîñòðàíñòâî IR (ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë). Â ðåçóëüòàòå ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ âåê-
òîðîâ (3) ïðèîáðåòàåò âèä

KK
L ◦KM

N = δKN ·KM
L + δKN · δML . (4)

Çäåñü îïóùåíî ñëàãàåìîå (KK
L
M
N ) â ïðàâîé ÷àñòè,

òàê êàê îíî âûâîäèò íàñ çà ðàìêè ðàññìàòðèâàåìîé
àëãåáðû. Cëàãàåìîìó (δKN · δML) ñîîòâåòñòâóåò ñêà-
ëÿðíàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà äåéñòâèÿ, êîòîðóþ òàêæå
ñâÿæåì ñî ñêàëÿðíîé ïðîìåæóòî÷íîé àíòè÷àñòèöåé.
6. Ðàññìîòðèì àëãåáðó, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ôóí-

äàìåíòàëüíûå è ïðîìåæóòî÷íûå ÷àñòèöû ñîâìåñòíî,
T = S+ S1. Âåêòîðû ýòîé àëãåáðû èìåþò âèä

T = eK · SK + ILK · SKL .

Òàáëèöà óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ â ýòîé àë-
ãåáðå çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè2:

eK ◦ eI = eL · CLKI , (5)

IKL ◦ IMN = δML · IKN , (6)

eI ◦ IKL = δKI · eL , (7)

IKL ◦ eI = 0 . (8)

Ñîîòíîøåíèå (7) ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ ïîãëîùåíèÿ
ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöû ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòèöåé,
à ïðè ïðî÷òåíèè åãî ñïðàâà íàëåâî � ñëó÷àþ èñïóñ-
êàíèÿ ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöû ôóíäàìåíòàëüíîé ÷à-
ñòèöåé. Èìåííî â ýòîì ñîîòíîøåíèè ïðîìåæóòî÷íàÿ

2 Ñì. Ãëàâà 5.1. ôîðìóëû (43), (44), (45), (46).

÷àñòèöà ïðîÿâëÿåò ñåáÿ êàê ïåðåíîñ÷èê âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ìåæäó ôóíäàìåíòàëüíûìè ÷àñòèöàìè. Íà ïðè-
ìåðàõ âçàèìîäåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ è ïðîìåæó-
òî÷íûõ ÷àñòèö ïîêàæåì ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýëåìåí-
òàðíûìè äèàãðàììàìè Ôåéíìàíà è ïðàâèëàìè ïðî-
èçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (7) â ðàññìàòðèâàåìîé
àëãåáðå.
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Ïðèâåäåííûå ïðàâèëà óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ òàêæå äîïóñêàþò åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå, áàçèðó-
þùååñÿ íà ïðàâèëàõ òåíçîðíîé àëãåáðû. Ñ ýñòåòè÷å-
ñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïðàâèëî óìíîæåíèÿ (5) èíòåðåñíî
îáîáùèòü äî ñëåäóþùåãî ñîîòíîøåíèÿ:

eK ◦ eI = eL · CLKI + IML · CLMKI . (9)

Â ýòîì ñëó÷àå â êâàíòîâîå óðàâíåíèå äëÿ ïðîìå-
æóòî÷íîé ÷àñòèöû âõîäèò âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ôóíäà-
ìåíòàëüíîé ÷àñòèöû, âçàèìîäåéñòâóþùåé ñ óêàçàí-
íîé ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöåé. Â ðàññìàòðèâàåìîé àë-
ãåáðå ïðàâèëî óìíîæåíèÿ (6) òàêæå íåîáõîäèìî îáîá-
ùèòü äî (2). Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåíçîðíîé àëãåáðû ñîîò-
íîøåíèå (8) íàäî çàïèñàòü òàê:

IKL ◦ eI = EK · gLI . (10)

Îäíàêî îíî âûõîäèò çà ðàìêè ðàññìàòðèâàåìîé àë-
ãåáðû è ïðèîáðåòàåò ñìûñë òîëüêî ïðè ñîâìåñòíîì
ðàññìîòðåíèè àëãåáð äåéñòâèÿ ÷àñòèö è àíòè÷àñòèö.
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8. Âûäåëèì ôóíäàìåíòàëüíûå ÷àñòèöû è àíòè÷à-
ñòèöû. Ðàññìîòðèì àëãåáðó, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ýòè
÷àñòèöû ñîâìåñòíî, (S + S∗). Âåêòîðû ýòîé àëãåáðû
èìåþò âèä

eK · SK + SL ·EL .

Òàáëèöà óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ â ýòîé àë-
ãåáðå çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:

eK ◦ eI = eL · CLKI , (11)

EI ◦EK = CIKL ·EL , (12)

eI ◦EK = EK ◦ eI = δKI . (13)

Â ïðåäûäóùåì ïóíêòå ïðèâåäåíî ñîîòíîøåíèå (9),
îáîáùàþùåå ñîîòíîøåíèå (5). Àíàëîãè÷íî ñîîòíîøå-
íèå (12) èíòåðåñíî îáîáùèòü äî

EI ◦EK = CIKL ·EL + CIKML ·KL
M . (14)

Â ýòîì ñëó÷àå â êâàíòîâîå óðàâíåíèå äëÿ ïðîìå-
æóòî÷íîé àíòè÷àñòèöû âõîäèò âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ
ôóíäàìåíòàëüíîé àíòè÷àñòèöû, âçàèìîäåéñòâóþùåé
ñ óêàçàííîé ïðîìåæóòî÷íîé àíòè÷àñòèöåé. Ïðàâèëî
óìíîæåíèÿ (13) òàêæå äîëæíî áûòü îáîáùåíî â ñî-
îòâåòñòâèè ñ ïðàâèëàìè òåíçîðíîé àëãåáðû. Ñ ýòîé
òî÷êè çðåíèÿ ïðîèçâåäåíèå S∗ ◦ S ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå âåêòîðà S, à
ïðîèçâåäåíèå S ◦ S∗ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ëè-
íåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå âåêòîðà S∗. Ïîýòîìó ìîæíî
ïîëîæèòü

EI ◦ eK = IIK (15)

è

eI ◦EK = KK
I . (16)

Ýòèì ñîîòíîøåíèÿì ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àè àííè-
ãèëÿöèè ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòèöû è àíòè÷àñòèöû
â ïðîìåæóòî÷íóþ è îáðàòíîìó îáðàçîâàíèþ ôóíäà-
ìåíòàëüíîé ÷àñòèöû è àíòè÷àñòèöû èç ïðîìåæóòî÷-
íîé ÷àñòèöû. Íà ïðèìåðå óêàçàííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö ñ ïðîìåæóòî÷íûìè ïîêà-
æåì ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýëåìåíòàðíûìè äèàãðàììà-
ìè Ôåéíìàíà è ïðàâèëàìè ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ
âåêòîðîâ (15) è (16).
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Ñîîòíîøåíèÿ (13), (15) è (16) ìîãóò áûòü îáúåäè-
íåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

EI ◦ eK = IIK + δIK (17)

è

eI ◦EK = KK
I + δKI . (18)

Èç íèõ ñëåäóåò, ÷òî àííèãèëÿöèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé
÷àñòèöû è àíòè÷àñòèöû ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ âåê-
òîðíîé è ñêàëÿðíîé ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö.
Òàêèì îáðàçîì, âåêòîðû äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëü-

íûõ ÷àñòèö è àíòè÷àñòèö íå îáðàçóþò íåçàâèñèìóþ
àëãåáðó è äîëæíû ðàññìàòðèâàòüñÿ âìåñòå ñ ïðîìå-
æóòî÷íûìè ÷àñòèöàìè è àíòè÷àñòèöàìè.
9. Âûäåëèì ïðîìåæóòî÷íûå ÷àñòèöû è àíòè÷àñòè-

öû. Ðàññìîòðèì àëãåáðó, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ýòè
÷àñòèöû ñîâìåñòíî, (S1 + S∗1). Âåêòîðû ýòîé àëãåáðû
èìåþò âèä

ILK · SKL + S∗L
K ·KK

L .

Òàáëèöà óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ â ýòîé àë-
ãåáðå, ïîìèìî óæå ïðèâåäåííûõ ñîîòíîøåíèé (2) è
(4), äîëæíà âêëþ÷àòü ïðîèçâåäåíèÿ IKL ◦ KM

N è
KK

L ◦ IMN . Íà îñíîâàíèè ïðàâèë òåíçîðíîé àëãåáðû
èìååì

IKL ◦KM
N = gLN · CKMP ·EP + gLN · gKM (19)

è

KK
L ◦ IMN = eP · CPNL · gKM + gKM · gLN . (20)

Ïåðâûå ñëàãàåìûå â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ýòèõ ñîîòíî-
øåíèé âûõîäÿò çà ðàìêè ðàññìàòðèâàåìîé àëãåáðû.
Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèÿ (19) è (20) íåîáõîäèìî
ñêîððåêòèðîâàòü:

IKL ◦KM
N = gLN · gKM

è

KK
L ◦ IMN = gKM · gLN .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî àííèãèëÿöèÿ ïðîìåæóòî÷íîé
÷àñòèöû è ïðîìåæóòî÷íîé àíòè÷àñòèöû ïðèâîäèò ê
îáðàçîâàíèþ ñêàëÿðíîé ÷àñòèöû.
Îäíàêî, èç ñîîòíîøåíèé (19) è (20) ñëåäóåò, ÷òî

â îáùåì ñëó÷àå ïðîìåæóòî÷íûå ÷àñòèöû è àíòè÷à-
ñòèöû íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü âìåñòå ñ ôóíäàìåí-
òàëüíûìè ÷àñòèöàìè è àíòè÷àñòèöàìè.
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10. Ðàññìîòðèì àëãåáðó äåéñòâèÿ, êîòîðàÿ ïðåä-
ñòàâëÿåò ôóíäàìåíòàëüíûå è ïðîìåæóòî÷íûå ÷àñòè-
öû è àíòè÷àñòèöû ñîâìåñòíî:

T+ T∗ = S+ S1 + S∗ + S∗1.

Âåêòîðû ýòîé àëãåáðû èìåþò âèä

T = eK · SK + ILK · SKL + SK ·EK + S∗K
L ·KL

K .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîáðàæåíèÿìè, ïðèâåäåííûìè â
ïðåäûäóùèõ ïóíêòàõ Ðàçäåëà, òàáëèöà óìíîæåíèÿ
áàçèñíûõ âåêòîðîâ â ýòîé àëãåáðå èìååò âèä

eK ◦ eI = eL · CLKI + IML · CLMKI ,

eI ◦ IKL = δKI · eL ,

eI ◦EK = KK
I + δKI ,

eI ◦KK
L = gIL ·EK ,

(21)

EI ◦EK = CIKL ·EL + CIKML ·KL
M ,

EI ◦KK
L = δIL ·EK ,

EI ◦ eK = IIK + δIK ,

EI ◦ IKL = gIK · eL ,

(22)

IKL ◦ eI = EK · gLI ,

IKL ◦ IMN = δML · IKN + δML · δKN ,

IKL ◦EI = EK · δIL ,

IKL ◦KM
N = gLN · CKMP ·EP + gLN · gKM ,

(23)

KK
L ◦EI = gKI · eL ,

KK
L ◦KM

N = δKN ·KM
L + δKN · δML ,

KK
L ◦ eI = δKI · eL ,

KK
L ◦ IMN = eP · CPNL · gKM + gKM · gLN .

(24)

Ïðîèëëþñòðèðóåì íåêîòîðûå èç ïðàâèë óìíîæå-
íèÿ ýëåìåíòàðíûìè àêòàìè âçàèìîäåéñòâèÿ ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ è ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö.
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11. Äàëåå åùå ðàç ïðèâåäåì ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ
âåêòîðîâ àëãåáðû äåéñòâèÿ (T + T∗) ôóíäàìåíòàëü-
íûõ è ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö, ñîïîñòàâèâ ýòèì ïðî-
èçâåäåíèÿì ýëåìåíòàðíûå àêòû âçàèìîäåéñòâèé. Ôóí-
äàìåíòàëüíûå ÷àñòèöû îáîçíà÷èì F , ïðîìåæóòî÷íûå
÷àñòèöû îáîçíà÷èì B, ôóíäàìåíòàëüíûå àíòè÷àñòè-
öû îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî F ∗, ïðîìåæóòî÷íûå àí-
òè÷àñòèöû îáîçíà÷èì B∗, ñêàëÿðíûå ÷àñòèöû îáîçíà-
÷èì ϕ.
Â ðåçóëüòàòå èìååì ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïðîèçâåäå-

íèÿìè áàçèñíûõ âåêòîðîâ è ýëåìåíòàðíûìè àêòàìè
âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö:

eK ◦ eI = eL · CLKI + IML · CLMKI

∼ F1 ◦ F2 → F3 +B ,

eI ◦ IKL = δKI · eL ∼ F1 ◦B → F2 ,

(25)

EI ◦EK = CIKL ·EL + CIKML ·KL
M

∼ F ∗
1 ◦ F ∗

2 → F ∗
3 +B ,

EI ◦KK
L = δIL ·EK ∼ F ∗

1 ◦B∗ → F ∗
2 ,

(26)

eI ◦EK = KK
I + δKI ∼ F ◦ F ∗ → B∗ + ϕ ,

eI ◦KK
L = gIL ·EK ∼ F ◦B∗ → F ∗ ,

(27)

EI ◦ eK = IIK + δIK ∼ F ∗
1 ◦ F2 → B + ϕ ,

EI ◦ IKL = gIK · eL ∼ F ∗ ◦B → F1 ,
(28)

IKL ◦ eI = EK · gLI ∼ B ◦ F1 → F ∗
2 ,

IKL ◦ IMN = δML · IKN + δML · δKN
∼ B1 ◦B2 → B3 + ϕ ,

(29)

KK
L ◦EI = gKI · eL ∼ B∗ ◦ F ∗

1 → F2 ,

KK
L ◦KM

N = δKN ·KM
L + δKN · δML

∼ B∗
1 ◦B∗

2 → B∗
3 + ϕ ,

(30)

IKL ◦EI = EK · δIL ∼ B ◦ F ∗
1 → F ∗

2 ,

IKL ◦KM
N = gLN · CKMP ·EP + gLN · gKM

∼ B1 ◦B∗
2 → F + ϕ ,

(31)
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KK
L ◦ eI = δKI · eL ∼ B∗ ◦ F1 → F2 ,

KK
L ◦ IMN = eP · CPNL · gKM + gKM · gLN ,

∼ B∗
1 ◦B2 → F + ϕ .

(32)

II. ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈß ÝËÅÌÅÍÒÀÐÍÛÕ
×ÀÑÒÈÖ. ÄÎÏÎËÍÅÍÈÅ

Â îñíîâå ïðåäñòàâëåíèé î âçàèìîäåéñòâèè ýëåìåí-
òàðíûõ ÷àñòèö ëåæàò ñëåäóþùèå ñîîáðàæåíèÿ.
Âåêòîð äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö F èìå-

åò âèä S = eK · SK . Îòñþäà óìíîæåíèÿ, â êîòîðûõ
ó÷àñòâóåò âåêòîð äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö,
ñâîäÿòñÿ ê óìíîæåíèÿì, â êîòîðûõ ó÷àñòâóåò áàçèç-
íûé âåêòîð eK . Ïîýòîìó ìû èñõîäèì èç òîãî, ÷òî âçà-
èìîäåéñòâèÿì, â êîòîðûõ ó÷àñòâóþò ôóíäàìåíòàëü-
íûå ÷àñòèöû, ñîîòâåòñòâóþò óìíîæåíèÿ3, â êîòîðûõ
ó÷àñòâóåò áàçèñíûé âåêòîð eK . Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó
áàçèñíûìè âåêòîðàìè eK è ôóíäàìåíòàëüíûìè ÷à-
ñòèöàìè çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

e ∼ F .

Âåêòîð äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ àíòè÷àñòèö F ∗

èìååò âèä S∗ = SK · EK . Îòñþäà óìíîæåíèÿ, â êîòî-
ðûõ ó÷àñòâóåò âåêòîð äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ àí-
òè÷àñòèö, ñâîäÿòñÿ ê óìíîæåíèÿì, â êîòîðûõ ó÷àñòâó-
åò áàçèçíûé âåêòîð EK . Ïîýòîìó ìû èñõîäèì èç òîãî,
÷òî âçàèìîäåéñòâèÿì, â êîòîðûõ ó÷àñòâóþò ôóíäà-
ìåíòàëüíûå àíòè÷àñòèöû, ñîîòâåòñòâóþò óìíîæåíèÿ,
â êîòîðûõ ó÷àñòâóåò áàçèñíûé âåêòîð EK . Ñîîòâåò-
ñòâèå ìåæäó áàçèñíûìè âåêòîðàìè EK è ôóíäàìåí-
òàëüíûìè àíòè÷àñòèöàìè çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

E ∼ F ∗ .

Âåêòîð äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö B èìååò
âèä S = SMI · IIM . Îòñþäà óìíîæåíèÿ, â êîòîðûõ
ó÷àñòâóåò âåêòîð äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö,
ñâîäÿòñÿ ê óìíîæåíèÿì, â êîòîðûõ ó÷àñòâóåò áàçèç-
íûé âåêòîð IIM . Ïîýòîìó ìû èñõîäèì èç òîãî, ÷òî âçà-
èìîäåéñòâèÿì, â êîòîðûõ ó÷àñòâóþò ïðîìåæóòî÷íûå
÷àñòèöû, ñîîòâåòñòâóþò óìíîæåíèÿ, â êîòîðûõ ó÷àñò-
âóåò áàçèñíûé âåêòîð IIM . Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó áàçèñ-
íûìè âåêòîðàìè IIM è ïðîìåæóòî÷íûìè ÷àñòèöàìè
çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

I ∼ B .

Âåêòîð äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ àíòè÷àñòèö B∗

èìååò âèä S∗ = S∗M
I · KI

M . Îòñþäà óìíîæåíèÿ,

3 Íàïðèìåð, èç òàáëèöû óìíîæåíèé (25) - (32).

â êîòîðûõ ó÷àñòâóåò âåêòîð äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷-
íûõ àíòè÷àñòèö, ñâîäÿòñÿ ê óìíîæåíèÿì, â êîòîðûõ
ó÷àñòâóåò áàçèçíûé âåêòîðKI

M . Ïîýòîìó ìû èñõîäèì
èç òîãî, ÷òî âçàèìîäåéñòâèÿì, â êîòîðûõ ó÷àñòâóþò
ïðîìåæóòî÷íûå àíòè÷àñòèöû, ñîîòâåòñòâóþò óìíî-
æåíèÿ, â êîòîðûõ ó÷àñòâóåò áàçèñíûé âåêòîð KI

M .
Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó áàçèñíûìè âåêòîðàìè KI

M è
ïðîìåæóòî÷íûìè àíòè÷àñòèöàìè çàïèøåì ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

K ∼ B∗ .

Àíàëîãè÷íûå ñîîáðàæåíèÿ êàñàþòñÿ ïðîìåæóòî÷-
íûõ ÷àñòèö è àíòè÷àñòèö âòîðîãî ðîäà.
Â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿì ôóíäàìåíòàëüíûõ è

ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö è àíòè÷àñòèö ñîîòâåòñòâóþò
óìíîæåíèÿ âåêòîðîâ äåéñòâèÿ ýòèõ ÷àñòèö, êîòîðûå
ñâîäÿòñÿ ê ýëåìåíòàðíûì óìíîæåíèÿì áàçèñíûõ âåê-
òîðîâ ïðîñòðàíñòâà äåéñòâèÿ. Óêàçàííûå ýëåìåíòàð-
íûå óìíîæåíèÿ ñîñòàâëÿþò òàáëèöó óìíîæåíèÿ áà-
çèñíûõ âåêòîðîâ, ïîýòîìó ðàññìàòðèâàåìûå íàìè âçà-
èìîäåéñòâèÿ íàõîäÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ îòäåëüíûìè
ñîñòàâëÿþùèìè òàáëèöû óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ïðî-
èçâåäåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ:

eI ◦ IKL = δKI · eL . (33)

Îíî ïåðåâîäèòñÿ íà ÿçûê âçàèìîäåéñòâèé ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

F1 ◦B = F2 .

Çäåñü ñèìâîë óíèâåðñàëüíîãî óìíîæåíèÿ îçíà÷àåò
âçàèìîäåéñòâèå, à ñàìî âûðàæåíèå ÷èòàåòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì: ôóíäàìåíòàëüíàÿ ÷àñòèöà F1 âçàèìî-
äåéñòâóåò ñ ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöåé B, â ðåçóëüòà-
òå ýòîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïîÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëü-
íàÿ ÷àñòèöà F2.

1. Ïðîñòåéøèå äèàãðàììû âçàèìîäåéñòâèé

Â ýòîì Ðàçäåëå äàäèì äîïîëíèòåëüíûå îáúÿñíåíèÿ
ïðîñòåéøèõ äèàãðàìì âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåìåíòàðíûõ
÷àñòèö. Ïîñòðîåíèå ïðîñòåéøèõ äèàãðàìì âçàèìîäåé-
ñòâèÿ íàâåÿíî äèàãðàììàìè Ôåéíìàíà, îäíàêî â èõ
îñíîâå ëåæàò äðóãèå ñîîáðàæåíèÿ, êàñàþùèåñÿ âçàè-
ìîäåéñòâèÿ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö. Ìû èñõîäèì èç ïî-
ñòóëàòà î òîì, ÷òî âçàèìîäåéñòâèþ ÷àñòèö ñîîòâåò-
ñòâóåò óìíîæåíèå âåêòîðîâ äåéñòâèÿ (èëè âîëíîâûõ
ôóíêöèé) ýòèõ ÷àñòèö. Ïîýòîìó â íàøåì ñëó÷àå äèà-
ãðàììà âçàèìîäåéñòâèÿ ýòî ãðàôè÷åñêàÿ èëëþñòðà-
öèÿ óìíîæåíèÿ âåêòîðîâ äåéñòâèÿ âçàèìîäåéñòâóþ-
ùèõ ÷àñòèö.
Ââîäèìûå íàìè ïðîñòåéøèå äèàãðàììû âçàèìî-

äåéñòâèÿ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö ÿâëÿþòñÿ èëëþñòðà-
öèåé îòäåëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ òàáëèöû óìíîæåíèÿ
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áàçèñíûõ âåêòîðîâ, òî÷íåå ñîîòâåòñòâóþùèõ èì âçà-
èìîäåéñòâèé.
Äèàãðàììà íàíîñèòñÿ íà ïëîñêîñòü è èçîáðàæàåò

ðàñïðîñòðàíåíèå ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö âî âðåìåíè.
Äëÿ ýòîãî íà ïëîñêîñòè ââîäèòñÿ îñü èëè ëèíèÿ âðå-
ìåíè, èìåþùàÿ íàïðàâëåíèå ñëåâà íàïðàâî. Òî åñòü,
ñîáûòèÿ èçîáðàæåííûå ïðàâåå, ïðîèñõîäÿò ïîçäíåå
ñîáûòèé, èçîáðàæåííûõ ëåâåå. Ðàñïðîñòðàíåíèå ÷à-
ñòèöû èçîáðàæàåòñÿ îòðåçêîì ëèíèè. (Ðàñïðîñòðàíå-
íèå ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòèöû èçîáðàæàåòñÿ îòðåç-
êîì ïðÿìîé ëèíèè. Ðàñïðîñòðàíåíèå ïðîìåæóòî÷íîé
÷àñòèöû èçîáðàæàåòñÿ îòðåçêîì âîëíèñòîé ëèíèè.)
Åñëè êîíåö îòðåçêà ñâîáîäåí, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
â ìîìåíò âðåìåíè, ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîìó êîíöó,
÷àñòèöà ñâîáîäíà. Åñëè êîíöû íåñêîëüêèõ îòðåçêîâ
ñîåäèíåíû â òî÷êó � âåðøèíó, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
â ìîìåíò âðåìåíè, ñîîòâåòñòâóþùèé âåðøèíå, ïðîèñ-
õîäèò âçàèìîäåéñòâèå ñ ó÷àñòèåì íåñêîëüêèõ ÷àñòèö,
êîíöû îòðåçêîâ êîòîðûõ ñîåäèíåíû.
Ïóñòü âçàèìîäåéñòâèå, èëëþñòðèðóåìîå ïðîñòåé-

øåé äèàãðàììîé, ïðåäñòàâëåíî ïðîèçâåäåíèåì

a ◦ b = c .

Îíî îçíà÷àåò, ÷òî âî âçàèìîäåéñòâèè ó÷àñòâóþò òðè
÷àñòèöû a, b è c, ïðè÷åì ÷àñòèöû a è b âçàèìîäåéñòâó-
þò ìåæäó ñîáîé, à ÷àñòèöà c ñèíòåçèðóåòñÿ â ðåçóëü-
òàòå âçàèìîäåéñòâèÿ.
Óäîáíî ñíàáæàòü îòðåçêè ñòðåëêàìè â ñîîòâåòñòâèè

ñî ñëåäóþùèì ïðàâèëîì: åñëè îòðåçîê îòíîñèòñÿ ê
âçàèìîäåéñòâóþùåé ÷àñòèöå (a èëè b), òî ñòðåëêà íà-
ïðàâëåíà ê âåðøèíå; åñëè îòðåçîê îòíîñèòñÿ ê ñèíòå-
çèðóåìîé ÷àñòèöå (c), òî ñòðåëêà íàïðàâëåíà îò âåð-
øèíû.
Ïðî÷òåíèå âûøåóêàçàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñïðàâà

íàëåâî

c = a ◦ b

îçíà÷àåò, ÷òî âî âçàèìîäåéñòâèè ó÷àñòâóþò òðè ÷à-
ñòèöû a, b è c, ïðè÷åì ÷àñòèöà c ðàñïàäàåòñÿ íà äâå
÷àñòèöû a è b â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ. Äëÿ ýòîãî
ñëó÷àÿ îòðåçêè ñíàáæàþòñÿ ñòðåëêàìè â ñîîòâåòñòâèè
ñî ñëåäóþùèì ïðàâèëîì: äëÿ îòðåçêà ðàñïàäàþùåéñÿ
÷àñòèöû (c) ñòðåëêà íàïðàâëåíà ê âåðøèíå; îòðåçêè
÷àñòèö (a è b), âîçíèêàþùèõ â ðåçóëüòàòå ðàñïàäà,
ñíàáæåíû ñòðåëêàìè, íàïðàâëåííûìè îò âåðøèíû.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì ïðñòåéøóþ äèàãðàì-

ìó äëÿ âçàèìîäåéñòâèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîèçâåäå-
íèþ (33).
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Â ìîìåíò âðåìåíè t0 ÷àñòèöû F1 è B ðàñïðîñòðà-
íÿþòñÿ ñâîáîäíî è îñòàþòñÿ ñâîáîäíûìè äî ìîìåíòà
âðåìåíè t1. Â ìîìåíò âðåìåíè t1 ïðîèñõîäèò âçàèìî-
äåéñòâèå ÷àñòèö F1 è B, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî âîçíè-
êàåò äðóãàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ÷àñòèöà F2. Ýòà ÷àñòè-
öà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñâîáîäíî ñ ìîìåíòà âðåìåíè t1
äî ìîìåíòà âðåìåíè t2. Ýòîé äèàãðàììå ñîîòâåòñòâó-
åò ñëåäóþùàÿ çàïèñü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ÷àñòèö, ó÷àñò-
âóþùèõ âî âçàèìîäåéñòâèè:

F1 +B → F1 ◦B = F2 → F2 .

Íàïðèìåð, â ÷àñòíîì ñëó÷àå èìååì
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e− +W+ → e− ◦W+ = νe → νe

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (33)
ñïðàâà íàëåâî:

δKI · eL = eI ◦ IKL ,

èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê âçàèìîäåéñòâèå, îáðàòíîå ïðåäû-
äóùåìó

F2 = F1 ◦B

� âçàèìîäåéñòâèå, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî ôóíäàìåí-
òàëüíàÿ ÷àñòèöà F2 ðàñïàäàåòñÿ íà äâå ÷àñòèöû: ôóí-
äàìåíòàëüíóþ ÷àñòèöó F1 è ïðîìåæóòî÷íóþ ÷àñòè-
öó B. Óêàçàííûé ðàñïàä èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé
äèàãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:

- 

������^

F2

F1

B

t0 t1 t2

Â ìîìåíò âðåìåíè t0 ñóùåñòâóåò ñâîáîäíàÿ ôóíäà-
ìåíòàëüíàÿ ÷àñòèöà F2. Îíà îñòàåòñÿ ñâîáîäíîé äî
ìîìåíòà âðåìåíè t1. Â ìîìåíò âðåìåíè t1 ïðîèñõî-
äèò ðàñïàä ÷àñòèöû F2, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî âîçíè-
êàþò äâå ÷àñòèöû: äðóãàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ÷àñòèöà
F1 è ïðîìåæóòî÷íàÿ ÷àñòèöà B. Ýòè ÷àñòèöû ðàñïðî-
ñòðàíÿåòñÿ ñâîáîäíî ñ ìîìåíòà âðåìåíè t1 äî ìîìåíòà
âðåìåíè t2. Ýòîé äèàãðàììå ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùàÿ
çàïèñü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ÷àñòèö, ó÷àñòâóþùèõ âî âçà-
èìîäåéñòâèè:

F2 → F2 = F1 ◦B → F1 +B .
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2. Ñêàëÿðíîå, âåêòîðíîå è òåíçîðíîå
âçàèìîäåéñòâèÿ

Óíèâåðñàëüíîå óìíîæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñî-
âîêóïíîñòü òðåõ âèäîâ óìíîæåíèÿ: ñêàëÿðíîãî, âåê-
òîðíîãî è òåíçîðíîãî. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íóæíî ðàç-
ëè÷àòü òðè âèäà âçàèìîäåéñòâèÿ, êîòîðûå òàêæå áó-
äåì íàçûâàòü ñêàëÿðíîå, âåêòîðíîå è òåíçîðíîå. Íà-
ïðèìåð, óíèâåðñàëüíîå ïðîèçâåäåíèå

EI ◦ eK = δIK + IIK

âêëþ÷àåò â ñåáÿ âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå

EI · eK = δIK

è òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå

EI ⊗ eK = IIK .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíûå àíòè÷àñòè-
öû F ∗

1 è ôóíäàìåíòàëüíûå ÷àñòèöû F2 ó÷àñòâóþò â
ñêàëÿðíîì è òåíçîðíîì âçàèìîäåéñòâèè.

3. Ñêàëÿðíûå ÷àñòèöû

Ïðè ñêàëÿðíîì óìíîæåíèè ïîÿâëÿþòñÿ îáúåêòû,
äåéñòâèå êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì, à áàçèñîì ÿâëÿ-
þòñÿ ÷èñëîâûå òåíçîðû. Òàêèå îáúåêòû è ñîîòâåòñòâó-
þùèå èì ýëåìåíòàðíûå ÷àñòèöû íàçîâåì ñêàëÿðíûìè.
Â îáùåì ñëó÷àå ñêàëÿðíûå ÷àñòèöû áóäåì îáîçíà÷àòü
áóêâîé ϕ. Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ÷èñëîâûì áàçèñîì è
ñêàëÿðíûìè ÷àñòèöàìè çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

÷èñëîâîé áàçèñ ∼ ϕ .

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

EI · eK = δIK .

Çäåñü ñèìâîë Êðîíåêåðà δIK ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîâûì áà-
çèñîì, ïîýòîìó óêàçàííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïå-
ðåâîäèòñÿ íà ÿçûê âçàèìîäåéñòâèé ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

F ∗
1 · F2 = ϕ .

Ýòà çàïèñü îçíà÷àåò, ÷òî â ðåçóëüòàòå ñêàëÿðíîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé àíòè÷àñòèöû F ∗

1 è
ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòèöû F2 ïîÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíàÿ
÷àñòèöà ϕ. Ðàñïðîñòðàíåíèå ñêàëÿðíîé ÷àñòèöû íà
äèàãðàììå âçàèìîäåéñòâèé áóäåì èçîáðàæàòü îòðåç-
êîì ñäâîåííîé ëèíèè. Â ðåçóëüòàòå óêàçàííîå ñêà-
ëÿðíîå âçàèìîäåéñòâèå èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé
ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:
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Ýòîé äèàãðàììå ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùàÿ çàïèñü
ðàñïðîñòðàíåíèÿ ÷àñòèö, ó÷àñòâóþùèõ âî âçàèìîäåé-
ñòâèè:

F ∗
1 + F2 → F ∗

1 · F2 = ϕ→ ϕ .

Îñòàíîâèìñÿ íà ñìûñëå ñêàëÿðíîé ÷àñòèöû. Íà-
ïîìíèì, ÷òî âåêòîð äåéñòâèÿ ýëåìåíòàðíîé ÷àñòèöû
ñîäåðæèò ñêàëÿðíóþ êîìïîíåíòó. Íàïðèìåð, âåêòîð
äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòèöû S = eK · SK ñî-
äåðæèò ñêàëÿðíóþ êîìïîíåíòó e0 · S0. Ñêàëÿðíîé
êîìïîíåíòîé îïðåäåëÿåòñÿ ìàññà ýëåìåíòàðíîé ÷à-
ñòèöû. Äåéñòâèå ñêàëÿðíîé ÷àñòèöû ñîäåðæèò åäèí-
ñòâåííóþ êîìïîíåíòó � ñêàëÿðíóþ. Òàêèì îáðàçîì,
ñëåäóåò ñ÷èòàòü, ÷òî ñêàëÿðíàÿ ÷àñòèöà èìååò åäèí-
ñòâåííóþ õàðàêòåðèñòèêó � ìàññó.
Äàëåå óêàæåì ñêàëÿðíûå ÷àñòèöû, áàçèñû êîòîðûõ

ïðåäñòàâëåíû ÷èñëîâûìè òåíçîðàìè âòîðîãî ðàíãà4.
Èç ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé

EI · eK = δIK , eI · eK = gIK , EI ·EK = gIK (34)

ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò òðè ðàçíîâèäíîñòè ñêàëÿð-
íûõ ÷àñòèö ϕ, áàçèñû êîòîðûõ ïðåäñòàâëåíû ÷èñëîâû-
ìè òåíçîðàìè âòîðîãî ðàíãà. Îáîçíà÷èì ýòè ñêàëÿð-
íûå ÷àñòèöû áóêâàìè δ, g è g∗, à ñîîòâåòñòâèå ìåæäó
áàçèñàìè è ââåäåííûìè ñêàëÿðíûìè ÷àñòèöàìè çàïè-
øåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

δIK ∼ δ ,

gIK ∼ g ,

gIK ∼ g∗ .

Â ðåçóëüòàòå ïðîèçâåäåíèÿ (34) ïåðåâîäÿòñÿ íà
ÿçûê âçàèìîäåéñòâèé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F ∗
1 · F2 = δ ,

F1 · F2 = g ,

F ∗
1 · F ∗

2 = g∗ .

Äëÿ óêàçàííûõ âçàèìîäåéñòâèé ðàñïðîñòðàíåíèå
÷àñòèö, ó÷àñòâóþùèõ âî âçàèìîäåéñòâèÿõ, èëëþñòðè-
ðóåòñÿ ñëåäóþùèìè äèàãðàììàìè:
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Ĵ




�

δ
F ∗
1
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F ∗
1 + F2 → F ∗

1 · F2 = δ → δ

4 Èç Ðàçäåëà V Ãëàâû 1.6. ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ñêàëÿðíûå
÷àñòèöû, áàçèñû êîòîðûõ ïðåäñòàâëåíû ÷èñëîâûìè òåíçîðà-
ìè ðàíãà áîëåå äâóõ.
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-J
Ĵ




�

g
F1

F2

F1 + F2 → F1 · F2 = g → g

-J
Ĵ



�

g∗
F ∗
1

F ∗
2

F ∗
1 + F ∗

2 → F ∗
1 · F ∗

2 = g∗ → g∗

Âåðíåìñÿ ê ïðîèçâåäåíèþ (33):

eI ◦ IKL = δKI · eL .

Ðàíåå ìû ðàññìàòðèâàëè åãî, íå ïðèíèìàÿ âî âíè-
ìàíèå ìíîæèòåëü δKI . Òåïåðü, èìåÿ â âèäó ïðåäñòàâ-
ëåíèå î ñêàëÿðíûõ ÷àñòèöàõ, íóæíî ñêàçàòü, ÷òî â
ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ çàïèñàíî ïðîèçâåäå-
íèå ÷èñëîâîãî áàçèñà ñêàëÿðíîé ÷àñòèöû δ è áàçèñ-
íîãî âåêòîðà ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòèöû F1. Òî åñòü,
ïðîèçâåäåíèå (33) ïåðåâîäèòñÿ íà ÿçûê âçàèìîäåé-
ñòâèé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F1 ◦B = δ · F2 .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ
ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòèöû F1 è ïðîìåæóòî÷íîé ÷à-
ñòèöû B âîçíèêàþò ñêàëÿðíàÿ ÷àñòèöà δ è äðóãàÿ
ôóíäàìåíòàëüíàÿ ÷àñòèöà F2. Ýòî âçàèìîäåéñòâèå
èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé äèàãðàììîé:





JJJJ

�����




B

F1

F2

δ

F1 +B → F1 ◦B = δ · F2 → δ + F2

III. ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÛÅ ×ÀÑÒÈÖÛ È
ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈß

Ôóíäàìåíòàëüíûå ÷àñòèöû ðàçäåëÿþòñÿ íà äâà
êëàññà: ëåïòîíû (l) è êâàðêè (q). Âçàèìîäåéñòâèå
ìåæäó ôóíäàìåíòàëüíûìè ÷àñòèöàìè â ñàìîì îáùåì
âèäå îáîçíà÷èì, èñïîëüçóÿ ñèìâîë óíèâåðñàëüíîãî
óìíîæåíèÿ � ◦-óìíîæåíèå. Â ðåçóëüòàòå áóäåì ðàçëè-
÷àòü ñëåäóþùèå âçàèìîäåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ
÷àñòèö:
âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó êâàðêàìè

q1 ◦ q2 ,

âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ëåïòîíàìè

l1 ◦ l2 ,

âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ëåïòîíàìè è êâàðêàìè

l ◦ q .

Êâàðêè ó÷àñòâóþò â ñèëüíûõ (öâåòîâûõ) âçàèìî-
äåéñòâèÿõ, â ýëåêòðîñëàáûõ âçàèìîäåéñòâèÿõ è ãðà-
âèòàöèîííûõ âçàèìîäåéñòâèÿõ.
Ñèëüíîìó (öâåòîâîìó) âçàèìîäåéñòâèþ ìåæäó êâàð-

êàìè ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñâîé ñèìâîë óíèâåð-
ñàëüíîãî óìíîæåíèÿ � •-óìíîæåíèå.
Ýëåêòðîñëàáîìó âçàèìîäåéñòâèþ ìåæäó êâàðêàìè

ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñâîé ñèìâîë óíèâåðñàëüíîãî
óìíîæåíèÿ � • -óìíîæåíèå.
Ãðàâèòàöèîííîìó âçàèìîäåéñòâèþ ìåæäó êâàðêà-

ìè ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñâîé ñèìâîë óíèâåðñàëü-
íîãî óìíîæåíèÿ � • -óìíîæåíèå.
Èñïîëüçóÿ óêàçàííûå ñèìâîëû, çàïèøåì òî îáñòî-

ÿòåëüñòâî, ÷òî êâàðêè ó÷àñòâóþò â êàæäîì èç ýòèõ
âçàèìîäåéñòâèé, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

q1 ◦ q2 = q1 • q2 + q1• q2 + q1• q2 .

Ëåïòîíû ó÷àñòâóþò â öâåòîâûõ âçàèìîäåéñòâèÿõ,
â ýëåêòðîñëàáûõ âçàèìîäåéñòâèÿõ è ãðàâèòàöèîííûõ
âçàèìîäåéñòâèÿõ.
Öâåòîâîìó âçàèìîäåéñòâèþ ìåæäó ëåïòîíàìè ïî-

ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñâîé ñèìâîë óíèâåðñàëüíîãî
óìíîæåíèÿ � • -óìíîæåíèå.
Ýëåêòðîñëàáîìó âçàèìîäåéñòâèþ ìåæäó ëåïòîíàìè

ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñèìâîë óíèâåðñàëüíîãî óìíî-
æåíèÿ � • -óìíîæåíèå.
Ãðàâèòàöèîííîìó âçàèìîäåéñòâèþ ìåæäó ëåïòîíà-

ìè ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñèìâîë óíèâåðñàëüíîãî
óìíîæåíèÿ � • -óìíîæåíèå.
Èñïîëüçóÿ óêàçàííûå ñèìâîëû, çàïèøåì òî îáñòî-

ÿòåëüñòâî, ÷òî ëåïòîíû ó÷àñòâóþò â êàæäîì èç ýòèõ
âçàèìîäåéñòâèé, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

l1 ◦ l2 = l1• l2 + l1• l2 + l1• l2 .

Âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ëåïòîíàìè è êâàðêàìè âêëþ-
÷àþò â ñåáÿ ýëåêòðîñëàáûå âçàèìîäåéñòâèÿ è ãðàâè-
òàöèîííûå âçàèìîäåéñòâèÿ.
Ýëåêòðîñëàáîìó âçàèìîäåéñòâèþ ìåæäó ëåïòîíàìè

è êâàðêàìè ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñèìâîë óíèâåð-
ñàëüíîãî óìíîæåíèÿ � • -óìíîæåíèå.
Ãðàâèòàöèîííîìó âçàèìîäåéñòâèþ ìåæäó ëåïòîíà-

ìè è êâàðêàìè ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñèìâîë óíè-
âåðñàëüíîãî óìíîæåíèÿ � • -óìíîæåíèå.
Èñïîëüçóÿ óêàçàííûå ñèìâîëû, çàïèøåì òî îáñòîÿ-

òåëüñòâî, ÷òî ëåïòîíû è êâàðêè ó÷àñòâóþò â êàæäîì
èç ýòèõ âçàèìîäåéñòâèé, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

l ◦ q = l• q + l• q .

Êàæäîå èç âçàèìîäåéñòâèé îñóùåñòâëÿåòñÿ áëàãî-
äàðÿ èñïóñêàíèþ èëè îáìåíó ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö.
Äàëåå ðàññìîòðèì êàæäîå èç óêàçàííûõ âçàèìîäåé-

ñòâèé. Íà÷íåì ñ ýëåêòðîñëàáîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæ-
äó ëåïòîíàìè.
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IV. ÝËÅÊÒÐÎÑËÀÁÛÅ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈß
ÌÅÆÄÓ ËÅÏÒÎÍÀÌÈ

Îáðàòèìñÿ ê ýëåêòðîñëàáîìó âçàèìîäåéñòâèþ ìåæ-
äó ëåïòîíàìè. Íàïîìíèì, ÷òî ýòî âçàèìîäåéñòâèå è
ñîîòâåòñòâóþùèå åìó ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ áûëè îáîçíà÷åíû êàê • -óìíîæåíèå:

l1• l2 .
Îáðàòèìñÿ ê áàçèñíîìó âåêòîðó ëåïòîíîâ îäíîãî

ïîêîëåíèÿ eI . Ðàçîáúåì èíäåêñ I íà äâå ÷àñòè 1 è 2.
Ñîîòâåòñòâåííî áàçèñíûé âåêòîð eI ðàçîáúåòñÿ íà äâå
÷àñòè e1 è e2. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî áàçèñíûé âåêòîð
e1 ñîîòâåòñòâóåò íèæíåé ÷àñòèöå, à áàçèñíûé âåêòîð
e2 ñîîòâåòñòâóåò âåðõíåé ÷àñòèöå òîãî æå ïîêîëåíèÿ.
Àíàëîãè÷íûå äåéñòâèÿ âûïîëíèì äëÿ ñîïðÿæåííî-

ãî áàçèñíîãî âåêòîðà EI .
Äëÿ ëåïòîíîâ ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ èìååì ñëåäóþùèå

ñîîòâåòñòâèÿ5:

e1 ∼ e− , e2 ∼ νe , (35)

à òàêæå

E1 ∼ e+ , E2 ∼ ν̃e . (36)

Äàëåå ðàññìîòðèì ýëåêòðîñëàáûå âçàèìîäåéñòâèÿ,
â êîòîðûõ ó÷àñòâóþò ëåïòîíû, íà îñíîâàíèè òàáëè-
öû óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (25)�(32) è ñîîòâåò-
ñòâèé, ïðèâåäåííûõ â ñîîòíîøåíèÿõ (35) è (36).
Ýëåêòðîñëàáûå âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ëåïòîíàìè

âêëþ÷àþò â ñåáÿ

1. ÷èñòî ýëåêòðîìàãíèòíûå âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó
íèæíèìè ëåïòîíàìè;

2. ÷èñòî ñëàáûå âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó âåðõíèìè
ëåïòîíàìè;

3. ýëåêòðîñëàáûå âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó íèæíèìè
è âåðõíèìè ëåïòîíàìè.

Äàëåå ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåííûå âçàèìîäåéñòâèÿ
â óêàçàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

V. ÝËÅÊÒÐÎÌÀÃÍÈÒÍÎÅ
ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÅ ÌÅÆÄÓ ËÅÏÒÎÍÀÌÈ

ÎÄÍÎÃÎ ÏÎÊÎËÅÍÈß

Â ÷èñòîì ýëåêòðîìàãíèòíîì âçàèìîäåéñòâèè ó÷àñò-
âóþò òîëüêî íèæíèå ëåïòîíû. Äëÿ ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ
ýòî

ýëåêòðîí− e− è ïîçèòðîí− e+ .

Ñíà÷àëà îáðàòèìñÿ ê ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöå ýëåê-
òðîìàãíèòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, áëàãîäàðÿ èñïóñêà-
íèþ èëè îáìåíó êîòîðîé îñóùåñòâëÿåòñÿ ýëåêòðîìàã-
íèòíîå âçàèìîäåéñòâèå.

5 Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ äëÿ ëåïòîíîâ âòîðîãî
è òðåòüåãî ïîêîëåíèé

1. Ôîòîí � ïðîìåæóòî÷íàÿ ÷àñòèöà
ýëåêòðîìàãíèòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ

Ê ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöå ýëåêòðîìàãíèòíîãî âçà-
èìîäåéñòâèÿ � ôîòîíó � ïðèäåì, ðàññìàòðèâàÿ ïðîèç-
âåäåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ (28):

EI ◦ eK = IIK + δIK .

Íàïîìíèì, ÷òî áàçèñíûé âåêòîð IIK ñîîòâåòñòâóåò
ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöå, à ñèìâîë Êðîíåêåðà δIK ñî-
îòâåòñòâóåò ñêàëÿðíîé δ-÷àñòèöå.
Â íàøåì ñëó÷àå óêàçàííîå ïðîèçâåäåíèå ïðåäñòàåò

â ñëåäóþùåì âèäå 6:

E1• e1 = I11 . (37)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå äëÿ ôîòîíà � γ+− . Òîãäà ïîëó-
÷èì ñîîòâåòñòâèå

I11 ∼ γ+− . (38)

Ó÷èòûâàÿ ñîîòâåòñòâèÿ (35), (36) è (38) èìååì ñëå-
äóþùåå ñîîòâåòñòâèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ (37) è ýëåêòðîìàãíèòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ëåïòî-
íîâ, ïðèâîäÿùåãî ê ñèíòåçó ôîòîíà:

e+• e− = γ+− ∼ E1• e1 = I11 . (39)

Ïðîöåññ ñèíòåçà ôîòîíà â ðåçóëüòàòå àííèãèëÿ-
öèè ýëåêòðîí-ïîçèòðîííîé ïàðû çàïèñûâàåòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

e+ + e− → e+• e− = γ+− → γ+− .

Ýòîò ïðîöåññ ñèíòåçà ôîòîíà èëëþñòðèðóåòñÿ ñëå-
äóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:

-e+

6e−

��������- γ+−

Îáðàòíîå ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ ïðèâîäèò ê ïðî-
öåññó ðàñïàäà ôîòîíà è îáðàçîâàíèþ ýëåêòðîí-ïîçèòðîííîé
ïàðû:

γ+− → γ+− = e+• e− → e+ + e− .

Ýòîò ïðîöåññ ðàñïàäà ôîòîíà èëëþñòðèðóåòñÿ ñëå-
äóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:

- e+

?e−

��������-γ+−

Òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ïðåäñòàâëåíèþ
îá àíàëîãè÷íîì ïðîöåññå ñèíòåçà ôîòîíà ïðè àííèãè-
ëÿöèè ëåïòîíîâ âòîðîãî ïîêîëåíèÿ

µ+ + µ− → µ+•µ− = γ+− → γ+− .

6 Ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ è ñêàëÿðíûå âçàèìîäåéñòâèÿ çäåñü
íå ðàññìàòðèâàþòñÿ.
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Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (37)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ïðîöåññó ðàñïàäà ôîòî-
íà íà ëåïòîíû âòîðîãî ïîêîëåíèÿ

γ+− → γ+− = µ+•µ− → µ+ + µ− .

Òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ïðåäñòàâëåíèþ
îá àíàëîãè÷íîì ïðîöåññå ñèíòåçà ôîòîíà ïðè àííèãè-
ëÿöèè ëåïòîíîâ òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ

τ+ + τ− → τ+• τ− = γ+− → γ+− .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (37)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ïðîöåññó ðàñïàäà ôîòî-
íà íà ëåïòîíû òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ

γ+− → γ+− = τ+• τ− → τ+ + τ− .

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî Ðàçäåëà îòìåòèì, ÷òî îáîçíà-
÷åíèå ôîòîíà γ+− ñîîòâåòñòâóåò ïðåäñòàâëåíèþ î òîì,
÷òî ôîòîí � ýòî ýëåêòðè÷åñêèé äèïîëü. Íåîáõîäè-
ìîñòü òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðàññìîòðåíà â Ðàçäåëå
III Ãëàâû 5.3.

2. Âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ëåïòîíàìè îäíîãî
ïîêîëåíèÿ è ôîòîíîì

2.1. Âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ýëåêòðîíîì è ôîòîíîì

Âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ýëåêòðîíîì è ôîòîíîì ðàñ-
ñìîòðèì, îáðàòèâøèñü ê ïðîèçâåäåíèþ áàçèñíûõ âåê-
òîðîâ (25):

eI ◦ IKL = δKI · eL .

Â íàøåì ñëó÷àå îíî ïðåäñòàåò â ñëåäóþùåì âèäå:

e1• I11 = δ11 · e1 . (40)

Îòñþäà ñ ó÷åòîì ñîîòâåòñòâèé (35) è (38) èìååì ñî-
îòâåòñòâèå

e−• γ+− = δ1 · e− ∼ e1• I11 = δ11 · e1 .

Îòñþäà ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ ôîòîíà ýëåêòðîíîì çà-
ïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

e− + γ+− → e−• γ+− = δ1 · e− → e− .

Ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ ôîòîíà ýëåêòðîíîì èëëþñòðè-
ðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàèìî-
äåéñòâèé:

e− e−��������γ+−
6

- -

Îáðàòíîå ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ ïðèâîäèò ê ïðî-
öåññó èñïóñêàíèÿ ôîòîíà ýëåêòðîíîì:

e− → δ1 · e− = e−• γ+− → e− + γ+− .

Ïðîöåññ èñïóñêàíèÿ ôîòîíà ýëåêòðîíîì èëëþñòðè-
ðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàèìî-
äåéñòâèé:

e− e−��������γ+− ?

- -

2.2. Âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ïîçèòðîíîì è ôîòîíîì

Âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ïîçèòðîíîì è ôîòîíîì ðàñ-
ñìîòðèì, îáðàòèâøèñü ê ïðîèçâåäåíèþ áàçèñíûõ âåê-
òîðîâ (31):

IKL ◦EI = EK · δIL .

Â íàøåì ñëó÷àå îíî ïðåäñòàåò â ñëåäóþùåì âèäå:

I11•E1 = E1 · δ11 . (41)

Îòñþäà ñ ó÷åòîì ñîîòâåòñòâèé (36) è (38) èìååì ñî-
îòâåòñòâèå

γ+−• e+ = e+ · δ1 ∼ I11•E1 = E1 · δ11 .

Îòñþäà ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ ôîòîíà ïîçèòðîíîì çà-
ïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

γ+− + e+ → γ+−• e+ = δ1 · e+ → e+ .

Ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ ôîòîíà ïîçèòðîíîì èëëþñòðè-
ðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàèìî-
äåéñòâèé:

e+ e+��������γ+−
6

- -

Îáðàòíîå ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ ïðèâîäèò ê ïðî-
öåññó èñïóñêàíèÿ ôîòîíà ïîçèòðîíîì:

e+ → e+ · δ1 = γ+−• e+ → γ+− + e+ .

Ïðîöåññ èñïóñêàíèÿ ôîòîíà ïîçèòðîíîì èëëþñòðè-
ðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàèìî-
äåéñòâèé:

e+ e+��������γ+− ?

- -

2.3. Ïðèòÿæåíèå ìåæäó ðàçíîèìåííûìè
ýëåêòðè÷åñêèìè çàðÿäàìè

1. Ïðèòÿæåíèå ìåæäó ýëåêòðîíîì è ïîçèòðîíîì
ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò èñïóñêàíèÿ ôîòîíà ýëåêòðîíîì è
ïîãëîùåíèÿ åãî ïîçèòðîíîì

- -e− e−��������γ+− ?- -e+ e+

à
òàêæå çà ñ÷åò èñïóñêàíèÿ ôîòîíà ïîçèòðîíîì è ïî-
ãëîùåíèÿ åãî ýëåêòðîíîì
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- -e− e−��������γ+−
6

- -e+ e+

2. Ïðèâåäåì ïðèìåð ïðèòÿæåíèÿ ìåæäó ýëåêòðî-
íîì è ïðîòîíîì â àòîìå âîäîðîäà:

- -e− e−��������γ+− ?- -p+ p+
H

{
H

}

2.4. Îòòàëêèâàíèå ìåæäó îäíîèìåííûìè
ýëåêòðè÷åñêèìè çàðÿäàìè

Îòòàëêèâàíèå ìåæäó ýëåêòðîíàìè ïðîèñõîäèò çà
ñ÷åò èñïóñêàíèÿ ôîòîíà îäíèì èç ýëåêòðîíîâ è ïî-
ãëîùåíèÿ åãî äðóãèì ýëåêòðîíîì 7:

- -e−1 e−1��������γ+− ?- -e−2 e−2

Îòòàëêèâàíèå ìåæäó ýëåêòðîíàìè e−1 è e−2 ïðîèñ-
õîäèò áëàãîäàðÿ èñïóñêàíèþ ôîòîíà ýëåêòðîíîì e−1

è ïîãëîùåíèþ ýòîãî ôîòîíà ýëåêòðîíîì e−2.

3. Ýëåêòðîìàãíèòíîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó
ôîòîíàìè

Ê ýëåêòðîìàãíèòíûì âçàèìîäåéñòâèÿì ìåæäó ôî-
òîíàìè ïðèäåì, ðàññìàòðèâàÿ ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ
âåêòîðîâ (29):

IKL ◦ IMN = δML · IKN + δML · δKN .

Â íàøåì ñëó÷àå îíî ïðåäñòàåò â ñëåäóþùåì âèäå 8:

I11• I11 = δ11 · I11 . (42)

Îòñþäà ñ ó÷åòîì ñîîòâåòñòâèÿ (38) èìååì ñîîòâåò-
ñòâèå

γ+−1• γ
+
−2 = δ1 · γ+−3 ∼ I11• I11 = δ11 · I11 .

Îòñþäà ïðîöåññ èñïóñêàíèÿ ôîòîíà â ðåçóëüòàòå àí-
íèãèëÿöèè ôîòîííîé ïàðû çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

γ+−1 + γ+−2 → γ+−1• γ
+
−2 = δ1 · γ+−3 → γ+−3 .

Ïðîöåññ èñïóñêàíèÿ ôîòîíà â ðåçóëüòàòå àííèãèëÿ-
öèè ôîòîííîé ïàðû èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðî-
ñòåéøåé äèàãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:

7 Ýòîò ïðîöåññ ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ðàññåÿíèå ýëåêòðî-
íà íà ýëåêòðîíå.

8 Ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ è ñêàëÿðíûå âçàèìîäåéñòâèÿ çäåñü
íå ðàññìàòðèâàþòñÿ.

��������-γ+−1
��������- γ+−3��������γ+−2

6

Îáðàòíîå ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ ïðèâîäèò ê ïðî-
öåññó ðàñïàäà ôîòîíà è ðîæäåíèÿ ôîòîííîé ïàðû:

γ+−1 → δ1 · γ+−1 = γ+−2• γ
+
−3 → γ+−2 + γ+−3 .

Ïðîöåññ ðàñïàäà ôîòîíà è ðîæäåíèÿ ôîòîííîé ïà-
ðû èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàì-
ìîé âçàèìîäåéñòâèé:��������-γ+−1

��������- γ+−2��������γ+−3 ?

3.1. Ñîñòàâíûå ýëåêòðîìàãíèòíûå âçàèìîäåéñòâèÿ ñ
ó÷àñòèåì ôîòîíîâ

1. Ïðîöåññ âçàèìîäåéñòâèÿ ôîòîíîâ (ïðîöåññ ðàññå-
ÿíèÿ ôîòîíà íà ôîòîíå)��������-γ+−1

��������- γ+−1��������γ+− ?��������-γ+−2
��������- γ+−2

Âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ôîòîíîì 1 è ôîòîíîì 2 ïðî-
èñõîäèò áëàãîäàðÿ èñïóñêàíèþ ôîòîíà ôîòîíîì 1 è
ïîãëîùåíèþ ýòîãî ôîòîíà ôîòîíîì 2.
2. Äâóõôîòîííàÿ àííèãèëÿöèÿ ýëåêòðîí-ïîçèòðîí-

íîé ïàðû

-e−

-e+
6e+
��������- γ+−2��������- γ+−1

Â íèæíåé âåðøèíå ïîçèòðîí èñïóñêàåò ôîòîí 1, â
âåðõíåé âåðøèíå ïðîèñõîäèò àííèãèëÿöèÿ ýëåêòðîííî-
ïîçèòðîííîé ïàðû è ñèíòåç ôîòîíà 2.
3. Òðåõôîòîííàÿ àííèãèëÿöèÿ ýëåêòðîí-ïîçèòðîí-

íîé ïàðû

-e−

-e+

?e−

6e+

��������- γ+−2��������- γ+−3��������- γ+−1

Â íèæíåé âåðøèíå ïîçèòðîí èñïóñêàåò ôîòîí 1,
â âåðõíåé âåðøèíå ýëåêòðîí èñïóñêàåò ôîòîí 2, â
ñðåäíåé âåðøèíå ïðîèñõîäèò àííèãèëÿöèÿ ýëåêòðîí-
íî-ïîçèòðîííîé ïàðû è ñèíòåç ôîòîíà 3.

VI. ÑËÀÁÎÅ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÅ ÌÅÆÄÓ
ËÅÏÒÎÍÀÌÈ ÎÄÍÎÃÎ ÏÎÊÎËÅÍÈß

Â ÷èñòîì ñëàáîì âçàèìîäåéñòâèè ó÷àñòâóþò òîëüêî
âåðõíèå ëåïòîíû � íåéòðèíî (ν) è àíòèíåéòðèíî (ν̃).
Ââåäåì ïðåäñòàâëåíèå î ñëàáîì çàðÿäå êàê õàðàê-

òåðèñòèêå îáúåêòîâ, ó÷àñòâóþùèõ â ñëàáûõ âçàèìî-
äåéñòâèÿõ. Ïîëîæèì, ÷òî ñëàáûé çàðÿä ñóùåñòâóåò â
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äâóõ âèäàõ 9. Îäèí èç íèõ íàçîâåì âûñîêèì è îáîçíà-
÷èì △, äðóãîé íàçîâåì íèçêèì è îáîçíà÷èì ▽.
Ïðèìåì, ÷òî íåéòðèíî îáëàäàåò íèçêèì ñëàáûì çà-

ðÿäîì è áóäåì çàïèñûâàòü ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

ν▽ .

Ïðèìåì, ÷òî àíòèíåéòðèíî îáëàäàåò âûñîêèì ñëà-
áûì çàðÿäîì è áóäåì çàïèñûâàòü ýòî îáñòîÿòåëüñòâî
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ν̃△ .

Äëÿ ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ âåðõíèõ ëåïòîíîâ ñîîòâåò-
ñòâåííî èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ

ýëåêòðîííîå íåéòðèíî− νe▽
ýëåêòðîííîå àíòèíåéòðèíî− ν̃△e .

Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöå ñëàáî-
ãî âçàèìîäåéñòâèÿ, áëàãîäàðÿ èñïóñêàíèþ èëè îáìåíó
êîòîðîé îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëàáîå âçàèìîäåéñòâèå.

1. Z-áîçîí � ïðîìåæóòî÷íàÿ ÷àñòèöà ñëàáîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ

Ê ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöå ñëàáîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
� Z-áîçîíó � ïðèäåì, ðàññìàòðèâàÿ ïðîèçâåäåíèå áà-
çèñíûõ âåêòîðîâ (28):

EI ◦ eK = IIK + δIK .

Íàïîìíèì, ÷òî áàçèñíûé âåêòîð IIK ñîîòâåòñòâóåò
ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöå, à ñèìâîë Êðîíåêåðà δIK ñî-
îòâåòñòâóåò ñêàëÿðíîé δ-÷àñòèöå.
Â íàøåì ñëó÷àå óêàçàííîå ïðîèçâåäåíèå ïðåäñòàåò

â ñëåäóþùåì âèäå 10:

E2• e2 = I22 . (43)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå äëÿ Z-áîçîíà � Z△
▽ . Òîãäà ïî-

ëó÷èì ñîîòâåòñòâèå

I22 ∼ Z△
▽ . (44)

Ó÷èòûâàÿ ñîîòâåòñòâèÿ (35), (36) è (44) èìååì ñëå-
äóþùåå ñîîòâåòñòâèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ (43) è âçàèìîäåéñòâèÿ ëåïòîíîâ, ïðèâîäÿùåãî ê
ñèíòåçó Z-áîçîíà:

ν̃△e • νe▽ = Z△
▽ ∼ E2• e2 = I22 . (45)

9 Ýòîò ïîäõîä àíàëîãè÷åí ïðåäñòàâëåíèþ î ïîëîæèòåëüíîì è
îòðèöàòåëüíîì ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäàõ.

10 Ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ è ñêàëÿðíûå âçàèìîäåéñòâèÿ çäåñü
íå ðàññìàòðèâàþòñÿ.

Ïðîöåññ ñèíòåçà Z-áîçîíà â ðåçóëüòàòå àííèãèëÿ-
öèè νe-ν̃e ïàðû çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ν̃△e + νe▽ → ν̃△e • νe▽ = Z△
▽ → Z△

▽ .

Ýòîò ïðîöåññ ñèíòåçà Z-áîçîíà èëëþñòðèðóåòñÿ ñëå-
äóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:

-ν̃△e

6νe▽

��������- Z△
▽

Îáðàòíîå ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ ïðèâîäèò ê ïðî-
öåññó ðàñïàäà Z-áîçîíà è îáðàçîâàíèþ νe-ν̃e ïàðû:

Z△
▽ → Z△

▽ = ν̃△e • νe▽ → ν̃△e + νe▽ .

Ýòîò ïðîöåññ ðàñïàäà Z-áîçîíà èëëþñòðèðóåòñÿ
ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:

- ν̃△e

?νe▽

��������-Z△
▽

Òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ïðåäñòàâëåíèþ
îá àíàëîãè÷íîì ïðîöåññå ñèíòåçà Z-áîçîíà ïðè àííè-
ãèëÿöèè ëåïòîíîâ âòîðîãî ïîêîëåíèÿ

ν̃△µ + νµ▽ → ν̃△µ • νµ▽ = Z△
▽ → Z△

▽ .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (43)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ïðîöåññó ðàñïàäà Z-
áîçîíà íà ëåïòîíû âòîðîãî ïîêîëåíèÿ

Z△
▽ → Z△

▽ = ν̃△µ • νµ▽ → ν̃△µ + νµ▽ .

Òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ïðåäñòàâëåíèþ
îá àíàëîãè÷íîì ïðîöåññå ñèíòåçà Z-áîçîíà ïðè àííè-
ãèëÿöèè ëåïòîíîâ òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ

ν̃△τ + ντ▽ → ν̃△τ • ντ▽ = Z△
▽ → Z△

▽ .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (43)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ïðîöåññó ðàñïàäà Z-
áîçîíà íà ëåïòîíû òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ

Z△
▽ → Z△

▽ = ν̃△τ • ντ▽ → ν̃△τ + ντ▽ .

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî Ðàçäåëà îòìåòèì, ÷òî îáîçíà-

÷åíèå Z△
▽ ñîîòâåòñòâóåò ïðåäñòàâëåíèþ î òîì, ÷òî Z-

áîçîí � ýòî ñëàáûé äèïîëü.

2. Âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ëåïòîíàìè îäíîãî
ïîêîëåíèÿ è Z-áîçîíîì

2.1. Âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ýëåêòðîííûì íåéòðèíî è
Z-áîçîíîì

Âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ýëåêòðîííûì íåéòðèíî è
Z-áîçîíîì ðàññìîòðèì, îáðàòèâøèñü ê ïðîèçâåäåíèþ
áàçèñíûõ âåêòîðîâ (25):

eI ◦ IKL = δKI · eL .
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Â íàøåì ñëó÷àå îíî ïðåäñòàåò â ñëåäóþùåì âèäå:

e2• I22 = δ22 · e2 . (46)

Îòñþäà ñ ó÷åòîì ñîîòâåòñòâèé (35) è (44) èìååì ñî-
îòâåòñòâèå

νe▽•Z△
▽ = δ2 · νe▽ ∼ e2• I22 = δ22 · e2 .

Îòñþäà ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ Z-áîçîíà ýëåêòðîíûì
íåéòðèíî çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

νe▽ + Z△
▽ → νe▽•Z△

▽ = δ2 · νe▽ → νe▽ .

Ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ Z-áîçîíà ýëåêòðîíûì íåéòðè-
íî èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàì-
ìîé âçàèìîäåéñòâèé:

νe▽ νe▽��������Z△
▽

6

- -

Îáðàòíîå ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ ïðèâîäèò ê ïðî-
öåññó èñïóñêàíèÿ Z-áîçîíà ýëåêòðîíûì íåéòðèíî:

νe▽ → δ1 · νe▽ = νe▽•Z△
▽ → νe▽ + Z△

▽ .

Ïðîöåññ èñïóñêàíèÿ Z-áîçîíà ýëåêòðîíûì íåéòðèíî
èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé
âçàèìîäåéñòâèé:

νe▽ νe▽��������Z△
▽ ?

- -

Çàìåòèì, ÷òî ïðÿìîé ïðîöåññ èñïóñêàíèÿ èëè ïî-
ãëîùåíèÿ Z-áîçîíà ýëåêòðîíîì

e− e−��������Z△
▽ ?

- -

íåâîçìîæåí, òàê êàê ýëåêòðîí íå îáëàäàåò ñëàáûì
çàðÿäîì è ïîýòîìó íå ó÷àñòâóåò â ÷èñòî ñëàáûõ âçàè-
ìîäåéñòâèÿõ.

2.2. Âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ýëåêòðîííûì
àíòèíåéòðèíî è Z-áîçîíîì

Âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ýëåêòðîííûì àíòèíåéòðèíî
è Z-áîçîíîì ðàññìîòðèì, îáðàòèâøèñü ê ïðîèçâåäå-
íèþ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (31):

IKL ◦EI = EK · δIL .

Â íàøåì ñëó÷àå îíî ïðåäñòàåò â ñëåäóþùåì âèäå:

I22•E2 = E2 · δ22 . (47)

Îòñþäà ñ ó÷åòîì ñîîòâåòñòâèé (36) è (44) èìååì ñî-
îòâåòñòâèå

Z△
▽• ν̃△e = ν̃△e · δ2 ∼ I22•E2 = E2 · δ22 .

Îòñþäà ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ Z-áîçîíà ýëåêòðîííûì
àíòèíåéòðèíî çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Z△
▽ + ν̃△e → Z△

▽• ν̃△e = δ2 · ν̃△e → ν̃△e .

Ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ Z-áîçîíà ýëåêòðîííûì àí-
òèíåéòðèíî èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé
äèàãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:

ν̃△e ν̃△e��������Z△
▽

6

- -

Îáðàòíîå ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ ïðèâîäèò ê ïðî-
öåññó èñïóñêàíèÿ Z-áîçîíà ýëåêòðîííûì àíòèíåéòðè-
íî:

ν̃△e → ν̃△e · δ2 = Z△
▽• ν̃△e → Z△

▽ + ν̃△e .

Ïðîöåññ èñïóñêàíèÿ Z-áîçîíà ýëåêòðîííûì àíòè-
íåéòðèíî èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé
äèàãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:

ν̃△e ν̃△e��������Z△
▽ ?

- -

2.3. Ïðèòÿæåíèå ìåæäó ðàçíîèìåííûìè ñëàáûìè
çàðÿäàìè

1. Ïðèòÿæåíèå ìåæäó ýëåêòðîííûì íåéòðèíî è
ýëåêòðîííûì àíòèíåéòðèíî ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò èñïóñ-
êàíèÿ Z-áîçîíà ýëåêòðîííûì íåéòðèíî è ïîãëîùåíèÿ
åãî ýëåêòðîííûì àíòèíåéòðèíî

- -νe▽ νe▽��������Z△
▽ ?- -ν̃△e ν̃△e

à
òàêæå çà ñ÷åò èñïóñêàíèÿ Z-áîçîíà ýëåêòðîííûì àí-
òèíåéòðèíî è ïîãëîùåíèÿ åãî ýëåêòðîííûì íåéòðèíî

- -νe▽ νe▽��������Z△
▽

6
- -ν̃△e ν̃△e

2.4. Îòòàëêèâàíèå ìåæäó îäíîèìåííûìè ñëàáûìè
çàðÿäàìè

Îòòàëêèâàíèå ìåæäó ýëåêòðîííûìè íåéòðèíî ïðî-
èñõîäèò çà ñ÷åò èñïóñêàíèÿ Z-áîçîíà îäíèì èç ýëåê-
òðîííûõ íåéòðèíî è ïîãëîùåíèÿ åãî äðóãèì ýëåêòðîí-
íûì íåéòðèíî

- -νe▽ νe▽��������Z△
▽ ?- -νe▽ νe▽

Çàìåòèì, ÷òî ïðÿìîå ðàññåÿíèå íåéòðèíî íà ýëåê-
òðîíå
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- -νe▽ νe▽��������Z△
▽ ?- -e− e−

íåâîçìîæíî, òàê êàê ýëåêòðîí íå îáëàäàåò ñëàáûì
çàðÿäîì è ïîýòîìó íå ó÷àñòâóåò â ÷èñòî ñëàáûõ âçàè-
ìîäåéñòâèÿõ.

3. Ñëàáîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó Z-áîçîíàìè

Ê ñëàáîìó âçàèìîäåéñòâèÿì ìåæäó Z-áîçîíàìè
ïðèäåì, ðàññìàòðèâàÿ ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ âåê-
òîðîâ (29):

IKL ◦ IMN = δML · IKN + δML · δKN .

Íàïîìíèì, ÷òî áàçèñíûé âåêòîð IIK ñîîòâåòñòâóåò
ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöå, à ñèìâîë Êðîíåêåðà δIK ñî-
îòâåòñòâóåò ñêàëÿðíîé δ-÷àñòèöå.
Â íàøåì ñëó÷àå îíî ïðåäñòàåò â ñëåäóþùåì âèäå

11:

I22• I22 = δ22 · I22 . (48)

Îòñþäà ñ ó÷åòîì ñîîòâåòñòâèÿ (44) èìååì ñîîòâåò-
ñòâèå

Z△
▽1•Z

△
▽2 = δ2 · Z△

▽3 ∼ I22• I22 = δ22 · I22 .

Îòñþäà ïðîöåññ èñïóñêàíèÿ Z-áîçîíà â ðåçóëüòàòå
àííèãèëÿöèè Z-áîçîííîé ïàðû çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

Z△
▽1 + Z△

▽2 → Z△
▽1•Z

△
▽2 = δ2 · Z△

▽3 → Z△
▽3 .

Ïðîöåññ èñïóñêàíèÿ Z-áîçîíà â ðåçóëüòàòå àííèãè-
ëÿöèè Z-áîçîííîé ïàðû èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé
ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:��������-Z△

▽1
��������- Z△

▽3��������Z△
▽2

6

Îáðàòíîå ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ ïðèâîäèò ê ïðî-
öåññó ðàñïàäà Z-áîçîíà è ðîæäåíèÿ Z-áîçîííîé ïàðû:

Z△
▽1 → δ2 · Z△

▽1 = Z△
▽2•Z

△
▽3 → Z△

▽2 + Z△
▽3 .

Ïðîöåññ ðàñïàäà Z-áîçîíà è ðîæäåíèÿ Z-áîçîííîé
ïàðû èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèà-
ãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:��������-Z△

▽1
��������- Z△

▽2��������Z△
▽3?

11 Ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ è ñêàëÿðíûå âçàèìîäåéñòâèÿ çäåñü
íå ðàññìàòðèâàþòñÿ.

3.1. Ñîñòàâíûå ñëàáûå âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ó÷àñòèåì
Z-áîçîíîâ

1. Ïðîöåññ âçàèìîäåéñòâèÿ Z-áîçîíîâ (ïðîöåññ ðàñ-
ñåÿíèÿ Z-áîçîíà íà Z-áîçîíå)��������-Z△

▽1
��������- Z△

▽1��������Z△
▽ ?��������-Z△

▽2
��������- Z△

▽2

Âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó Z-áîçîíîì 1 è Z-áîçîíîì 2
ïðîèñõîäèò áëàãîäàðÿ èñïóñêàíèþ Z-áîçîíà Z-áîçîíîì
1 è ïîãëîùåíèþ ýòîãî Z-áîçîíà Z-áîçîíîì 2.
2. Äâóõ Z-áîçîííàÿ àííèãèëÿöèÿ íåéòðèííî-àíòè-

íåéòðèííîé ïàðû

-νe▽

-ν̃e▽
6ν̃e▽

��������- Z△
▽2��������- Z△
▽1

Â íèæíåé âåðøèíå àíòèíåéòðèíî èñïóñêàåò Z-
áîçîí 1, â âåðõíåé âåðøèíå ïðîèñõîäèò àííèãèëÿöèÿ
íåéòðèííî-àíòèíåéòðèííîé ïàðû è ñèíòåç Z-áîçîíà
2.
3. Òðåõ Z-áîçîííàÿ àííèãèëÿöèÿ íåéòðèííî-àíòè-

íåéòðèííîé ïàðû

-νe▽

-ν̃e▽

?νe▽

6ν̃e▽

��������- Z△
▽2��������- Z△
▽3��������- Z△
▽1

Â íèæíåé âåðøèíå àíòèíåéòðèíî èñïóñêàåò Z-áîçîí
1, â âåðõíåé âåðøèíå íåéòðèíî èñïóñêàåò Z-áîçîí 2, â
ñðåäíåé âåðøèíå ïðîèñõîäèò àííèãèëÿöèÿ íåéòðèííî-
àíòèíåéòðèííîé ïàðû è ñèíòåç Z-áîçîíà 3.

VII. ÝËÅÊÒÐÎÑËÀÁÎÅ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÅ
ÌÅÆÄÓ ËÅÏÒÎÍÀÌÈ ÎÄÍÎÃÎ

ÏÎÊÎËÅÍÈß

Ñíà÷àëà îáðàòèìñÿ ê ýëåêòðîñëàáîìó âçàèìîäåé-
ñòâèþ âåðõíèõ è íèæíèõ ëåïòîíîâ ïåðâîãî ïîêîëå-
íèÿ.

1. W−-áîçîí � ïðîìåæóòî÷íàÿ ÷àñòèöà
ýëåêòðîñëàáîãî âçàèìîäåéñòâèÿ

Ê ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöå ýëåêòðîñëàáîãî âçàèìî-
äåéñòâèÿ � W−-áîçîíó � ïðèäåì, ðàññìàòðèâàÿ ïðîèç-
âåäåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ (28):

EI ◦ eK = IIK + δIK .

Íàïîìíèì, ÷òî áàçèñíûé âåêòîð IIK ñîîòâåòñòâóåò
ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöå, à ñèìâîë Êðîíåêåðà δIK ñî-
îòâåòñòâóåò ñêàëÿðíîé δ-÷àñòèöå.
Â íàøåì ñëó÷àå óêàçàííîå ïðîèçâåäåíèå ïðåäñòàåò

â ñëåäóþùåì âèäå:

E2• e1 = I21 . (49)
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèå äëÿ W−-áîçîíà � W△
− . Òîãäà

ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâèå

I21 ∼ W△
− . (50)

Ó÷èòûâàÿ ñîîòâåòñòâèÿ (35), (36) è (50) èìååì ñëå-
äóþùåå ñîîòâåòñòâèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ (49) è âçàèìîäåéñòâèÿ ëåïòîíîâ, ïðèâîäÿùåãî ê
ñèíòåçó W−-áîçîíà:

ν̃△e • e− =W△
− ∼ E2• e1 = I21 . (51)

Ïðîöåññ ñèíòåçà W−-áîçîíà ν̃e-e− ïàðîé çàïèñûâà-
åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ν̃△e + e− → ν̃△e • e− =W△
− →W△

− .

Ýòîò ïðîöåññ ñèíòåçà W−-áîçîíà èëëþñòðèðóåòñÿ
ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:

-ν̃△e

6e−

��������- W△
−

Îáðàòíîå ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ ïðèâîäèò ê ïðî-
öåññó ðàñïàäà W−-áîçîíà è îáðàçîâàíèþ ν̃e-e− ïàðû:

W△
− →W△

− = ν̃△e • e− → ν̃△e + e− .

Ýòîò ïðîöåññ ðàñïàäà W−-áîçîíà èëëþñòðèðóåòñÿ
ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:

- ν̃△e

?e−

��������-W△
−

Òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ïðåäñòàâëåíèþ
îá àíàëîãè÷íîì ïðîöåññå ñèíòåçà W−-áîçîíà ïðè àí-
íèãèëÿöèè ëåïòîíîâ âòîðîãî ïîêîëåíèÿ

ν̃△µ + µ− → ν̃△µ •µ− =W△
− →W△

− .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (49)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ïðîöåññó ðàñïàäà W−-
áîçîíà íà ëåïòîíû âòîðîãî ïîêîëåíèÿ

W△
− →W△

− = ν̃△µ •µ− → ν̃△µ + µ− .

Òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ïðåäñòàâëåíèþ
îá àíàëîãè÷íîì ïðîöåññå ñèíòåçà W−-áîçîíà ïðè àí-
íèãèëÿöèè ëåïòîíîâ òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ

ν̃△τ + τ− → ν̃△τ • τ− =W△
− →W△

− .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (49)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ïðîöåññó ðàñïàäà W−-
áîçîíà íà ëåïòîíû òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ

W△
− →W△

− = ν̃△τ • τ− → ν̃△τ + τ− .

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî Ðàçäåëà îòìåòèì, ÷òî îáîçíà÷å-

íèå W△
− ñîîòâåòñòâóåò ïðåäñòàâëåíèþ î òîì, ÷òî W−-

áîçîí � ýòî ýëåêòðî-ñëàáûé äèïîëü.

2. W+-áîçîí � ïðîìåæóòî÷íàÿ ÷àñòèöà
ñëàáî-ýëåêòðè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ

Ê ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöå ñëàáî-ýëåêòðè÷åñêîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ � W+-áîçîíó � ïðèäåì, ðàññìàòðè-
âàÿ ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ (28):

EI ◦ eK = IIK + δIK .

Íàïîìíèì, ÷òî áàçèñíûé âåêòîð IIK ñîîòâåòñòâóåò
ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöå, à ñèìâîë Êðîíåêåðà δIK ñî-
îòâåòñòâóåò ñêàëÿðíîé δ-÷àñòèöå.
Â íàøåì ñëó÷àå óêàçàííîå ïðîèçâåäåíèå ïðåäñòàåò

â ñëåäóþùåì âèäå

E1• e2 = I12 . (52)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå äëÿ W+-áîçîíà � W+
▽ . Òîãäà

ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâèå

I12 ∼ W+
▽ . (53)

Ó÷èòûâàÿ ñîîòâåòñòâèÿ (35), (36) è (53) èìååì ñëå-
äóþùåå ñîîòâåòñòâèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ (52) è âçàèìîäåéñòâèÿ ëåïòîíîâ, ïðèâîäÿùåãî ê
ñèíòåçó W+-áîçîíà:

e+• νe▽ =W+
▽ ∼ E1• e2 = I12 . (54)

Ïðîöåññ ñèíòåçà W+-áîçîíà e+-νe ïàðîé çàïèñûâà-
åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

e+ + νe▽ → e+• νe▽ =W+
▽ →W+

▽ .

Ýòîò ïðîöåññ ñèíòåçà W+-áîçîíà èëëþñòðèðóåòñÿ
ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:

-e+

6νe▽

��������- W+
▽

Îáðàòíîå ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ ïðèâîäèò ê ïðî-
öåññó ðàñïàäà W+-áîçîíà è îáðàçîâàíèþ e+-νe ïàðû:

W+
▽ →W+

▽ = e+• νe▽ → e+ + νe▽ .

Ýòîò ïðîöåññ ðàñïàäà W+-áîçîíà èëëþñòðèðóåòñÿ
ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:

- e+

?νe▽

��������-W+
▽

Òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ïðåäñòàâëåíèþ
îá àíàëîãè÷íîì ïðîöåññå ñèíòåçà W+-áîçîíà ïðè àí-
íèãèëÿöèè ëåïòîíîâ âòîðîãî ïîêîëåíèÿ

µ+ + νµ▽ → µ+• νµ▽ =W+
▽ →W+

▽ .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (52)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ïðîöåññó ðàñïàäà W+-
áîçîíà íà ëåïòîíû âòîðîãî ïîêîëåíèÿ

W+
▽ →W+

▽ = µ+• νµ▽ → µ+ + νµ▽ .
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Òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ïðåäñòàâëåíèþ
îá àíàëîãè÷íîì ïðîöåññå ñèíòåçà W+-áîçîíà ïðè àí-
íèãèëÿöèè ëåïòîíîâ òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ

τ+ + ντ▽ → τ+• ντ▽ =W+
▽ →W+

▽ .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (52)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ïðîöåññó ðàñïàäà W+-
áîçîíà íà ëåïòîíû òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ

W+
▽ →W+

▽ = τ+• ντ▽ → τ+ + ντ▽ .

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî Ðàçäåëà îòìåòèì, ÷òî îáîçíà÷å-
íèå W+

▽ ñîîòâåòñòâóåò ïðåäñòàâëåíèþ î òîì, ÷òî W+-
áîçîí � ýòî ñëàáî-ýëåêòðè÷åñêèé äèïîëü.

3. Âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ëåïòîíàìè îäíîãî
ïîêîëåíèÿ è W−-áîçîíîì

Âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ëåïòîíàìè ïåðâîãî ïîêîëå-
íèÿ è W−-áîçîíîì èìååò ìåñòî â äâóõ ñëó÷àÿõ.
1. Ïåðâûé ñëó÷àé îòíîñèòñÿ ê âçàèìîäåéñòâèÿ ÷à-

ñòèö ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ ñ W−-áîçîíîì. Ðàññìîòðèì
òàêîå âçàèìîäåéñòâèå, îáðàòèâøèñü ê ïðîèçâåäåíèþ
áàçèñíûõ âåêòîðîâ (25):

eI ◦ IKL = δKI · eL .

Íàïîìíèì, ÷òî áàçèñíûé âåêòîð IKL ñîîòâåòñòâóåò
ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöå, à ñèìâîë Êðîíåêåðà δIK ñî-
îòâåòñòâóåò ñêàëÿðíîé δ-÷àñòèöå.
Â íàøåì ñëó÷àå ïðîèçâåäåíèå ïðåäñòàåò â ñëåäóþ-

ùåì âèäå:

e2• I21 = δ22 · e1 . (55)

Ó÷èòûâàÿ ñîîòâåòñòâèÿ (35), (36) è (50) èìååì ñëå-
äóþùåå ñîîòâåòñòâèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ (55) è âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîííîãî íåéòðèíî ñ
W−-áîçîíîì:

νe▽•W△
− = e− ∼ e2• I21 = δ22 · e1 . (56)

Îòñþäà âûòåêàåò ñëåäóþùèé ïðîöåññ âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ìåæäó ëåïòîíàìè ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ è W−-
áîçîíîì:

νe▽ +W△
− → νe▽•W△

− = e− → e− .

Ýòîò ïðîöåññ âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ëåïòîíàìè
ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ è W−-áîçîíîì èëëþñòðèðóåòñÿ
ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:

νe▽ e−��������W△
−

6

- -

Îáðàòíîå ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ ïðèâîäèò ê ñëå-
äóþùåìó ïðîöåññó ðàñïàäà ýëåêòðîíà:

e− → e− = νe▽•W△
− → νe▽ +W△

− .

Ýòîò ïðîöåññ ðàñïàäà ýëåêòðîíà èëëþñòðèðóåòñÿ
ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:

e− νe▽��������W△
− ?

- -

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó
ïðîöåññó âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ëåïòîíàìè âòîðîãî
ïîêîëåíèÿ è W−-áîçîíîì:

νµ▽ +W△
− → νµ▽•W△

− = µ− → µ− .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (55)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåìó ïðîöåññó
ðàñïàäà ìþîíà:

µ− → µ− = νµ▽•W△
− → νµ▽ +W△

− .

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó
ïðîöåññó âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ëåïòîíàìè òðåòüåãî
ïîêîëåíèÿ è W−-áîçîíîì:

ντ▽ +W△
− → ντ▽•W△

− = τ− → τ− .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (55)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåìó ïðîöåññó
ðàñïàäà òàóîíà:

τ− → τ− = ντ▽•W△
− → ντ▽ +W△

− .

2. Âòîðîé ñëó÷àé îòíîñèòñÿ ê âçàèìîäåéñòâèþ àíòè-
÷àñòèö ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ ñ W−-áîçîíîì. Ðàññìîòðèì
òàêîå âçàèìîäåéñòâèå, îáðàòèâøèñü ê ïðîèçâåäåíèþ
áàçèñíûõ âåêòîðîâ (31):

IKL ◦EI = EK · δIL .

Â íàøåì ñëó÷àå îíî ïðåäñòàåò â ñëåäóþùåì âèäå:

I21•E1 = E2 · δ11 . (57)

Îòñþäà ñ ó÷åòîì ñîîòâåòñòâèé (36) è (50) èìååì ñî-
îòâåòñòâèå

W△
− • e+ = ν̃△e · δ1 ∼ I21•E1 = E2 · δ11 .

Îòñþäà ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ ïîçèòðîíîìW−-áîçîíà
è ñèíòåçà ýëåêòðîííîãî àíòèíåéòðèíî çàïèñûâàåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

W△
− + e+ →W△

− • e+ = ν̃△e · ·δ1 → ν̃△e .

Ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ ïîçèòðîíîì W−-áîçîíà è ñèí-
òåçà ýëåêòðîííîãî àíòèíåéòðèíî èëëþñòðèðóåòñÿ ñëå-
äóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:

e+ ν̃△e��������W△
−
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Îáðàòíîå ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ (57) ïðèâîäèò ê ïðîöåññó èñïóñêàíèÿ ïîçèòðîíà è
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W−-áîçîíà ïîñëå ðàñïàäà ýëåêòðîííîãî àíòèíåéòðè-
íî:

ν̃△e → ν̃△e · δ2 =W△
− • e+ →W△

− + e+ .

Ïðîöåññ èñïóñêàíèÿ ïîçèòðîíà è W−-áîçîíà ïîñëå
ðàñïàäà ýëåêòðîííîãî àíòèíåéòðèíî èëëþñòðèðóåòñÿ
ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:

ν̃△e e+��������W△
− ?

- -

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó
ïðîöåññó âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó àíòèëåïòîíàìè âòî-
ðîãî ïîêîëåíèÿ è W−-áîçîíîì:

W△
− + µ+ →W△

− •µ+ = ν̃△µ · δ1 → ν̃△µ .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (55)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåìó ïðîöåññó
ðàñïàäà ìþîííîãî àíòèíåéòðèíî:

ν̃△µ → ν̃△µ · δ2 =W△
− •µ+ →W△

− + µ+ .

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ê ñëåäóþ-
ùåìó ïðîöåññó âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó àíòèëåïòîíàìè
òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ è W−-áîçîíîì:

W△
− + τ+ →W△

− • τ+ = ν̃△τ · δ1 → ν̃△τ .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (55)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåìó ïðîöåññó
ðàñïàäà òàóîííîãî íåéòðèíî:

ν̃△τ → ν̃△τ · δ2 =W△
− • τ+ →W△

− + τ+ .

4. Âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ëåïòîíàìè îäíîãî
ïîêîëåíèÿ è W+-áîçîíîì

Âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ëåïòîíàìè ïåðâîãî ïîêîëå-
íèÿ è W+-áîçîíîì èìååò ìåñòî â äâóõ ñëó÷àÿõ.
1. Ïåðâûé ñëó÷àé îòíîñèòñÿ ê âçàèìîäåéñòâèÿ ÷à-

ñòèö ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ ñ W+-áîçîíîì. Ðàññìîòðèì
òàêîå âçàèìîäåéñòâèå, îáðàòèâøèñü ê ïðîèçâåäåíèþ
áàçèñíûõ âåêòîðîâ (25):

eI ◦ IKL = δKI · eL .

Íàïîìíèì, ÷òî áàçèñíûé âåêòîð IKL ñîîòâåòñòâóåò
ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöå, à ñèìâîë Êðîíåêåðà δIK ñî-
îòâåòñòâóåò ñêàëÿðíîé δ-÷àñòèöå.
Â íàøåì ñëó÷àå ïðîèçâåäåíèå ïðåäñòàåò â ñëåäóþ-

ùåì âèäå:

e1• I12 = δ11 · e2 . (58)

Ó÷èòûâàÿ ñîîòâåòñòâèÿ (35), (36) è (53) èìååì ñëå-
äóþùåå ñîîòâåòñòâèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ (58) è âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíà ñ W+-áîçîíîì:

e−•W+
▽ = νe▽ ∼ e1• I12 = δ11 · e2 . (59)

Îòñþäà âûòåêàåò ñëåäóþùèé ïðîöåññ âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ìåæäó ëåïòîíàìè ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ è W+-
áîçîíîì:

e− +W+
▽ → e−•W+

▽ = νe▽ → νe▽ .

Ýòîò ïðîöåññ âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ëåïòîíàìè
ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ è W+-áîçîíîì èëëþñòðèðóåòñÿ
ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:

e− νe▽��������W+
▽

6

- -

Îáðàòíîå ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ ïðèâîäèò ê ñëå-
äóþùåìó ïðîöåññó ðàñïàäà ýëåêòðîííîãî íåéòðèíî:

νe▽ → νe▽ = e−•W+
▽ → e− +W+

▽ .

Ýòîò ïðîöåññ ðàñïàäà ýëåêòðîííîãî íåéòðèíî èëëþ-
ñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàè-
ìîäåéñòâèé:

νe▽ e−��������W+
▽ ?

- -

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó
ïðîöåññó âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ëåïòîíàìè âòîðîãî
ïîêîëåíèÿ è W+-áîçîíîì:

µ− +W+
▽ → µ−•W+

▽ = νµ▽ → νµ▽ .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (58)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåìó ïðîöåññó
ðàñïàäà ìþîííîãî íåéòðèíî:

νµ▽ → νµ▽ = µ−•W+
▽ → µ− +W+

▽ .

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó
ïðîöåññó âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ëåïòîíàìè òðåòüåãî
ïîêîëåíèÿ è W+-áîçîíîì:

τ− +W+
▽ → τ−•W+

▽ = ντ▽ → ντ▽ .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (58)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåìó ïðîöåññó
ðàñïàäà òàóîííîãî íåéòðèíî:

ντ▽ → ντ▽ = τ−•W+
▽ → τ− +W+

▽ .

2. Âòîðîé ñëó÷àé îòíîñèòñÿ ê âçàèìîäåéñòâèþ àíòè-
÷àñòèö ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ ñW+-áîçîíîì. Ðàññìîòðèì
òàêîå âçàèìîäåéñòâèå, îáðàòèâøèñü ê ïðîèçâåäåíèþ
áàçèñíûõ âåêòîðîâ (31):

IKL ◦EI = EK · δIL .

Â íàøåì ñëó÷àå îíî ïðåäñòàåò â ñëåäóþùåì âèäå:

I12•E2 = E1 · δ22 . (60)

Îòñþäà ñ ó÷åòîì ñîîòâåòñòâèé (36) è (53) èìååì ñî-
îòâåòñòâèå

W+
▽• ν̃△e = e+ · δ2 ∼ I12•E2 = E1 · δ22 .
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Îòñþäà ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ ýëåêòðîíûì àíòèíåé-
òðèíî W+-áîçîíà è ñèíòåçà ïîçèòðîíà çàïèñûâàåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

W+
▽ + ν̃△e →W+

▽• ν̃△e = e+ · δ1 → e+ .

Ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ ýëåêòðîííûì àíòèíåéòðèíî
W+-áîçîíà è ñèíòåçà ïîçèòðîíà èëëþñòðèðóåòñÿ ñëå-
äóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:

ν̃△e e+��������W+
▽

6

- -

Îáðàòíîå ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ (58) ïðèâîäèò ê ïðîöåññó èñïóñêàíèÿ ýëåêòðîííî-
ãî àíòèíåéòðèíî èW+-áîçîíà ïîñëå ðàñïàäà ïîçèòðî-
íà:

e+ → e+ · δ1 =W+
▽• ν̃△e →W+

▽ + ν̃△e .

Ïðîöåññ èñïóñêàíèÿ ýëåêòðîííîãî àíòèíåéòðèíî è
W+-áîçîíà ïîñëå ðàñïàäà ïîçèòðîíà èëëþñòðèðóåòñÿ
ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:

e+ ν̃△e��������W+
▽ ?

- -

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó
ïðîöåññó âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó àíòèëåïòîíàìè âòî-
ðîãî ïîêîëåíèÿ è W+-áîçîíîì:

W+
▽ + ν̃△µ →W+

▽• ν̃△µ = µ+ · δ1 → µ+ .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (58)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåìó ïðîöåññó
ðàñïàäà àíòèìþîíà:

µ+ → µ+ · δ1 =W+
▽• ν̃△µ →W+

▽ + ν̃△µ .

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ê ñëåäóþ-
ùåìó ïðîöåññó âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó àíòèëåïòîíàìè
òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ è W+-áîçîíîì:

W+
▽ + ν̃△τ →W+

▽• ν̃△τ = τ+ · δ1 → τ+ .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (58)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåìó ïðîöåññó
ðàñïàäà àíòèòàóîíà:

τ+ → τ+ · δ1 =W+
▽• ν̃△τ →W+

▽ + ν̃△τ .

4.1. Ñîñòàâíûå âçàèìîäåéñòâèÿ

Ðàñïàä ìþîíà

µ− → e− + ν̃△e + νµ▽

âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñëåäóþùèå ýëåìåíòàðíûå âçàèìîäåé-
ñòâèÿ

µ− → µ− = νµ▽•W△
− → νµ▽ +W△

− → νµ▽ + ν̃△e • e− →
→ e− + ν̃△e + νµ▽ .

Ýòîò ðàñïàä èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé äèàãðàììîé
âçàèìîäåéñòâèé:

µ− �����W△
−

PPP
νµ▽

��
ν̃▽e

PP
e−

Ðàñïàä ìþîíà

µ− → τ− + ν̃△τ + νµ▽

çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå âçàèìîäåéñòâèÿ
àíàëîãè÷íûì îáðàçîì

µ− → µ− = νµ▽•W△
− → νµ▽ +W△

− → νµ▽ + ν̃△τ • τ− →
→ τ− + ν̃△τ + νµ▽ .

Àíàëîãè÷íî çàïèñûâàþòñÿ ðàñïàäû òàóîíà

τ− → τ− = ντ▽•W△
− → ντ▽ +W△

− → ντ▽ + ν̃△e • e− →
→ e− + ν̃△e + ντ▽

è

τ− → τ− = ντ▽•W△
− → ντ▽ +W△

− → ντ▽ + ν̃△µ •µ− →
→ µ− + ν̃△µ + ντ▽ ,

è ðàñïàäû ýëåêòðîíà

e− → e− = νe▽•W△
− → νe▽ +W△

− → νe▽ + ν̃△τ • τ− →
→ τ− + ν̃△τ + νe▽

è

e− → e− = νe▽•W△
− → νe▽ +W△

− → νe▽ + ν̃△µ •µ− →
→ µ− + ν̃△µ + νe▽ .

Ïðîäóêòàìè âûøåïðèâåäåííûõ ñëàáûõ ðàñïàäîâ
ëåïòîíîâ ÿâëÿþòñÿ ëåïòîíû, ïîýòîìó íàçîâåì òàêèå
ðàñïàäû ëåïòîííûìè. Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî èìåþò
ìåñòî ñëàáûå êâàðêîâûå ðàñïàäû ëåïòîíîâ, à òàêæå
ñëàáûå ëåïòîííûå ðàñïàäû êâàðêîâ è ñëàáûå êâàðêî-
âûå ðàñïàäû êâàðêîâ.

5. Âçàèìîäåéñòâèå ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö
ýëåêòðîñëàáîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ñîáîé

Ê âçàèìîäåéñòâèÿì ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö ýëåê-
òðîñëàáîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ñîáîé ïðèäåì, ðàñ-
ñìàòðèâàÿ ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ (29):

IKL ◦ IMN = δML · IKN + δML · δKN .

Ïðèâåäåì âñå âîçìîæíûå âçàèìîäåéñòâèÿ, êîòîðûå
ñëåäóþò èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ, çà èñêëþ÷åíèåì ÷è-
ñòî ýëåêòðîìàãíèòíûõ âçàèìîäåéñòâèé, êîòîðûå áûëè
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ïðèâåäåíû â Ðàçäåëå V.3. è ÷èñòî ñëàáûõ âçàèìîäåé-
ñòâèé, êîòîðûå áûëè ïðèâåäåíû â Ðàçäåëå VI.3.
Ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ è ñêàëÿðíûå âçàèìîäåé-

ñòâèÿ çäåñü íå ðàññìàòðèâàþòñÿ.
1. Èñõîäèì èç ñîîòíîøåíèÿ

I11• I12 = δ11 · I12 . (61)

Îòñþäà ñ ó÷åòîì ñîîòâåòñòâèÿ (38) è (53) èìååì ñî-
îòâåòñòâèå

γ+−1•W
+
▽2 = δ1 ·W+

▽3 ∼ I11• I12 = δ11 · I12 .

Îòñþäà ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ ôîòîíà W+-áîçîíîì
çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

γ+−1 +W+
▽2 → γ+−1•W

+
▽2 = δ1 ·W+

▽3 →W+
▽3 .

Ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ ôîòîíà W+-áîçîíîì èëëþ-
ñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàè-
ìîäåéñòâèé: ��������-W+

▽2
��������- W+

▽3��������γ+−1

6

Îáðàòíîå ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ ïðèâîäèò ê ïðî-
öåññó èñïóñêàíèÿ ôîòîíà W+-áîçîíîì:

W+
▽1 → δ1 ·W+

▽1 = γ+−2•W
+
▽3 → γ+−2 +W+

▽3 .

Ïðîöåññ èñïóñêàíèÿ ôîòîíà W+-áîçîíîì èëëþ-
ñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàè-
ìîäåéñòâèé: ��������-W+

▽1
��������- W+

▽3��������γ+−2 ?

2. Èñõîäèì èç ñîîòíîøåíèÿ

I12• I21 = δ22 · I11 . (62)

Îòñþäà ñ ó÷åòîì ñîîòâåòñòâèÿ (38), (50) è (53) èìå-
åì ñîîòâåòñòâèå

W+
▽1•W

△
−2 = δ1 · γ+−3 ∼ I12• I21 = δ22 · I11 .

Îòñþäà ïðîöåññ èñïóñêàíèÿ ôîòîíà â ðåçóëüòàòå
àííèãèëÿöèè W+-W− ïàðû çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

W+
▽1 +W△

−2 →W+
▽1•W

△
−2 = δ1 · γ+−3 → γ+−3 .

Ïðîöåññ èñïóñêàíèÿ ôîòîíà â ðåçóëüòàòå àííèãèëÿ-
öèè W+-W− ïàðû èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðî-
ñòåéøåé äèàãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:��������-W+

▽1
��������- γ+−3��������W△

−2

6

Îáðàòíîå ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ ïðèâîäèò ê ïðî-
öåññó ðàñïàäà ôîòîíà è ðîæäåíèÿ W+-W− ïàðû:

γ+−1 → δ1 · γ+−1 =W+
▽2•W

△
−3 →W+

▽2 +W△
−3 .

Ïðîöåññ ðàñïàäà ôîòîíà è ðîæäåíèÿ W+-W− ïàðû
èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé
âçàèìîäåéñòâèé: ��������-γ+−1

��������- W+
▽2��������W△

−3 ?

3. Èñõîäèì èç ñîîòíîøåíèÿ

I12• I22 = δ22 · I12 . (63)

Îòñþäà ñ ó÷åòîì ñîîòâåòñòâèÿ (44) è (53) èìååì ñî-
îòâåòñòâèå

W+
▽1•Z

△
▽2 = δ2 ·W+

▽3 ∼ I12• I22 = δ22 · I12 .

Îòñþäà ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ Z-áîçîíà W+-áîçîíîì
çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

W+
▽1 + Z△

▽2 →W+
▽1•Z

△
▽2 = δ2 ·W+

▽3 →W+
▽3 .

Ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ Z-áîçîíà W+-áîçîíîì èëëþ-
ñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàè-
ìîäåéñòâèé: ��������-W+

▽1
��������- W+

▽3��������Z△
▽2

6

Îáðàòíîå ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ ïðèâîäèò ê ïðî-
öåññó èñïóñêàíèÿ Z-áîçîíà W+-áîçîíîì:

W+
▽1 → δ1 ·W+

▽1 =W+
▽2•Z

△
▽3 →W+

▽2 + Z△
▽3 .

Ïðîöåññ èñïóñêàíèÿ Z-áîçîíà W+-áîçîíîì èëëþ-
ñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçà-
èìîäåéñòâèé: ��������-W+

▽1
��������- W+

▽2��������Z△
▽3?

4. Èñõîäèì èç ñîîòíîøåíèÿ

I21• I11 = δ11 · I21 . (64)

Îòñþäà ñ ó÷åòîì ñîîòâåòñòâèÿ (38) è (50) èìååì ñî-
îòâåòñòâèå

W△
−1• γ

+
−2 = δ1 ·W△

−3 ∼ I21• I11 = δ11 · I21 .

Îòñþäà ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ ôîòîíà W−-áîçîíîì
çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

W△
−1 + γ+−2 →W△

−1• γ
+
−2 = δ1 ·W△

−3 →W△
−3 .

Ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ ôîòîíà W−-áîçîíîì èëëþ-
ñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàè-
ìîäåéñòâèé: ��������-W△

−1
��������- W△

−3��������γ+−2

6
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Îáðàòíîå ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ ïðèâîäèò ê ïðî-
öåññó èñïóñêàíèÿ ôîòîíà W−-áîçîíîì:

W△
−1 → δ1 ·W△

−1 =W△
−2• γ

+
−3 →W△

−2 + γ+−3 .

Ïðîöåññ èñïóñêàíèÿ ôîòîíàW−-áîçîíîì èëëþñòðè-
ðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàèìî-
äåéñòâèé: ��������-W△

−1
��������- W△

−2��������γ+−3 ?

5. Èñõîäèì èç ñîîòíîøåíèÿ

I21• I12 = δ11 · I22 . (65)

Îòñþäà ñ ó÷åòîì ñîîòâåòñòâèÿ (44), (50), (53) èìååì
ñîîòâåòñòâèå

W△
−1•W

+
▽2 = δ1 · Z△

▽3 ∼ I21• I12 = δ11 · I22 .

Îòñþäà ïðîöåññ èñïóñêàíèÿ Z-áîçîíà â ðåçóëüòàòå
àííèãèëÿöèè W+-W− ïàðû çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

W△
−1 +W+

▽2 →W△
−1•W

+
▽2 = δ1 · Z△

▽3 → Z△
▽3 .

Ïðîöåññ èñïóñêàíèÿ Z-áîçîíà â ðåçóëüòàòå àííèãè-
ëÿöèèW+-W− ïàðû èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðî-
ñòåéøåé äèàãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:��������-W△

−1
��������- Z△

▽3��������W+
▽2

6

Îáðàòíîå ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ ïðèâîäèò ê ïðî-
öåññó ðàñïàäà Z-áîçîíà è ðîæäåíèÿ W+-W− ïàðû:

Z△
▽1 → δ1 · Z△

▽1 =W△
−2•W

+
▽3 →W△

−2 +W+
▽3 .

Ïðîöåññ ðàñïàäà ðàñïàäà Z-áîçîíà è ðîæäåíèÿW+-
W− ïàðû èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé
äèàãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:��������-Z△

▽1
��������- W△

−2��������W+
▽3 ?

6. Èñõîäèì èç ñîîòíîøåíèÿ

I22• I21 = δ22 · I21 . (66)

Îòñþäà ñ ó÷åòîì ñîîòâåòñòâèÿ (44), (50) èìååì ñî-
îòâåòñòâèå

Z△
▽1•W

△
−2 = δ1 ·W△

−3 ∼ I22• I21 = δ22 · I21 .

Îòñþäà ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ Z-áîçîíà W−-áîçîíîì
çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Z△
▽1 +W△

−2 → Z△
▽1•W

△
−2 = δ1 ·W△

−3 →W△
−3 .

Ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ Z-áîçîíà W−-áîçîíîì èëëþ-
ñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàè-
ìîäåéñòâèé:

��������-W△
−2

��������- W△
−3��������Z△

▽1

6

Îáðàòíîå ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ ïðèâîäèò ê ïðî-
öåññó èñïóñêàíèÿ Z-áîçîíà W−-áîçîíîì:

W△
−1 → δ1 ·W△

−1 = Z△
▽2•W

△
−3 → Z△

▽2 +W△
−3 .

Ïðîöåññ èñïóñêàíèÿ Z-áîçîíà W−-áîçîíîì èëëþ-
ñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàè-
ìîäåéñòâèé: ��������-W△

−1
��������- W△

−3��������Z△
▽2 ?

5.1. Ñîñòàâíûå âçàèìîäåéñòâèÿ

1. Ïðÿìàÿ àííèãèëÿöèÿ ýëåêòðîí-ïîçèòðîííîé ïà-
ðû ñ èñïóñêàíèåì Z-áîçîíà

-e+

6e−

��������- Z△
▽

çàïðåùåíà, òàê êàê ýëåêòðîí è ïîçèòðîí íå îáëàäà-
þò ñëàáûì çàðÿäîì. Îäíàêî ñîñòàâíàÿ àííèãèëÿöèÿ
òàêîãî ðîäà âîçìîæíà:

-e+

6e−

��������-γ+− ��
��������-W△

−

��������-
W+

▽

����������- Z△
▽

2. Îòìåòèì, ÷òî ïðÿìîå Z-ðàññåÿíèå íåéòðèíî íà
ýëåêòðîíå

- -νe▽ νe▽��������Z△
▽ ?- -e− e−

íåâîçìîæíî, òàê êàê íåâîçìîæåí ïðîöåññ ïîãëî-
ùåíèÿ Z-áîçîíà ýëåêòðîíîì, îäíàêî âçàèìîäåéñòâèå
ìåæäó ïðîìåæóòî÷íûìè ÷àñòèöàìè ïîçâîëÿåò ïîëó-
÷èòü ýêâèâàëåíòíîå ñîñòàâíîå âçàèìîäåéñòâèå:

- -νe▽ νe▽��������Z△
▽ ?� ���������?W△

−

��������?W+
▽� ���������γ+− ?- -e− e−

VIII. ÝËÅÊÒÐÎÑËÀÁÛÅ
ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈß ÌÅÆÄÓ ÊÂÀÐÊÀÌÈ

Îáðàòèìñÿ ê ýëåêòðîñëàáîìó âçàèìîäåéñòâèþ ìåæ-
äó êâàðêàìè. Íàïîìíèì, ÷òî ýòî âçàèìîäåéñòâèå è ñî-
îòâåòñòâóþùèå åìó ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ
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áûëè îáîçíà÷åíû êàê • -óìíîæåíèå:
q1• q2 .

Îáðàòèìñÿ ê áàçèñíîìó âåêòîðó êâàðêîâ îäíîãî ïî-
êîëåíèÿ eI . Ðàçîáúåì èíäåêñ I íà äâå ÷àñòè 1 è 2. Ñî-
îòâåòñòâåííî áàçèñíûé âåêòîð eI ðàçîáúåòñÿ íà äâå
÷àñòè e1 è e2. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî áàçèñíûé âåêòîð
e1 ñîîòâåòñòâóåò íèæíåé ÷àñòèöå, à áàçèñíûé âåêòîð
e2 ñîîòâåòñòâóåò âåðõíåé ÷àñòèöå òîãî æå ïîêîëåíèÿ.
Àíàëîãè÷íûå äåéñòâèÿ âûïîëíèì äëÿ ñîïðÿæåííî-

ãî áàçèñíîãî âåêòîðà EI .
Äëÿ êâàðêîâ ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ èìååì ñëåäóþùèå

ñîîòâåòñòâèÿ:

e1 ∼ d , e2 ∼ u , (67)

à òàêæå

E1 ∼ d̃ , E2 ∼ ũ . (68)

Ïîìèìî ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà êâàðêè íåîáõîäèìî
ñíàáäèòü ñëàáûì çàðÿäîì, èíà÷å íåëüçÿ îáúÿñíèòü ïî-
÷åìó êâàðêè ó÷àñòâóþò â ýëåêòðîñëàáûõ âçàèìîäåé-
ñòâèÿõ.
Íàïîìíèì, ÷òî ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä êàæäîãî èç

íèæíèõ êâàðêîâ ðàâåí 1/3 ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà
ýëåêòðîíà. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî êàæäûé èç íèæíèõ
êâàðêîâ èìååò âûñîêèé ñëàáûé çàðÿä, ðàâíûé 1/3
ñëàáîãî çàðÿäà ýëåêòðîííîãî àíòèíåéòðèíî. Óêàçàí-
íûå îáñòîÿòåëüñòâà çàïèøåì, íàïðèìåð, äëÿ íèæíåãî
êâàðêà ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ � d � ñëåäóþùèì îáðàçîì:

d
△/3
−/3 ∼ d .

Íàïîìíèì, ÷òî ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä êàæäîãî èç
âåðõíèõ êâàðêîâ ðàâåí 2/3 ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà
ïîçèòðîíà. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî êàæäûé èç âåðõíèõ
êâàðêîâ èìååò íèçêèé ñëàáûé çàðÿä, ðàâíûé 1/3 ñëà-
áîãî çàðÿäà ýëåêòðîííîãî íåéòðèíî. Óêàçàííûå îáñòî-
ÿòåëüñòâà çàïèøåì, íàïðèìåð, äëÿ âåðõíåãî êâàðêà
ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ � u � ñëåäóþùèì îáðàçîì:

u
+2/3
▽2/3 ∼ u .

Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî êâàðêè íå ó÷àñòâóþò â
÷èñòî ýëåêòðîìàãíèòíûõ è ÷èñòî ñëàáûõ âçàèìîäåé-
ñòâèÿõ.
Äàëåå ðàññìîòðèì ýëåêòðîñëàáûå âçàèìîäåéñòâèÿ,

â êîòîðûõ ó÷àñòâóþò êâàðêè, íà îñíîâàíèè òàáëè-
öû óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (25)�(32) è ñîîò-
âåòñòâèé, ïðèâåäåííûõ â ñîîòíîøåíèÿõ (67) è (68).
Êîãäà íåîáõîäèìî ñäåëàòü èçëîæåíèå ïðîçðà÷íûì,
áóäåì èñïîëüçîâàòü âìåñòî ñîîòâåòñòâèé (67) è (68)
ñëåäóþùèå ñîîòâåòñòâèÿ 12:

e1 ∼ d
△/3
−/3 , e2 ∼ u

+2/3
▽2/3 , (69)

à òàêæå

E1 ∼ d̃
+/3
▽/3 , E2 ∼ ũ

△2/3
−2/3 . (70)

12 Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ äëÿ êâàðêîâ âòîðîãî
è òðåòüåãî ïîêîëåíèé

1. W−-áîçîí � ïðîìåæóòî÷íàÿ ÷àñòèöà
ýëåêòðîñëàáîãî âçàèìîäåéñòâèÿ

Ñíà÷àëà îáðàòèìñÿ ê ýëåêòðîñëàáîìó âçàèìîäåé-
ñòâèþ âåðõíèõ è íèæíèõ êâàðêîâ ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ.
Ê ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöå ýëåêòðîñëàáîãî âçàèìî-

äåéñòâèÿ � W−-áîçîíó � ïðèäåì, ðàññìàòðèâàÿ ïðîèç-
âåäåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ (28):

EI ◦ eK = IIK + δIK .

Íàïîìíèì, ÷òî áàçèñíûé âåêòîð IIK ñîîòâåòñòâóåò
ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöå, à ñèìâîë Êðîíåêåðà δIK ñî-
îòâåòñòâóåò ñêàëÿðíîé δ-÷àñòèöå.
Â íàøåì ñëó÷àå óêàçàííîå ïðîèçâåäåíèå ïðåäñòàåò

â ñëåäóþùåì âèäå 13:

E2• e1 = I21 . (71)

Ó÷èòûâàÿ ñîîòâåòñòâèÿ (50), (69) è (70) èìååì ñëå-
äóþùåå ñîîòâåòñòâèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ (71) è âçàèìîäåéñòâèÿ êâàðêîâ, ïðèâîäÿùåãî ê
ñèíòåçó W−-áîçîíà:

ũ
△2/3
−2/3• d

△/3
−/3 =W△

− ∼ E2• e1 = I21 . (72)

Ïðîöåññ ñèíòåçàW−-áîçîíà ũ-d ïàðîé çàïèñûâàåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ũ+ d→ ũ• d =W△
− →W△

− .

Ýòîò ïðîöåññ ñèíòåçà W−-áîçîíà èëëþñòðèðóåòñÿ
ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:

-ũ

6d

��������- W△
−

Îáðàòíîå ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ ïðèâîäèò ê ïðî-
öåññó ðàñïàäà W−-áîçîíà è îáðàçîâàíèþ ũ-d ïàðû:

W△
− →W△

− = ũ• d→ ũ+ d .

Ýòîò ïðîöåññ ðàñïàäà W−-áîçîíà èëëþñòðèðóåòñÿ
ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:

- ũ

?d

��������-W△
−

Òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ïðåäñòàâëåíèþ
îá àíàëîãè÷íîì ïðîöåññå ñ ó÷àñòèåì êâàðêîâ âòîðîãî
ïîêîëåíèÿ � ñèíòåçå W−- áîçîíà èç êâàðêîâ âòîðîãî
ïîêîëåíèÿ

c̃+ s→ c̃ ◦ s =W− →W− .

13 Ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ è ñêàëÿðíûå âçàèìîäåéñòâèÿ çäåñü
íå ðàññìàòðèâàþòñÿ.
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Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (71)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ïðîöåññó ðàñïàäà W−-
áîçîíà íà êâàðêè âòîðîãî ïîêîëåíèÿ

W− →W− = c̃ ◦ s→ c̃+ s .

Òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ïðåäñòàâëåíèþ
îá àíàëîãè÷íîì ïðîöåññå ñ ó÷àñòèåì êâàðêîâ òðåòüåãî
ïîêîëåíèÿ � ñèíòåçå W−- áîçîíà èç êâàðêîâ òðåòüåãî
ïîêîëåíèÿ

t̃+ b→ t̃ ◦ b =W− →W− .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (71)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ïðîöåññó ðàñïàäà W−-
áîçîíà íà êâàðêè òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ

W− →W− = t̃ ◦ b→ t̃+ b .

2. W+-áîçîí � ïðîìåæóòî÷íàÿ ÷àñòèöà
ñëàáî-ýëåêòðè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ

Ê ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöå ñëàáî-ýëåêòðè÷åñêîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ � W+-áîçîíó � ïðèäåì, ðàññìàòðè-
âàÿ ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ (28):

EI ◦ eK = IIK + δIK .

Íàïîìíèì, ÷òî áàçèñíûé âåêòîð IIK ñîîòâåòñòâóåò
ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöå, à ñèìâîë Êðîíåêåðà δIK ñî-
îòâåòñòâóåò ñêàëÿðíîé δ-÷àñòèöå.
Â íàøåì ñëó÷àå óêàçàííîå ïðîèçâåäåíèå ïðåäñòàåò

â ñëåäóþùåì âèäå 14:

E1• e2 = I12 . (73)

Ó÷èòûâàÿ ñîîòâåòñòâèÿ (53), (69) è (70) èìååì ñëå-
äóþùåå ñîîòâåòñòâèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ (73) è âçàèìîäåéñòâèÿ êâàðêîâ, ïðèâîäÿùåãî ê
ñèíòåçó W+-áîçîíà:

d̃
+/3
▽/3•u

+2/3
▽2/3 =W+

▽ ∼ E1• e2 = I12 . (74)

Ïðîöåññ ñèíòåçàW+-áîçîíà d̃-u ïàðîé çàïèñûâàåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

d̃+ u→ d̃•u =W+
▽ →W+

▽ .

Ýòîò ïðîöåññ ñèíòåçà W+-áîçîíà èëëþñòðèðóåòñÿ
ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:

-d̃

6u

��������- W+
▽

14 Ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ è ñêàëÿðíûå âçàèìîäåéñòâèÿ çäåñü
íå ðàññìàòðèâàþòñÿ.

Îáðàòíîå ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ ïðèâîäèò ê ïðî-
öåññó ðàñïàäà W+-áîçîíà è îáðàçîâàíèþ d̃-u ïàðû:

W+
▽ →W+

▽ = d̃•u→ d̃+ u .

Ýòîò ïðîöåññ ðàñïàäà W+-áîçîíà èëëþñòðèðóåòñÿ
ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:

- d̃

?u

��������-W+
▽

Òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ïðåäñòàâëåíèþ
îá àíàëîãè÷íîì ïðîöåññå ñ ó÷àñòèåì êâàðêîâ âòîðîãî
ïîêîëåíèÿ � ñèíòåçå W+- áîçîíà èç êâàðêîâ âòîðîãî
ïîêîëåíèÿ

s̃+ c→ s̃ ◦ c =W+ →W+ .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (72)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ïðîöåññó ðàñïàäà W+-
áîçîíà íà êâàðêè âòîðîãî ïîêîëåíèÿ

W+ →W+ = s̃ ◦ c→ s̃+ c .

Òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ïðåäñòàâëåíèþ
îá àíàëîãè÷íîì ïðîöåññå ñ ó÷àñòèåì êâàðêîâ òðåòüåãî
ïîêîëåíèÿ � ñèíòåçå W+- áîçîíà èç êâàðêîâ òðåòüåãî
ïîêîëåíèÿ

b̃+ t→ b̃ ◦ t =W+ →W+ .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (72)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ïðîöåññó ðàñïàäà W+-
áîçîíà íà êâàðêè òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ

W+ →W+ = b̃ ◦ t→ b̃+ t .

3. Ôîòîí è Z-áîçîí � ïðîìåæóòî÷íûå ÷àñòèöû
ýëåêòðîñëàáîãî âçàèìîäåéñòâèÿ

Âîçìîæíû ýëåêòðîñëàáûå âçàèìîäåéñòâèÿ êâàðêîâ,
äëÿ êîòîðûõ ïðîìåæóòî÷íûìè ÷àñòèöàìè ÿâëÿþò-
ñÿ è ôîòîí è Z-áîçîí ñîâìåñòíî. Òàêèå âçàèìîäåé-
ñòâèÿ êâàðêîâ íàçîâåì (γ-Z)-âçàèìîäåéñòâèÿìè. (γ-
Z)-âçàèìîäåéñòâèÿ ñîîòâåòñòâóþò àííèãèëÿöèè âåðõ-
íèõ êâàðêîâ êàæäîãî ïîêîëåíèÿ è àííèãèëÿöèè íèæ-
íèõ êâàðêîâ êàæäîãî ïîêîëåíèÿ. Äàëåå ðàññìîòðèì
êàæäóþ èç ýòèõ àííèãèëÿöèé.

3.1. Àííèãèëÿöèÿ âåðõíèõ êâàðêîâ

Ê (γ-Z)-âçàèìîäåéñòâèþ âåðõíèõ êâàðêîâ ïðèäåì,
ðàññìàòðèâàÿ ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ (28):

EI ◦ eK = IIK + δIK .

Íàïîìíèì, ÷òî áàçèñíûé âåêòîð IIK ñîîòâåòñòâóåò
ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöå, à ñèìâîë Êðîíåêåðà δIK ñî-
îòâåòñòâóåò ñêàëÿðíîé δ-÷àñòèöå.
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Â íàøåì ñëó÷àå óêàçàííîå ïðîèçâåäåíèå ïðåäñòàåò
â ñëåäóþùåì âèäå 15:

E2• e2 = I22 . (75)

Ó÷èòûâàÿ ñîîòâåòñòâèÿ (69) è (70), ïðåîáðàçóåì ëå-
âóþ ÷àñòü ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ

ũ
△2/3
−2/3•u

+2/3
▽2/3 =

2

3
γ+− • 2

3
Z△
▽ .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ýëåêòðîñëàáîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ êâàðêîâ èìååò ìåñòî ñîîòâåòñòâèå

I22 ∼ 2

3
γ+− • 2

3
Z△
▽ . (76)

Ó÷èòûâàÿ ñîîòâåòñòâèÿ (69), (70) è (76) èìååì ñëå-
äóþùåå ñîîòâåòñòâèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ (75) è âçàèìîäåéñòâèÿ êâàðêîâ, ïðèâîäÿùåãî ê
ñèíòåçó ôîòîíà è Z-áîçîíà:

ũ
△2/3
−2/3 •u

+2/3
▽2/3 =

2

3
γ+− • 2

3
Z△
▽ ∼ E2• e2 = I22 . (77)

Ïðîöåññ ñèíòåçà ôîòîíîâ è Z-áîçîíîâ â ðåçóëüòàòå
àííèãèëÿöèè ũ-u ïàð çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

3 · ũ+3 ·u→ 3 · ũ• 3 ·u = 2 ·γ+− • 2 ·Z△
▽ → 2 ·γ+− +2 ·Z△

▽ .

Ýòîò ïðîöåññ ñèíòåçà ôîòîíîâ è Z-áîçîíîâ èëëþ-
ñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàè-
ìîäåéñòâèé:

-3 · ũ
63 · u

��������- 2 · Z△
▽��������2 · γ+−3?

Îáðàòíîå ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ (75) ïðèâîäèò ê
ïðîöåññó ðàñïàäà ôîòîíîâ è Z-áîçîíîâ è îáðàçîâàíèþ
ũ-u ïàð:

2 ·γ+− +2 ·Z△
▽ → 2 ·γ+− • 2 ·Z△

▽ = 3 · ũ• 3 ·u→ 3 · ũ+3 ·u .

Ýòîò ïðîöåññ ðàñïàäà ôîòîíîâ è Z-áîçîíîâ èëëþ-
ñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàè-
ìîäåéñòâèé:

- 3 · ũ��������2 · γ+−3

6
?3 · u

��������-2 · Z△
▽

Òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ïðåäñòàâëåíèþ
îá àíàëîãè÷íîì ïðîöåññå ñèíòåçà ôîòîíîâ è Z-áîçîíîâ
ïðè àííèãèëÿöèè êâàðêîâ âòîðîãî ïîêîëåíèÿ

3 · c̃+3 · c→ 3 · c̃• 3 · c = 2 · γ+− • 2 ·Z△
▽ → 2 · γ+− +2 ·Z△

▽ .

15 Ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ è ñêàëÿðíûå âçàèìîäåéñòâèÿ çäåñü
íå ðàññìàòðèâàþòñÿ.

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (75)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ïðîöåññó ðàñïàäà ôîòî-
íîâ è Z-áîçîíîâ íà êâàðêè âòîðîãî ïîêîëåíèÿ

2 · γ+− +2 ·Z△
▽ → 2 · γ+− • 2 ·Z△

▽ = 3 · c̃• 3 · c→ 3 · c̃+3 · c .

Òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ïðåäñòàâëåíèþ
îá àíàëîãè÷íîì ïðîöåññå ñèíòåçà ôîòîíîâ è Z-áîçîíîâ
ïðè àííèãèëÿöèè êâàðêîâ òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ

3 · t̃+3 · t→ 3 · t̃• 3 · t = 2 · γ+− • 2 ·Z△
▽ → 2 · γ+− +2 ·Z△

▽ .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (75)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ïðîöåññó ðàñïàäà ôîòî-
íîâ è Z-áîçîíîâ íà êâàðêè òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ

2 · γ+− +2 ·Z△
▽ → 2 · γ+− • 2 ·Z△

▽ = 3 · t̃• 3 · t→ 3 · t̃+3 · t .

3.2. Àííèãèëÿöèÿ íèæíèõ êâàðêîâ

Ê (γ-Z)-âçàèìîäåéñòâèþ íèæíèõ êâàðêîâ ïðèäåì,
ðàññìàòðèâàÿ ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ (28):

EI ◦ eK = IIK + δIK .

Íàïîìíèì, ÷òî áàçèñíûé âåêòîð IIK ñîîòâåòñòâóåò
ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöå, à ñèìâîë Êðîíåêåðà δIK ñî-
îòâåòñòâóåò ñêàëÿðíîé δ-÷àñòèöå.
Â íàøåì ñëó÷àå óêàçàííîå ïðîèçâåäåíèå ïðåäñòàåò

â ñëåäóþùåì âèäå 16:

E1• e1 = I11 . (78)

Ó÷èòûâàÿ ñîîòâåòñòâèÿ (69) è (70), ïðåîáðàçóåì ëå-
âóþ ÷àñòü ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ

d̃
+/3
▽/3 • d

△/3
−/3 =

1

3
γ+− • 1

3
Z△
▽ .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ýëåêòðîñëàáîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ êâàðêîâ èìååò ìåñòî ñîîòâåòñòâèå

I11 ∼ 1

3
γ+− • 1

3
Z△
▽ . (79)

Ó÷èòûâàÿ ñîîòâåòñòâèÿ (69), (70) è (79) èìååì ñëå-
äóþùåå ñîîòâåòñòâèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ (78) è âçàèìîäåéñòâèÿ êâàðêîâ, ïðèâîäÿùåãî ê
ñèíòåçó ôîòîíà è Z-áîçîíà:

d̃
+/3
▽/3 • d

△/3
−/3 =

1

3
γ+− • 1

3
Z△
▽ ∼ E1• e1 = I11 . (80)

Ïðîöåññ ñèíòåçà ôîòîíîâ è Z-áîçîíîâ â ðåçóëüòàòå
àííèãèëÿöèè d̃-d ïàð çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

3 · d̃+ 3 · d→ 3 · d̃ • 3 · d = γ+− •Z△
▽ → γ+− + Z△

▽ .

16 Ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ è ñêàëÿðíûå âçàèìîäåéñòâèÿ çäåñü
íå ðàññìàòðèâàþòñÿ.
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Ýòîò ïðîöåññ ñèíòåçà ôîòîíîâ è Z-áîçîíîâ èëëþ-
ñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàè-
ìîäåéñòâèé:

-3 · d̃
63 · d

��������- Z△
▽��������γ+−3?

Îáðàòíîå ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ (78) ïðèâîäèò ê
ïðîöåññó ðàñïàäà ôîòîíîâ è Z-áîçîíîâ è îáðàçîâàíèþ
d̃-d ïàð:

γ+− + Z△
▽ → γ+− •Z△

▽ = 3 · d̃ • 3 · d→ 3 · d̃+ 3 · d .

Ýòîò ïðîöåññ ðàñïàäà ôîòîíîâ è Z-áîçîíîâ èëëþ-
ñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàè-
ìîäåéñòâèé:

- 3 · d̃��������γ+−3

6
?3 · d

��������-Z△
▽

Òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ïðåäñòàâëåíèþ
îá àíàëîãè÷íîì ïðîöåññå ñèíòåçà ôîòîíîâ è Z-áîçîíîâ
ïðè àííèãèëÿöèè êâàðêîâ âòîðîãî ïîêîëåíèÿ

3 · s̃+ 3 · s→ 3 · s̃ • 3 · s = γ+− •Z△
▽ → γ+− + Z△

▽ .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (78)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ïðîöåññó ðàñïàäà ôîòî-
íîâ è Z-áîçîíîâ íà êâàðêè âòîðîãî ïîêîëåíèÿ

γ+− + Z△
▽ → γ+− •Z△

▽ = 3 · s̃ • 3 · s→ 3 · s̃+ 3 · s .

Òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ïðåäñòàâëåíèþ
îá àíàëîãè÷íîì ïðîöåññå ñèíòåçà ôîòîíîâ è Z-áîçîíîâ
ïðè àííèãèëÿöèè êâàðêîâ òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ

3 · b̃+ 3 · b→ 3 · b̃ • 3 · b = γ+− •Z△
▽ → γ+− + Z△

▽ .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (78)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ïðîöåññó ðàñïàäà ôîòî-
íîâ è Z-áîçîíîâ íà êâàðêè òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ

γ+− + Z△
▽ → γ+− •Z△

▽ = 3 · b̃ • 3 · b→ 3 · b̃+ 3 · b .

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî Ðàçäåëà çàìåòèì, ÷òî áëàãî-
äàðÿ ôîòîííîé ÷àñòè (γ-Z)-âçàèìîäåéñòâèÿ êâàðêîâ
ïðîòîí îòêðûò äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ñ ýëåêòðîíîì. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî áëàãîäàðÿ
Z-áîçîííîé ÷àñòè (γ-Z)-âçàèìîäåéñòâèÿ êâàðêîâ ïðî-
òîí îòêðûò äëÿ ñëàáîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ íåéòðèíî.

4. Âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó êâàðêàìè îäíîãî
ïîêîëåíèÿ è W−-áîçîíîì

Âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó êâàðêàìè ïåðâîãî ïîêîëå-
íèÿ è W−-áîçîíîì èìååò ìåñòî â äâóõ ñëó÷àÿõ.
1. Ïåðâûé ñëó÷àé îòíîñèòñÿ ê âçàèìîäåéñòâèÿ ÷à-

ñòèö ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ ñ W−-áîçîíîì. Ðàññìîòðèì

òàêîå âçàèìîäåéñòâèå, îáðàòèâøèñü ê ïðîèçâåäåíèþ
áàçèñíûõ âåêòîðîâ (25):

eI ◦ IKL = δKI · eL .

Íàïîìíèì, ÷òî áàçèñíûé âåêòîð IKL ñîîòâåòñòâóåò
ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöå, à ñèìâîë Êðîíåêåðà δIK ñî-
îòâåòñòâóåò ñêàëÿðíîé δ-÷àñòèöå.
Â íàøåì ñëó÷àå ïðîèçâåäåíèå ïðåäñòàåò â ñëåäóþ-

ùåì âèäå:

e2• I21 = δ22 · e1 . (81)

Ó÷èòûâàÿ ñîîòâåòñòâèÿ (69) è (50) èìååì ñëåäó-
þùåå ñîîòâåòñòâèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ
(79) è âçàèìîäåéñòâèÿ u-êâàðêà ñ W−-áîçîíîì:

u
+2/3
▽2/3 •W

△
− = d

△/3
−/3 ∼ e2• I21 = δ22 · e1 . (82)

Îòñþäà âûòåêàåò ñëåäóþùèé ïðîöåññ âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ìåæäó êâàðêàìè ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ è W−-
áîçîíîì:

u+W△
− → u •W△

− = d→ d .

Ýòîò ïðîöåññ âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó êâàðêàìè ïåð-
âîãî ïîêîëåíèÿ è W−-áîçîíîì èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäó-
þùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:

u d��������W△
−

6

- -

Îáðàòíîå ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ ïðèâîäèò ê ñëå-
äóþùåìó ïðîöåññó ñëàáîãî ðàñïàäà d-êâàðêà:

d→ d = u •W△
− → u+W△

− .

Ýòîò ïðîöåññ ðàñïàäà d-êâàðêà èëëþñòðèðóåòñÿ
ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:

d u��������W△
− ?

- -

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùå-
ìó ïðîöåññó âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó êâàðêàìè âòîðîãî
ïîêîëåíèÿ è W−-áîçîíîì:

c+W△
− → c •W△

− = s→ s .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (81)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåìó ïðîöåññó
ðàñïàäà ìþîíà:

s→ s = c •W△
− → c+W△

− .

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùå-
ìó ïðîöåññó âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó êâàðêàìè òðåòüå-
ãî ïîêîëåíèÿ è W−-áîçîíîì:

t+W△
− → t •W△

− = b→ b .
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Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (81)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåìó ïðîöåññó
ðàñïàäà b-êâàðêà:

b→ b = t •W△
− → t+W△

− .

2. Âòîðîé ñëó÷àé îòíîñèòñÿ ê âçàèìîäåéñòâèþ àíòè-
÷àñòèö ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ ñ W−-áîçîíîì. Ðàññìîòðèì
òàêîå âçàèìîäåéñòâèå, îáðàòèâøèñü ê ïðîèçâåäåíèþ
áàçèñíûõ âåêòîðîâ (31):

IKL ◦EI = EK · δIL .

Â íàøåì ñëó÷àå îíî ïðåäñòàåò â ñëåäóþùåì âèäå:

I21•E1 = E2 · δ11 . (83)

Îòñþäà ñ ó÷åòîì ñîîòâåòñòâèé (70) è (50) èìååì ñî-
îòâåòñòâèå

W△
− • d̃+/3▽/3 = ũ

△2/3
−2/3 · δ1 ∼ I21•E1 = E2 · δ11 .

Îòñþäà ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ d̃-êâàðêîì W−-áîçîíà
è ñèíòåçà ũ-êâàðêà çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

W△
− + d̃→W△

− • d̃ = ũ · δ1 → ũ .

Ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ d̃-êâàðêîìW−-áîçîíà è ñèíòå-
çà ũ-êâàðêà èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé
äèàãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:

d̃ ũ��������W△
−

6

- -

Îáðàòíîå ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ (83) ïðèâîäèò ê ïðîöåññó èñïóñêàíèÿ d̃-êâàðêà è
W−-áîçîíà ïîñëå ðàñïàäà ũ-êâàðêà:

ũ→ ũ · δ2 =W△
− • d̃→W△

− + d̃ .

Ïðîöåññ èñïóñêàíèÿ d̃-êâàðêà è W−-áîçîíà ïîñëå
ðàñïàäà ũ-êâàðêà èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðî-
ñòåéøåé äèàãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:

ũ d̃��������W△
− ?

- -

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó
ïðîöåññó âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó àíòèêâàðêàìè âòîðî-
ãî ïîêîëåíèÿ è W−-áîçîíîì:

W△
− + s̃→W△

− • s̃ = c̃ · δ1 → c̃ .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (83)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåìó ïðîöåññó
ðàñïàäà c̃-êâàðêà:

c̃→ c̃ · δ2 =W△
− • s̃→W△

− + s̃ .

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ê ñëåäóþ-
ùåìó ïðîöåññó âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó àíòèëåïòîíàìè
òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ è W−-áîçîíîì:

W△
− + b̃→W△

− • b̃ = t̃ · δ1 → t̃ .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (83)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåìó ïðîöåññó
ðàñïàäà t̃-êâàðêà:

t̃→ t̃ · δ2 =W△
− • b̃→W△

− + b̃ .

5. Âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó êâàðêàìè îäíîãî
ïîêîëåíèÿ è W+-áîçîíîì

Âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó êâàðêàìè ïåðâîãî ïîêîëå-
íèÿ è W+-áîçîíîì èìååò ìåñòî â äâóõ ñëó÷àÿõ.
1. Ïåðâûé ñëó÷àé îòíîñèòñÿ ê âçàèìîäåéñòâèÿ ÷à-

ñòèö ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ ñ W+-áîçîíîì. Ðàññìîòðèì
òàêîå âçàèìîäåéñòâèå, îáðàòèâøèñü ê ïðîèçâåäåíèþ
áàçèñíûõ âåêòîðîâ (25):

eI ◦ IKL = δKI · eL .

Íàïîìíèì, ÷òî áàçèñíûé âåêòîð IKL ñîîòâåòñòâóåò
ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöå, à ñèìâîë Êðîíåêåðà δIK ñî-
îòâåòñòâóåò ñêàëÿðíîé δ-÷àñòèöå.
Â íàøåì ñëó÷àå ïðîèçâåäåíèå ïðåäñòàåò â ñëåäóþ-

ùåì âèäå:

e1• I12 = δ11 · e2 . (84)

Ó÷èòûâàÿ ñîîòâåòñòâèÿ (69) è (53) èìååì ñëåäó-
þùåå ñîîòâåòñòâèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ
(58) è âçàèìîäåéñòâèÿ d-êâàðêà ñ W+-áîçîíîì:

d
△/3
−/3 •W

+
▽ = u

+2/3
▽2/3 ∼ e1• I12 = δ11 · e2 . (85)

Îòñþäà âûòåêàåò ñëåäóþùèé ïðîöåññ âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ìåæäó êâàðêàìè ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ è W+-
áîçîíîì:

d+W+
▽ → d •W+

▽ = u→ u .

Ýòîò ïðîöåññ âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó êâàðêàìè ïåð-
âîãî ïîêîëåíèÿ èW+-áîçîíîì èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäó-
þùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:

d u��������W+
▽

6

- -

Îáðàòíîå ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ ïðèâîäèò ê ñëå-
äóþùåìó ïðîöåññó ðàñïàäà u-êâàðêà:

u→ u = d •W+
▽ → d+W+

▽ .

Ýòîò ïðîöåññ ðàñïàäà u-êâàðêà èëëþñòðèðóåòñÿ
ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:

u d��������W+
▽ ?

- -

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùå-
ìó ïðîöåññó âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó êâàðêàìè âòîðîãî
ïîêîëåíèÿ è W+-áîçîíîì:

s+W+
▽ → s •W+

▽ = c→ c .
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Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (84)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåìó ïðîöåññó
ðàñïàäà c-êâàðêà:

c→ c = s •W+
▽ → s+W+

▽ .

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùå-
ìó ïðîöåññó âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó êâàðêàìè òðåòüå-
ãî ïîêîëåíèÿ è W+-áîçîíîì:

b+W+
▽ → b •W+

▽ = t→ t .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (84)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåìó ïðîöåññó
ðàñïàäà t-êâàðêà:

t→ t = b •W+
▽ → b+W+

▽ .

2. Âòîðîé ñëó÷àé îòíîñèòñÿ ê âçàèìîäåéñòâèþ àíòè-
÷àñòèö ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ ñW+-áîçîíîì. Ðàññìîòðèì
òàêîå âçàèìîäåéñòâèå, îáðàòèâøèñü ê ïðîèçâåäåíèþ
áàçèñíûõ âåêòîðîâ (31):

IKL ◦EI = EK · δIL .

Â íàøåì ñëó÷àå îíî ïðåäñòàåò â ñëåäóþùåì âèäå:

I12•E2 = E1 · δ22 . (86)

Îòñþäà ñ ó÷åòîì ñîîòâåòñòâèé (70) è (53) èìååì ñî-
îòâåòñòâèå

W+
▽• ũ△2/3

−2/3 = d̃
+/3
▽/3 · δ2 ∼ I12•E2 = E1 · δ22 .

Îòñþäà ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ ũ-êâàðêîì W+-áîçîíà
è ñèíòåçà d̃-êâàðêà çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

W+
▽ + ũ→W+

▽• ũ = d̃ · δ1 → d̃ .

Ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ ũ-êâàðêîìW+-áîçîíà è ñèíòå-
çà d̃-êâàðêà èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé
äèàãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:

ũ d̃��������W+
▽

6

- -

Îáðàòíîå ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ (86) ïðèâîäèò ê ïðîöåññó ñèíòåçà ũ-êâàðêà è W+-
áîçîíà ïîñëå ðàñïàäà d̃-êâàðêà:

d̃→ d̃ · δ1 =W+
▽• ũ→W+

▽ + ũ .

Ïðîöåññ èñïóñêàíèÿ ũ-êâàðêà è W+-áîçîíà ïîñëå
ðàñïàäà d̃-êâàðêà èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðî-
ñòåéøåé äèàãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:

d̃ ũ��������W+
▽ ?

- -

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó
ïðîöåññó âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó àíòèêâàðêàìè âòîðî-
ãî ïîêîëåíèÿ è W+-áîçîíîì:

W+
▽ + c̃→W+

▽• c̃ = s̃ · δ1 → s̃ .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (86)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåìó ïðîöåññó
ðàñïàäà s̃-êâàðêà:

s̃→ s̃ · δ1 =W+
▽• c̃→W+

▽ + c̃ .

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ê ñëåäóþ-
ùåìó ïðîöåññó âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó àíòèëåïòîíàìè
òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ è W+-áîçîíîì:

W+
▽ + t̃→W+

▽• t̃ = b̃ · δ1 → b̃ .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (86)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåìó ïðîöåññó
ðàñïàäà b̃-êâàðêà:

b̃→ b̃ · δ1 =W+
▽• t̃→W+

▽ + t̃ .

6. (γ-Z)-âçàèìîäåéñòâèå âåðõíèõ êâàðêîâ

6.1. (γ-Z)-âçàèìîäåéñòâèå u-êâàðêà

(γ-Z)-âçàèìîäåéñòâèå u-êâàðêà ðàññìîòðèì, îáðà-
òèâøèñü ê ïðîèçâåäåíèþ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (25):

eI ◦ IKL = δKI · eL .

Â íàøåì ñëó÷àå îíî ïðåäñòàåò â ñëåäóþùåì âèäå:

e2• I22 = δ22 · e2 . (87)

Îòñþäà ñ ó÷åòîì ñîîòâåòñòâèé (69) è (76) èìååì ñî-
îòâåòñòâèå

u
+2/3
▽2/3 •

2

3
γ+− • 2

3
Z△
▽ = δ2 · u+2/3

▽2/3 ∼ e2• I22 = δ22 · e2 .

Îòñþäà ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ ôîòîíîâ è Z-áîçîíîâ
u-êâàðêàìè çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

3·u+2·γ+−+2·Z△
▽ → 3·u • 2·γ+− • 2·Z△

▽ = δ2 ·3·u→ 3·u .

Ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ ôîòîíîâ è Z-áîçîíîâ u-êâàðêàìè
èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé
âçàèìîäåéñòâèé:

3 · u 3 · u��������2 · γ+−
6

��������2 · Z△
▽

6

- -

Îáðàòíîå ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ (87) ïðèâîäèò ê
ïðîöåññó èñïóñêàíèÿ ôîòîíîâ è Z-áîçîíîâ u-êâàðêàìè:

3·u→ δ1 ·3·u = 3·u • 2·γ+− • 2·Z△
▽ = 3·u+2·γ+−+2·Z△

▽ .
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Ïðîöåññ èñïóñêàíèÿ ôîòîíîâ è Z-áîçîíîâ u-êâàðêàìè
èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé
âçàèìîäåéñòâèé:

3 · u 3 · u��������2 · Z△
▽ ?

��������2 · γ+−?

- -

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê àíàëîãè÷-
íûì ïðîöåññàì (γ-Z)-âçàèìîäåéñòâèÿ âåðõíåãî êâàð-
êà âòîðîãî ïîêîëåíèÿ.
Ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ ôîòîíîâ è Z-áîçîíîâ c-êâàðêàìè

çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

3 ·c+2 ·γ+−+2 ·Z△
▽ → 3 ·c • 2 ·γ+− • 2 ·Z△

▽ = δ2 ·3 ·c→ 3 ·c .

Îáðàòíîå ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ (87) ïðèâîäèò ê
ïðîöåññó èñïóñêàíèÿ ôîòîíîâ è Z-áîçîíîâ c-êâàðêàìè:

3 ·c→ δ1 ·3 ·c = 3 ·c • 2 ·γ+− • 2 ·Z△
▽ = 3 ·c+2 ·γ+−+2 ·Z△

▽ .

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê àíàëîãè÷íûì
ïðîöåññàì (γ-Z)-âçàèìîäåéñòâèÿ âåðõíåãî êâàðêà òðå-
òüåãî ïîêîëåíèÿ.
Ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ ôîòîíîâ è Z-áîçîíîâ t-êâàðêàìè

çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

3 ·t+2 ·γ+−+2 ·Z△
▽ → 3 ·t • 2 ·γ+− • 2 ·Z△

▽ = δ2 ·3 ·t→ 3 ·t .

Îáðàòíîå ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ (87) ïðèâîäèò ê
ïðîöåññó èñïóñêàíèÿ ôîòîíîâ è Z-áîçîíîâ t-êâàðêàìè:

3 · t→ δ1 ·3 · t = 3 · t • 2 ·γ+− • 2 ·Z△
▽ = 3 · t+2 ·γ+−+2 ·Z△

▽ .

6.2. (γ-Z)-âçàèìîäåéñòâèå ũ-êâàðêà

(γ-Z)-âçàèìîäåéñòâèå ũ-êâàðêà ðàññìîòðèì, îáðà-
òèâøèñü ê ïðîèçâåäåíèþ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (31):

IKL ◦EI = EK · δIL .

Â íàøåì ñëó÷àå îíî ïðåäñòàåò â ñëåäóþùåì âèäå:

I22•E2 = E2 · δ22 . (88)

Îòñþäà ñ ó÷åòîì ñîîòâåòñòâèé (70) è (76) èìååì ñî-
îòâåòñòâèå

2

3
γ+− • 2

3
Z△
▽ • ũ△2/3

−2/3 = ũ
△2/3
−2/3 ·δ2 ∼ I22•E2 = E2 ·δ22 .

Îòñþäà ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ ôîòîíîâ è Z-áîçîíîâ
ũ-êâàðêàìè çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

2·γ+−+2·Z△
▽+3·ũ→ 2·γ+− • 2·Z△

▽ • 3·ũ = δ2 ·3·ũ→ 3·ũ .

Ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ ôîòîíîâ è Z-áîçîíîâ ũ-êâàðêàìè
èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé
âçàèìîäåéñòâèé:

3 · ũ 3 · ũ��������2 · γ+−
6

��������2 · Z△
▽

6

- -

Îáðàòíîå ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ (88) ïðèâîäèò ê
ïðîöåññó èñïóñêàíèÿ ôîòîíîâ è Z-áîçîíîâ ũ-êâàðêîì:

ũ→ ũ · δ2 = 2 · γ+− • 2 ·Z△
▽ • 3 · ũ→ 2 · γ+− +2 ·Z△

▽ +3 · ũ .

Ïðîöåññ èñïóñêàíèÿ ôîòîíîâ è Z-áîçîíîâ ũ-êâàðêîì
èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé
âçàèìîäåéñòâèé:

3 · ũ 3 · ũ��������2 · Z△
▽ ?

��������2 · γ+−?

- -

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê àíàëîãè÷-
íûì ïðîöåññàì (γ-Z)-âçàèìîäåéñòâèÿ âåðõíåãî àíòè-
êâàðêà âòîðîãî ïîêîëåíèÿ.
Ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ ôîòîíîâ è Z-áîçîíîâ c̃-êâàðêàìè

çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

2 ·γ+−+2 ·Z△
▽+3 · c̃→ 2 ·γ+− • 2 ·Z△

▽ • 3 · c̃ = δ2 ·3 · c̃→ 3 · c̃ .

Îáðàòíîå ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ (88) ïðèâîäèò ê
ïðîöåññó èñïóñêàíèÿ ôîòîíîâ è Z-áîçîíîâ c̃-êâàðêàìè:

c̃→ c̃ · δ2 = 2 · γ+− • 2 ·Z△
▽ • 3 · c̃→ 2 · γ+− +2 ·Z△

▽ +3 · c̃ .

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê àíàëîãè÷-
íûì ïðîöåññàì (γ-Z)-âçàèìîäåéñòâèÿ âåðõíåãî àíòè-
êâàðêà òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ.
Ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ ôîòîíîâ è Z-áîçîíîâ t̃-êâàðêàìè

çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

2 ·γ+−+2 ·Z△
▽ +3 · t̃→ 2 ·γ+− • 2 ·Z△

▽ • 3 · t̃ = δ2 ·3 · t̃→ 3 · t̃ .

Îáðàòíîå ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ (88) ïðèâîäèò ê
ïðîöåññó èñïóñêàíèÿ ôîòîíîâ è Z-áîçîíîâ t̃-êâàðêàìè:

t̃→ t̃ · δ2 = 2 · γ+− • 2 · Z△
▽ • 3 · t̃→ 2 · γ+− + 2 · Z△

▽ + 3 · t̃ .

7. (γ-Z)-âçàèìîäåéñòâèå íèæíèõ êâàðêîâ

7.1. (γ-Z)-âçàèìîäåéñòâèå d-êâàðêà

(γ-Z)-âçàèìîäåéñòâèå d-êâàðêà ðàññìîòðèì, îáðà-
òèâøèñü ê ïðîèçâåäåíèþ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (25):

eI ◦ IKL = δKI · eL .

Â íàøåì ñëó÷àå îíî ïðåäñòàåò â ñëåäóþùåì âèäå:

e1• I11 = δ11 · e1 . (89)

Îòñþäà ñ ó÷åòîì ñîîòâåòñòâèé (69) è (79) èìååì ñî-
îòâåòñòâèå

d
△/3
−/3 •

1

3
γ+− • 1

3
Z△
▽ = δ1 · d△/3−/3 ∼ e1• I11 = δ11 · e1 .
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Îòñþäà ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ ôîòîíîâ è Z-áîçîíîâ
d-êâàðêàìè çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

3 · d+ γ+− + Z△
▽ → 3 · d • γ+− •Z△

▽ = δ2 · 3 · d→ 3 · d .

Ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ ôîòîíîâ è Z-áîçîíîâ d-êâàðêàìè
èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé
âçàèìîäåéñòâèé:

3 · d 3 · d��������γ+−
6

��������Z△
▽

6

- -

Îáðàòíîå ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ (89) ïðèâîäèò ê
ïðîöåññó èñïóñêàíèÿ ôîòîíîâ è Z-áîçîíîâ d-êâàðêàìè:

3 · d→ δ1 · 3 · d = 3 · d • γ+− •Z△
▽ = 3 · d+ γ+− + Z△

▽ .

Ïðîöåññ èñïóñêàíèÿ ôîòîíîâ è Z-áîçîíîâ u-êâàðêàìè
èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé
âçàèìîäåéñòâèé:

3 · d 3 · d��������Z△
▽ ?

��������γ+−?

- -

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê àíàëîãè÷-
íûì ïðîöåññàì (γ-Z)-âçàèìîäåéñòâèÿ íèæíåãî êâàðêà
âòîðîãî ïîêîëåíèÿ.
Ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ ôîòîíîâ è Z-áîçîíîâ s-êâàðêàìè

çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

3 · s+ γ+− + Z△
▽ → 3 · s • γ+− •Z△

▽ = δ2 · 3 · s→ 3 · s .

Îáðàòíîå ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ (89) ïðèâîäèò ê
ïðîöåññó èñïóñêàíèÿ ôîòîíîâ è Z-áîçîíîâ s-êâàðêàìè:

3 · s→ δ1 · 3 · s = 3 · s • γ+− •Z△
▽ = 3 · s+ γ+− + Z△

▽ .

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê àíàëîãè÷íûì
ïðîöåññàì (γ-Z)-âçàèìîäåéñòâèÿ âåðõíåãî êâàðêà òðå-
òüåãî ïîêîëåíèÿ.
Ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ ôîòîíîâ è Z-áîçîíîâ b-êâàðêàìè

çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

3 · b+ γ+− + Z△
▽ → 3 · b • γ+− •Z△

▽ = δ2 · 3 · b→ 3 · b .

Îáðàòíîå ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ (89) ïðèâîäèò ê
ïðîöåññó èñïóñêàíèÿ ôîòîíîâ è Z-áîçîíîâ b-êâàðêàìè:

3 · b→ δ1 · 3 · b = 3 · b • γ+− •Z△
▽ = 3 · b+ γ+− + Z△

▽ .

7.2. (γ-Z)-âçàèìîäåéñòâèå d̃-êâàðêà

(γ-Z)-âçàèìîäåéñòâèå d̃-êâàðêà ðàññìîòðèì, îáðà-
òèâøèñü ê ïðîèçâåäåíèþ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (31):

IKL ◦EI = EK · δIL .

Â íàøåì ñëó÷àå îíî ïðåäñòàåò â ñëåäóþùåì âèäå:

I11•E1 = E1 · δ11 . (90)

Îòñþäà ñ ó÷åòîì ñîîòâåòñòâèé (70) è (79) èìååì ñî-
îòâåòñòâèå

1

3
γ+− • 1

3
Z△
▽ • d̃+/3▽/3 = d̃

+/3
▽/3 · δ1 ∼ I11•E1 = E1 · δ11 .

Îòñþäà ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ ôîòîíîâ è Z-áîçîíîâ
d̃-êâàðêàìè çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

γ+− + Z△
▽ + d̃→ γ+− •Z△

▽ • 3 · d̃ = δ2 · 3 · d̃→ 3 · d̃ .

Ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ ôîòîíîâ è Z-áîçîíîâ d̃-êâàðêàìè
èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé
âçàèìîäåéñòâèé:

3 · d̃ 3 · d̃��������γ+−
6

��������Z△
▽

6

- -

Îáðàòíîå ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ (90) ïðèâîäèò ê
ïðîöåññó èñïóñêàíèÿ ôîòîíîâ è Z-áîçîíîâ d̃-êâàðêîì:

d̃→ d̃ · δ2 = γ+− •Z△
▽ • 3 · d̃→ γ+− + Z△

▽ + 3 · d̃ .

Ïðîöåññ èñïóñêàíèÿ ôîòîíîâ è Z-áîçîíîâ d̃-êâàðêîì
èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé
âçàèìîäåéñòâèé:

3 · d̃ 3 · d̃��������Z△
▽ ?

��������γ+−?

- -

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê àíàëîãè÷-
íûì ïðîöåññàì (γ-Z)-âçàèìîäåéñòâèÿ íèæíåãî àíòè-
êâàðêà âòîðîãî ïîêîëåíèÿ.
Ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ ôîòîíîâ è Z-áîçîíîâ s̃-êâàðêàìè

çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

γ+− + Z△
▽ + 3 · s̃→ γ+− •Z△

▽ • 3 · s̃ = δ2 · 3 · s̃→ 3 · s̃ .

Îáðàòíîå ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ (90) ïðèâîäèò ê
ïðîöåññó èñïóñêàíèÿ ôîòîíîâ è Z-áîçîíîâ s̃-êâàðêàìè:

s̃→ s̃ · δ2 = γ+− •Z△
▽ • 3 · s̃→ γ+− + Z△

▽ + 3 · s̃ .

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê àíàëîãè÷-
íûì ïðîöåññàì (γ-Z)-âçàèìîäåéñòâèÿ íèæíåãî àíòè-
êâàðêà òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ.
Ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ ôîòîíîâ è Z-áîçîíîâ b̃-êâàðêàìè

çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

γ+− + Z△
▽ + 3 · b̃→ γ+− •Z△

▽ • 3 · b̃ = δ2 · 3 · b̃→ 3 · b̃ .

Îáðàòíîå ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ (90) ïðèâîäèò ê
ïðîöåññó èñïóñêàíèÿ ôîòîíîâ è Z-áîçîíîâ b̃-êâàðêàìè:

b̃→ b̃ · δ2 = γ+− •Z△
▽ • 3 · b̃→ γ+− + Z△

▽ + 3 · b̃ .

IX. ÝËÅÊÒÐÎÑËÀÁÛÅ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈß
ÌÅÆÄÓ ËÅÏÒÎÍÀÌÈ È ÊÂÀÐÊÀÌÈ

Ïðèâåäåííûå âûøå âçàèìîäåéñòâèÿ ÿâëÿþòñÿ ýëå-
ìåíòàðíûìè, òî åñòü òàêèìè, êîòîðûå íå ñâîäÿòñÿ ê
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äðóãèì âçàèìîäåéñòâèÿì. Íàïðîòèâ ñëåäóåò ñ÷èòàòü,
÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ ñëàãàåìûìè áîëåå ñëîæíûõ âçàè-
ìîäåéñòâèé. Ýëåìåíòàðíûå ýëåêòðîñëàáûå âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ìåæäó ëåïòîíàìè è êâàðêàìè íå ñóùåñòâóþò.
Ýëåêòðîñëàáûå âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ëåïòîíàìè è
êâàðêàìè ÿâëÿþòñÿ ñîñòàâíûìè. Ïðè÷åì ýëåêòðîñëà-
áûå âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ëåïòîíàìè è ýëåêòðîñëà-
áûå âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó êâàðêàìè ñâÿçàíû ìåæäó
ñîáîé ÷åðåç ïðîìåæóòî÷íûå ÷àñòèöû, êîòîðûå ÿâëÿ-
þòñÿ îáùèìè êàê äëÿ ëåïòîííûõ ýëåêòðîñëàáûõ âçàè-
ìîäåéñòâèé, òàê è äëÿ êâàðêîâûõ ýëåêòðîñëàáûõ âçà-
èìîäåéñòâèé.
Ïðèâåäåì ïðèìåðû ýëåêòðîñëàáûõ âçàèìîäåéñòâèé

ìåæäó ëåïòîíàìè è êâàðêàìè.
1. Ïðåäâàðèòåëüíî íàïîìíèì, ÷òî Z-áîçîí ñèíòåçè-

ðóåòñÿ ýëåìåíòàðíûì âçàèìîäåéñòâèåì âåðõíåé êâàð-
êîâîé ïàðû êàæäîãî ïîêîëåíèÿ. Ñèíòåç Z-áîçîíà ýëå-
ìåíòàðíûì âçàèìîäåéñòâèåì íèæíåé êâàðêîâîé ïàðû
íåâîçìîæåí. Îäíàêî, òàêîé ñèíòåç âîçìîæåí â ðåçóëü-
òàòå ñîñòàâíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, ÷àñòüþ êîòîðîãî ÿâ-
ëÿåòñÿ ñêàëÿðíîå âçàèìîäåéñòâèå íèæíåé êâàðêîâîé
ïàðû. Íàïðèìåð, ñèíòåç d̃ + d → Z âêëþ÷àåò â ñåáÿ
ñëåäóþùèå ýëåìåíòàðíûå âçàèìîäåéñòâèÿ:

d̃+ d→ d̃ · d = δ → δ = ũ · u→ ũ+ u→
→ ũ⊗ u = Z → Z .

Óêàçàííûé ñèíòåç èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé äèà-
ãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:



d

JJ
d̃

δ �� ��ũ

u

Z

Îáðàòíîå ïðî÷òåíèå óêàçàííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàñïàä Z-áîçîíà íà íèæíþþ êâàð-
êîâóþ ïàðó

Z → Z = ũ⊗ u→ ũ+ u→ ũ · u = δ →
→ δ = d̃ · d→ d̃+ d .

2. Ê ñîñòàâíûì âçàèìîäåéñòâèÿì îòíîñÿòñÿ ñëàáûå
ëåïòîííûå ðàñïàäû êâàðêîâ. Ïðèìåðîì òàêèõ ðàñïà-
äîâ ìîæåò ñëóæèòü ðàñïàä

d→ u+ e− + ν̃e .

Îí êëþ÷àåò â ñåáÿ ñëåäóþùèå ýëåìåíòàðíûå âçàè-
ìîäåéñòâèÿ:

d→ d = u ◦W− → u+W− → u+ ν̃e ◦ e− →
→ u+ e− + ν̃e .

Ýòîò ðàñïàä èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé äèàãðàì-
ìîé âçàèìîäåéñòâèé:

d �����W−

PPP
u

��
ν̃e

PP
e−

3. Ñëàáûå ëåïòîííûå ðàñïàäû êâàðêîâ âõîäÿò â ñî-
ñòàâ áîëåå ñëîæíûõ âçàèìîäåéñòâèé.
Íàïðèìåð, ðàñïàä d-êâàðêà âõîäèò â ðàñïàä íåéòðî-

íà

n→ p+ e− + ν̃e ,

êîòîðûé âêëþ÷àåò ñëåäóþùèå ýëåìåíòàðíûå âçàèìî-
äåéñòâèÿ17 :

n→n = u • d • d→u • d •(u ◦W−)→(u • d • u) ◦W−→
→ p+W− → p+ ν̃e ◦ e− → p+ e− + ν̃e .

Ýòîò ðàñïàä èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé äèàãðàì-
ìîé âçàèìîäåéñòâèé:

d u
d d
{ }
n p
u u

�����W−��
ν̃e

PP e−

Äðóãîé ïðèìåð: ðàñïàä u-êâàðêà âõîäèò â ðàñïàä
π+-ìåçîíà

π+ → µ+ + νµ .

Äåéñòâèòåëüíî

π+ → π+ = d̃ • u→ d̃ • (d ◦W+) → (d̃ • d) ◦W+ →
→ d̃ · d+W+ → δ + ν̃µ ◦ µ→ δ + µ+ + νµ .

Ýòîò ðàñïàä èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé äèàãðàì-
ìîé âçàèìîäåéñòâèé:

u d

d̃
d̃

{ �� δπ+ �����W+��
νµ

PP µ+

4. Ïðèâåäåì ïðèìåð ñëàáîãî êâàðêîâîãî ðàñïàäà
êâàðêà

b→ t+ ũ+ d .

Ýòîò ðàñïàä çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå âçà-
èìîäåéñòâèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

b→ b = t ◦W− → t+W− → t+ ũ ◦ d→
→ t+ ũ+ d .

17 Ñìûñë •-óìíîæåíèÿ óêàçàí â ñëåäóþùåì Ðàçäåëå.
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X. ÎÑÒÀÒÎ×ÍÎÅ ÑÈËÜÍÎÅ
ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÅ ÌÅÆÄÓ ÊÂÀÐÊÀÌÈ

Îáðàòèìñÿ ê îñòàòî÷íîìó ñèëüíîìó âçàèìîäåé-
ñòâèþ ìåæäó êâàðêàìè. Íàïîìíèì, ÷òî ýòî âçàèìî-
äåéñòâèå è ñîîòâåòñòâóþùèå åìó ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñ-
íûõ âåêòîðîâ áûëè îáîçíà÷åíû êàê •-óìíîæåíèå18:

q1 • q2 .

Îáðàòèìñÿ ê áàçèñíîìó âåêòîðó êâàðêîâ îäíîãî ïî-
êîëåíèÿ eI . Ðàçîáúåì èíäåêñ I íà äâå ÷àñòè 1 è 2. Ñî-
îòâåòñòâåííî áàçèñíûé âåêòîð eI ðàçîáúåòñÿ íà äâå
÷àñòè e1 è e2. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî áàçèñíûé âåêòîð
e1 ñîîòâåòñòâóåò íèæíåé ÷àñòèöå, à áàçèñíûé âåêòîð
e2 ñîîòâåòñòâóåò âåðõíåé ÷àñòèöå òîãî æå ïîêîëåíèÿ.
Àíàëîãè÷íûå äåéñòâèÿ âûïîëíèì äëÿ ñîïðÿæåííî-

ãî áàçèñíîãî âåêòîðà EI .
Äëÿ êâàðêîâ ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ èìååì ñëåäóþùèå

ñîîòâåòñòâèÿ:

e1 ∼ d , e2 ∼ u , (91)

à òàêæå

E1 ∼ d̃ , E2 ∼ ũ . (92)

Äàëåå ðàññìîòðèì îñòàòî÷íûå ñèëüíûå âçàèìîäåé-
ñòâèÿ, â êîòîðûõ ó÷àñòâóþò êâàðêè, íà îñíîâàíèè òàá-
ëèöû óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (25)�(32) è ñîîò-
âåòñòâèé, ïðèâåäåííûõ â ñîîòíîøåíèÿõ (91) è (92).
Ñíà÷àëà îáðàòèìñÿ ê îñòàòî÷íîìó ñèëüíîìó âçàè-

ìîäåéñòâèþ ìåæäó âåðõíèìè è íèæíèìè êâàðêàìè
ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ.

1. Ïðîìåæóòî÷íûå ÷àñòèöû îñòàòî÷íîãî
ñèëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ

Ê ïðîìåæóòî÷íûì ÷àñòèöàì îñòàòî÷íîãî ñèëüíîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ � π-ìåçîíàì � ïðèäåì ðàññìàòðèâàÿ
ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (28):

EI ◦ eK = IIK + δIK . (93)

Â íàøåì ñëó÷àå îíî ïðåäñòàåò â ñëåäóþùèõ ÷åòû-
ðåõ âèäàõ.

1.1. π−-ìåçîí

Â ýòîì ñëó÷àå ïðîèçâåäåíèå (93) ïðåäñòàåò â ñëåäó-
þùåì âèäå:

E2 • e1 = I21 . (94)

18 Ñì. Ðàçäåë III.

Íî ñîãëàñíî ñîîòâåòñòâèÿì (91) è (92) äëÿ ïðàâîé
÷àñòè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ èìååì ñîîòâåòñòâèå

E2 • e1 ∼ ũ • d .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöåé îñòà-
òî÷íîãî ñèëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ êâàðêîâ ïåðâîãî ïî-
êîëåíèÿ ñëåäóåò ñ÷èòàòü ìåçîí ñ ýëåêòðè÷åñêèì çàðÿ-
äîì Q = −1. Äàëåå íåîáõîäèìî ó÷åñòü, ÷òî âîçìîæíû
äâà âàðèàíòà ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöû.
1. Ñïèí ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöû ðàâåí íóëþ. Òîãäà

óêàçàííàÿ ïðîìåæóòî÷íàÿ ÷àñòèöà � ýòî π−-ìåçîí.
2. Ñïèí ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöû ðàâåí åäèíèöå.

Òîãäà óêàçàííàÿ ïðîìåæóòî÷íàÿ ÷àñòèöà � ýòî ρ−-
ìåçîí.
Ìû ðàññìîòðèì ïåðâûé âàðèàíò, èìåÿ â âèäó, ÷òî

ïåðåõîä ê âòîðîìó âàðèàíòó ìîæåò áûòü âûïîëíåí ïó-
òåì çàìåíû

π− → ρ− .

Òàêèì îáðàçîì, ìû îñòàíàâëèâàåìñÿ íà ñîîòâåò-
ñòâèè

I21 ∼ π− , (95)

à ïðîèçâåäåíèþ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (94) ïîñòàâèì â
ñîîòâåòñòâèå ñëåäóþùèé ïðîöåññ âçàèìîäåéñòâèÿ

ũ+ d→ ũ • d = π− → π− ,

êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèíòåç π−-ìåçîíà èç
êâàðêîâ ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ.
Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (94)

ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ïðîöåññó ðàñïàäà π−-
ìåçîíà íà êâàðêè ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ

π− → π− = ũ • d→ ũ+ d .

Òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ïðåäñòàâëåíèþ
îá àíàëîãè÷íîì ïðîöåññå ñ ó÷àñòèåì êâàðêîâ âòîðî-
ãî ïîêîëåíèÿ � ñèíòåçå F−-ìåçîíà èç êâàðêîâ âòîðîãî
ïîêîëåíèÿ

c̃+ s→ c̃ • s = F− → F− .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (94)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ïðîöåññó ðàñïàäà F−-
ìåçîíà íà êâàðêè âòîðîãî ïîêîëåíèÿ

F− → F− = c̃ • s→ c̃+ s .

Òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ïðåäñòàâëåíèþ
îá àíàëîãè÷íîì ïðîöåññå ñ ó÷àñòèåì êâàðêîâ òðåòüå-
ãî ïîêîëåíèÿ � ñèíòåçå ãèïîòåòè÷åñêîãî T−-ìåçîíà èç
êâàðêîâ òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ

t̃+ b→ t̃ • b = T− → T− .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (94)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ïðîöåññó ðàñïàäà T−-
ìåçîíà íà êâàðêè òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ

T− → T− = t̃ • b→ t̃+ b .
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1.2. π+-ìåçîí

Â ýòîì ñëó÷àå ïðîèçâåäåíèå (93) ïðåäñòàåò â ñëåäó-
þùåì âèäå:

E1 • e2 = I12 . (96)

Íî ñîãëàñíî ñîîòâåòñòâèÿì (91) è (92) äëÿ ïðàâîé
÷àñòè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ èìååì ñîîòâåòñòâèå

E1 • e2 ∼ d̃ ◦ u .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íåîáõîäèìî ïîëîæèòü ñîîòâåò-
ñòâèå

I12 ∼ π+ , (97)

à ïðîèçâåäåíèþ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (96) ïîñòàâèòü â
ñîîòâåòñòâèå ñëåäóþùèé ïðîöåññ âçàèìîäåéñòâèÿ

d̃+ u→ d̃ • u = π+ → π+ ,

êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèíòåç π+-ìåçîíà èç
êâàðêîâ ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ.
Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (96)

ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ïðîöåññó ðàñïàäà π+-
ìåçîíà íà êâàðêè ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ

π+ → π+ = d̃ • u→ d̃+ u .

Òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ïðåäñòàâëåíèþ
îá àíàëîãè÷íîì ïðîöåññå ñ ó÷àñòèåì êâàðêîâ âòîðîãî
ïîêîëåíèÿ � ñèíòåçå F+-ìåçîíà èç êâàðêîâ âòîðîãî
ïîêîëåíèÿ

s̃+ c→ s̃ • c = F+ → F+ .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (96)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ïðîöåññó ðàñïàäà F+-
ìåçîíà íà êâàðêè âòîðîãî ïîêîëåíèÿ

F+ → F+ = s̃ • c→ s̃+ c .

Òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ïðåäñòàâëåíèþ
îá àíàëîãè÷íîì ïðîöåññå ñ ó÷àñòèåì êâàðêîâ òðåòüå-
ãî ïîêîëåíèÿ � ñèíòåçå ãèïîòåòè÷åñêîãî T+-ìåçîíà èç
êâàðêîâ òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ

b̃+ t→ b̃ • t = T+ → T+ .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (96)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ïðîöåññó ðàñïàäà T+-
ìåçîíà íà êâàðêè òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ

T+ → T+ = b̃ • t→ b̃+ t .

1.3. πu-ìåçîí è ñêàëÿðíàÿ ÷àñòèöà δ2

Â ýòîì ñëó÷àå ïðîèçâåäåíèå (93) ïðåäñòàåò â ñëåäó-
þùåì âèäå:

E2 ◦ e2 = I2 2 + δ22 . (98)

Ýòî óíèâåðñàëüíîå ◦-ïðîèçâåäåíèå ñîñòîèò èç •-
ïðîèçâåäåíèÿ

E2 • e2 = I22 (99)

è ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

E2 · e2 = δ22 . (100)

Îñòàíîâèìñÿ íà êàæäîì èç ýòèõ ïðîèçâåäåíèé.
1). Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì •-ïðîèçâåäåíèå (99). Ñî-

ãëàñíî ñîîòâåòñòâèÿì (91) è (92) äëÿ ïðàâîé ÷àñòè
ñîîòíîøåíèÿ (99) èìååì ñîîòâåòñòâèå

E2 • e2 ∼ ũ • u .

Ìåçîí, èìåþùèé ñîñòàâ ũ • u, îáîçíà÷èì πu

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íåîáõîäèìî ïîëîæèòü ñîîòâåò-
ñòâèå

I22 ∼ πu , (101)

à •-ïðîèçâåäåíèþ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (99) ïîñòàâèòü â
ñîîòâåòñòâèå ñëåäóþùèé ïðîöåññ •-âçàèìîäåéñòâèÿ

ũ+ u→ ũ • u = πu → πu ,

êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèíòåç πu-ìåçîíà âåðõ-
íåé êâàðêîâîé ïàðîé ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ.
Ïðî÷òåíèå •-ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (99)

ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ïðîöåññó ðàñïàäà πu-
ìåçîíà íà âåðõíþþ êâàðêîâóþ ïàðó ïåðâîãî ïîêîëå-
íèÿ

πu → πu = ũ • u→ ũ+ u .

Òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ïðåäñòàâëåíèþ
îá àíàëîãè÷íîì ïðîöåññå ñ ó÷àñòèåì êâàðêîâ âòîðî-
ãî ïîêîëåíèÿ � ñèíòåçå Fc-ìåçîíà âåðõíåé êâàðêîâîé
ïàðîé âòîðîãî ïîêîëåíèÿ

c̃+ c→ c̃ • c = Fc → Fc .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (99)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ïðîöåññó ðàñïàäà Fc-
ìåçîíà íà âåðõíþþ êâàðêîâóþ ïàðó âòîðîãî ïîêîëå-
íèÿ

Fc → Fc = c̃ • c→ c̃+ c .

Òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ïðåäñòàâëåíèþ
îá àíàëîãè÷íîì ïðîöåññå ñ ó÷àñòèåì êâàðêîâ òðåòüå-
ãî ïîêîëåíèÿ � ñèíòåçå Tt-ìåçîíà âåðõíåé êâàðêîâîé
ïàðîé òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ

t̃+ t→ t̃ • t = Tt → Tt .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (99)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ïðîöåññó ðàñïàäà Tt-
ìåçîíà íà âåðõíþþ êâàðêîâóþ ïàðó òðåòüåãî ïîêî-
ëåíèÿ

Tt → Tt = t̃ • t→ t̃+ t .
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2). Òåïåðü ðàññìîòðèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
(100). Ñîãëàñíî ñîîòâåòñòâèÿì (91) è (92) äëÿ ïðà-
âîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (100) èìååì ñîîòâåòñòâèå

E2 · e2 ∼ ũ · u . (102)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ áà-
çèñíûõ âåêòîðîâ (100) íåîáõîäèìî ïîñòàâèòü â ñîîò-
âåòñòâèå ñëåäóþùèé ïðîöåññ ñêàëÿðíîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ, ïðèâîäÿùèé ê ñèíòåçó ñêàëÿðíîé ÷àñòèöû δ2
èç âåðõíåé êâàðêîâîé ïàðû ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ

ũ+ u→ ũ · u = δ2 → δ2 .

Ïðî÷òåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåê-
òîðîâ (100) ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ïðîöåññó ðàñ-
ïàäà ñêàëÿðíîé δ2-÷àñòèöû íà âåðõíþþ êâàðêîâóþ
ïàðó ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ

δ → δ = ũ · u→ ũ+ u .

Òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ïðåäñòàâëåíèþ
îá àíàëîãè÷íîì ïðîöåññå ñ ó÷àñòèåì êâàðêîâ âòîðîãî
ïîêîëåíèÿ � ñèíòåçå ñêàëÿðíîé ÷àñòèöû δ2 èç âåðõíåé
êâàðêîâîé ïàðû âòîðîãî ïîêîëåíèÿ

c̃+ c→ c̃ · c = δ → δ .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (100)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ïðîöåññó ðàñïàäà ñêàëÿð-
íîé δ2-÷àñòèöû íà âåðõíþþ êâàðêîâóþ ïàðó âòîðîãî
ïîêîëåíèÿ

δ → δ = c̃ · c→ c̃+ c .

Òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ïðåäñòàâëåíèþ
îá àíàëîãè÷íîì ïðîöåññå ñ ó÷àñòèåì êâàðêîâ òðåòüåãî
ïîêîëåíèÿ � ñèíòåçå ñêàëÿðíîé ÷àñòèöû δ2 èç âåðõíåé
êâàðêîâîé ïàðû òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ

t̃+ t→ t̃ · t = δ → δ .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (100)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ïðîöåññó ðàñïàäà ñêàëÿð-
íîé δ2-÷àñòèöû íà âåðõíþþ êâàðêîâóþ ïàðó òðåòüåãî
ïîêîëåíèÿ

δ → δ = t̃ · t→ t̃+ t .

1.4. πd-ìåçîí è ñêàëÿðíàÿ ÷àñòèöà δ1

Â ýòîì ñëó÷àå ïðîèçâåäåíèå (93) ïðåäñòàåò â ñëåäó-
þùåì âèäå:

E1 ◦ e1 = I11 + δ11 . (103)

Ýòî óíèâåðñàëüíîå ◦-ïðîèçâåäåíèå ñîñòîèò èç •-
ïðîèçâåäåíèÿ

E1 • e1 = I11 (104)

è ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

E1 · e1 = δ11 . (105)

Îñòàíîâèìñÿ íà êàæäîì èç ýòèõ ïðîèçâåäåíèé.
1). Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì •-ïðîèçâåäåíèå (104). Ñî-

ãëàñíî ñîîòâåòñòâèÿì (91) è (92) äëÿ ïðàâîé ÷àñòè ñî-
îòíîøåíèÿ (104) èìååì ñîîòâåòñòâèå

E1 • e1 ∼ d̃ • d .

Ìåçîí, èìåþùèé ñîñòàâ d̃•d, îáîçíà÷èì πd. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî íåîáõîäèìî ïîëîæèòü ñîîòâåòñòâèå

I11 ∼ πd , (106)

à •-ïðîèçâåäåíèþ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (104) ïîñòàâèòü
â ñîîòâåòñòâèå ñëåäóþùèé ïðîöåññ •-âçàèìîäåéñòâèÿ:

d̃+ d→ d̃ • d = πd → πd ,

êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèíòåç πd-ìåçîíà íèæíåé
êâàðêîâîé ïàðîé ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ.
Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (104)

ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ïðîöåññó ðàñïàäà πd-
ìåçîíà íà íèæíþþ êâàðêîâóþ ïàðó ïåðâîãî ïîêîëå-
íèÿ

πd → πd = d̃ • d→ d̃+ d .

Òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ïðåäñòàâëåíèþ
îá àíàëîãè÷íîì ïðîöåññå ñ ó÷àñòèåì êâàðêîâ âòîðî-
ãî ïîêîëåíèÿ � ñèíòåçå Fs-ìåçîíà íèæíåé êâàðêîâîé
ïàðû âòîðîãî ïîêîëåíèÿ

s̃+ s→ s̃ • s = Fs → Fs .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (104)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ïðîöåññó ðàñïàäà Fs-
ìåçîíà íà íèæíþþ êâàðêîâóþ ïàðó âòîðîãî ïîêîëå-
íèÿ

Fs → Fs = s̃ • s→ s̃+ s .

Òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ïðåäñòàâëåíèþ
îá àíàëîãè÷íîì ïðîöåññå ñ ó÷àñòèåì êâàðêîâ òðåòüå-
ãî ïîêîëåíèÿ � ñèíòåçå Tb-ìåçîíà íèæíåé êâàðêîâîé
ïàðîé òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ

b̃+ b→ b̃ • b = Tb → Tb .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (104)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ïðîöåññó ðàñïàäà Tb-
ìåçîíà íà íèæíþþ êâàðêîâóþ ïàðó òðåòüåãî ïîêîëå-
íèÿ

Tb → Tb = b̃ • b→ b̃+ b .

2). Òåïåðü ðàññìîòðèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
(105). Ñîãëàñíî ñîîòâåòñòâèÿì (91) è (92) äëÿ ïðà-
âîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (105) èìååì ñîîòâåòñòâèå

E1 · e1 ∼ d̃ · d . (107)
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ áà-
çèñíûõ âåêòîðîâ (105) íåîáõîäèìî ïîñòàâèòü â ñîîò-
âåòñòâèå ñëåäóþùèé ïðîöåññ ñêàëÿðíîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ, ïðèâîäÿùèé ê âîçíèêíîâåíèþ ñêàëÿðíîé ÷à-
ñòèöû δ1

d̃+ d→ d̃ · d = δ1 → δ1 .

Ïðî÷òåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåê-
òîðîâ (105) ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ïðîöåññó ðàñ-
ïàäà ñêàëÿðíîé δ1-÷àñòèöû íà íèæíþþ êâàðêîâóþ ïà-
ðó ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ

δ1 → δ1 = d̃ · d→ d̃+ d .

Òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ïðåäñòàâëåíèþ
îá àíàëîãè÷íîì ïðîöåññå ñ ó÷àñòèåì êâàðêîâ âòîðîãî
ïîêîëåíèÿ

s̃+ s→ s̃ · s = δ1 → δ1 .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (105)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ïðîöåññó ðàñïàäà ñêàëÿð-
íîé δ1-÷àñòèöû íà íèæíþþ êâàðêîâóþ ïàðó âòîðîãî
ïîêîëåíèÿ

δ1 → δ1 = s̃ · s→ s̃+ s .

Òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ïðåäñòàâëåíèþ
îá àíàëîãè÷íîì ïðîöåññå ñ ó÷àñòèåì êâàðêîâ òðåòüåãî
ïîêîëåíèÿ

b̃+ b→ b̃ · b = δ1 → δ1 .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (105)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ïðîöåññó ðàñïàäà ñêàëÿð-
íîé δ1-÷àñòèöû íà íèæíþþ êâàðêîâóþ ïàðó òðåòüåãî
ïîêîëåíèÿ

δ → δ = b̃ · b→ b̃+ b .

2. Âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó êâàðêàìè îäíîãî
ïîêîëåíèÿ è ïðîìåæóòî÷íûìè ìåçîíàìè

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ïðîèçâåäåíèþ áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ (25):

eI ◦ IKL = δKI · eL . (108)

Ýòî ïðîèçâåäåíèå ïðåäñòàåò â ÷åòûðåõ âèäàõ. Ðàñ-
ñìîòðèì êàæäûé èç íèõ.

2.1. Âçàèìîäåéñòâèÿ ñ π−-ìåçîíîì

Â ýòîì ñëó÷àå ïðîèçâåäåíèå (108) ïðèîáðåòàåò ñëå-
äóþùèé âèä:

e2 • I21 = δ22 · e1 . (109)

Èç (91) è (95) èìååì ñîîòâåòñòâèå

u • π− = δ2 · d ∼ e2 • I21 = δ22 · e1 .

Îòñþäà èìååì ïðîöåññ ñèíòåçà d-êâàðêà âñëåäñòâèå
ïîãëîùåíèÿ u-êâàðêîì π−-ìåçîíà:

u+ π− → u • π− = δ2 · d .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (109)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåìó ïðîöåññó
ðàñïàäà d-êâàðêà:

δ2 + d→ δ2 · d = u • π− → u+ π− .

Òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ïðåäñòàâëåíèþ
îá àíàëîãè÷íîì ïðîöåññå ñ ó÷àñòèåì êâàðêîâ âòîðîãî
ïîêîëåíèÿ

c+ F− → c • F− = δ2 · s .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (109)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåìó ïðîöåññó
ðàñïàäà s-êâàðêà:

δ2 + s→ δ2 · s = c • F− → c+ F− .

Òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ïðåäñòàâëåíèþ
îá àíàëîãè÷íîì ïðîöåññå ñ ó÷àñòèåì êâàðêîâ òðåòüåãî
ïîêîëåíèÿ

t+ T− → t • T− = δ2 · b .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (109)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåìó ïðîöåññó
ðàñïàäà b-êâàðêà:

δ2 + b→ δ2 · b = t • T− → t+ T− .

2.2. Âçàèìîäåéñòâèÿ ñ π+-ìåçîíîì

Â ýòîì ñëó÷àå ïðîèçâåäåíèå (108) ïðèîáðåòàåò ñëå-
äóþùèé âèä:

e1 • I12 = δ11 · e2 . (110)

Èç (91) è (97) èìååì ñîîòâåòñòâèå

d • π+ = δ1 · u ∼ e1 • I12 = δ11 · e2 .

Îòñþäà èìååì ïðîöåññ ñèíòåçà u-êâàðêà âñëåäñòâèå
ïîãëîùåíèÿ d-êâàðêîì π+-ìåçîíà:

d+ π+ → d • π+ = δ1 · u .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (110)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåìó ïðîöåññó
ðàñïàäà u-êâàðêà:

δ1 + u→ δ1 · u = d • π+ → d+ π+ .
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Òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ïðåäñòàâëåíèþ
îá àíàëîãè÷íîì ïðîöåññå ñ ó÷àñòèåì êâàðêîâ âòîðîãî
ïîêîëåíèÿ

s+ F+ → s • F+ = δ1 · c .
Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (110)

ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåìó ïðîöåññó
ðàñïàäà c-êâàðêà:

δ1 + c→ δ1 · c = s • F+ → s+ F+ .

Òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ïðåäñòàâëåíèþ
îá àíàëîãè÷íîì ïðîöåññå ñ ó÷àñòèåì êâàðêîâ òðåòüåãî
ïîêîëåíèÿ

b+ T+ → b • T+ = δ1 · t .
Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (110)

ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåìó ïðîöåññó
ðàñïàäà t-êâàðêà:

δ1 + t→ δ1 · t = b • T+ → b+ T+ .

2.3. Âçàèìîäåéñòâèÿ ñ πu-ìåçîíîì

Â ýòîì ñëó÷àå ïðîèçâåäåíèå (108) ïðèîáðåòàåò ñëå-
äóþùèé âèä:

e2 • I22 = δ22 · e2 . (111)

Èç (91) è (101) èìååì ñîîòâåòñòâèå

u • πu = δ2 · u ∼ e2 • I22 = δ22 · e2 .
Îòñþäà èìååì ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ u-êâàðêîì πu-

ìåçîíà:

u+ πu → u • πu = δ2 · u→ δ2 + u .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (111)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåìó ïðîöåññó èñ-
ïóñêàíèÿ u-êâàðêîì πu-ìåçîíà:

δ2 + u→ δ2 · u = u • πu → u+ πu .

Òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ïðåäñòàâëåíèþ
îá àíàëîãè÷íîì ïðîöåññå ñ ó÷àñòèåì êâàðêîâ âòîðîãî
ïîêîëåíèÿ

c+ Fc → c • Fc = δ2 · c→ δ2 + c .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (111)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåìó ïðîöåññó èñ-
ïóñêàíèÿ c-êâàðêîì Fc-ìåçîíà:

δ2 + c→ δ2 · c = c • Fc → c+ Fc .

Òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ïðåäñòàâëåíèþ
îá àíàëîãè÷íîì ïðîöåññå ñ ó÷àñòèåì êâàðêîâ òðåòüåãî
ïîêîëåíèÿ

t+ Tt → t • Tt = δ2 · t→ δ2 + t .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (111)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåìó ïðîöåññó èñ-
ïóñêàíèÿ t-êâàðêîì Tt-ìåçîíà:

δ2 + t→ δ2 · t = t • Tt → t+ Tt .

2.4. Âçàèìîäåéñòâèÿ ñ πd-ìåçîíîì

Â ýòîì ñëó÷àå ïðîèçâåäåíèå (108) ïðèîáðåòàåò ñëå-
äóþùèé âèä:

e1 • I11 = δ11 · e1 . (112)

Èç (91) è (106) èìååì ñîîòâåòñòâèå

d • πd = δ1 · d ∼ e1 • I11 = δ11 · e1 .

Îòñþäà èìååì ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ d-êâàðêîì πd-
ìåçîíà:

d+ πd → d • πd = δ1 · d→ δ1 + d .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (112)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåìó ïðîöåññó èñ-
ïóñêàíèÿ d-êâàðêîì πd-ìåçîíà:

δ1 + d→ δ1 · d = d • πd → d+ πd .

Òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ïðåäñòàâëåíèþ
îá àíàëîãè÷íîì ïðîöåññå ñ ó÷àñòèåì êâàðêîâ âòîðîãî
ïîêîëåíèÿ

s+ Fs → s • Fs = δ1 · s→ δ1 + s .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (112)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåìó ïðîöåññó èñ-
ïóñêàíèÿ s-êâàðêîì Fs-ìåçîíà:

δ1 + s→ δ1 · s = s • Fs → s+ Fs .

Òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ïðåäñòàâëåíèþ
îá àíàëîãè÷íîì ïðîöåññå ñ ó÷àñòèåì êâàðêîâ òðåòüåãî
ïîêîëåíèÿ

b+ Tb → b • Tb = δ1 · b→ δ1 + b .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (112)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåìó ïðîöåññó èñ-
ïóñêàíèÿ b-êâàðêîì Tb-ìåçîíà:

δ1 + b→ δ1 · b = b • Tb → b+ Tb .

3. Âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó àíòèêâàðêàìè îäíîãî
ïîêîëåíèÿ è ïðîìåæóòî÷íûìè ìåçîíàìè

Âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó àíòèêâàðêàìè îäíîãî ïîêî-
ëåíèÿ è ïðîìåæóòî÷íûìè ìåçîíàìèðàññìîòðèì, îá-
ðàòèâøèñü ê ïðîèçâåäåíèþ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (31):

IKL ◦EI = EK · δIL . (113)

Ýòî ïðîèçâåäåíèå ïðåäñòàåò â ÷åòûðåõ âèäàõ. Ðàñ-
ñìîòðèì êàæäûé èç íèõ.
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3.1. Âçàèìîäåéñòâèÿ ñ π−-ìåçîíîì

Â ýòîì ñëó÷àå ïðîèçâåäåíèå (113) ïðèîáðåòàåò ñëå-
äóþùèé âèä:

I21 •E1 = E2 · δ11 . (114)

Îòñþäà ñ ó÷åòîì ñîîòâåòñòâèé (92) è (95) èìååì ñî-
îòâåòñòâèå

π− • d̃ = δ1 · ũ ∼ I21•E1 = E2 · δ11 .

Îòñþäà èìååì ïðîöåññ ñèíòåçà ũ-êâàðêà âñëåäñòâèå
ïîãëîùåíèÿ d̃-êâàðêîì π−-ìåçîíà:

π− + d̃→ π− • d̃ = δ1 · ũ .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (114)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåìó ïðîöåññó
ðàñïàäà ũ-êâàðêà:

δ1 + ũ→ δ1 · ũ = π− • d̃→ π− + d̃ .

Òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ïðåäñòàâëåíèþ
îá àíàëîãè÷íîì ïðîöåññå ñ ó÷àñòèåì êâàðêîâ âòîðîãî
ïîêîëåíèÿ

F− + s̃→ F− • s̃ = δ1 · c̃ .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (114)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåìó ïðîöåññó
ðàñïàäà c̃-êâàðêà:

δ1 + c̃→ δ1 · c̃ = F− • s̃→ F− + s̃ .

Òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ïðåäñòàâëåíèþ
îá àíàëîãè÷íîì ïðîöåññå ñ ó÷àñòèåì êâàðêîâ òðåòüåãî
ïîêîëåíèÿ

T− + b̃→ T− • b̃ = δ1 · t̃→ δ1 + t̃ .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (114)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåìó ïðîöåññó
ðàñïàäà t̃-êâàðêà:

δ1 + t̃→ δ1 · t̃ = T− • b̃→ T− + b̃

3.2. Âçàèìîäåéñòâèÿ ñ π+-ìåçîíîì

Â ýòîì ñëó÷àå ïðîèçâåäåíèå (108) ïðèîáðåòàåò ñëå-
äóþùèé âèä:

I12 •E2 = E1 · δ22 . (115)

Èç (92) è (97) èìååì ñîîòâåòñòâèå

π+ • ũ = δ2 · d̃ ∼ I12•E2 = E1 · δ22 .

Îòñþäà èìååì ïðîöåññ ñèíòåçà d̃-êâàðêà âñëåäñòâèå
ïîãëîùåíèÿ ũ-êâàðêîì π+-ìåçîíà:

π+ + ũ→ π+ • ũ = δ2 · d̃→ δ2 + d̃ .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (115)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåìó ïðîöåññó
ðàñïàäà d̃-êâàðêà:

δ2 + d̃→ δ2 · d̃ = π+ • ũ→ π+ + ũ .

Òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ïðåäñòàâëåíèþ
îá àíàëîãè÷íîì ïðîöåññå ñ ó÷àñòèåì êâàðêîâ âòîðîãî
ïîêîëåíèÿ

F+ + c̃→ F+ • c̃ = δ2 · s̃→ δ2 + s̃ .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (115)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåìó ïðîöåññó
ðàñïàäà s̃-êâàðêà:

δ2 + s̃→ δ2 · s̃ = F+ • c̃→ F+ + c̃ .

Òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ïðåäñòàâëåíèþ
îá àíàëîãè÷íîì ïðîöåññå ñ ó÷àñòèåì êâàðêîâ òðåòüåãî
ïîêîëåíèÿ

T+ + t̃→ T+ • t̃ = δ2 · b̃→ δ2 + b̃ .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (115)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåìó ïðîöåññó
ðàñïàäà b̃-êâàðêà:

δ2 + b̃→ δ2 · b̃ = T+ • t̃→ T+ + t̃ .

3.3. Âçàèìîäåéñòâèÿ ñ πu-ìåçîíîì

Â ýòîì ñëó÷àå ïðîèçâåäåíèå (113) ïðèîáðåòàåò ñëå-
äóþùèé âèä:

I22 •E2 = E2 · δ22 . (116)

Èç (92) è (101) èìååì ñîîòâåòñòâèå

πu • ũ = δ2 · ũ ∼ I22•E2 = E2 · δ22 .

Îòñþäà èìååì ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ ũ-êâàðêîì πu-
ìåçîíà:

πu + ũ→ πu • ũ = δ2 · ũ→ δ2 + ũ .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (116)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåìó ïðîöåññó èñ-
ïóñêàíèÿ u-êâàðêîì πu-ìåçîíà:

δ2 + ũ→ δ2 · ũ = πu • ũ→ πu + ũ .

Òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ïðåäñòàâëåíèþ
îá àíàëîãè÷íîì ïðîöåññå ñ ó÷àñòèåì êâàðêîâ âòîðîãî
ïîêîëåíèÿ

Fc + c̃→ Fc • c̃ = δ2 · c̃→ δ2 + c̃ .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (116)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåìó ïðîöåññó èñ-
ïóñêàíèÿ c-êâàðêîì Fc-ìåçîíà:

δ2 + c̃→ δ2 · c̃ = Fc • c̃→ Fc + c̃ .
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Òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ïðåäñòàâëåíèþ
îá àíàëîãè÷íîì ïðîöåññå ñ ó÷àñòèåì êâàðêîâ òðåòüåãî
ïîêîëåíèÿ

Tt + t̃→ Tt • t̃ = δ2 · t̃→ δ2 + t̃ .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (116)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåìó ïðîöåññó èñ-
ïóñêàíèÿ t-êâàðêîì Tt-ìåçîíà:

δ2 + t→ δ2 · t = t • Tt → t+ Tt .

3.4. Âçàèìîäåéñòâèÿ ñ πd-ìåçîíîì

Â ýòîì ñëó÷àå ïðîèçâåäåíèå (113) ïðèîáðåòàåò ñëå-
äóþùèé âèä:

I11 •E1 = E1 · δ11 . (117)

Èç (92) è (106) èìååì ñîîòâåòñòâèå

πd • d̃ = δ1 · d̃ ∼ e1 • I11 = δ11 · e1 .

Îòñþäà èìååì ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ d̃-êâàðêîì πd-
ìåçîíà:

πd + d̃→ πd • d̃ = δ1 · d̃→ δ1 + d̃ .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (117)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåìó ïðîöåññó èñ-
ïóñêàíèÿ d̃-êâàðêîì πd-ìåçîíà:

δ1 + d̃→ δ1 · d̃ = πd • d̃→ πd + d̃ .

Òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ïðåäñòàâëåíèþ
îá àíàëîãè÷íîì ïðîöåññå ñ ó÷àñòèåì êâàðêîâ âòîðîãî
ïîêîëåíèÿ

Fs + s̃→ Fs • s̃ = δ1 · s̃→ δ1 + s̃ .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (117)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåìó ïðîöåññó èñ-
ïóñêàíèÿ s̃-êâàðêîì Fs-ìåçîíà:

δ1 + s̃→ δ1 · s̃ = Fs • s̃→ Fs + s̃ .

Òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ïðåäñòàâëåíèþ
îá àíàëîãè÷íîì ïðîöåññå ñ ó÷àñòèåì êâàðêîâ òðåòüåãî
ïîêîëåíèÿ

Tb + b̃→ Tb • b̃ = δ1 · b̃→ δ1 + b̃ .

Ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (117)
ñïðàâà íàëåâî ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåìó ïðîöåññó èñ-
ïóñêàíèÿ b̃-êâàðêîì Tb-ìåçîíà:

δ1 + b̃→ δ1 · b̃ = Tb • b̃→ Tb + b̃ .

4. Âçàèìîäåéñòâèå ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö
ñèëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ñîáîé

Ê âçàèìîäåéñòâèÿì ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö (π-
ìåçîíîâ) îñòàòî÷íîãî ñèëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæ-
äó ñîáîé ïðèäåì, ðàññìàòðèâàÿ ïðîèçâåäåíèå áàçèñ-
íûõ âåêòîðîâ (29):

IKL ◦ IMN = δML · IKN + δML · δKN .

Ïðèâåäåì âñå âîçìîæíûå âçàèìîäåéñòâèÿ, êîòîðûå
ñëåäóþò èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ.
1. Èñõîäèì èç ñîîòíîøåíèÿ

I11 ◦ I11 = δ11 · I11 + δ11 · δ11 . (118)

Ýòî óíèâåðñàëüíîå ◦-ïðîèçâåäåíèå ñîñòîèò èç •-
ïðîèçâåäåíèÿ

I11 • I11 = δ11 · I11 (119)

è ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

I11 · I11 = δ11 · δ11 . (120)

Îñòàíîâèìñÿ íà êàæäîì èç ýòèõ ïðîèçâåäåíèé.
1.1. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì •-ïðîèçâåäåíèå (119) Ñ

ó÷åòîì ñîîòâåòñòâèÿ (106) èìååì ñîîòâåòñòâèå

πd1 • πd2 = δ1 · πd3 ∼ I11 • I11 = δ11 · I11 .

Îòñþäà ïðîöåññ èñïóñêàíèÿ πd-ìåçîíà â ðåçóëüòàòå
àííèãèëÿöèè πd-ìåçîííîé ïàðû çàïèñûâàåòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

πd1 + πd2 → πd1 • πd2 = δ1 · πd3 → δ1 + πd3 .

Ïðîöåññ èñïóñêàíèÿ πd-ìåçîíà â ðåçóëüòàòå àííèãè-
ëÿöèè πd-ìåçîííîé ïàðû èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé
ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:��������-πd1 ��������- πd3��������πd2

6

Îáðàòíîå ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ ïðèâîäèò ê ïðî-
öåññó ðàñïàäà πd-ìåçîíà è ðîæäåíèÿ πd-ìåçîííîé ïà-
ðû:

δ1 + πd1 → δ1 · πd1 = πd2 • πd3 → πd2 + πd3 .

Ïðîöåññ ðàñïàäà πd-ìåçîíà è ðîæäåíèÿ πd-ìåçîííîé
ïàðû èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèà-
ãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:��������-πd1 ��������- πd2��������πd3 ?

1.2. Òåïåðü ðàññìîòðèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
(120) Ñ ó÷åòîì ñîîòâåòñòâèÿ (106) èìååì ñîîòâåòñòâèå

πd1 · πd2 = δ1 · δ1 ∼ I11 · I11 = δ11 · δ11 .
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Îòñþäà ïðîöåññ èñïóñêàíèÿ ñêàëÿðíîé δ-÷àñòèöû â
ðåçóëüòàòå àííèãèëÿöèè πd-ìåçîííîé ïàðû çàïèñûâà-
åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

πd1 + πd2 → πd1 • πd2 = δ1 · δ1 → δ1 .

Ïðîöåññ èñïóñêàíèÿ ñêàëÿðíîé δ-÷àñòèöû â ðåçóëü-
òàòå àííèãèëÿöèè πd-ìåçîííîé ïàðû èëëþñòðèðóåòñÿ
ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:��������-πd1 - δ��������πd2

6

Îáðàòíîå ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ (120) ïðèâîäèò
ê ïðîöåññó ðàñïàäà ñêàëÿðíîé δ-÷àñòèöû è ðîæäåíèÿ
πd-ìåçîííîé ïàðû:

δ → δ1 · δ1 = πd2 • πd3 → πd2 + πd3 .

Ïðîöåññ ðàñïàäà ñêàëÿðíîé δ-÷àñòèöû è ðîæäåíèÿ
πd-ìåçîííîé ïàðû èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðî-
ñòåéøåé äèàãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:

-δ ��������- πd2��������πd3 ?

2. Èñõîäèì èç ñîîòíîøåíèÿ

I11 • I12 = δ11 · I12 . (121)

Îòñþäà ñ ó÷åòîì ñîîòâåòñòâèÿ (106) è (97) èìååì
ñîîòâåòñòâèå

πd1 • π+
2 = δ1 · π+

3 ∼ I11 • I12 = δ11 · I12 .

Îòñþäà ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ πd-ìåçîíà π
+-ìåçîíîì

çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

πd1 + π+
2 → πd1 • π+

2 = δ1 · π+
3 → π+

3 .

Ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ πd-ìåçîíà π
+-ìåçîíîì èëëþ-

ñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàè-
ìîäåéñòâèé: ��������-π+

2
��������- π+

3��������πd1
6

Îáðàòíîå ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ (121) ïðèâîäèò ê
ïðîöåññó èñïóñêàíèÿ πd-ìåçîíà π

+-ìåçîíîì:

π+
1 → δ1 · π+

1 = πd2 • π+
3 → πd2 + π+

3 .

Ïðîöåññ èñïóñêàíèÿ πd-ìåçîíà π+-ìåçîíîì èëëþ-
ñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçà-
èìîäåéñòâèé: ��������-π+

1
��������- π+

3��������πd2 ?

3. Èñõîäèì èç ñîîòíîøåíèÿ

I21 • I11 = δ11 · I21 . (122)

Îòñþäà ñ ó÷åòîì ñîîòâåòñòâèÿ (95) è (106) èìååì
ñîîòâåòñòâèå

π−1 • πd2 = δ1 · π−3 ∼ I21 • I11 = δ11 · I21 .

Îòñþäà ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ πd-ìåçîíà π−-ìåçîíîì
çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

π−1 + πd2 → π−1 • πd2 = δ1 · π−3 → π−3 .

Ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ πd-ìåçîíà π−-ìåçîíîì èëëþ-
ñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàè-
ìîäåéñòâèé: ��������-π−1 ��������- π−3��������πd2

6

Îáðàòíîå ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ (122) ïðèâîäèò ê
ïðîöåññó èñïóñêàíèÿ πd-ìåçîíà π−-ìåçîíîì:

π−1 → δ1 · π−1 = π−2 • πd3 → π−2 + πd3 .

Ïðîöåññ èñïóñêàíèÿ πd-ìåçîíà π−-ìåçîíîì èëëþ-
ñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçà-
èìîäåéñòâèé: ��������-π−1 ��������- π−2��������πd3 ?

4. Èñõîäèì èç ñîîòíîøåíèÿ

I21 • I12 = δ11 · I22 + δ11 · δ22 . (123)

Ýòî óíèâåðñàëüíîå ◦-ïðîèçâåäåíèå ñîñòîèò èç •-ïðîèçâåäåíèÿ

I21 • I12 = δ11 · I22 (124)

è ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

I21 · I12 = δ11 · δ22 . (125)

Îñòàíîâèìñÿ íà êàæäîì èç ýòèõ ïðîèçâåäåíèé.
4.1. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì •-ïðîèçâåäåíèå (124) Ñ

ó÷åòîì ñîîòâåòñòâèé (95), (97), (101) èìååì ñîîòâåò-
ñòâèå

π−1 • π+
2 = δ1 · πu3 ∼ I21 • I12 = δ11 · I22 .

Îòñþäà ïðîöåññ èñïóñêàíèÿ πu-ìåçîíà â ðåçóëüòà-
òå àííèãèëÿöèè π+-π− ïàðû çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

π−1 + π+
2 → π−1 • π+

2 = δ1 · πu3 → πu3 .

Ïðîöåññ èñïóñêàíèÿ πu-ìåçîíà â ðåçóëüòàòå àííèãè-
ëÿöèè π+-π− ïàðû èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðî-
ñòåéøåé äèàãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:��������-π−1 ��������- πu3��������π+

2

6
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Îáðàòíîå ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ (124) ïðèâîäèò ê
ïðîöåññó ðàñïàäà πu-ìåçîíà è ðîæäåíèÿ π+-π− ïàðû:

πu1 → δ1 · πu1 = π−2 • π+
3 → π−2 + π+

3 .

Ïðîöåññ ðàñïàäà ðàñïàäà πu-ìåçîíà è ðîæäåíèÿ π+-
π− ïàðû èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèà-
ãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:��������-πu1 ��������- π−2��������π+

3 ?

4.2. Òåïåðü ðàññìîòðèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
(125) Ñ ó÷åòîì ñîîòâåòñòâèé (95) è (97) èìååì ñîîò-
âåòñòâèå

π−1 • π+
2 = δ1 · δ2 ∼ I21 · I12 = δ11 · δ22 .

Îòñþäà ïðîöåññ èñïóñêàíèÿ ñêàëÿðíîé δ-÷àñòèöû
â ðåçóëüòàòå àííèãèëÿöèè π+-π− ïàðû çàïèñûâàåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

π−1 + π+
2 → π−1 • π+

2 = δ1 · δ2 → δ .

Ïðîöåññ èñïóñêàíèÿ ñêàëÿðíîé δ-÷àñòèöû â ðåçóëü-
òàòå àííèãèëÿöèè π+-π− ïàðû èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäó-
þùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:��������-π−1 - δ��������π+

2

6

Îáðàòíîå ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ (125) ïðèâîäèò
ê ïðîöåññó ðàñïàäà ñêàëÿðíîé δ-÷àñòèöû è ðîæäåíèÿ
πd-ìåçîííîé ïàðû:

δ → δ1 · δ2 = π−1 • π+
2 → π−1 + π+

2 .

Ïðîöåññ ðàñïàäà ñêàëÿðíîé δ-÷àñòèöû è ðîæäåíèÿ
π+-π− ïàðû èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé
äèàãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:

-δ ��������- π−1��������π+
2 ?

5. Èñõîäèì èç ñîîòíîøåíèÿ

I12 • I21 = δ22 · I11 + δ22 · δ11 . (126)

Ýòî óíèâåðñàëüíîå ◦-ïðîèçâåäåíèå ñîñòîèò èç •-
ïðîèçâåäåíèÿ

I12 • I21 = δ22 · I11 (127)

è ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

I12 · I21 = δ22 · δ11 . (128)

Îñòàíîâèìñÿ íà êàæäîì èç ýòèõ ïðîèçâåäåíèé.
5.1. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì •-ïðîèçâåäåíèå (127). Ñ

ó÷åòîì ñîîòâåòñòâèé (97), (95) è (106) èìååì ñîîòâåò-
ñòâèå

π+
1 • π−2 = δ1 · πd3 ∼ I12 • I21 = δ22 · I11 .

Îòñþäà ïðîöåññ èñïóñêàíèÿ πd-ìåçîíà â ðåçóëüòà-
òå àííèãèëÿöèè π+-π− ïàðû çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

π+
1 + π−2 → π+

1 • π−2 = δ1 · πd3 → πd3 .

Ïðîöåññ èñïóñêàíèÿ πd-ìåçîíà â ðåçóëüòàòå àííèãè-
ëÿöèè π+-π− ïàðû èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðî-
ñòåéøåé äèàãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:��������-π+

1
��������- πd3��������π−2

6

Îáðàòíîå ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ (127) ïðèâîäèò ê
ïðîöåññó ðàñïàäà πd-ìåçîíà è ðîæäåíèÿ π

+-π− ïàðû:

πd1 → δ1 · πd1 = π+
2 • π−3 → π+

2 + π−3 .

Ïðîöåññ ðàñïàäà πd-ìåçîíà è ðîæäåíèÿ π
+-π− ïàðû

èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé
âçàèìîäåéñòâèé: ��������-πd1 ��������- π+

2��������π−3 ?

5.2. Òåïåðü ðàññìîòðèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
(128) Ñ ó÷åòîì ñîîòâåòñòâèé (97) è (95) èìååì ñîîò-
âåòñòâèå

π+
1 • π−2 = δ2 · δ1 ∼ I12 · I21 = δ22 · δ11 .

Îòñþäà ïðîöåññ èñïóñêàíèÿ ñêàëÿðíîé δ-÷àñòèöû
â ðåçóëüòàòå àííèãèëÿöèè π+-π− ïàðû çàïèñûâàåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

π+
1 + π−2 → π+

1 • π−2 = δ2 · δ1 → δ .

Ïðîöåññ èñïóñêàíèÿ ñêàëÿðíîé δ-÷àñòèöû â ðåçóëü-
òàòå àííèãèëÿöèè π+-π− ïàðû èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäó-
þùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:��������-π+

1 - δ��������π−2

6

Îáðàòíîå ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ (128) ïðèâîäèò
ê ïðîöåññó ðàñïàäà ñêàëÿðíîé δ-÷àñòèöû è ðîæäåíèÿ
π+-π− ïàðû:

δ → δ2 · δ2 = π+
1 • π−2 → π+

1 + π−2 .

Ïðîöåññ ðàñïàäà ñêàëÿðíîé δ-÷àñòèöû è ðîæäåíèÿ
π+-π− ïàðû èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé
äèàãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:

-δ ��������- π−2��������π+
1 ?

6. Èñõîäèì èç ñîîòíîøåíèÿ

I12 • I22 = δ22 · I12 . (129)
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Îòñþäà ñ ó÷åòîì ñîîòâåòñòâèÿ (97) è (101) èìååì
ñîîòâåòñòâèå

π+
1 • πu2 = δ2 · π+

3 ∼ I12 • I22 = δ22 · I12 .

Îòñþäà ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ πu-ìåçîíà π+-ìåçîíîì
çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

π+
1 + πu2 → π+

1 • πu2 = δ2 · π+
3 → π+

3 .

Ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ πu-ìåçîíà π+-ìåçîíîì èëëþ-
ñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàè-
ìîäåéñòâèé: ��������-π+

1
��������- π+

3��������πu2
6

Îáðàòíîå ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ (129) ïðèâîäèò ê
ïðîöåññó èñïóñêàíèÿ πu-ìåçîíà π+-ìåçîíîì:

π+
1 → δ1 · π+

1 = π+
2 • πu3 → π+

2 + πu3 .

Ïðîöåññ èñïóñêàíèÿ πu-ìåçîíà π+-ìåçîíîì èëëþ-
ñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàè-
ìîäåéñòâèé: ��������-π+

1
��������- π+

2��������πu3 ?

7. Èñõîäèì èç ñîîòíîøåíèÿ

I22 • I21 = δ22 · I21 . (130)

Îòñþäà ñ ó÷åòîì ñîîòâåòñòâèÿ (101), (95) èìååì ñî-
îòâåòñòâèå

πu1 • π−2 = δ1 · π−3 ∼ I22 • I21 = δ22 · I21 .

Îòñþäà ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ πu-ìåçîíà π−-áîçîíîì
çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

πu1 + π−2 → πu1 • π−2 = δ1 · π−3 → π−3 .

Ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ πu-ìåçîíà π−-áîçîíîì èëëþ-
ñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàè-
ìîäåéñòâèé: ��������-π−2 ��������- π−3��������πu1

6

Îáðàòíîå ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ (130) ïðèâîäèò ê
ïðîöåññó èñïóñêàíèÿ πu-ìåçîíà π−-áîçîíîì:

π−1 → δ1 · π−1 = πu2 • π−3 → πu2 + π−3 .

Ïðîöåññ èñïóñêàíèÿ πu-ìåçîíà π−-áîçîíîì èëëþ-
ñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçà-
èìîäåéñòâèé: ��������-π−1 ��������- π−3��������πu2 ?

8. Èñõîäèì èç ñîîòíîøåíèÿ

I22 • I22 = δ22 · I22 + δ22 · δ22 . (131)

Ýòî óíèâåðñàëüíîå ◦-ïðîèçâåäåíèå ñîñòîèò èç •-
ïðîèçâåäåíèÿ

I22 • I22 = δ22 · I22 (132)

è ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

I22 · I22 = δ22 · δ22 . (133)

Îñòàíîâèìñÿ íà êàæäîì èç ýòèõ ïðîèçâåäåíèé.
8.1. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì •-ïðîèçâåäåíèå (132) Ñ

ó÷åòîì ñîîòâåòñòâèÿ (101) èìååì ñîîòâåòñòâèå

πu1 • πu2 = δ2 · πu3 ∼ I22 • I22 = δ22 · I22 .

Îòñþäà ïðîöåññ èñïóñêàíèÿ πu-ìåçîíà â ðåçóëüòàòå
àííèãèëÿöèè πu-ìåçîííîé ïàðû çàïèñûâàåòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

πu1 + πu2 → πu1 • πu2 = δ2 · πu3 → πu3 .

Ïðîöåññ èñïóñêàíèÿ πu-ìåçîíà â ðåçóëüòàòå àííèãè-
ëÿöèè πu-ìåçîííîé ïàðû èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé
ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:��������-πu1 ��������- πu3��������πu2

6

Îáðàòíîå ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ (132) ïðèâîäèò ê
ïðîöåññó ðàñïàäà πu-ìåçîíà è ðîæäåíèÿ πu-ìåçîííîé
ïàðû:

πu1 → δ2 · πu1 = πu2 • πu3 → πu2 + πu3 .

Ïðîöåññ ðàñïàäà πu-ìåçîíà è ðîæäåíèÿ πu-ìåçîííîé
ïàðû èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèà-
ãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:��������-πu1 ��������- πu2��������πu3 ?

8.2. Òåïåðü ðàññìîòðèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
(133) Ñ ó÷åòîì ñîîòâåòñòâèÿ (101) èìååì ñîîòâåòñòâèå

πu1 · πu2 = δ2 · δ2 ∼ I22 · I22 = δ22 · δ22 .

Îòñþäà ïðîöåññ èñïóñêàíèÿ ñêàëÿðíîé δ-÷àñòèöû â
ðåçóëüòàòå àííèãèëÿöèè πu-ìåçîííîé ïàðû çàïèñûâà-
åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

πu1 + πu2 → πu1 • πu2 = δ2 · δ2 → δ .

Ïðîöåññ èñïóñêàíèÿ ñêàëÿðíîé δ-÷àñòèöû â ðåçóëü-
òàòå àííèãèëÿöèè πu-ìåçîííîé ïàðû èëëþñòðèðóåòñÿ
ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:��������-πu1 - δ��������πu2

6
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Îáðàòíîå ïðî÷òåíèå ïðîèçâåäåíèÿ (133) ïðèâîäèò
ê ïðîöåññó ðàñïàäà ñêàëÿðíîé δ-÷àñòèöû è ðîæäåíèÿ
πu-ìåçîííîé ïàðû:

δ → δ2 · δ2 = πu2 • πu3 → πu2 + πu3 .

Ïðîöåññ ðàñïàäà ñêàëÿðíîé δ-÷àñòèöû è ðîæäåíèÿ
πu-ìåçîííîé ïàðû èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðî-
ñòåéøåé äèàãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:

-δ ��������- πu2��������πu3 ?

5. Ïðîñòåéøèå äèàãðàììû ýëåìåíòàðíûõ
ñèëüíûõ âçàèìîäåéñòâèé

Âçàèìîäåéñòâèÿ, ðàññìîòðåííûå â ïðåäûäóùåì Ðàç-
äåëå, ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè. Îíè èëëþñòðèðóþòñÿ
ïðîñòåéøèìè äèàãðàììàìè, êîòîðûå ïðèâåäåì äàëåå.
1. Ñèíòåç π−-ìåçîíà.

ũ+ d→ ũ • d = π− → π− .

ũ
d

}
π−

2. Ðàñïàä π−-ìåçîíà.

π− → π− = ũ • d→ ũ+ d .

ũ
d

{
π−

3. Ñèíòåç π+-ìåçîíà.

d̃+ u→ d̃ • u = π+ → π+ .

d̃
u

}
π+

4. Ðàñïàä π+-ìåçîíà.

π+ → π+ = d̃ • u→ d̃+ u .

d̃
u

{
π+

5. Ñèíòåç πu-ìåçîíà.

ũ+ u→ ũ · u = πu → πu .

ũ
u

}
πu

6. Ðàñïàä πu-ìåçîíà.

πu → πu = ũ · u→ ũ+ u .

ũ
u

{
πu

7. u-ñèíòåç ñêàëÿðíîé δ-÷àñòèöû.

ũ+ u→ ũ · u = δ → δ .

ũ
u

�� δ

8. u-ðàñïàä ñêàëÿðíîé δ-÷àñòèöû.

δ → δ = ũ · u→ ũ+ u .

ũ
u

��δ

9. Ñèíòåç πd-ìåçîíà.

d̃+ d→ d̃⊗ d = πd → πd .

d̃
d

}
πd

10. Ðàñïàä πd-ìåçîíà.

πd → πd = d̃ · d→ d̃+ d .

d̃
d

{
πd

11. d-ñèíòåç ñêàëÿðíîé δ-÷àñòèöû.

d̃+ d→ d̃ · d = δ → δ .

d̃
d

�� δ

12. d-ðàñïàä ñêàëÿðíîé δ-÷àñòèöû.

δ → δ = d̃ · d→ d̃+ d .

d̃
d

��δ

13. Ñèíòåç d-êâàðêà.

u+ π− → u • π− = δ · d→ δ + d ,

èëè ïîäðîáíåå

u+ π−→ u • π−= u • (ũ • d)→ (u · ũ) • d = δ · d→ δ + d.
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u }
δũ

d

{
π−

14. Ðàñïàä d-êâàðêà.

δ + d→ δ • d = u • π− → u+ π− .

èëè ïîäðîáíåå

δ + d→ δ · d = (u · ũ) • d→ u • (ũ • d)= u • π−→ u+ π−.

u{
δ ũ
d

}
π−

15. Ñèíòåç u-êâàðêà.

d+ π+ → d • π+ = δ · u→ δ + u ,

èëè ïîäðîáíåå

d+ π+→ d • π+= d • (d̃ • u)→ (d · d̃) • u = δ · u→ δ + u.

d }
δd̃

u

{
π+

16. Ðàñïàä u-êâàðêà.

δ + u→ δ · u = d • π+ → d+ π+ .

èëè ïîäðîáíåå

δ + u→ δ · u = (d · d̃) • u→ d • (d̃ • u)= d • π+→ d+ π+.

d{
δ d̃
u

}
π+

6. Äèàãðàììû ñîñòàâíûõ ñèëüíûõ
âçàèìîäåéñòâèé

Ïðèâåäåííûå âûøå âçàèìîäåéñòâèÿ ÿâëÿþòñÿ ýëå-
ìåíòàðíûìè, òî åñòü òàêèìè, êîòîðûå íå ñâîäÿòñÿ ê
äðóãèì âçàèìîäåéñòâèÿì. Íàïðîòèâ ñëåäóåò ñ÷èòàòü,
÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ ñëàãàåìûìè áîëåå ñëîæíûõ âçàèìî-
äåéñòâèé. Ïðèâåäåì ïðèìåðû òàêèõ âçàèìîäåéñòâèé.
1. Íàïîìíèì, ÷òî ïðîòîí p è íåéòðîí n ñîñòîÿò èç

òðåõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ êâàðêîâ

p = d • u • u , n = d • u • d

è ïðèâåäåì ïðîöåññ ðàñïàäà ïðîòîíà

δ + p→ n+ π+ .

Ýòîò ðàñïàä âêëþ÷àåò â ñåáÿ d-ðàñïàä ñêàëÿðíîé
δ-÷àñòèöû (ïðèâåäåí â ïðåäûäóùåì Ðàçäåëå, ïîçèöèÿ

12) è ñèíòåç π+ (ïðèâåäåí â ïðåäûäóùåì Ðàçäåëå, ïî-
çèöèÿ 3):

δ + p→ d • u • (δ) • u→ d • u • (d · d̃) • u→
→ (d • u • d) · (d̃ • u) → n+ π+ .

Óêàçàííûé ðàñïàä èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé äèà-
ãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:

d
u

d
d̃

δ��
u

{ }
}
n

π+

p+ δ

Èç ïðåäñòàâëåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñëåäóåò, ÷òî
ïîïûòêà, çàòðàòèâ ýíåðãèþ (ñêàëÿðíóþ δ-÷àñòèöó),
âûáèòü êâàðê èç áàðèîíà çàêàí÷èâàåòñÿ òåì, ÷òî ýòîò
êâàðê âûáèâàåòñÿ âìåñòå ñ àíòèêâàðêîì äðóãîãî àðî-
ìàòà (òî åñòü, âûáèâàåòñÿ ìåçîí), à íà ìåñòî êâàðêà,
íà êîòîðûé ñîâåðøåíî ïîêóøåíèå, âñòàåò êâàðê äðó-
ãîãî àðîìàòà. Â ðåçóëüòàòå áàðèîí íå ðàçðóøàåòñÿ, à
ìåíÿåò ñâîé àðîìàò (â ðàññìîòðåííîì ñëó÷àå ïðîòîí
ïðåâðàùàåòñÿ â íåéòðîí).
Îáðàòíîå ïðî÷òåíèå óêàçàííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèíòåç ïðîòîíà

n+ π+ → (d • u • d) · (d̃ • u) → d • u • (d · d̃) • u→
→ d • u • (δ) • u→ δ + p .

2. Íàïîìíèì, ÷òî K0-ìåçîí èìååò ñëåäóþùèé ñî-
ñòàâ:

K0 = d • s̃ ,

à Λ0-áàðèîí èìååò ñëåäóþùèé ñîñòàâ:

Λ0 = s • u • d ,

è ïðèâåäåì ïðîöåññ âçàèìîäåéñòâèÿ

π− + p→ K0 + Λ0 ,

êîòîðûé âêëþ÷àåò â ñåáÿ u-ñèíòåç ñêàëÿðíîé δ-÷àñòèöû
è s-ðàñïàä ñêàëÿðíîé δ-÷àñòèöû:

π− + p→ d • ũ+ u • u • d→ d • (ũ · u) • u • d→
→ d • (δ) • u • d→ d • (s̃ · s) • u • d→
→ (d • s̃) · (s • u • d) → K0 + Λ0 .

Óêàçàííûé ïðîöåññ èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé
äèàãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:

d
u

s
s̃

δ��
d

}
}
Λ0

K0

��ũ
u

{
{

p

π−

3. Îñòàòî÷íîå ñèëüíîå âçàèìîäåéñòâèå íóêëîíîâ â
ÿäðå àòîìà. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì íóêëîí-
íóþ ïàðó, ñîäåðæàùóþ ïðîòîí è íåéòðîí.

íóêëîííàÿ ïàðà = p • n = (d • u • u) • (d • u • d)
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Îñòàòî÷íîå ñèëüíîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ïðîòî-
íîì è íåéòðîíîì ñîïðîâîæäàåòñÿ îáìåíîì π-ìåçîíîì.
Íàïðèìåð,

p • n = (d • u • u) • (d • (δ) • u • d) →
p • n = (d • u • u) • (d • (ũ • u) • u • d) →
→ (d • u • u) • (d • ũ) • (u • u • d) → p • π− • p→
→ (d • u • (u • ũ) • d • (u • u • d) →
(d • u • (δ) • d • (u • u • d) → n • p

Ýòîò ïðîöåññ èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé äèàãðàì-
ìîé âçàèìîäåéñòâèé:

- -p n

6π−
n p

{
íóêëîííàÿ

ïàðà
- -

}
íóêëîííàÿ

ïàðà

Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå îñòàòî÷-
íîå ñèëüíîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ïðîòîíîì è íåé-
òðîíîì â ÿäðå àòîìà ñîïðîâîæäàåòñÿ ðàñïàäîì íåé-
òðîíà íà π−-ìåçîí è ïðîòîí è ñèíòåçîì íåéòðîíà èç
ïðîòîíà è π−-ìåçîíà. Ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå äðóãîé
ïðèìåð îñòàòî÷íîãî ñèëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, ìåæäó
ïðîòîíîì è íåéòðîíîì â ÿäðå àòîìà, êîòîðûé ñîïðî-
âîæäàåòñÿ ðàñïàäîì ïðîòîíà íà π+-ìåçîí è íåéòðîí
è ñèíòåçîì ïðîòîíà èç íåéòðîíà è π+-ìåçîíà.
Êðîìå òîãî, çàìåòèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå îáìåíà íóê-

ëîíàìè π-ìåçîíîì àðîìàò íóêëîíîâ ìåíÿåòñÿ.

XI. ÖÂÅÒÎÂÎÅ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÅ
ÌÅÆÄÓ ÊÂÀÐÊÀÌÈ

Ñîãëàñíî îáùåé êîíöåïöèè, ðàçâèâàåìîé â ýòîé
Ãëàâå, ýëåìåíòàðíàÿ ÷àñòèöà îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì
äåéñòâèÿ, à âçàèìîäåéñòâèÿì ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö
ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ äåé-
ñòâèÿ. Ýòà êîíöåïöèÿ óïðîùàåòñÿ, åñëè îò âåêòîðîâ
ïðîñòðàíñòâà äåéñòâèÿ ïåðåéòè ê áàçèñíûì âåêòî-
ðàì ïðîñòðàíñòâà äåéñòâèÿ è ïîñòàâèòü â ñîîòâåò-
ñòâèå ýëåìåíòàðíûì ÷àñòèöàì áàçèñíûå âåêòîðû, à
âçàèìîäåéñòâèÿì ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö ïîñòàâèòü â
ñîîòâåòñòâèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ 19.
Êðîìå òîãî, îòìåòèì, ÷òî â ýòîì Ðàçäåëå äëÿ îáî-

çíà÷åíèÿ öâåòîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ êâàðêîâ èñïîëü-
çîâàí òîò æå ñèìâîë, êîòîðûé áûë èñïîëüçîâàí äëÿ
îáîçíà÷åíèÿ îñòàòî÷íîãî ñèëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó êâàðêàìè � •-óìíîæåíèå.

1. Öâåòíûå êâàðêè

Îáðàòèìñÿ ê áàçèñíûì âåêòîðàì eα, êîòîðûì ïî-
ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå öâåòíûå êâàðêè. Ïóñòü èíäåêñ

19 Íàïîìíèì, ÷òî ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ñâåäåíû â
òàáëèöó óìíîæåíèÿ, íàïðèìåð, â (25)�(32)

α ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 1, 2, 3. È ïóñòü çíà÷åíèå 1 ñîîò-
âåòñòâóåò ìàðêåðó ñèíåãî öâåòà, çíà÷åíèå 2 ñîîòâåò-
ñòâóåò ìàðêåðó êðàñíîãî öâåòà, çíà÷åíèå 3 ñîîòâåò-
ñòâóåò ìàðêåðó æåëòîãî öâåòà:

1 ∼ •, 2 ∼ •, 3 ∼ • .

Òîãäà áàçèñíûé âåêòîð e1 ñîîòâåòñòâóåò êâàðêó ñè-
íåãî öâåòà, áàçèñíûé âåêòîð e2 ñîîòâåòñòâóåò êâàð-
êó êðàñíîãî öâåòà, áàçèñíûé âåêòîð e3 ñîîòâåòñòâóåò
êâàðêó æåëòîãî öâåòà. Êâàðê îáîçíà÷èì áóêâîé q. Òà-
êèì îáðàçîì, èìååì

e1 ∼ q• , e2 ∼ q• , e3 ∼ q• . (134)

Àíàëîãè÷íûå äåéñòâèÿ âûïîëíèì äëÿ ñîïðÿæåí-
íîãî áàçèñíîãî âåêòîðà Eα. Ñîïðÿæåííûì áàçèñíûì
âåêòîðàì ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå öâåòíûå àíòèêâàð-
êè. Àíòèêâàðê îáîçíà÷èì ñëåäóþùèì îáðàçîì q̃. Â
ðåçóëüòàòå èìååì ñîîòâåòñòâèå

E1 ∼ q̃• , E2 ∼ q̃• , E3 ∼ q̃• . (135)

Çàìåòèì, ÷òî öâåòîâîé ìàðêåð, ðàñïîëîæåííûé
âíèçó îçíà÷àåò öâåò, à öâåòîâîé ìàðêåð, ðàñïîëî-
æåííûé ââåðõó îçíà÷àåò àíòèöâåò. Öâåò êâàðêà ìå-
íÿåòñÿ â àíòèêâàðêå íà àíòèöâåò.

2. Ãëþîíû

Ê ïðîìåæóòî÷íûì ÷àñòèöàì öâåòîâîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ êâàðêîâ � ãëþîíàì � ïðèäåì, ðàññìàòðèâàÿ ïðî-
èçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (28):

EI ◦ eK = IIK + δIK .

Íàïîìíèì, ÷òî áàçèñíûé âåêòîð IIK ñîîòâåòñòâóåò
ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöå, à ñèìâîë Êðîíåêåðà δIK ñî-
îòâåòñòâóåò ñêàëÿðíîé δ-÷àñòèöå.
Â íàøåì ñëó÷àå óêàçàííîå ïðîèçâåäåíèå ïðåäñòàåò

â ñëåäóþùèõ äâóõ âèäàõ.
à)

Eα • eβ = Iαβ . (136)

Çäåñü çíà÷åíèÿ èíäåêñà α îòëè÷íû îò çíà÷åíèé èí-
äåêñà β. Ó÷èòûâàÿ ñîîòâåòñòâèÿ (134) è (135) è îáî-
çíà÷àÿ ãëþîí áóêâîé g, èìååì ñëåäóþùèå ñîîòâåò-
ñòâèÿ ïðîèçâåäåíèé áàçèñíûõ âåêòîðîâ (136) è öâå-
òîâûõ âçàèìîäåéñòâèé êâàðêîâ:

E2 • e1 = I21 ∼ q̃• • q• = g•• ,

E3 • e2 = I32 ∼ q̃• • q• = g•• ,

E1 • e3 = I13 ∼ q̃• • q• = g•• ,

E1 • e2 = I12 ∼ q̃• • q• = g•• ,

E2 • e3 = I23 ∼ q̃• • q• = g•• ,

E3 • e1 = I31 ∼ q̃• • q• = g•• .
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Îòìåòèì, ÷òî ãëþîíû g••, g
•
• è g

•
• ÿâëÿþòñÿ àíòè÷à-

ñòèöàìè ïî îòíîøåíèþ ê ãëþîíàì g••, g
•
• è g

•
• ñîîòâåò-

ñòâåííî è íàîáîðîò. Öâåò è àíòèöâåò ãëþîíà ìåíÿþòñÿ
â àíòèãëþîíå íà àíòèöâåò è öâåò ñîîòâåòñòâåííî.
Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì îáîçíà÷àòü ãëþîíû g••,

g•• è g
•
• êàê ÷àñòèöû, à ãëþîíû g••, g

•
• è g

•
• êàê àíòè-

÷àñòèöû, äëÿ êîòîðûõ áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå
îáîçíà÷åíèÿ:

g•• ≡ g̃•• , g•• ≡ g̃•• , g•• ≡ g̃•• .

á)

Eα ◦ eα1
= Iαα1

+ δαα1
. (137)

Çäåñü çíà÷åíèÿ èíäåêñà α ñîâïàäàþò ñî çíà÷åíèÿìè
èíäåêñà α1. Ýòî óíèâåðñàëüíîå ◦-ïðîèçâåäåíèå ñîñòî-
èò èç •-ïðîèçâåäåíèÿ

Eα • eα1
= Iαα1

(138)

è ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

Eα · eα1
= δαα1

. (139)

Îñòàíîâèìñÿ íà êàæäîì èç ýòèõ ïðîèçâåäåíèé.
1. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì •-ïðîèçâåäåíèå (138).
Ó÷èòûâàÿ ñîîòâåòñòâèÿ (134) è (135), èìååì ñëåäó-

þùèå ñîîòâåòñòâèÿ ïðîèçâåäåíèé áàçèñíûõ âåêòîðîâ
(138) è öâåòîâûõ âçàèìîäåéñòâèé êâàðêîâ:

E1 • e1 = I11 ∼ q̃• • q• = g•• ,

E2 • e2 = I22 ∼ q̃• • q• = g•• ,

E3 • e3 = I33 ∼ q̃• • q• = g•• . (140)

Òàêèì îáðàçîì, ê øåñòè ðàíåå ïðèâåäåííûì ãëþî-
íàì íåîáõîäèìî äîáàâèòü åùå òðè � g••, g

•
• è g

•
•. Ýòè

ãëþîíû ÿâëÿþòñÿ èñòèííî íåéòðàëüíûìè � èõ àíòè-
÷àñòèöû ñîâïàäàþò ñ íèìè ñàìèìè.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû áàçèñíûå âåêòîðû Iαβ êîððåëèðî-

âàëè ñ ãåíåðàòîðàìè êëàññè÷åñêîé ãðóïïû öâåòîâîé
ñèììåòðèè SU(3), íåîáõîäèìî ïîëîæèòü, ÷òî áàçèñ-
íûå âåêòîðû I11, I

2
2 è I33 íå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçà-

âèñèìûìè, à ïîä÷èíÿþòñÿ ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ 20

I11 + I22 + I33 = 0 .

Ïðèâåäåííîå âûøå ñîîòâåòñòâèå (140) ïîçâîëÿåò îò-
ñþäà çàïèñàòü ñîîòíîøåíèå

g•• + g•• + g•• = 0 ,

ñìûñë êîòîðîãî îñòàåòñÿ íåÿñíûì.
2. Òåïåðü ðàññìîòðèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (139)
Ó÷èòûâàÿ ñîîòâåòñòâèÿ (134) è (135), èìååì ñëåäó-

þùèå ñîîòâåòñòâèÿ ïðîèçâåäåíèé áàçèñíûõ âåêòîðîâ
(139) è öâåòîâûõ âçàèìîäåéñòâèé êâàðêîâ:

E1 · e1 = δ11 ∼ q̃• · q• = δ1 ,

E2 · e2 = δ22 ∼ q̃• · q• = δ2 ,

E3 · e3 = δ33 ∼ q̃• · q• = δ3 . (141)

20 Òî åñòü, ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ÿâëÿþòñÿ äâà âåêòîðà èç
òðåõ.

2.1. Ïðèìåð äèàãðàììû ñèíòåçà ãëþîíà

Ïðèâåäåì äèàãðàììó ñèíòåçà ãëþîíà äëÿ ñëó÷àÿ

q̃• • q• → g•• .

q̃•

q•

������������g••

3. Öâåòîâîå âçàèìîäåéñòâèå êâàðêîâ è ãëþîíîâ

Ê öâåòîâîìó âçàèìîäåéñòâèþ êâàðêîâ è ãëþîíîâ
ïðèäåì, ðàññìàòðèâàÿ ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ (25):

eI ◦ IKL = δKI · eL .

Â íàøåì ñëó÷àå îíî ïðåäñòàåò â ñëåäóþùåì âèäå:

eα • Iγβ = δγα · eβ . (142)

Îòñþäà äëÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ñèíèõ êâàðêîâ èìååì

q• • g•• = δ1 · q• ∼ e1 • I11 = δ11 · e1 ,
q• • g̃•• = δ1 · q• ∼ e1 • I12 = δ11 · e2 ,
q• • g•• = δ1 · q• ∼ e1 • I13 = δ11 · e3 .

Äëÿ âçàèìîäåéñòâèÿ êðàñíûõ êâàðêîâ èìååì

q• • g•• = δ2 · q• ∼ e2 • I21 = δ22 · e1 ,
q• • g•• = δ2 · q• ∼ e2 • I22 = δ22 · e2 ,
q• • g̃•• = δ2 · q• ∼ e2 • I23 = δ22 · e3 .

Äëÿ âçàèìîäåéñòâèÿ æåëòûõ êâàðêîâ èìååì

q• • g̃•• = δ3 · q• ∼ e3 • I31 = δ33 · e1 ,
q• • g•• = δ3 · q• ∼ e3 • I32 = δ33 · e2 ,
q• • g•• = δ3 · q• ∼ e3 • I33 = δ33 · e3 .

Çàìåòèì, ÷òî çàïèñàííûå çäåñü âçàèìîäåéñòâèÿ
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñâîåãî ðîäà ñèíòåçû öâåòíûõ
êâàðêîâ. Ïðî÷òåíèå ýòèõ âçàèìîäåéñòâèé ñïðàâà íà-
ëåâî äàåò ñâîåãî ðîäà ðàñïàäû öâåòíûõ êâàðêîâ.

3.1. Ïðèìåð äèàãðàììû öâåòîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
êâàðêà è ãëþîíà

Ïðèâåäåì äèàãðàììó öâåòîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
êâàðêà è ãëþîíà äëÿ ñëó÷àÿ ðàñïàäà êâàðêà

δ2 · q• → q• • g•• .

q• q•��������g•• ?

- -
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Çàìåòèì, ÷òî èñïóñêàíèå êâàðêîì ãëþîíà ìåíÿåò
öâåò êâàðêà. Òàêæå êàê èñïóñêàíèå êâàðêîì ìåçîíà
ìåíÿåò àðîìàò êâàðêà, à èñïóñêàíèå êâàðêîì ïðîìå-
æóòî÷íîãî áîçîíà ìåíÿåò óðîâåíü êâàðêà (âåðõíèé
êâàðê íà íèæíèé èëè íàîáîðîò).

4. Öâåòîâîå âçàèìîäåéñòâèå àíòèêâàðêîâ è
ãëþîíîâ

Ê öâåòîâîìó âçàèìîäåéñòâèþ àíòèêâàðêîâ è ãëþ-
îíîâ ïðèäåì, ðàññìàòðèâàÿ ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ
âåêòîðîâ (31):

IKL ◦EI = EK · δIL .

Â íàøåì ñëó÷àå îíî ïðåäñòàåò â ñëåäóþùåì âèäå:

Iαβ •Eγ = Eα · δγβ . (143)

Îòñþäà äëÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ñèíèõ àíòèêâàðêîâ
èìååì

g•• • q̃• = q̃• · δ1 ∼ I11 ◦E1 = E1 · δ11 ,
g•• • q̃• = q̃• · δ1 ∼ I21 ◦E1 = E2 · δ11 ,
g̃•• • q̃• = q̃• · δ1 ∼ I31 ◦E1 = E3 · δ11 .

Äëÿ âçàèìîäåéñòâèÿ êðàñíûõ àíòèêâàðêîâ èìååì

g̃•• • q̃• = q̃• · δ2 ∼ I12 ◦E2 = E1 · δ22 ,
g•• • q̃• = q̃• · δ2 ∼ I22 ◦E2 = E2 · δ22 ,
g•• • q̃• = q̃• · δ2 ∼ I32 ◦E2 = E3 · δ22 .

Äëÿ âçàèìîäåéñòâèÿ æåëòûõ àíòèêâàðêîâ èìååì

g•• • q̃• = q̃• · δ3 ∼ I13 ◦E3 = E1 · δ33 ,
g̃•• • q̃• = q̃• · δ3 ∼ I23 ◦E3 = E2 · δ33 ,
g•• • q̃• = q̃• · δ3 ∼ I33 ◦E3 = E3 · δ33 .

Çàìåòèì, ÷òî çàïèñàííûå çäåñü âçàèìîäåéñòâèÿ
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñâîåãî ðîäà ñèíòåçû öâåòíûõ àí-
òèêâàðêîâ. Ïðî÷òåíèå ýòèõ âçàèìîäåéñòâèé ñïðàâà
íàëåâî äàåò ñâîåãî ðîäà ðàñïàäû öâåòíûõ àíòèêâàð-
êîâ.

4.1. Ïðèìåð äèàãðàììû öâåòîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
àíòèêâàðêà è ãëþîíà

Ïðèâåäåì äèàãðàììó öâåòîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ àí-
òèêâàðêà è ãëþîíà äëÿ ñëó÷àÿ ñèíòåçà àíòèêâàðêà:

g•• • q̃• → q̃• · δ1 .

q̃• q̃•��������g••
6

- -

5. Ìåçîíû

Ìåçîí ñîñòîèò èç êâàðêà è àíòèêâàðêà â îáùåì ñëó-
÷àå ðàçíûõ àðîìàòîâ, íî ñ îäèíàêîâûìè öâåòîì è àí-
òèöâåòîì. Â ðåçóëüòàòå î öâåòå ìåçîíà ãîâîðÿò, ÷òî îí
áåëûé èëè áåñöâåòíûé. Òàêèì îáðàçîì, öâåòîâîå âçàè-
ìîäåéñòâèå êâàðêà è àíòèêâàðêà ñêðûòî âíóòðè ìåçî-
íà. Îáîçíà÷èâ ìåçîí áóêâîé M è âûáðàâ äëÿ îïðåäå-
ëåííîñòè öâåò êâàðêà ñèíèì, çàïèøåì ñîñòàâ ìåçîíà

M = q• • q̃•1 .

Êâàðê è àíòèêâàðê óäåðæèâàþòñÿ äðóã îêîëî äðóãà
ñèëîé öâåòîâîãî ïðèòÿæåíèÿ áëàãîäàðÿ îáìåíó ãëþî-
íîì. Çäåñü âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.
1. Ãëþîí ïîñòàâëÿåòñÿ êâàðêîì ïðè åãî ðàñïàäå.
Ïðîöåññ âçàèìîäåéñòâèÿ â ýòîì ñëó÷àå âûãëÿäèò

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

M = q• • q̃•1 → (q• • g̃••) • q̃•1 → q• • (g̃•• • q̃•1) → q• • q̃•1 .

2. Ãëþîí ïîñòàâëÿåòñÿ àíòèêâàðêîì ïðè åãî ðàñïà-
äå.
Ïðîöåññ âçàèìîäåéñòâèÿ â ýòîì ñëó÷àå âûãëÿäèò

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

M = q• • q̃•1 → q• • (g•• • q̃•1) → (q• • g••) • q̃•1 → q• • q̃•1 .

Çàìåòèì, ÷òî â ïðîöåññå îáìåíà ãëþîíîì öâåòà
êâàðêà è àíòèêâàðêà ìåçîíà ïåðåñòàþò áûòü îäèíà-
êîâûìè. Îäíàêî öâåòà òðåõ ÷àñòèö � êâàðêà, ãëþîíà è
àíòèêâàðêà, èç êîòîðûõ â ýòîò ìîìåíò ñîñòîèò ìåçîí,
êîìïåíñèðóþò äðóã äðóãà è ìåçîí îñòàåòñÿ áåëûì èëè
áåñöâåòíûì. Êðîìå òîãî, çàìåòèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå
îáìåíà ãëþîíîì öâåò êâàðêà è àíòèêâàðêà â ìåçîíå
ìîæåò ìåíÿòüñÿ è ïðèíèìàòü ëþáîå èç òðåõ çíà÷åíèé.

5.1. Ïðèìåð äèàãðàììû öâåòîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
êâàðêà è àíòèêâàðêà â ìåçîíå

Ïðèâåäåì äèàãðàììó öâåòîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
êâàðêà è àíòèêâàðêà â ìåçîíå äëÿ ñëó÷àÿ π+-ìåçîíà.
Ïðîöåññ îáìåíà ãëþîíîì â π+-ìåçîíå çàïèñûâàåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

π+ = u• • d̃•1 → (u• • g••) • d̃
• → u• • (g•• • d̃

•) → u• • d̃• .

u• u•��������g••d̃• d̃•

{
π+

?

- -

- -

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìûé çäåñü ïðîöåññ îá-
ìåíà ãëþîíîì âêëþ÷àåò â ñåáÿ ðàñïàä u•-êâàðêà è
ñèíòåç d̃•-àíòèêâàðêà.

6. Áàðèîíû

Áàðèîí ñîñòîèò èç òðåõ êâàðêîâ ðàçíûõ öâåòîâ è â
îáùåì ñëó÷àå ðàçíûõ àðîìàòîâ. Â ðåçóëüòàòå î öâåòå



XI. Öâåòîâîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó êâàðêàìè 337

áàðèîíà ãîâîðÿò, ÷òî îí áåëûé èëè áåñöâåòíûé. Òà-
êèì îáðàçîì, öâåòîâîå âçàèìîäåéñòâèå êâàðêîâ ñêðû-
òî âíóòðè áàðèîíà. Îáîçíà÷èâ áàðèîí áóêâîé B, çà-
ïèøåì ñîñòàâ áàðèîíà

B = q1• • q2• • q3• • .

Çäåñü öèôðû ïîä÷åðêèâàþò, ÷òî àðîìàò êâàðêîâ
â áàðèîíå â îáùåì ñëó÷àå ðàçëè÷åí, à ïîñëåäíèé
•-ñèìâîë âçàèìîäåéñòâèÿ îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäíèé
êâàðê q3• âçàèìîäåéñòâóåò ñ ïåðâûì q1• êâàðêîì.
Êâàðêè â áàðèîíå óäåðæèâàþòñÿ äðóã îêîëî äðóãà

ñèëîé öâåòîâîãî ïðèòÿæåíèÿ áëàãîäàðÿ îáìåíó ãëþî-
íàìè. Ïðîöåññ âçàèìîäåéñòâèÿ êâàðêîâ â áàðèîíå, íà-
ïðèìåð, âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

B = q1• • q2• • q3•• → q1• • q2• • (g̃•• • q3•)• →
→ q1• • (q2• • g̃••) • q3• → q1• • q2• • q3•• →
→ (q1• • g̃••) • q2• • q3•• → q1• • (g̃•• • q2•) • q3•• →
→ q1• • q2• • q3• • .

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìûé çäåñü ïðîöåññ
îáìåíà êâàðêîâ áàðèîíà ãëþîíàìè âêëþ÷àåò â ñåáÿ
ðàñïàä q3•-êâàðêà, ñèíòåç q

2
•-êâàðêà, ðàñïàä q

1
•-êâàðêà,

ñèíòåç q2•-êâàðêà.
Â ïðîöåññå îáìåíà ãëþîíàìè öâåòà êâàðêîâ ïåðåñòà-

þò áûòü ðàçíûìè. Îäíàêî ñóììàðíûé öâåò ÷åòûðåõ
÷àñòèö � òðåõ êâàðêîâ è ãëþîíà, èç êîòîðûõ â ýòîò ìî-
ìåíò ñîñòîèò áàðèîí, îñòàåòñÿ áåëûì è áàðèîí îñòàåò-
ñÿ áåëûì èëè áåñöâåòíûì. Êðîìå òîãî, çàìåòèì, ÷òî
â ðåçóëüòàòå îáìåíà ãëþîíàìè öâåòà êâàðêà êàæäîãî
àðîìàòà ìîãóò ìåíÿòüñÿ è ïðèíèìàòü ëþáîå èç òðåõ
çíà÷åíèé.
Â ðàññìîòðåííîì ñëó÷àå îáìåíà îáìåííûé ãëþîí

êîëåáëåòñÿ âäîëü êâàðêîâîãî ïóòè ìåæäó òðåòüèì
êâàðêîì è ïåðâûì. Ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå áîëåå
êàñèâûé ñëó÷àé îáìåíà, êîãäà îáìåííûé ãëþîí äâè-
æåòñÿ ïî çàìêíóòîìó êâàðêîâîìó ïóòè ïî èëè ïðîòèâ
÷àñîâîé ñòðåëêè, à âìåñòå ñ íèì îòíîñèòåëüíî êâàðêîâ
äâèæåòñÿ öâåòîâîé ðÿä.

6.1. Ïðèìåð äèàãðàììû öâåòîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
êâàðêîâ â áàðèîíå

Ïðèâåäåì äèàãðàììó öâåòîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
êâàðêîâ äëÿ ïðîòîíà p. Ïðîöåññ îáìåíà ãëþîíàìè
â ïðîòîíå çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

p = d• • u• • u•• → d• • u• • (g̃•• • u•)• →
→ d• • (u• • g̃••) • u•• → d• • u• • u•• →
→(d• • g̃••) • u• • u••→d• • (g̃•• • u•) • u••→
→ d• • u• • u• • .

Äèàãðàììà, èëëþñòðèðóþùàÿ âçàèìîäåéñòâèÿ êâàð-
êîâ â ïðîòîíå:

- -d• d•��������?g̃••u• u•u•- - -��������
6

g̃••
- -u• u•

{
p

}
p

7. Ìóëüòèêâàðê

Îáúåêòó, ñîñòîÿùåìó èç âçàèìîäåéñòâóþùèõ ìåæ-
äó ñîáîé òðåõ êâàðêîâ, � áàðèîíó � äàäèì äðóãîå íà-
çâàíèå � 3-êâàðê, èìåÿ â âèäó, ÷òî ìîæíî ïðåäñòàâèòü
ñåáå îáúåêò, ñîñòîÿùèé èç âçàèìîäåéñòâóþùèõ ìåæ-
äó ñîáîé íåñêîëüêèõ (ìíîãèõ) òðîåê êâàðêîâ. Íàçîâåì
òàêîé îáúåêò � ìóëüòèêâàðê. Â ýòîé òåðìèíîëîãèè
ÿäðî àòîìà � ýòî ìóëüòèêâàðê.

7.1. Ëèíåéíûé ìóëüòèêâàðê

Íàçîâåì ìóëüòèêâàðê ëèíåéíûì, åñëè åãî êâàðêè
íàõîäÿòñÿ íà çàìêíóòîé ëèíèè. 3-êâàðê ÿâëÿåòñÿ ëè-
íåéíûì. Åãî êâàðêè ðàñïîëàãàþòñÿ íà ïåðèìåòðå ðàâ-
íîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà, â åãî óãëàõ (ðèñ.1).

�
�
A
Ay yy

Ðèñ. 1.
3-êâàðê

7.2. Ïîâåðõíîñòíûé ìóëüòèêâàðê

Íàçîâåì ìóëüòèêâàðê ïîâåðõíîñòíûì, åñëè åãî
êâàðêè íàõîäÿòñÿ íà çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè. Ìîæíî
ïðåäñòàâèòü, ÷òî 6-êâàðê ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòíûì,
ïðè÷åì åãî êâàðêè ðàñïîëàãàþòñÿ íà ïîâåðõíîñòè
òðåóãîëüíîé ïðèçìû â åå óãëàõ (ðèñ.2).

��Ay yy
��Ay yy

Ðèñ. 2.
6-êâàðê

Îòñþäà ñëåäóåò ñîñòàâ 6-êâàðêà:

q1• • q2• • q3• •
• • •
q4• • q5• • q6• • .

Â ÷àñòíîñòè ïðèâåäåííûé 6-êâàðê ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ñèíòåç äâóõ íóêëîíîâ.
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8. Öâåòîâûå âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ãëþîíàìè

Ê öâåòîâûì âçàèìîäåéñòâèÿì ìåæäó ãëþîíàìè
ïðèäåì, ðàññìàòðèâàÿ ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ âåê-
òîðîâ (29):

IKL ◦ IMN = δML · IKN + δML · δKN .

Â íàøåì ñëó÷àå îíî ïðåäñòàåò â ñëåäóþùåì âèäå:

Iαβ ◦ Iγδ = δγβ · Iαδ + δγβ · δαδ . (144)

Ýòî ïðîèçâåäåíèå âêëþ÷àåò â ñåáÿ •-ïðîèçâåäåíèå

Iαβ • Iγδ = δγβ · Iαδ (145)

è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ

Iαβ · Iγδ = δγβ · δαδ . (146)

Îòñþäà äëÿ âçàèìîäåéñòâèé ñèíå-ñèíåãî ãëþîíà g••
èìååì

g•• • g•• = δ1 · g•• ∼ I11 • I11 = δ11 · I11,
g•• · g•• = δ1 · δ1 ∼ I11 · I11 = δ11 · δ11,
g•• • g̃•• = δ1 · g̃•• ∼ I11 • I12 = δ11 · I12,
g•• • g•• = δ1 · g•• ∼ I11 • I13 = δ11 · I13.

Äëÿ âçàèìîäåéñòâèé ñèíå-êðàñíîãî ãëþîíà g•• èìå-
åì

g̃•• • g•• = δ2 · g•• ∼ I12 • I21 = δ22 · I11,
g̃•• · g•• = δ2 · δ1 ∼ I12 · I21 = δ22 · δ11,
g̃•• • g•• = δ2 · g̃•• ∼ I12 • I22 = δ22 · I12,
g̃•• • g̃•• = δ2 · g•• ∼ I12 • I23 = δ22 · I13.

Äëÿ âçàèìîäåéñòâèé ñèíå-æåëòîãî ãëþîíà g•• èìååì

g•• • g̃•• = δ3 · g•• ∼ I13 • I31 = δ33 · I11,
g•• · g̃•• = δ3 · δ1 ∼ I13 · I31 = δ33 · δ11,
g•• • g•• = δ3 · g̃•• ∼ I13 • I32 = δ33 · I12,
g•• • g•• = δ3 · g•• ∼ I13 • I33 = δ33 · I13.

Äëÿ âçàèìîäåéñòâèé êðàñíî-ñèíåãî ãëþîíà g•• èìå-
åì

g•• • g•• = δ1 · g•• ∼ I21 • I11 = δ11 · I21,
g•• • g̃•• = δ1 · g•• ∼ I21 • I12 = δ11 · I22,
g•• · g̃•• = δ1 · δ2 ∼ I21 · I12 = δ11 · δ22,
g•• • g•• = δ1 · g̃•• ∼ I21 • I13 = δ11 · I23.

Äëÿ âçàèìîäåéñòâèé êðàñíî-êðàñíîãî ãëþîíà g••
èìååì

g•• • g•• = δ2 · g•• ∼ I22 • I21 = δ22 · I21,
g•• • g•• = δ2 · g•• ∼ I22 • I22 = δ22 · I22,
g•• · g•• = δ2 · δ2 ∼ I22 · I22 = δ22 · δ22,
g•• • g̃•• = δ2 · g̃•• ∼ I22 • I23 = δ22 · I23.

Äëÿ âçàèìîäåéñòâèé êðàñíî-æåëòîãî ãëþîíà g••
èìååì

g̃•• • g̃•• = δ3 · g•• ∼ I23 • I31 = δ33 · I21,
g̃•• • g•• = δ3 · g•• ∼ I23 • I32 = δ33 · I22,
g̃•• · g•• = δ3 · g•• ∼ I23 · I32 = δ33 · δ22,
g̃•• • g•• = δ3 · g̃•• ∼ I23 • I33 = δ33 · I23.

Äëÿ âçàèìîäåéñòâèé æåëòî-ñèíåãî ãëþîíà g•• èìååì

g̃•• • g•• = δ1 · g̃•• ∼ I31 • I11 = δ11 · I31,
g̃•• • g̃•• = δ1 · g•• ∼ I31 • I12 = δ11 · I32,
g̃•• • g•• = δ1 · g•• ∼ I31 • I13 = δ11 · I33,
g̃•• · g•• = δ1 · δ3 ∼ I31 · I13 = δ11 · δ33.

Äëÿ âçàèìîäåéñòâèé æåëòî-êðàñíîãî ãëþîíà g••
èìååì

g•• • g•• = δ2 · g̃•• ∼ I32 • I21 = δ22 · I31,
g•• • g•• = δ2 · g•• ∼ I32 • I22 = δ22 · I32,
g•• • g̃•• = δ2 · g•• ∼ I32 • I23 = δ22 · I33,
g•• · g̃•• = δ2 · δ3 ∼ I32 · I23 = δ22 · δ33.

Äëÿ âçàèìîäåéñòâèé æåëòî-æåëòîãî ãëþîíà g•• èìå-
åì

g•• • g̃•• = δ3 · g̃•• ∼ I33 • I31 = δ33 · I31,
g•• • g•• = δ3 · g•• ∼ I33 • I32 = δ33 · I32,
g•• • g•• = δ3 · g•• ∼ I33 • I33 = δ33 · I33,
g•• · g•• = δ3 · δ3 ∼ I33 · I33 = δ33 · δ33.

Çàìåòèì, ÷òî çàïèñàííûå çäåñü âçàèìîäåéñòâèÿ
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñâîåãî ðîäà ñèíòåçû ãëþîíîâ è
ñêàëÿðíûõ ÷àñòèö. Ïðî÷òåíèå ýòèõ âçàèìîäåéñòâèé
ñïðàâà íàëåâî äàåò ñâîåãî ðîäà ðàñïàäû ãëþîíîâ.

8.1. Ïðîñòåéøèå äèàãðàììû öâåòîâîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ãëþîíàìè

Ïðîñòåéøèå äèàãðàììû öâåòîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó ãëþîíàìè èìåþò âèä, ïîêàçàííûé íà ïðèìåðå
ðàñïàäà

δ2 · g̃•• = g•• • g•• .

����������g̃•• �����g••�����g••
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8.2. Äâîéíûå äèàãðàììû öâåòîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó ãëþîíàìè

1). Ïðèìåð äèàãðàììû ðàñïàä-ñèíòåç

����������g̃••
������������
g••

����������g••

������������g̃••
2). Ïðèìåð äèàãðàììû ñèíòåç-ðàñïàä

����������g̃••
������������
g••

����������g••

����������g••

����������g••

��

9. Ãëþáîëû

Ãëþáîëû � ýòî áåñöâåòíûå ÷àñòèöû, ñîñòîÿùèå èç
ãëþîíîâ. Èõ ìîæíî íàçâàòü ãëþîííûìè ìåçîíàìè.
Îáîçíà÷èì ãëþáîë áóêâîé Ã è ïðèâåäåì ïðèìåð ãëþ-
áîëà

Ã = g•• • g̃••

Ãëþîíû, âõîäÿùèå â ãëþáîëû, ïðèòÿãèâàþòñÿ äðóã
ê äðóãó áëàãîäàðÿ îáìåíó ãëþîíàìè. Ïðèâåäåì ïðè-
ìåð òàêîãî îáìåíà:

����������g̃••
������������
g••

����������g••

����������g••
������������
g••

����������g••

�
�������������
g̃••�

�����������
g••

}
Ã

{
Ã

XII. ÖÂÅÒÎÂÎÅ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÅ
ËÅÏÒÎÍÎÂ

Äâóõöâåòíûå ëåïòîíû � áåëûå è ÷åðíûå � áûëè ââå-
äåíû â Ðàçäåëå III Ãëàâû 3.4, à öâåòîâîå âçàèìîäåé-
ñòâèå ýëåêòðîíîâ ðàññìàòðèâàëîñü â Ãëàâå 4.6. Öâåòî-
âîå âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîíîâ îáúÿñíÿåò, â ÷àñòíî-
ñòè, ñóùåñòâîâàíèå äâóõàòîìíûõ ìîëåêóë âîäîðîäà,
àçîòà è äðóãèõ.

Çäåñü ìû òàêæå ïðèäåðæèâàåìñÿ êîíöåïöèè, ñî-
ãëàñíî êîòîðîé ýëåìåíòàðíûì ÷àñòèöàì ñòàâÿòñÿ â ñî-
îòâåòñòâèå áàçèñíûå âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà äåéñòâèÿ,
à âçàèìîäåéñòâèÿì ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö ñòàâÿòñÿ â

ñîîòâåòñòâèå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ 21.
Â ýòîì Ðàçäåëå äëÿ îáîçíà÷åíèÿ öâåòîâîãî âçàèìî-

äåéñòâèÿ ëåïòîíîâ èñïîëüçóåì ñâîé ñèìâîë óíèâåð-
ñàëüíîãî óìíîæåíèÿ � •-óìíîæåíèå.

1. Öâåòíûå ëåïòîíû

Îáðàòèìñÿ ê áàçèñíûì âåêòîðàì eα, êîòîðûì ïî-
ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå öâåòíûå ëåïòîíû � áåëûå è ÷åð-
íûå. Ïóñòü èíäåêñ α ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 1, 2. È ïóñòü
çíà÷åíèå 1 ñîîòâåòñòâóåò ìàðêåðó áåëîãî öâåòà, çíà-
÷åíèå 2 ñîîòâåòñòâóåò ìàðêåðó ÷åðíîãî öâåòà:

1 ∼ ◦, 2 ∼ • .

Òîãäà áàçèñíûé âåêòîð e1 ñîîòâåòñòâóåò ëåïòîíó áå-
ëîãî öâåòà, áàçèñíûé âåêòîð e2 ñîîòâåòñòâóåò ëåïòîíó
÷åðíîãî öâåòà. Ëåïòîí îáîçíà÷èì áóêâîé l. Òàêèì îá-
ðàçîì, èìååì

e1 ∼ l◦ , e2 ∼ l• . (147)

Àíàëîãè÷íûå äåéñòâèÿ âûïîëíèì äëÿ ñîïðÿæåí-
íîãî áàçèñíîãî âåêòîðà Eα. Ñîïðÿæåííûì áàçèñíûì
âåêòîðàì ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå öâåòíûå àíòèëåïòî-
íû. Àíòèëåïòîí îáîçíà÷èì ñëåäóþùèì îáðàçîì l̃. Â
ðåçóëüòàòå èìååì ñîîòâåòñòâèå

E1 ∼ l̃◦ , E2 ∼ l̃• . (148)

Çàìåòèì, ÷òî öâåòîâîé ìàðêåð, ðàñïîëîæåííûé
âíèçó îçíà÷àåò öâåò, à öâåòîâîé ìàðêåð, ðàñïîëî-
æåííûé ââåðõó îçíà÷àåò àíòèöâåò. Öâåò ëåïòîíà
ìåíÿåòñÿ â àíòèëåïòîíå íà àíòèöâåò.

2. Ïðîìåæóòî÷íûå ÷àñòèöû öâåòîâîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ ëåïòîíîâ

Ïðîìåæóòî÷íûå ÷àñòèöû öâåòîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
ëåïòîíîâ íàçîâåì êëåè (â åäèíñòâåííîì ÷èñëå � êëåé).
Ê ïðîìåæóòî÷íûì ÷àñòèöàì öâåòîâîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ëåïòîíîâ � êëåÿì � ïðèäåì, ðàññìàòðèâàÿ ïðî-
èçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (28):

EI ◦ eK = IIK + δIK .

Íàïîìíèì, ÷òî áàçèñíûé âåêòîð IIK ñîîòâåòñòâóåò
ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöå, à ñèìâîë Êðîíåêåðà δIK ñî-
îòâåòñòâóåò ñêàëÿðíîé δ-÷àñòèöå.
Â íàøåì ñëó÷àå óêàçàííîå ïðîèçâåäåíèå ïðåäñòàåò

â ñëåäóþùèõ äâóõ âèäàõ.
à)

Eα• eβ = Iαβ . (149)

21 Íàïîìíèì, ÷òî ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ñâåäåíû â
òàáëèöó óìíîæåíèÿ, íàïðèìåð, â (25)�(32)
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Çäåñü çíà÷åíèÿ èíäåêñà α îòëè÷íû îò çíà÷åíèé èí-
äåêñà β. Ó÷èòûâàÿ ñîîòâåòñòâèÿ (147) è (148) è îáî-
çíà÷àÿ êëåé áóêâîé k, èìååì ñëåäóþùèå ñîîòâåòñòâèÿ
ïðîèçâåäåíèé áàçèñíûõ âåêòîðîâ (149) è öâåòîâûõ
âçàèìîäåéñòâèé ëåïòîíîâ:

E2• e1 = I21 ∼ l̃•• l◦ = k•◦ ,

E1• e2 = I12 ∼ l̃◦• l• = k◦• .

Îòìåòèì, ÷òî êëåè k•◦ è k
◦
• ÿâëÿþòñÿ àíòè÷àñòèöà-

ìè ïî îòíîøåíèþ äðóã ê äðóãó. Öâåò è àíòèöâåò êëåÿ
ìåíÿþòñÿ â àíòèêëåå íà àíòèöâåò è öâåò ñîîòâåòñòâåí-
íî.
Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì îáîçíà÷àòü êëåé k•◦ êàê

÷àñòèöó, à êëåé k◦• êàê àíòè÷àñòèöó, äëÿ êîòîðîé áó-
äåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:

k◦• ≡ k̃◦• .

á)

Eα ◦ eα1
= Iαα1

+ δαα1
. (150)

Çäåñü çíà÷åíèÿ èíäåêñà α ñîâïàäàþò ñî çíà÷åíèÿìè
èíäåêñà α1. Ýòî ◦-ïðîèçâåäåíèå âêëþ÷àåò â ñåáÿ • -
ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ

Eα• eα1
= Iαα1

(151)

è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ

Eα · eα1 = δαα1 . (152)

Ó÷èòûâàÿ ñîîòâåòñòâèÿ (147) è (148), èìååì ñëåäó-
þùèå ñîîòâåòñòâèÿ ïðîèçâåäåíèé áàçèñíûõ âåêòîðîâ
(150) è öâåòîâûõ âçàèìîäåéñòâèé ëåïòîíîâ:

E1• e1 = I11 ∼ l̃◦• l◦ = k◦◦ ,

E1 · e1 = δ11 ∼ l̃◦ · l◦ = δ1 ,

E2• e2 = I22 ∼ l̃•• l• = k•• ,

E2 · e2 = δ22 ∼ l̃• · l• = δ2 , (153)

Òàêèì îáðàçîì, ê äâóì ðàíåå ïðèâåäåííûì êëåÿì
íåîáõîäèìî äîáàâèòü åùå äâà � k◦◦ è k

•
•. Ýòè êëåè ÿâ-

ëÿþòñÿ èñòèííî íåéòðàëüíûìè � èõ àíòè÷àñòèöû ñîâ-
ïàäàþò ñ íèìè ñàìèìè.
Íåéòðàëüíûå δ-÷àñòèöû äîëæíû áûòü ñîïîñòàâëå-

íû ñêàëÿðíûì âçàèìîäåéñòâèÿì ëåïòîíîâ

δ1 = l̃◦ · l◦ , δ2 = l̃• · l• .

2.1. Ïðèìåð äèàãðàììû ñèíòåçà êëåÿ

Ïðèâåäåì äèàãðàììó ñèíòåçà êëåÿ äëÿ ñëó÷àÿ

l̃•• l◦ → k•◦ .

l̃•

l◦

������������k•◦

3. Öâåòîâîå âçàèìîäåéñòâèå ëåïòîíîâ è êëååâ

Ê öâåòîâîìó âçàèìîäåéñòâèþ ëåïòîíîâ è êëååâ ïðè-
äåì, ðàññìàòðèâàÿ ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ
(25):

eI ◦ IKL = δKI · eL .

Â íàøåì ñëó÷àå îíî ïðåäñòàåò â ñëåäóþùåì âèäå:

eα• Iγβ = δγα · eβ . (154)

Îòñþäà äëÿ âçàèìîäåéñòâèÿ áåëûõ ëåïòîíîâ èìååì

l◦• k◦◦ = δ1 · l◦ ∼ e1 • I11 = δ11 · e1 ,
l◦• k̃◦• = δ1 · l• ∼ e1 • I12 = δ11 · e2 .

Äëÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ÷åðíûõ ëåïòîíîâ èìååì

l•• k•◦ = δ2 · l◦ ∼ e2 • I21 = δ22 · e1 ,
l•• k•• = δ2 · l• ∼ e2 • I22 = δ22 · e2 .

Çàìåòèì, ÷òî çàïèñàííûå çäåñü âçàèìîäåéñòâèÿ
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñâîåãî ðîäà ñèíòåçû öâåòíûõ ëåï-
òîíîâ. Ïðî÷òåíèå ýòèõ âçàèìîäåéñòâèé ñïðàâà íàëåâî
äàåò ñâîåãî ðîäà ðàñïàäû öâåòíûõ ëåïòîíîâ.

3.1. Ïðèìåð äèàãðàììû öâåòîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
ëåïòîíà è êëåÿ

Ïðèâåäåì äèàãðàììó öâåòîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
ëåïòîíà è êëåÿ äëÿ ñëó÷àÿ ðàñïàäà ëåïòîíà

δ1 · l• → l◦• k̃◦• .

l• l◦��������k̃◦• ?

- -

Çàìåòèì, ÷òî èñïóñêàíèå ëåïòîíîì êëåÿ ìåíÿåò
öâåò ëåïòîíà.

4. Öâåòîâîå âçàèìîäåéñòâèå àíòèëåïòîíîâ è
êëååâ

Ê öâåòîâîìó âçàèìîäåéñòâèþ àíòèëåïòîíîâ è êëååâ
ïðèäåì, ðàññìàòðèâàÿ ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ (31):

IKL ◦EI = EK · δIL .

Â íàøåì ñëó÷àå îíî ïðåäñòàåò â ñëåäóþùåì âèäå:

Iαβ•Eγ = Eα · δγβ . (155)

Îòñþäà äëÿ âçàèìîäåéñòâèÿ áåëûõ àíòèëåïòîíîâ
èìååì

k◦◦• l̃
◦ = l̃◦ · δ1 ∼ I11 ◦E1 = E1 · δ11 ,

k•◦• l̃
◦ = l̃• · δ1 ∼ I21 ◦E1 = E2 · δ11 .
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Äëÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ÷åðíûõ àíòèëåïòîíîâ èìååì

k̃◦•• l̃
• = l̃◦ · δ2 ∼ I12 ◦E2 = E1 · δ22 ,

k••• l̃
• = l̃• · δ2 ∼ I22 ◦E2 = E2 · δ22 .

Çàìåòèì, ÷òî çàïèñàííûå çäåñü âçàèìîäåéñòâèÿ
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñâîåãî ðîäà ñèíòåçû öâåòíûõ àí-
òèëåïòîíîâ. Ïðî÷òåíèå ýòèõ âçàèìîäåéñòâèé ñïðàâà
íàëåâî äàåò ñâîåãî ðîäà ðàñïàäû öâåòíûõ àíòèëåïòî-
íîâ.

4.1. Ïðèìåð äèàãðàììû öâåòîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
àíòèëåïòîíà è êëåÿ

Ïðèâåäåì äèàãðàììó öâåòîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ àí-
òèëåïòîíà è êëåÿ äëÿ ñëó÷àÿ ñèíòåçà àíòèëåïòîíà:

k̃◦•• l̃
• → l̃◦ · δ2 .

l̃• l̃◦��������k̃◦•
6

- -

5. Ëåïòîííî-àíòèëåïòîííûå öâåòîâûå
ñîåäèíåíèÿ

Ðàññìîòðèì ÷àñòèöû, êîòîðûå ñîñòîÿò èç ëåïòîíà
è àíòèëåïòîíà â îáùåì ñëó÷àå ðàçíûõ àðîìàòîâ, íî
ñ îäèíàêîâûìè öâåòîì è àíòèöâåòîì. Íàçîâåì òàêóþ
÷àñòèöó ëåïòîííûì ìåçîíîì. Â ðåçóëüòàòå î öâåòå
òàêèõ ÷àñòèö ìîæíî ñêàçàòü½ ÷òî îí áåñöâåòíûé. Òà-
êèì îáðàçîì, öâåòîâîå âçàèìîäåéñòâèå ëåïòîíà è àí-
òèëåïòîíà ñêðûòî âíóòðè ëåïòîííîãî ìåçîíà. Îáîçíà-
÷èâ ëåïòîííûé ìåçîí áóêâàìè LM è âûáðàâ äëÿ îïðå-
äåëåííîñòè öâåò ëåïòîíà áåëûì, çàïèøåì ñîñòàâ ëåï-
òîííîãî ìåçîíà

LM = l◦• l̃◦1 .

Ëåïòîí è àíòèëåïòîí óäåðæèâàþòñÿ äðóã îêîëî
äðóãà ñèëîé öâåòîâîãî ïðèòÿæåíèÿ áëàãîäàðÿ îáìåíó
êëååì. Çäåñü âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.
1. Êëåé ïîñòàâëÿåòñÿ ëåïòîíîì ïðè åãî ðàñïàäå.
Ïðîöåññ âçàèìîäåéñòâèÿ â ýòîì ñëó÷àå âûãëÿäèò

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

LM = l◦• l̃◦1 → (l•• k•◦)• l̃
◦
1 → l•• (k•◦• l̃

◦
1) → l•• l̃•1 .

Ïðèâåäåì äèàãðàììó öâåòîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
ëåïòîíà è àíòèëåïòîíà â ëåïòîííîì ìåçîíå äëÿ ýòîãî
ñëó÷àÿ

l◦ l•��������k•◦l̃◦1 l̃•1

{
LM

?

- -

- -

2. Êëåé ïîñòàâëÿåòñÿ àíòèëåïòîíîì ïðè åãî ðàñïà-
äå.

Ïðîöåññ âçàèìîäåéñòâèÿ â ýòîì ñëó÷àå âûãëÿäèò
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

LM = l◦• l̃◦1 → l◦• (k̃◦•• l̃
•
1) → (l◦• k̃◦•)• l̃

•
1 → l•• l̃•1 .

Ïðèâåäåì äèàãðàììó öâåòîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
ëåïòîíà è àíòèëåïòîíà â ëåïòîííîì ìåçîíå äëÿ ýòîãî
ñëó÷àÿ

l◦ l•��������k̃◦•l̃◦1 l̃•1

{
LM

6

- -

- -

Çàìåòèì, ÷òî â ïðîöåññå îáìåíà êëååì öâåòà ëåïòî-
íà è àíòèëåïòîíà ëåïòîííîãî ìåçîíà ïåðåñòàþò áûòü
îäèíàêîâûìè. Îäíàêî öâåòà äâóõ ÷àñòèö � ëåïòîíà,
êëåÿ è àíòèëåïòîíà, èç êîòîðûõ â ýòîò ìîìåíò ñîñòî-
èò ëåïòîííûé ìåçîí, êîìïåíñèðóþò äðóã äðóãà è ëåï-
òîííûé ìåçîí îñòàåòñÿ áåñöâåòíûì. Êðîìå òîãî, çà-
ìåòèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå îáìåíà êëååì öâåò ëåïòîíà
è àíòèëåïòîíà â ëåïòîííîì ìåçîíå ìîæåò ìåíÿòüñÿ è
ïðèíèìàòü ëþáîå èç äâóõ çíà÷åíèé.

6. Ëåïòîííûå ïàðû

Ëåïòîííàÿ ïàðà ñîñòîèò èç äâóõ ëåïòîíîâ ðàçíûõ
öâåòîâ � áåëîãî è ÷åðíîãî � è â îáùåì ñëó÷àå ðàç-
íûõ àðîìàòîâ. Â ðåçóëüòàòå î öâåòå ëåïòîííîé ïàðû
áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îí áåñöâåòíûé. Öâåòîâîå âçàè-
ìîäåéñòâèå ëåïòîíîâ ñêðûòî âíóòðè ëåïòîííîé ïàðû.
Îáîçíà÷èâ ëåïòîííóþ ïàðó áóêâàìè LP , çàïèøåì ñî-
ñòàâ ëåïòîííîé ïàðû

LP = l1◦• l2• .

Çäåñü öèôðû ïîä÷åðêèâàþò, ÷òî àðîìàò ëåïòîíîâ â
ëåïòîííîé ïàðå â îáùåì ñëó÷àå ðàçëè÷åí.

Ëåïòîíû â ëåïòîííîé ïàðå óäåðæèâàþòñÿ äðóã îêî-
ëî äðóãà ñèëîé öâåòîâîãî ïðèòÿæåíèÿ áëàãîäàðÿ îá-
ìåíó êëååì. Ïðîöåññ âçàèìîäåéñòâèÿ ëåïòîíîâ â ëåï-
òîííîé ïàðå, íàïðèìåð, âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

LP = l1◦• l2• → l1◦• (k̃
◦
•• l2◦) → (l1◦• k̃

◦
•)• l2◦ → l1•• l2◦ .

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìûé çäåñü ïðîöåññ îá-
ìåíà ëåïòîíîâ â ëåïòîííîé ïàðå êëååì âêëþ÷àåò â ñå-
áÿ ðàñïàä l2•-ëåïòîíà è ñèíòåç l

1
•-ëåïòîíà.

Â ïðîöåññå îáìåíà êëååì öâåòà ëåïòîíîâ ïåðåñòàþò
áûòü ðàçíûìè. Îäíàêî ñóììàðíûé öâåò òðåõ ÷àñòèö
� äâóõ ëåïòîíîâ è êëåÿ, èç êîòîðûõ â ýòîò ìîìåíò
ñîñòîèò ëåïòîííàÿ ïàðà, îñòàåòñÿ áåñöâåòíûì. Êðîìå
òîãî, çàìåòèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå îáìåíà êëååì öâåòà
ëåïòîíîâ êàæäîãî àðîìàòà ìîãóò ìåíÿòüñÿ è ïðèíè-
ìàòü ëþáîå èç äâóõ çíà÷åíèé.
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6.1. Ýëåêòðîííàÿ ïàðà

Ýëåêòðîííóþ ïàðó îáîçíà÷èì EP è çàïèøåì ñîñòàâ
ýëåêòðîííîé ïàðû

EP = e−◦ • e−• .

Ýëåêòðîíû â ýëåêòðîííîé ïàðå óäåðæèâàþòñÿ äðóã
îêîëî äðóãà ñèëîé öâåòîâîãî ïðèòÿæåíèÿ áëàãîäàðÿ
îáìåíó êëååì. Êîãäà ýëåêòðîíû íàõîäÿòñÿ íà îïðå-
äåëåííîì ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà, ñèëà öâåòîâîãî
ïðèòÿæåíèÿ ïðåâîñõîäèò ýëåêòðè÷åñêóþ ñèëó îòòàë-
êèâàíèÿ ìåæäó ýëåêòðîíàìè.
Äèàãðàììà öâåòîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ

â ýëåêòðîííîé ïàðå, íàïðèìåð, âûãëÿäèò ñëåäóþùèì
îáðàçîì 22:

e−◦ e−•��������k̃◦•e−• e−◦

{
LP

6

- -

- -

Ýëåêòðîííàÿ ïàðà ó÷àñòâóåò âî ìíîãèõ ôèçè÷åñêèõ
ÿâëåíèÿõ 23. Â ÷àñòíîñòè áëàãîäàðÿ âîçíèêíîâåíèþ
ýëåêòðîííîé ïàðû ñóùåñòâóåò äâóõàòîìíàÿ ìîëåêóëà
âîäîðîäà. Ïðèâåäåì äèàãðàììó âçàèìîäåéñòâèé äëÿ
ýòîé ìîëåêóëû.

- -p+ p+����������γ��������?k̃◦•- -e−• e−◦

e−◦ e−•- - -����������γ
- -p+ p+

{
H

}
H

{
H

}
H

{
H2

}
H2

Êëþ÷åâîé ÷àñòüþ ýòîé äèàãðàììû ÿâëÿåòñÿ öâåòî-
âîå âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîíîâ, áëàãîäàðÿ êîòîðîìó
àòîìû âîäîðîäà ïðèòÿãèâàþòñÿ äðóã ê äðóãó.

7. Ìóëüòèýëåêòðîí

Ïîìèìî öâåòîâîãî ñîåäèíåíèÿ äâóõ ðàçíîöâåòíûõ
ëåïòîíîâ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå ñîåäèíåíèå ÷åòíî-
ãî êîëè÷åñòâà ðàçíîöâåòíûõ ëåïòîíîâ. Íàçîâåì òà-
êîé îáúåêò � ìóëüòèëåïòîíîì. Çäåñü ìû ðàññìîòðèì
÷àñòíûé ñëó÷àé ìóëüòèëåïòîíà � ìóëüòèýëåêòðîí �
îáúåêò, êîòîðûé ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ (ìíîãèõ) ïàð
ðàçíîöâåòíûõ ýëåêòðîíîâ.

7.1. Ëèíåéíûé ìóëüòèýëåêòðîí

1). 4-ýëåêòðîí.

22 Îáìåí ýëåêòðîíàìè γ-êâàíòà, ïðèâîäÿùèé ê îòòàëêèâàíèþ
ýëåêòðîíîâ, íå ïîêàçàí.

23 Ñì. Ãëàâó 4.6.

Ïðîñòåéøèé ìóëüòèýëåêòðîí ñîñòîèò èç äâóõ ïàð
ðàçíîöâåòíûõ ýëåêòðîíîâ. Åñëè ýëåêòðîííóþ ïàðó íà-
çâàòü 2-ýëåêòðîí, òî óêàçàííûé ìóëüòèýëåêòðîí íóæ-
íî íàçâàòü 4-ýëåêòðîí. Ñîñòàâ 4-ýëåêòðîíà çàïèñûâà-
åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

4-ýëåêòðîí = e−◦ • e−• • e−◦ • e−• • .

Çäåñü ïîñëåäíèé • -ñèìâîë âçàèìîäåéñòâèÿ îçíà÷à-
åò, ÷òî ïîñëåäíèé ÷åðíûé ýëåêòðîí âçàèìîäåéñòâóåò
ñ ïåðâûì áåëûì ýëåêòðîíîì, òî åñòü âçàèìîäåéñòâó-
þùèå ýëåêòðîíû îáðàçóþò çàìêíóòóþ ëèíèþ.
Â îáùåì ñëó÷àå íàçîâåì ìóëüòèýëåêòðîí ëèíåé-

íûì, åñëè åãî ýëåêòðîíû íàõîäÿòñÿ íà çàìêíóòîé
ëèíèè.
Åñëè 2-ýëåêòðîí ñèìâîëè÷åñêè èçîáðàçèòü òàê, êàê

ïîêàçàíî íà ðèñ.1, ãäå ýëåêòðîíû (áåëûé è ÷åðíûé)
íàõîäÿòñÿ íà êîíöàõ îòðåçêà, òî 4-ýëåêòðîí ñîäåðæèò
ýëåêòðîíû íà ïåðèìåòðå êâàäðàòà â åãî âåðøèíàõ
(ðèñ.2.).

g y g yy g
Ðèñ. 1.

2-ýëåêòðîí
Ðèñ. 2.

4-ýëåêòðîí

Êîíôèãóðàöèÿ 4-ýëåêòðîíà îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ
ôàêòîðàìè ïî îòíîøåíèþ ê êàæäîìó ýëåêòðîíó: öâå-
òîâûì ïðèòÿæåíèåì ñîñåäíèõ ýëåêòðîíîâ è îòòàëêè-
âàíèåì îñòàëüíûõ ýëåêòðîíîâ îò íåãî.
Áëàãîäàðÿ âîçíèêíîâåíèþ 4-ýëåêòðîíà ñóùåñòâóþò

äâóõàòîìíàÿ ìîëåêóëà êèñëîðîäà, ìîëåêóëà âîäû 24.
2). 6-ýëåêòðîí.
Ñîñòàâ 6-ýëåêòðîíà çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-

çîì:

6-ýëåêòðîí = e−◦ • e−• • e−◦ • e−• • e−◦ • e−• • .

Çäåñü òàêæå ïîñëåäíèé • -ñèìâîë âçàèìîäåéñòâèÿ
îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäíèé ÷åðíûé ýëåêòðîí âçàèìîäåé-
ñòâóåò ñ ïåðâûì áåëûì ýëåêòðîíîì, òî åñòü âçàèìî-
äåéñòâóþùèå ýëåêòðîíû íàõîäÿòñÿ íà çàìêíóòîé ëè-
íèè. Ýòà ëèíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðèìåòð ðàâíî-
ñòîðîííåãî øåñòèóãîëüíèêà, à ýëåêòðîíû ðàñïîëàãà-
þòñÿ â âåðøèíàõ øåñòèóãîëüíèêà (ðèñ. 3.).

y g
��g yAA

��y gAA Ðèñ. 3.
6-ýëåêòðîí

Êîíôèãóðàöèÿ 6-ýëåêòðîíà îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ
ôàêòîðàìè ïî îòíîøåíèþ ê êàæäîìó ýëåêòðîíó: öâå-
òîâûì ïðèòÿæåíèåì ñîñåäíèõ ýëåêòðîíîâ è îòòàëêè-
âàíèåì îñòàëüíûõ ýëåêòðîíîâ îò íåãî.

24 Ñì. Ðàçäåë IV Ãëàâû 4.6.
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6-ýëåêòðîí íàõîäèòñÿ â öåíòðå äâóõàòîìíîé ìîëå-
êóëû àçîòà, â öåíòðå ìîëåêóëû áåíçîëà14.

7.2. Ïîâåðõíîñòíûé ìóëüòèýëåêòðîí

Íàçîâåì ìóëüòèýëåêòðîí ïîâåðõíîñòíûì, åñëè åãî
ýëåêòðîíû íàõîäÿòñÿ íà çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè. Ñî-
ñòàâ òàêîãî ìóëüòèýëåêòðîíà ìîæåò âûãëÿäåòü, íà-
ïðèìåð, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

e−◦ • e−• • e−◦ • e−• •
• • • •
e−• • e−◦ • e−• • e−◦ •

1). 8-ýëåêòðîí.
Óêàçàíûé âûøå ñîñòàâ ïîâåðõíîñòíîãî ìóëüòèýëåê-

òðîíà îòíîñèòñÿ ê 8-ýëåêòðîíó. Â ýòîì ñëó÷àå âîñåìü
ýëåêòðîíîâ íàõîäÿòñÿ íà ïîâåðõíîñòè êóáà â åãî âåð-
øèíàõ (ðèñ. 4.).

g y�y g�y g
�

g y
�

Ðèñ. 4.
8-ýëåêòðîí

Êîíôèãóðàöèÿ 8-ýëåêòðîíà îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ
ôàêòîðàìè ïî îòíîøåíèþ ê êàæäîìó ýëåêòðîíó: öâå-
òîâûì ïðèòÿæåíèåì ñîñåäíèõ ýëåêòðîíîâ è îòòàëêè-
âàíèåì îñòàëüíûõ ýëåêòðîíîâ îò íåãî.
8-ýëåêòðîí íàõîäèòñÿ â öåíòðå ìîëåêóëû è ïðèòÿãè-

âàåò ê ñåáå àòîìû â ìîëåêóëå îêèñè ñåðû, â ìîëåêóëå
ìåòàíà14.
2). Øàðîâàÿ ìîëíèÿ.
Öåíòðàëüíîé ÷àñòüþ øàðîâîé ìîëíèè ÿâëÿåòñÿ ãè-

ãàíòñêèé ìóëüòèýëåêòðîí 25. Áåëûå è ÷åðíûå ýëåêòðî-
íû â ðàâíûõ êîëè÷åñòâàõ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû
íà ñôåðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè. Êîíôèãóðàöèÿ ìóëüòè-
ýëåêòðîíà îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ ôàêòîðàìè ïî îòíîøå-
íèþ ê êàæäîìó ýëåêòðîíó: öâåòîâûì ïðèòÿæåíèåì ñî-
ñåäíèõ ýëåêòðîíîâ è îòòàëêèâàíèåì îñòàëüíûõ ýëåê-
òðîíîâ îò íåãî.

XIII. ÑÊÀËßÐÍÛÅ ÝËÅÊÒÐÎÑËÀÁÛÅ
ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈß

Ýëåêòðîñëàáûå âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ëåïòîíàìè è
ìåæäó êâàðêàìè ðàññìàòðèâàëèñü â Ðàçäåëàõ V, VI,
VII, VIII ïðè ñóùåñòâåííîì îãðàíè÷åíèè: â íèõ íå áû-
ëè âêëþ÷åíû ñêàëÿðíûå âçàèìîäåéñòâèÿ. Òàêîå îãðà-
íè÷åíèå áûëî ïðîäèêòîâàíî ñòðåìëåíèåì ñäåëàòü èç-
ëîæåíèå ýëåêòðîñëàáûõ âçàèìîäåéñòâèé íà òîì ýòàïå

25 Ñì. Ðàçäåë VII Ãëàâû 4.6.

ìåíåå ãðîìîçäêèì. Âìåñòå ñ òåì íóæíî èìåòü â âèäó,
÷òî ñêàëÿðíûå âçàèìîäåéñòâèÿ ÿâëÿþòñÿ íåîòúåìëå-
ìîé ÷àñòüþ ýëåêòðîñëàáûõ âçàèìîäåéñòâèé.
Ïðåäñòàâëåíèå îá ýëåêòðîñëàáîì âçàèìîäåéñòâèè

ìåæäó ôóíäàìåíòàëüíûìè ÷àñòèöàìè, âêëþ÷àþùåì
ñêàëÿðíîå âçàèìîäåéñòâèå, îñíîâàíî íà îáðàùåíèè ê
ñëåäóþùåìó óíèâåðñàëüíîìó ◦-ïðîèçâåäåíèþ áàçèñ-
íûõ âåêòîðîâ26:

EI ◦ eK = IIK + δIK . (156)

Íàïîìíèì, ÷òî áàçèñíûé âåêòîð eK ñîîòâåòñòâóåò
ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòèöå, áàçèñíûé âåêòîð EI ñîîò-
âåòñòâóåò ôóíäàìåíòàëüíîé àíòè÷àñòèöå, áàçèñíûé
âåêòîð IIK ñîîòâåòñòâóåò ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöå, à
ñèìâîë Êðîíåêåðà δIK ñîîòâåòñòâóåò ñêàëÿðíîé δ-
÷àñòèöå. Óíèâåðñàëüíîå ◦-ïðîèçâåäåíèå (156) ñîñòîèò
èç óíèâåðñàëüíîãî • -ïðîèçâåäåíèÿ

EI • eK = IIK (157)

è ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

EI · eK = δIK . (158)

Ïðåäñòàâëåíèå îá ýëåêòðîñëàáîì âçàèìîäåéñòâèè
ìåæäó ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòèöåé è ïðîìåæóòî÷íîé
÷àñòèöåé, âêëþ÷àþùåì ñêàëÿðíîå âçàèìîäåéñòâèå,
îñíîâàíî íà îáðàùåíèè ê ñëåäóþùåìó óíèâåðñàëüíî-
ìó ◦-ïðîèçâåäåíèþ áàçèñíûõ âåêòîðîâ27:

eI ◦ IKL = δKI · eL . (159)

Ïðåäñòàâëåíèå îá ýëåêòðîñëàáîì âçàèìîäåéñòâèè
ìåæäó ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöåé è ôóíäàìåíòàëü-
íîé àíòè÷àñòèöåé, âêëþ÷àþùåì ñêàëÿðíîå âçàèìî-
äåéñòâèå, îñíîâàíî íà îáðàùåíèè ê ñëåäóþùåìó óíè-
âåðñàëüíîìó ◦-ïðîèçâåäåíèþ áàçèñíûõ âåêòîðîâ28:

IKL ◦EI = EK · δIL . (160)

Ïðåäñòàâëåíèå îá ýëåêòðîñëàáîì âçàèìîäåéñòâèè
ìåæäó ïðîìåæóòî÷íûìè ÷àñòèöàìè, âêëþ÷àþùåì
ñêàëÿðíîå âçàèìîäåéñòâèå, îñíîâàíî íà îáðàùåíèè ê
ñëåäóþùåìó óíèâåðñàëüíîìó ◦-ïðîèçâåäåíèþ áàçèñ-
íûõ âåêòîðîâ29:

IKL ◦ IMN = δML · IKN + δML · δKN . (161)

Óíèâåðñàëüíîå ◦-ïðîèçâåäåíèå (161) ñîñòîèò èç
óíèâåðñàëüíîãî • -ïðîèçâåäåíèÿ

IKL• IMN = δML · IKN (162)

è ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

IKL · IMN = δML · δKN . (163)

26 Ñì. ôîðìóëó (28)
27 Ñì. ôîðìóëó (25)
28 Ñì. ôîðìóëó (31)
29 Ñì. ôîðìóëó (29)
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1. Ñêàëÿðíûå ýëåêòðîñëàáûå âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó ëåïòîíàìè

Â ýòîì ñëó÷àå îòïðàâíûì ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèå
(156), êîòîðîå ñâîäèòñÿ ê äâóì ñîîòíîøåíèÿì30

E1 ◦ e1 = I11 + δ11 . (164)

E2 ◦ e2 = I22 + δ22 . (165)

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ëåïòîíîâ ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ
èìååì ñëåäóþùèå ñîîòâåòñòâèÿ31:

e1 ∼ e− , e2 ∼ νe▽ , (166)

à òàêæå

E1 ∼ e+ , E2 ∼ ν̃△e . (167)

Êðîìå òîãî äëÿ ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö èìååì ñëå-
äóþùèå ñîîòâåòñòâèÿ:

I11 ∼ γ+− , I22 ∼ Z△
▽ . (168)

Êðîìå òîãî äëÿ ñêàëÿðíûõ ÷àñòèö èìååì ñëåäóþ-
ùèå ñîîòâåòñòâèÿ:

δ11 ∼ δ1 , δ22 ∼ δ2 . (169)

Íàïîìíèì, ÷òî ñêàëÿðíàÿ ÷àñòèöà èìååò åäèíñòâåí-
íóþ äèíàìè÷åñêóþ õàðàêòåðèñòèêó � ìàññó.

1.1. Áîçîí Õèããñà H

Îáðàòèìñÿ ê ◦-ïðîèçâåäåíèþ (165). Âîñïîëüçîâàâ-
øèñü ñîîòâåòñòâèÿìè (166) � (169), ïîñòàâèì â ñîîò-
âåòñòâèå ýòîìó ïðîèçâåäåíèþ ñëåäóþùåå âçàèìîäåé-
ñòâèå:

ν̃△e ◦ νe▽ = Z△
▽ + δ2

Äàëåå ó÷òåì, ÷òî îáìåí ñêàëÿðíîé ÷àñòèöåé (δ2)
ïðèâîäèò â ðåçóëüòàòå ê èçìåíåíèþ ìàññ ÷àñòèö, ìåæ-
äó êîòîðûìè îñóùåñòâëÿåòñÿ ýòîò îáìåí. Íà ýòîì îñ-
íîâàíèè îòîæäåñòâèì ñêàëÿðíóþ ÷àñòèöó δ2 ñ áîçî-
íîì Õèããñà H è ïåðåïèøåì ïðèâåäåííîå âûøå âçàè-
ìîäåéñòâèå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ν̃△e ◦ νe▽ = Z△
▽ +H .

Îòñþäà ïðîöåññ ñèíòåçà áîçîíà Õèããñà H â ðåçóëü-
òàòå àííèãèëÿöèè ν̃e-νe íåéòðèííîé ïàðû çàïèñûâàåò-
ñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ν̃△e + νe▽ → ν̃△e ◦ νe▽ = Z△
▽ +H → Z△

▽ +H .

30 ◦-ïðîèçâåäåíèÿ, íå ñîäåðæàùèå ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ, íå
ðàññìàòðèâàþòñÿ.

31 Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ èìåþò ìåñòî äëÿ ëåïòîíîâ âòîðî-
ãî è òðåòüåãî ïîêîëåíèé.

Ýòîò ïðîöåññ ñèíòåçà áîçîíà Õèããñà H â ðåçóëüòàòå
àííèãèëÿöèè ν̃e-νe íåéòðèííîé ïàðû èëëþñòðèðóåòñÿ
ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:

-ν̃△e

6νe▽

��������- Z△
▽

H
?

1.2. Áîçîí Õèããñà h

Îáðàòèìñÿ ê ◦-ïðîèçâåäåíèþ (164). Âîñïîëüçîâàâ-
øèñü ñîîòâåòñòâèÿìè (166) � (169), ïîñòàâèì â ñîîò-
âåòñòâèå ýòîìó ïðîèçâåäåíèþ ñëåäóþùåå âçàèìîäåé-
ñòâèå:

e+ ◦ e− = γ+− + δ1 .

Äàëåå ó÷òåì, ÷òî îáìåí ñêàëÿðíîé ÷àñòèöåé (δ1)
òàêæå ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ ìàññ ÷àñòèö, ìåæäó êî-
òîðûìè îñóùåñòâëÿåòñÿ ýòîò îáìåí. Íà ýòîì îñíîâà-
íèè îòîæäåñòâèì ñêàëÿðíóþ ÷àñòèöó δ1 ñ âòîðûì áî-
çîíîì Õèããñà, êîòîðûé îáîçíà÷èì h è ïåðåïèøåì ïðè-
âåäåííîå âûøå âçàèìîäåéñòâèå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

e+ ◦ e− = γ+− + h .

Îòñþäà ïðîöåññ ñèíòåçà áîçîíà Õèããñà h â ðåçóëü-
òàòå àííèãèëÿöèè ýëåêòðîí-ïîçèòðîííîé ïàðû çàïè-
ñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

e+ + e− → e+ ◦ e− = γ+− + h→ γ+− + h .

Ýòîò ïðîöåññ ñèíòåçà áîçîíà Õèããñà h â ðåçóëüòàòå
àííèãèëÿöèè ýëåêòðîí-ïîçèòðîííîé ïàðû èëëþñòðè-
ðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàèìî-
äåéñòâèé:

-e+

6e−

��������- γ+−
h
?

2. Ñêàëÿðíûå ýëåêòðîñëàáûå âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó êâàðêàìè

Â ýòîì ñëó÷àå îòïðàâíûì òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâå-
äåíèå (156), êîòîðîå ñâîäèòñÿ ê äâóì ñîîòíîøåíèÿì32

E1 ◦ e1 = I11 + δ11 . (170)

E2 ◦ e2 = I22 + δ22 . (171)

Íàïîìíèì, ÷òî, íàïðèìåð, äëÿ êâàðêîâ òðåòüåãî ïî-
êîëåíèÿ èìååì ñëåäóþùèå ñîîòâåòñòâèÿ33:

e1 ∼ b , e2 ∼ t , (172)

32 ◦-ïðîèçâåäåíèÿ, íå ñîäåðæàùèå ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ, íå
ðàññìàòðèâàþòñÿ.

33 Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ èìåþò ìåñòî äëÿ êâàðêîâ ïåðâîãî
è âòîðîãî ïîêîëåíèé.
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à òàêæå

E1 ∼ b̃ , E2 ∼ t̃ . (173)

Êðîìå òîãî äëÿ ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö èìååì ñëå-
äóþùèå ñîîòâåòñòâèÿ:

I11 ∼ γ+− , I22 ∼ Z△
▽ . (174)

Êðîìå òîãî äëÿ ñêàëÿðíûõ ÷àñòèö ïðèìåì ðåíåå ïî-
ñòóëèðîâàííîå ñîîòâåòñòâèå áîçîíàì Õèããñà:

δ11 ∼ h , δ22 ∼ H . (175)

2.1. Áîçîí Õèããñà H

Îáðàòèìñÿ ê ◦-ïðîèçâåäåíèþ (171). Âîñïîëüçîâàâ-
øèñü ñîîòâåòñòâèÿìè (172) � (175), ïîñòàâèì â ñîîò-
âåòñòâèå ýòîìó ïðîèçâåäåíèþ ñëåäóþùåå âçàèìîäåé-
ñòâèå:

t̃ ◦ t = Z△
▽ +H .

Îòñþäà ïðîöåññ ñèíòåçà áîçîíà Õèããñà H â ðåçóëü-
òàòå àííèãèëÿöèè t̃-t êâàðêîâîé ïàðû çàïèñûâàåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

t̃+ t→ t̃ ◦ t = Z△
▽ +H → Z△

▽ +H .

Ýòîò ïðîöåññ ñèíòåçà áîçîíà Õèããñà H â ðåçóëüòà-
òå àííèãèëÿöèè t̃-t êâàðêîâîé ïàðû èëëþñòðèðóåòñÿ
ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:

-t̃

6t

��������- Z△
▽

H
?

2.2. Áîçîí Õèããñà h

Îáðàòèìñÿ ê ◦-ïðîèçâåäåíèþ (170). Âîñïîëüçîâàâ-
øèñü ñîîòâåòñòâèÿìè (172) � (175), ïîñòàâèì â ñîîò-
âåòñòâèå ýòîìó ïðîèçâåäåíèþ ñëåäóþùåå âçàèìîäåé-
ñòâèå:

b̃ ◦ b = γ+− + h .

Îòñþäà ïðîöåññ ñèíòåçà áîçîíà Õèããñà h â ðåçóëü-
òàòå àííèãèëÿöèè b̃-b êâàðêîâîé ïàðû çàïèñûâàåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

b̃+ b→ b̃ ◦ b = γ+− + h→ γ+− + h .

Ýòîò ïðîöåññ ñèíòåçà áîçîíà Õèããñà h â ðåçóëüòà-
òå àííèãèëÿöèè b̃-b êâàðêîâîé ïàðû èëëþñòðèðóåòñÿ
ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:

-b̃

6b

��������- γ+−
h
?

3. Ñêàëÿðíûå ýëåêòðîñëàáûå âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó ëåïòîíàìè è ïðîìåæóòî÷íûìè ÷àñòèöàìè

Â ýòîì ñëó÷àå îòïðàâíûì ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèå
(159), êîòîðîå ñâîäèòñÿ ê ÷åòûðåì ñîîòíîøåíèÿì:

e1• I11 = δ11 · e1 , (176)

e1• I12 = δ11 · e2 , (177)

e2• I21 = δ22 · e1 , (178)

e2• I22 = δ22 · e2 . (179)

Íàïîìíèì, ÷òî, ïîìèìî ðàíåå óêàçàííûõ ñîîòâåò-
ñòâèé äëÿ ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö èìåþò ìåñòî ñëå-
äóþùèå ñîîòâåòñòâèÿ:

I12 ∼ W+
▽ , I21 ∼ W△

− . (180)

Êðîìå òîãî äëÿ ñêàëÿðíûõ ÷àñòèö ïðèìåì ðåíåå ïî-
ñòóëèðîâàííîå ñîîòâåòñòâèå áîçîíàì Õèããñà:

δ11 ∼ h , δ22 ∼ H . (181)

3.1. Áîçîí Õèããñà H

1.
Îáðàòèìñÿ ê • -ïðîèçâåäåíèþ (178). Âîñïîëüçîâàâ-

øèñü ñîîòâåòñòâèÿìè (166), (180), (181), ïîñòàâèì â
ñîîòâåòñòâèå ýòîìó ïðîèçâåäåíèþ ñëåäóþùåå âçàèìî-
äåéñòâèå:

νe▽•W△
− = H · e− .

Îòñþäà ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ W△
− -áîçîíà íåéòðèíî

çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

νe▽ +W△
− → νe▽•W△

− = H · e− → H + e−

Ýòîò ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ W△
− -áîçîíà íåéòðèíî èë-

ëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé
âçàèìîäåéñòâèé:

νe▽ e−��������W△
−

6
H
?

- -

2.
Îáðàòèìñÿ ê • -ïðîèçâåäåíèþ (179). Âîñïîëüçîâàâ-

øèñü ñîîòâåòñòâèÿìè (166), (168), (181), ïîñòàâèì â
ñîîòâåòñòâèå ýòîìó ïðîèçâåäåíèþ ñëåäóþùåå âçàèìî-
äåéñòâèå:

νe▽•Z△
▽ = H · νe▽ .

Îòñþäà ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ Z△
▽ -áîçîíà íåéòðèíî

çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

νe▽ + Z△
▽ → νe▽•Z△

▽ = H · νe▽ → H + νe▽
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Ýòîò ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ Z△
▽ -áîçîíà íåéòðèíî èë-

ëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé
âçàèìîäåéñòâèé:

νe▽ νe▽��������Z△
▽

6
H
?

- -

3.2. Áîçîí Õèããñà h

1.
Îáðàòèìñÿ ê • -ïðîèçâåäåíèþ (176). Âîñïîëüçîâàâ-

øèñü ñîîòâåòñòâèÿìè (166), (168), (181), ïîñòàâèì â
ñîîòâåòñòâèå ýòîìó ïðîèçâåäåíèþ ñëåäóþùåå âçàèìî-
äåéñòâèå:

e−• γ+− = h · e− .

Îòñþäà ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ ôîòîíà ýëåêòðîíîì çà-
ïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

e− + γ+− → e−• γ+− = h · e− → h+ e−

Ýòîò ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ ôîòîíà ýëåêòðîíîì èë-
ëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé
âçàèìîäåéñòâèé:

e− e−��������γ+−
6

h
?

- -

2.
Îáðàòèìñÿ ê • -ïðîèçâåäåíèþ (177). Âîñïîëüçîâàâ-

øèñü ñîîòâåòñòâèÿìè (166), (180), (181), ïîñòàâèì â
ñîîòâåòñòâèå ýòîìó ïðîèçâåäåíèþ ñëåäóþùåå âçàèìî-
äåéñòâèå:

e−•W+
▽ = h · νe▽ .

Îòñþäà ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ W+
▽-áîçîíà ýëåêòðî-

íîì çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

e− +W+
▽ → e−•W+

▽ = h · νe▽ → h+ νe▽

Ýòîò ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ W+
▽-áîçîíà ýëåêòðîíîì

èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé
âçàèìîäåéñòâèé:

e− νe▽��������W+
▽

6
h
?

- -

4. Ñêàëÿðíûå ýëåêòðîñëàáûå âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó êâàðêàìè è ïðîìåæóòî÷íûìè ÷àñòèöàìè

Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå îòïðàâíûì ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâå-
äåíèå (159), êîòîðîå ñâîäèòñÿ ê ÷åòûðåì ñîîòíîøåíè-
ÿì (176), (177), (178), (179). Äàëåå ðàññìîòðèì ñêàëÿð-
íûå ýëåêòðîñëàáûå âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó êâàðêàìè
òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ è ïðîìåæóòî÷íûìè ÷àñòèöàìè.

4.1. Áîçîí Õèããñà H

1.
Îáðàòèìñÿ ê • -ïðîèçâåäåíèþ (178). Âîñïîëüçîâàâ-

øèñü ñîîòâåòñòâèÿìè (172), (180), (181), ïîñòàâèì â
ñîîòâåòñòâèå ýòîìó ïðîèçâåäåíèþ ñëåäóþùåå âçàèìî-
äåéñòâèå:

t •W△
− = H · b .

Îòñþäà ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ W△
− -áîçîíà t-êâàðêîì

çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

t+W△
− → t •W△

− = H · b→ H + b .

Ýòîò ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ W△
− -áîçîíà t-êâàðêîì

èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé
âçàèìîäåéñòâèé:

t b��������W△
−

6
H
?

- -

2.
Îáðàòèìñÿ ê • -ïðîèçâåäåíèþ (179). Âîñïîëüçîâàâ-

øèñü ñîîòâåòñòâèÿìè (172), (174), (181), ïîñòàâèì â
ñîîòâåòñòâèå ýòîìó ïðîèçâåäåíèþ ñëåäóþùåå âçàèìî-
äåéñòâèå:

t •Z△
▽ = H · t .

Îòñþäà ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ Z△
▽ -áîçîíà t-êâàðêîì

çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

t+ Z△
▽ → t •Z△

▽ = H · t→ H + t

Ýòîò ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ Z△
▽ -áîçîíà t-êâàðêîì èë-

ëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé
âçàèìîäåéñòâèé:

t t��������Z△
▽

6
H
?

- -

4.2. Áîçîí Õèããñà h

1.
Îáðàòèìñÿ ê • -ïðîèçâåäåíèþ (176). Âîñïîëüçîâàâ-

øèñü ñîîòâåòñòâèÿìè (172), (174), (181), ïîñòàâèì â
ñîîòâåòñòâèå ýòîìó ïðîèçâåäåíèþ ñëåäóþùåå âçàèìî-
äåéñòâèå:

b • γ+− = h · b .

Îòñþäà ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ ôîòîíà b-êâàðêîì çà-
ïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

b+ γ+− → b • γ+− = h · b→ h+ b .
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Ýòîò ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ ôîòîíà b-êâàðêîì èëëþ-
ñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàè-
ìîäåéñòâèé:

b b��������γ+−
6

h
?

- -

2.
Îáðàòèìñÿ ê • -ïðîèçâåäåíèþ (177). Âîñïîëüçîâàâ-

øèñü ñîîòâåòñòâèÿìè (172), (180), (181), ïîñòàâèì â
ñîîòâåòñòâèå ýòîìó ïðîèçâåäåíèþ ñëåäóþùåå âçàèìî-
äåéñòâèå:

b •W+
▽ = h · t .

Îòñþäà ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ W+
▽-áîçîíà b-êâàðêîì

çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

b+W+
▽ → b •W+

▽ = h · t→ h+ t .

Ýòîò ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ W+
▽-áîçîíà b-êâàðêîì

èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé
âçàèìîäåéñòâèé:

b t��������W+
▽

6
h
?

- -

5. Ñêàëÿðíûå ýëåêòðîñëàáûå âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó àíòèëåïòîíàìè è ïðîìåæóòî÷íûìè

÷àñòèöàìè

Â ýòîì ñëó÷àå îòïðàâíûì ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèå
(160), êîòîðîå ñâîäèòñÿ ê ÷åòûðåì ñîîòíîøåíèÿì:

I11•E1 = δ11 ·E1 , (182)

I21•E1 = δ11 ·E2 . (183)

I12•E2 = δ22 ·E1 . (184)

I22•E2 = δ22 ·E2 . (185)

5.1. Áîçîí Õèããñà H

1.
Îáðàòèìñÿ ê • -ïðîèçâåäåíèþ (184). Âîñïîëüçîâàâ-

øèñü ñîîòâåòñòâèÿìè (167), (180), (181), ïîñòàâèì â
ñîîòâåòñòâèå ýòîìó ïðîèçâåäåíèþ ñëåäóþùåå âçàèìî-
äåéñòâèå:

W+
▽• ν̃△e = H · e+ .

Îòñþäà ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ W+
▽-áîçîíà àíòèíåé-

òðèíî çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

W+
▽ + ν̃△e →W+

▽• ν̃△e = H · e+ → H + e+

Ýòîò ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿW+
▽-áîçîíà àíòèíåéòðèíî

èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé
âçàèìîäåéñòâèé:

ν̃△e e+��������W+
▽

6
H
?

- -

2.
Îáðàòèìñÿ ê • -ïðîèçâåäåíèþ (185). Âîñïîëüçîâàâ-

øèñü ñîîòâåòñòâèÿìè (167), (168), (181), ïîñòàâèì â
ñîîòâåòñòâèå ýòîìó ïðîèçâåäåíèþ ñëåäóþùåå âçàèìî-
äåéñòâèå:

Z△
▽• ν̃△e = H · ν̃△e .

Îòñþäà ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ Z△
▽ -áîçîíà àíòèíåé-

òðèíî çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Z△
▽ + ν̃△e → Z△

▽• ν̃△e = H · ν̃△e → H + ν̃△e .

Ýòîò ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ Z△
▽ -áîçîíà àíòèíåéòðèíî

èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé
âçàèìîäåéñòâèé:

ν̃△e ν̃△e��������Z△
▽

6
H
?

- -

5.2. Áîçîí Õèããñà h

1.
Îáðàòèìñÿ ê • -ïðîèçâåäåíèþ (182). Âîñïîëüçîâàâ-

øèñü ñîîòâåòñòâèÿìè (167), (168), (181), ïîñòàâèì â
ñîîòâåòñòâèå ýòîìó ïðîèçâåäåíèþ ñëåäóþùåå âçàèìî-
äåéñòâèå:

γ+−• e+ = h · e+ .

Îòñþäà ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ ôîòîíà ïîçèòðîíîì çà-
ïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

γ+− + e+ → γ+−• e+ = h · e+ → h+ e+ .

Ýòîò ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ ôîòîíà ïîçèòðîíîì èë-
ëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé
âçàèìîäåéñòâèé:

e+ e+��������γ+−
6

h
?

- -

2.
Îáðàòèìñÿ ê • -ïðîèçâåäåíèþ (183). Âîñïîëüçîâàâ-

øèñü ñîîòâåòñòâèÿìè (167), (180), (181), ïîñòàâèì â
ñîîòâåòñòâèå ýòîìó ïðîèçâåäåíèþ ñëåäóþùåå âçàèìî-
äåéñòâèå:

W△
− • e+ = h · ν̃△e .

Îòñþäà ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ W△
− -áîçîíà ïîçèòðî-

íîì çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

W△
− + e+ →W△

− • e+ = h· → h+ ν̃△e .
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Ýòîò ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ W△
− -áîçîíà ïîçèòðîíîì

èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé
âçàèìîäåéñòâèé:

e+ ν̃△e��������W△
−

6
h
?

- -

6. Ñêàëÿðíûå ýëåêòðîñëàáûå âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó àíòèêâàðêàìè è ïðîìåæóòî÷íûìè

÷àñòèöàìè

Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå îòïðàâíûì ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâå-
äåíèå (160), êîòîðîå ñâîäèòñÿ ê ÷åòûðåì ñîîòíîøåíè-
ÿì (182), (183), (184), (185). Äàëåå ðàññìîòðèì ñêàëÿð-
íûå ýëåêòðîñëàáûå âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó êâàðêàìè
òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ è ïðîìåæóòî÷íûìè ÷àñòèöàìè.

6.1. Áîçîí Õèããñà H

1. Îáðàòèìñÿ ê • -ïðîèçâåäåíèþ (184). Âîñïîëüçî-
âàâøèñü ñîîòâåòñòâèÿìè (173), (180), (181), ïîñòàâèì
â ñîîòâåòñòâèå ýòîìó ïðîèçâåäåíèþ ñëåäóþùåå âçàè-
ìîäåéñòâèå:

W+
▽• t̃ = H · b̃ .

Îòñþäà ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ W+
▽-áîçîíà t̃-êâàðêîì

çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

W+
▽ + t̃→W+

▽• t̃ = H · b̃→ H + b̃ .

Ýòîò ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ W+
▽-áîçîíà t̃-êâàðêîì

èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé
âçàèìîäåéñòâèé:

t̃ b̃��������W+
▽

6
H
?

- -

2. Îáðàòèìñÿ ê • -ïðîèçâåäåíèþ (185). Âîñïîëüçî-
âàâøèñü ñîîòâåòñòâèÿìè (173), (174), (181), ïîñòàâèì
â ñîîòâåòñòâèå ýòîìó ïðîèçâåäåíèþ ñëåäóþùåå âçàè-
ìîäåéñòâèå:

Z△
▽• t̃ = H · t̃ .

Îòñþäà ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ Z△
▽ -áîçîíà t̃-êâàðêîì

çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Z△
▽ + t̃→ Z△

▽• t̃ = H · t̃→ H + t̃

Ýòîò ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ Z△
▽ -áîçîíà t̃-êâàðêîì èë-

ëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé
âçàèìîäåéñòâèé:

t̃ t̃��������Z△
▽

6
H
?

- -

6.2. Áîçîí Õèããñà h

1. Îáðàòèìñÿ ê • -ïðîèçâåäåíèþ (182). Âîñïîëüçî-
âàâøèñü ñîîòâåòñòâèÿìè (173), (174), (181), ïîñòàâèì
â ñîîòâåòñòâèå ýòîìó ïðîèçâåäåíèþ ñëåäóþùåå âçàè-
ìîäåéñòâèå:

γ+−• b̃ = h · b̃ .

Îòñþäà ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ ôîòîíà b̃-êâàðêîì çà-
ïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

γ+− + b̃→ γ+−• b̃ = h · b̃→ h+ b̃ .

Ýòîò ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ ôîòîíà b̃-êâàðêîì èëëþ-
ñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàè-
ìîäåéñòâèé:

b̃ b̃��������γ+−
6

h
?

- -

2. Îáðàòèìñÿ ê • -ïðîèçâåäåíèþ (183). Âîñïîëüçî-
âàâøèñü ñîîòâåòñòâèÿìè (173), (180), (181), ïîñòàâèì
â ñîîòâåòñòâèå ýòîìó ïðîèçâåäåíèþ ñëåäóþùåå âçàè-
ìîäåéñòâèå:

W△
− • b̃ = h · t̃ .

Îòñþäà ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ W△
− -áîçîíà b̃-êâàðêîì

çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

W△
− + b̃→W△

− • b̃ = h · t̃→ h+ t̃ .

Ýòîò ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ W△
− -áîçîíà b̃-êâàðêîì

èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé
âçàèìîäåéñòâèé:

b̃ t̃��������W△
−

6
h
?

- -

7. Ñêàëÿðíûå ýëåêòðîñëàáûå âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó ïðîìåæóòî÷íûìè ÷àñòèöàìè

Â ýòîì ñëó÷àå îòïðàâíûì ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèå
(161), êîòîðîå ñâîäèòñÿ ê âîñüìè âàðèàíòàì.
1. Èñõîäèì èç ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:

I11• I11 = δ11 · I11 , (186)

I11 · I11 = δ11 · δ11 . (187)

1.1. Èç ñîîòíîøåíèÿ (186) ñ ó÷åòîì ñîîòâåòñòâèé
(168) è (181) èìååì ñîîòâåòñòâóþùåå âçàèìîäåéñòâèå

γ+−1• γ
+
−2 = h · γ+−3 .

Îòñþäà ïðîöåññ èñïóñêàíèÿ ôîòîíà â ðåçóëüòàòå àí-
íèãèëÿöèè ôîòîííîé ïàðû çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

γ+−1 + γ+−2 → γ+−1• γ
+
−2 = h · γ+−3 → h+ γ+−3 .
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Ïðîöåññ èñïóñêàíèÿ ôîòîíà â ðåçóëüòàòå àííèãèëÿ-
öèè ôîòîííîé ïàðû èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðî-
ñòåéøåé äèàãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:��������-γ+−1

��������- γ+−3��������γ+−2

6
h
?

1.2. Èç ñîîòíîøåíèÿ (187) ñ ó÷åòîì ñîîòâåòñòâèé
(168) è (181) èìååì ñîîòâåòñòâóþùåå âçàèìîäåéñòâèå

γ+−1 · γ
+
−2 = h · h .

Îòñþäà ïðîöåññ èñïóñêàíèÿ áîçîíîâ Õèããñà h â ðå-
çóëüòàòå ñêàëÿðíîé àííèãèëÿöèè ôîòîííîé ïàðû çà-
ïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

γ+−1 + γ+−2 → γ+−1 · γ
+
−2 = h · h→ h+ h .

Ïðîöåññ èñïóñêàíèÿ áîçîíîâ Õèããñà h â ðåçóëüòàòå
ñêàëÿðíîé àííèãèëÿöèè ôîòîííîé ïàðû èëëþñòðèðó-
åòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàèìîäåé-
ñòâèé: ��������-γ+−1 ��������γ+−2

6

2 · h-

2. Èñõîäèì èç ñîîòíîøåíèé

I22• I22 = δ22 · I22 , (188)

I22 · I22 = δ22 · δ22 . (189)

1.1. Èç ñîîòíîøåíèÿ (188) ñ ó÷åòîì ñîîòâåòñòâèé
(168) è (181) èìååì ñîîòâåòñòâóþùåå âçàèìîäåéñòâèå

Z△
▽1•Z

△
▽2 = H · Z△

▽3 .

Îòñþäà ïðîöåññ èñïóñêàíèÿ Z-áîçîíà â ðåçóëüòàòå
àííèãèëÿöèè Z-áîçîííîé ïàðû çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

Z△
▽1 + Z△

▽2 → Z△
▽1•Z

△
▽2 = H · Z△

▽3 → H + Z△
▽3 .

Ïðîöåññ èñïóñêàíèÿ Z-áîçîíà â ðåçóëüòàòå àííèãè-
ëÿöèè Z-áîçîííîé ïàðû èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé
ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:��������-Z△

▽1
��������- Z△

▽3��������Z△
▽2

6
H
?

1.2. Èç ñîîòíîøåíèÿ (189) ñ ó÷åòîì ñîîòâåòñòâèé
(168) è (181) èìååì ñîîòâåòñòâóþùåå âçàèìîäåéñòâèå

Z△
▽1 · Z

△
▽2 = H ·H .

Îòñþäà ïðîöåññ èñïóñêàíèÿ Z-áîçîíà â ðåçóëüòàòå
ñêàëÿðíîé àííèãèëÿöèè Z-áîçîííîé ïàðû çàïèñûâà-
åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Z△
▽1 + Z△

▽2 → Z△
▽1 · Z

△
▽2 = H ·H → H +H .

Ïðîöåññ èñïóñêàíèÿ Z-áîçîíà â ðåçóëüòàòå ñêàëÿð-
íîé àííèãèëÿöèè Z-áîçîííîé ïàðû èëëþñòðèðóåòñÿ
ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:��������-Z△

▽1 ��������Z△
▽2

6

2 ·H-

3. Èñõîäèì èç ñîîòíîøåíèÿ

I11• I12 = δ11 · I12 . (190)

Îòñþäà ñ ó÷åòîì ñîîòâåòñòâèé (168), (180) è (181)
èìååì ñîîòâåòñòâóþùåå âçàèìîäåéñòâèå:

γ+−•W+
▽1 = h ·W+

▽2 .

Îòñþäà ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ ôîòîíà W+-áîçîíîì
çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

γ+− +W+
▽1 → γ+−•W+

▽1 = h ·W+
▽2 → h+W+

▽2 .

Ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ ôîòîíà W+-áîçîíîì èëëþ-
ñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàè-
ìîäåéñòâèé: ��������-W+

▽1
��������- W+

▽2��������γ+−
6

h
?

4. Èñõîäèì èç ñîîòíîøåíèÿ

I12• I21 = δ22 · I11 . (191)

Îòñþäà ñ ó÷åòîì ñîîòâåòñòâèé (168), (180) è (181)
èìååì ñîîòâåòñòâóþùåå âçàèìîäåéñòâèå:

W+
▽•W△

− = H · γ+− .

Îòñþäà ïðîöåññ èñïóñêàíèÿ ôîòîíà â ðåçóëüòàòå
àííèãèëÿöèè W+-W− ïàðû çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

W+
▽ +W△

− →W+
▽•W△

− = H · γ+− → H + γ+− .

Ïðîöåññ èñïóñêàíèÿ ôîòîíà â ðåçóëüòàòå àííèãèëÿ-
öèè W+-W− ïàðû èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðî-
ñòåéøåé äèàãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:��������-W+

▽ ��������- γ+−��������W△
−

6
H
?

5. Èñõîäèì èç ñîîòíîøåíèÿ

I12• I22 = δ22 · I12 . (192)

Îòñþäà ñ ó÷åòîì ñîîòâåòñòâèé (168), (180) è (181)
èìååì ñîîòâåòñòâóþùåå âçàèìîäåéñòâèå

W+
▽1•Z

△
▽ = H ·W+

▽2 .

Îòñþäà ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ Z-áîçîíà W+-áîçîíîì
çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

W+
▽1 + Z△

▽ →W+
▽1•Z

△
▽ = H ·W+

▽2 → H +W+
▽2 .
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Ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ Z-áîçîíà W+-áîçîíîì èëëþ-
ñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàè-
ìîäåéñòâèé: ��������-W+

▽1
��������- W+

▽2��������Z△
▽

6
h
?

6. Èñõîäèì èç ñîîòíîøåíèÿ

I21• I11 = δ11 · I21 . (193)

Îòñþäà ñ ó÷åòîì ñîîòâåòñòâèé (168), (180) è (181)
èìååì ñîîòâåòñòâóþùåå âçàèìîäåéñòâèå

W△
−1• γ

+
− = h ·W△

−2 .

Îòñþäà ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ ôîòîíà W−-áîçîíîì
çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

W△
−1 + γ+− →W△

−1• γ
+
− = h ·W△

−2 → h+W△
−2 .

Ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ ôîòîíà W−-áîçîíîì èëëþ-
ñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàè-
ìîäåéñòâèé: ��������-W△

−1
��������- W△

−2��������γ+−
6

h
?

7. Èñõîäèì èç ñîîòíîøåíèÿ

I21• I12 = δ11 · I22 . (194)

Îòñþäà ñ ó÷åòîì ñîîòâåòñòâèé (168), (180) è (181)
èìååì ñîîòâåòñòâóþùåå âçàèìîäåéñòâèå

W△
− •W+

▽ = h · Z△
▽ .

Îòñþäà ïðîöåññ èñïóñêàíèÿ Z-áîçîíà â ðåçóëüòàòå
àííèãèëÿöèè W+-W− ïàðû çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

W△
− +W+

▽ →W△
− •W+

▽ = h · Z△
▽ → h+ Z△

▽ .

Ïðîöåññ èñïóñêàíèÿ Z-áîçîíà â ðåçóëüòàòå àííèãè-
ëÿöèèW+-W− ïàðû èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðî-
ñòåéøåé äèàãðàììîé âçàèìîäåéñòâèé:��������-W△

− ��������- Z△
▽��������W+

▽
6

h
?

8. Èñõîäèì èç ñîîòíîøåíèÿ

I22• I21 = δ22 · I21 . (195)

Îòñþäà ñ ó÷åòîì ñîîòâåòñòâèé (168), (180) è (181)
èìååì ñîîòâåòñòâóþùåå âçàèìîäåéñòâèå

Z△
▽•W△

−1 = H ·W△
−2 .

Îòñþäà ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ Z-áîçîíà W−-áîçîíîì
çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Z△
▽ +W△

−1 → Z△
▽•W△

−1 = H ·W△
−2 → H +W△

−2 .

Ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ Z-áîçîíà W−-áîçîíîì èëëþ-
ñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùåé ïðîñòåéøåé äèàãðàììîé âçàè-
ìîäåéñòâèé: ��������-W△

−1
��������- W△

−2��������Z△
▽

6
H
?

XIV. ÂÛÂÎÄÛ ÏÎ ÃËÀÂÅ

� Äåéñòâèå ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà åñòü îïåðà-
òîð ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðèìåíÿåìûé
ê âåêòîðàì äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ îáú-
åêòîâ. Äåéñòâèå ïðîìåæóòî÷íîãî àíòèîáúåêòà
åñòü îïåðàòîð ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðè-
ìåíÿåìûé ê âåêòîðàì äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëü-
íûõ àíòèîáúåêòîâ.

� Âåêòîðû äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ ñî-
ñòàâëÿþò àëãåáðó. Âåêòîðû äåéñòâèÿ ïðîìåæó-
òî÷íûõ àíòèîáúåêòîâ òàêæå ñîñòàâëÿþò àëãåá-
ðó.

� Êâàíòîâûå óðàâíåíèÿ äëÿ ñâîáîäíûõ ïðîìåæó-
òî÷íûõ îáúåêòîâ èìåþò âèä (36) è (41). Êâàíòî-
âûå óðàâíåíèÿ äëÿ ñâîáîäíûõ ïðîìåæóòî÷íûõ
àíòèîáúåêòîâ èìåþò âèä (117) è (122).

� Ðàññìîòðåòü âçàèìîäåéñòâóþùèå îáúåêòû îçíà-
÷àåò: 1) ââåñòè àëãåáðó äåéñòâèÿ, îáùóþ äëÿ âçà-
èìîäåéñòâóþùèõ îáúåêòîâ; 2) çàïèñàòü óðàâíå-
íèÿ ñòðóêòóðû ýòîé àëãåáðû è 3) ïåðåéòè îò óêà-
çàííûõ óðàâíåíèé ê ñèñòåìå êâàíòîâûõ óðàâíå-
íèé äëÿ âçàèìîäåéñòâóþùèõ îáúåêòîâ.

� Ïðàâèëàì óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ àëãåá-
ðû äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ è ïðîìåæóòî÷-
íûõ ÷àñòèö è àíòè÷àñòèö ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåí-
òàðíûå àêòû âçàèìîäåéñòâèÿ ýòèõ ÷àñòèö, èëëþ-
ñòðèðóåìûå ýëåìåíòàðíûìè äèàãðàììàìè Ôåé-
íìàíà.
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I. ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÛÅ ÇÀÌÅ×ÀÍÈß

Ñîãëàñíî ñóùåñòâóþùåé òî÷êå çðåíèÿ âçàèìîäåé-
ñòâèå ìåæäó ôóíäàìåíòàëüíûìè ÷àñòèöàìè îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîñðåäíèêà. Ýòà êîíöåïöèÿ ñóùå-
ñòâóåò â äâóõ ðàçíîâèäíîñòÿõ: â êà÷åñòâå òàêîãî ïî-
ñðåäíèêà âûñòóïàåò ëèáî ïðîìåæóòî÷íàÿ ÷àñòèöà,
ëèáî ïîëå. Ïîñêîëüêó îáà âèäà îïèñàíèÿ âçàèìîäåé-
ñòâèÿ îòíîñÿòñÿ ê îäíîìó ÿâëåíèþ, îíè äîëæíû ñâî-
äèòüñÿ äðóã ê äðóãó. Â Ãëàâå 5.1. áûëî ðàññìîòðåíî
îïèñàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ îáúåêòîâ
ñ ïîìîùüþ ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ. Â åãî îñíîâå ëå-
æèò ïðåäñòàâëåíèå î äåéñòâèè ïðîìåæóòî÷íîãî îáú-
åêòà S( ) êàê î ëèíåéíîì îïåðàòîðå. Òàêèì îáðàçîì,
îïèñàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ïîìîùüþ ïîëÿ äîëæíî
êîððåñïîíäèðîâàòüñÿ ñ óêàçàííûì ïðåäñòàâëåíèåì.
Öåëüþ íàñòîÿùåé Ãëàâû ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå ñâÿ-
çè ìåæäó äåéñòâèåì ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà è ïî-
ëåì. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è íà÷íåì ñ ôîðìóëèðîâêè
ïðåäñòàâëåíèÿ î êàëèáðîâî÷íîé ãðóïïå.
Íàïîìíèì, ÷òî àëãåáðà äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ

îáúåêòîâ S1 ñ÷èòàåòñÿ ïîäîáíîé àëãåáðå ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè L. Ñëåäñòâèåì
ýòîãî ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïî àëãåáðå S1 ìîæíî ïîñòðî-
èòü ãðóïïó, ïîäîáíóþ êèíåìàòè÷åñêîé, ðàññìîòðåí-
íîé â Ðàçäåëå V. Ãëàâû 1.5, òî åñòü ïî àëãåáðå S1
ìîæíî ïîñòðîèòü íåïðåðûâíóþ ãðóïïó, äëÿ êîòîðîé
ñàìà àëãåáðà S1 ÿâëÿåòñÿ åå ëèíåéíîé ÷àñòüþ. Òàêóþ
íåïðåðûâíóþ ãðóïïó íàçîâåì êàëèáðîâî÷íîé ãðóïïîé
è îáîçíà÷èì åå G1. Äàëåå ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ ýòîé
ãðóïïû.

II. ÊÀËÈÁÐÎÂÎ×ÍÀß ÃÐÓÏÏÀ

Òàê êàê óìíîæåíèå â àëãåáðå äåéñòâèÿ ïðîìåæó-
òî÷íûõ îáúåêòîâ íåêîììóòàòèâíî, òî ñëåäóåò ðàçëè-
÷àòü ëåâóþ è ïðàâóþ êàëèáðîâî÷íûå ãðóïïû.

1. Ëåâàÿ êàëèáðîâî÷íàÿ ãðóïïà lG1

Îáðàòèìñÿ ê ïàðàìåòðè÷åñêîìó ïðåäñòâëåíèþ ëå-
âîé àëãåáðû äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ. Ïóñòü
âåêòîð lS ∈ lS1 ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïàðàìåòðîâ θα:

lS(θ
α) = lI

I
K · lSKI(θα)

ïðè÷åì íà ïàðàìåòðàõ θα äåéñòâóåò ëåâûé çàêîí êîì-
ïîçèöèè

lθ
α = lΘ(θ2

α, θ1
α)

ñî ñâîéñòâàìè ãðóïïû è èìåþò ìåñòî ñîîòâåòñòâèå çà-
êîíà êîìïîçèöèè íà ìíîæåñòâå ïàðàìåòðîâ {θα} è ëå-
âîãî çàêîíà êîìïîçèöèè íà lS1 (ôîðìóëà (12) Ãëàâû

5.1.):

lS(θ
α) =

1

S0
lS(θ2

α) ◦ lS(θ1
α) ,

è ñîîòâåòñòâèå åäèíèö ãðóïï

lS(0) = S0

èëè

lS
K
I(θ

α)
∣∣
θα=0

= δKI · S0 .

Ïðåäñòàâëåíèå î ïîäîáèè àëãåáðû äåéñòâèÿ ïðîìå-
æóòî÷íûõ îáúåêòîâ lS1 è àëãåáðû ëèíåéíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè lL çàïèøåì â âèäå
ñëåäóþùåãî ñîîòíîøåíèÿ:

d ll
K
I = − 1

S0
· d lSKI . (1)

Íàïîìíèì, ÷òî â Ðàçäåëå V.1. Ãëàâû 1.5. áûëî ââå-
äåíî ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ëåâûõ ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Ñîãëàñíî åìó,
âåêòîð ll ∈ lL ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé áåçðàçìåðíûõ ïà-
ðàìåòðîâ lφ

α:

ll(φ
α) = lI

I
K · llKI(φα) .

Äëÿ ãðóïïû ïîâîðîòîâ ïàðàìåòðû lφ
α ïðåäñòàâëÿ-

þò ñîáîé ëåâûå óãëû ïîâîðîòà. Äëÿ ãðóïïû ðàñòÿæå-
íèé òàêèå ïàðàìåòðû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîýôôèöè-
åíòû ðàñòÿæåíèÿ. Äèôôåðåíöèàë d ll âáëèçè åäèíè-
öû ãðóïïû çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

d ll(φ
α) = lI

I
K
∂ ll

K
I(φ

α)

∂φα
dφα = lI

I
K · lKK

Iα · d lφα ,

(2)
ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

lK
K
Iα =

∂ ll
K
I(φ

α)

∂φα

∣∣∣∣
φα=0

.

Èìåÿ â âèäó âûøåñêàçàííîå, ðàñïðîñòðàíèì ïîäî-
áèå àëãåáðû äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ lS1 è
àëãåáðû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà-âðå-
ìåíè lL íà ïîäîáèå ìåæäó ïàðàìåòðàìè ïðåäñòàâëå-
íèÿ lφ

α è lθ
α, êîòîðîå çàäàäèì â âèäå ñëåäóþùåãî

ñîîòíîøåíèÿ:

lφ
α =

lgα
S0

· lθα . (3)

Çäåñü lgα � ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû � êîýôôè-
öèåíòû ïîäîáèÿ, íàçûâàåìûå ëåâûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè ñâÿçè èëè ëåâûìè êàëèáðîâî÷íûìè çàðÿäàìè.
Ñ ó÷åòîì óêàçàííûõ ñîîòíîøåíèé ðàññìîòðèì äèô-

ôåðåíöèàë d lS âáëèçè åäèíèöû ãðóïïû

d lS(θ
α) = lI

I
K
∂ lS

K
I(θ

α)

∂θα

∣∣∣∣
θα=0

· dθα .
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Èç âûðàæåíèÿ (1) èìååì

d lS
K
I(φ

α) = −S0 · d llKI(φα) .

Ïîýòîìó

d lS(θ
α) = d lS(φ

α(θ)) = lI
I
K
∂ lS

K
I(φ

α)

∂φα
∂φα

∂θβ
· dθβ =

= − lI
I
K · S0 ·

∂ ll
K
I(φ

α)

∂φα
∂φα

∂θβ
· dθβ .

Ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé (2) è (3) ïîëó÷èì

d lS(θ
α) = − lI

I
K · lKK

Iα · lgα · dθα .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöû ëåâîé àëãåáðû äåéñòâèÿ
ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ ìîæíî çàïèñàòü òàê:

d lS
K
I = − lgα · lKK

Iα · dθα .

Âåêòîðû

lIα = lI
I
K · lKK

Iα (4)

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé áàçèñíûå âåêòîðû â ïðîñòðàíñòâå
âåêòîðîâ âèäà

d lS = − lIα · lgα · d lθα . (5)

Íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå äåéñòâóåò çàêîí óìíîæåíèÿ,
îïðåäåëÿåìûé ëåâûì óìíîæåíèåì áàçèñíûõ âåêòîðîâ

lIβ ◦ lIα = lIγ · lCγαβ . (6)

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà çíà÷åíèÿ (4) è ó÷èòûâàÿ çàêîí
óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (13) Ãëàâû 5.1., ïîëó-
÷èì

lK
K
Lα · lKL

Iβ = lK
K
Iγ · lCγαβ . (7)

Ñðàâíèâàÿ ýòî ñîîòíîøåíèå ñ âûðàæåíèåì (6), çàêëþ-
÷àåì, ÷òî áàçèñíûì âåêòîðàì lIα ìîæíî ïîñòàâèòü â
ñîîòâåòñòâèå ìàòðèöû lK

K
Lα. Ýòî ñîîòâåòñòâèå áó-

äåì íàçûâàòü ïàðàìåòðè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì ëå-
âîé àëãåáðû äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ lS1 è
çàïèñûâàòü òàê:

lIα ∼ lK
L
Iα .

Ëåâàÿ àëãåáðà lS1 ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, çàâè-
ñÿùèõ îò ïàðàìåòðîâ θ, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ÷àñòüþ ëå-
âîé íåïðåðûâíîé ãðóïïû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé,
çàâèñÿùèõ îò ýòèõ ïàðàìåòðîâ. Îáîçíà÷èì åå lG1 è
íàçîâåì ëåâîé êàëèáðîâî÷íîé ãðóïïîé. Ëåâàÿ êàëèá-
ðîâî÷íàÿ ãðóïïà òîæäåñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòî-
ÿííîãî ìíîæèòåëÿ (ïîäîáíà) ëåâîé êèíåìàòè÷åñêîé
ãðóïïå lG.
Äàëåå ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

äëÿ çàâèñèìîñòè êîîðäèíàò ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ êàëèáðîâî÷íîé ãðóïïû lG1 îò ïàðàìåòðîâ θ. Äëÿ

ýòîãî çàïèøåì óðàâíåíèå (10) Ãëàâû 5.1. â ñëåäóþùåì
âèäå:

lS
M
L(θ) =

1

S0
lS
M
K(θ2) · lSKL(θ1) ,

ãäå θ = lΘ(θ2, θ1), è ðàññìîòðèì åãî ïðè çàìåíå

θ → θ + dθ , θ2 → θ , θ1 → 0 + dθ .

Ïîëó÷èì

lS
M
L(θ) + d lS

M
L(θ) =

=
1

S0
lS
M
K(θ) ·

[
lS
K
L(0) +

(
∂ lS

K
L(θ)

dθα

)
θ=0

· dθα
]
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî lS
K
L(0) = δKL · S0, ïîëó÷èì

d lS
M
L(θ) = − lgα

S0
lS
M
K(θ) · lKK

Lα · dθα . (8)

Îòñþäà ñëåäóåò

lS̃
K
M (θ) · d lSML(θ) = − lgα

S0
lK

K
Lα · d lθα . (9)

Ýòè óðàâíåíèÿ ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû

lS
K
L(θ) ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ëåâîé êàëèáðîâî÷-

íîé ãðóïïû lG1 â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ θ
α.

Âûðàæåíèå

lω
K
L(θ) ≡ lS̃

K
M (θ) · d lSML(θ) = − lgα

S0
lK

K
Lα · dθα

íàçûâàåòñÿ ëåâîé äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìîé àëãåáðû
äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ lS1.
Ðåøåíèå lS

K
L(θ) óðàâíåíèÿ (9) ïðè íà÷àëüíûõ

óñëîâèÿõ

lS
K
L(0) = δKL · S0

èìååò âèä

lS
K
L = S0 · exp

(
− lgα
S0

lK
K
Lα · θα

)
.

2. Ïðàâàÿ êàëèáðîâî÷íàÿ ãðóïïà rG1

Ïðèâåäåì àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïàðàìåò-
ðè÷åñêîãî ïðåäñòâëåíèþ ïðàâîé àëãåáðû äåéñòâèÿ
ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ. Ïóñòü âåêòîð rS ∈ rS1
ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïàðàìåòðîâ θα:

rS(θ
α) = rI

I
K · rSKI(θα) ,

ïðè÷åì íà ïàðàìåòðàõ θα äåéñòâóåò ïðàâûé çàêîí
êîìïîçèöèè

rθ
α = rΘ(θ1

α, θ2
α)

ñî ñâîéñòâàìè ãðóïïû, è èìåþò ìåñòî ñîîòâåòñòâèå
çàêîíà êîìïîçèöèè íà ìíîæåñòâå ïàðàìåòðîâ {θα} è
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ïðàâîãî çàêîíà êîìïîçèöèè íà rS1 (ôîðìóëà (17) Ãëà-
âû 5.1.):

rS(θ
α) =

1

S0
rS(θ1

α) ◦ rS(θ2
α)

è ñîîòâåòñòâèå åäèíèö ãðóïï

rS(0) = S0

èëè

rS
K
I(θ

α)
∣∣
θα=0

= δKI · S0 .

Ïðåäñòàâëåíèå î ïîäîáèè àëãåáðû äåéñòâèÿ ïðîìå-
æóòî÷íûõ îáúåêòîâ rS1 è àëãåáðû ëèíåéíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè rL çàïèøåì â âèäå
ñëåäóþùåãî ñîîòíîøåíèÿ:

d rl
K
I = − 1

S0
· d rSKI . (10)

Íàïîìíèì, ÷òî â Ðàçäåëå V.2. Ãëàâû 1.5. áûëî ââå-
äåíî ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïðàâûõ ëèíåé-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Ñîãëàñíî
åìó âåêòîð rl ∈ rL ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé áåçðàçìåðíûõ
ïàðàìåòðîâ rφ

α:

rl(φ
α) = rI

I
K · rlKI(φα) .

Äëÿ ãðóïïû ïîâîðîòîâ ïàðàìåòðû rφ
α ïðåäñòàâëÿ-

þò ñîáîé ïðàâûå óãëû ïîâîðîòà. Äëÿ ãðóïïû ðàñòÿ-
æåíèé òàêèå ïàðàìåòðû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîýôôè-
öèåíòû ðàñòÿæåíèÿ. Äèôôåðåíöèàë d rl âáëèçè åäè-
íèöû ãðóïïû çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

d rl(φ
α) = rI

I
K
∂ rl

K
I(φ

α)

∂φα
dφα = rI

I
K · rKK

Iα · d rφα ,

(11)
ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

rK
K
Iα =

∂ rl
K
I(φ

α)

∂φα

∣∣∣∣
φα=0

.

Èìåÿ â âèäó âûøåñêàçàííîå, ðàñïðîñòðàíèì ïîäî-
áèå àëãåáðû äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ rS1 è
àëãåáðû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà-âðå-
ìåíè rL íà ïîäîáèå ìåæäó ïàðàìåòðàìè ïðåäñòàâëå-
íèÿ rφ

α è rθ
α, êîòîðîå çàäàäèì â âèäå ñëåäóþùåãî

ñîîòíîøåíèÿ:

rφ
α =

rgα
S0

· rθα . (12)

Çäåñü rgα � ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû � êîýôôè-
öèåíòû ïîäîáèÿ, íàçûâàåìûå ïðàâûìè êîýôôèöèåí-
òàìè ñâÿçè èëè ïðàâûìè êàëèáðîâî÷íûìè çàðÿäàìè.
Ñ ó÷åòîì óêàçàííûõ ñîîòíîøåíèé ðàññìîòðèì äèô-

ôåðåíöèàë d rS âáëèçè åäèíèöû ãðóïïû

d rS(θ
α) = rI

I
K
∂ rS

K
I(θ

α)

∂θα

∣∣∣∣
θα=0

· dθα .

Èç âûðàæåíèÿ (10) èìååì

d rS
K
I(φ

α) = −S0 · d rlKI(φα) .

Ïîýòîìó

d rS(θ
α) = d rS(φ

α(θ)) = rI
I
K
∂ rS

K
I(φ

α)

∂φα
∂φα

∂θβ
· dθβ =

= − rI
I
K · S0 ·

∂ rl
K
I(φ

α)

∂φα
∂φα

∂θβ
· dθβ .

Ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé (11) è (12) ïîëó÷èì

d rS(θ
α) = − rI

I
K · rKK

Iα · rgα · dθα .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöû ïðàâîé àëãåáðû äåé-
ñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ ìîæíî çàïèñàòü òàê:

d rS
K
I = − rgα · rKK

Iα · d rθα .

Âåêòîðû

rIα = rI
I
K · rKK

Iα (13)

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé áàçèñíûå âåêòîðû â ïðîñòðàíñòâå
âåêòîðîâ âèäà

d rS = − rIα · rgα · d rθα . (14)

Íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå äåéñòâóåò çàêîí óìíîæåíèÿ,
îïðåäåëÿåìûé ïðàâûì óìíîæåíèåì áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ

rIα ◦ rIβ = rIγ · rCγαβ . (15)

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà ñîîòíîøåíèå (13) è ó÷èòûâàÿ çà-
êîí óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (18) Ãëàâû 5.1., ïî-
ëó÷èì

rK
K
Lβ · rKL

Iα = rK
K
Iγ · rCγαβ . (16)

Ñðàâíèâàÿ ýòî ñîîòíîøåíèå ñ âûðàæåíèåì (15), çà-
êëþ÷àåì, ÷òî áàçèñíûì âåêòîðàì rIα ìîæíî ïîñòà-
âèòü â ñîîòâåòñòâèå ìàòðèöû rK

K
Lα. Ýòî ñîîòâåò-

ñòâèå áóäåì íàçûâàòü ïàðàìåòðè÷åñêèì ïðåäñòàâëå-
íèåì ïðàâîé àëãåáðû äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ îáú-
åêòîâ rS1 è çàïèñûâàòü òàê:

rIα ∼ rK
L
Iα .

Ïðàâàÿ àëãåáðà rS1 ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, çà-
âèñÿùèõ îò ïàðàìåòðîâ θ, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ÷àñòüþ
ïðàâîé íåïðåðûâíîé ãðóïïû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé, çàâèñÿùèõ îò ýòèõ ïàðàìåòðîâ. Îáîçíà÷èì åå

rG1 è íàçîâåì ïðàâîé êàëèáðîâî÷íîé ãðóïïîé. Ïðà-
âàÿ êàëèáðîâî÷íàÿ ãðóïïà òîæäåñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ
äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ (ïîäîáíà) ïðàâîé êèíåìà-
òè÷åñêîé ãðóïïå rG.
Äàëåå ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

äëÿ çàâèñèìîñòè êîîðäèíàò ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ êàëèáðîâî÷íîé ãðóïïû rG1 îò ïàðàìåòðîâ θ. Äëÿ
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ýòîãî çàïèøåì óðàâíåíèå (15) Ãëàâû 5.1. â ñëåäóþùåì
âèäå:

rS
M
L(θ) =

1

S0
rS

M
K(θ2) · rSKL(θ1) ,

ãäå θ = rΘ(θ1, θ2), è ðàññìîòðèì åãî ïðè çàìåíå

θ → θ + dθ , θ2 → θ , θ1 → 0 + dθ .

Ïîëó÷èì

rS
M
L(θ) + d rS

M
L(θ) =

=
1

S0
rS

M
K(θ) ·

[
rS

K
L(0) +

(
∂ rS

K
L(θ)

dθα

)
θ=0

· dθα
]
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî rS
K
L(0) = δKL · S0, ïîëó÷èì

d rS
M
L(θ) = − rgα

S0
rS

M
K(θ) · rKK

Lα · dθα . (17)

Îòñþäà ñëåäóåò

rS̃
K
M (θ) · d rSML(θ) = − rgα

S0
rK

K
Lα · d rθα . (18)

Ýòè óðàâíåíèÿ ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû

rS
K
L(θ) ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðàâîé êàëèáðî-

âî÷íîé ãðóïïû rG1 â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ θ
α.

Âûðàæåíèå

rω
K
L(θ) ≡ rS̃

K
M (θ) · d rSML(θ) = − rgα

S0
rK

K
Lα · dθα

íàçûâàåòñÿ ïðàâîé äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìîé àëãåá-
ðû äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ rS1.
Ðåøåíèå rS

K
L(θ) óðàâíåíèÿ (18) ïðè íà÷àëüíûõ

óñëîâèÿõ

rS
K
L(0) = δKL · S0

èìååò âèä

rS
K
L = S0 · exp

(
− rgα
S0

rK
K
Lα · θα

)
.

3. Ñèñòåìîîáðàçóþùèå ïîñòóëàòû

1. Îòîæäåñòâèì ëåâóþ êàëèáðîâî÷íóþ ãðóïïó lG1

(íàðàâíå ñ ëåâîé êèíåìàòè÷åñêîé ãðóïïîé lG) ñ ãðóï-
ïîé âíåøíåé ñèììåòðèè, ðàññìàòðèâàåìîé â ñîâðå-
ìåííîé ôèçèêå. Â ÷àñòíîñòè, ãðóïïà ãðàâèòàöèè îòíî-
ñèòñÿ ê ãðóïïå âíåøíåé ñèììåòðèè è, ñëåäîâàòåëüíî,
ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ëåâîé êàëèáðîâî÷íîé ãðóïïû.
2. Ëåâàÿ àëãåáðà äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåê-

òîâ lS1 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ÷àñòüþ ëåâîé êàëèáðîâî÷-
íîé ãðóïïû lG1. Ïîýòîìó îòîæäåñòâèì ëåâóþ àëãåá-
ðó äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ lS1 (íàðàâíå ñ
ëåâîé àëãåáðîé ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé lL) ñ àëãåá-
ðîé âíåøíåé ñèììåòðèè.

3. Îòîæäåñòâèì ïðàâóþ êàëèáðîâî÷íóþ ãðóïïó rG1

(íàðàâíå ñ ïðàâîé êèíåìàòè÷åñêîé ãðóïïîé rG) ñ
ãðóïïîé âíóòðåííåé ñèììåòðèè, ðàññìàòðèâàåìîé
â ñîâðåìåííîé ôèçèêå. Â ÷àñòíîñòè, ýëåêòðè÷åñêàÿ
ãðóïïà îòíîñèòñÿ ê ãðóïïå âíóòðåííåé ñèììåòðèè è,
ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ïðàâîé êàëèáðî-
âî÷íîé ãðóïïû.
4. Ïðàâàÿ àëãåáðà äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåê-

òîâ rS1 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ÷àñòüþ ïðàâîé êàëèáðîâî÷-
íîé ãðóïïû rG1. Ïîýòîìó îòîæäåñòâèì ïðàâóþ àëãåá-
ðó äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ rS1 (íàðàâíå ñ
ïðàâîé àëãåáðîé ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé rL) ñ àë-
ãåáðîé âíóòðåííåé ñèììåòðèè.

III. ÊÀËÈÁÐÎÂÎ×ÍÎÅ ÏÎËÅ

Òàê êàê óìíîæåíèå â àëãåáðå äåéñòâèÿ ïðîìåæó-
òî÷íûõ îáúåêòîâ íåêîììóòàòèâíî, òî ñëåäóåò ðàçëè-
÷àòü ëåâîå è ïðàâîå êàëèáðîâî÷íûå ïîëÿ.

1. Ëåâîå êàëèáðîâî÷íîå ïîëå

Ìû õîòèì âîñïîëüçîâàòüñÿ ïîäîáèåì àëãåáðû äåé-
ñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ lS1 è àëãåáðû ëèíåé-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè lL è ïî-
ñòðîèòü ëåâîå êàëèáðîâî÷íîå ïîëå ïîäîáíî ëåâîìó êè-
íåìàòè÷åñêîìó ïîëþ, ðàññìîòðåííîìó â Ðàçäåëå III.1.
Ãëàâû 1.7. Ïîýòîìó ñíà÷àëà íàïîìíèì ïðåäñòàâëåíèå
î ëåâîì êèíåìàòè÷åñêîì ïîëå.

1.1. Ëåâîå êèíåìàòè÷åñêîå ïîëå

Ëåâîå êèíåìàòè÷åñêîå ïîëå îïðåäåëÿåòñÿ òðåìÿ íà-
áîðàìè ïåðåìåííûõ. Êàæäàÿ èç ïåðåìåííûõ çàâèñèò
îò òî÷åê ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.
Ê ïåðâûì ïåðåìåííûì ëåâîãî êèíåìàòè÷åñêîãî ïî-

ëÿ îòíåñåíà çàâèñèìîñòü ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

ll(x) = lI
K
I · llIK(x) ,

à äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ � ýòî çàâèñè-
ìîñòü

ll(φ(x)) = lI
K
I · llIK(φ(x)) .

Òàêèì îáðàçîì, ê ïåðâûì ïåðåìåííûì ëåâîãî êèíå-
ìàòè÷åñêîãî ïîëÿ îòíåñåíû: ïîëå ëèíåéíîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ, ïîëå êîîðäèíàò è ïîëå ïàðàìåòðîâ ëèíåéíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ:

ll(x) , ll
I
K(x) , lφ

α(x) .

Ôóíêöèÿ ll(x) ïîä÷èíÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîìó
ñîîòíîøåíèþ

D ll = d ll+ δ ll . (19)
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Çäåñü
D � èñêðèâëåííûé äèôôåðåíöèàë,
d � îáûêíîâåííûé äèôôåðåíöèàë,
δ � âàðèàöèÿ.
Àíàëîãè÷íûå äèôôåðåíöèàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ âû-

ïîëíÿþòñÿ äëÿ êîîðäèíàò ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

D ll
I
K = d ll

I
K + δ ll

I
K (20)

è äëÿ ïàðàìåòðîâ ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

D lφ
α = d lφ

α + δ lφ
α . (21)

Ê âòîðûì ïåðåìåííûì ëåâîãî êèíåìàòè÷åñêîãî ïî-
ëÿ îòíåñåíà âàðèàöèîííàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò ëèíåéíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ

δ ll

∂xL
(x) .

Îíà îáîçíà÷åíà

ΓL =
δ ll

∂xL
(x) = lI

K
I ·
δ ll

I
K

∂xL
= lI

K
I · ΓIKL

è íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ñâÿçíîñòè ëåâîãî êè-
íåìàòè÷åñêîãî ïîëÿ.
Äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

ΓL(φ(x)) =
δ ll

δ lφα
· δ lφ

α

∂xL
(x) =

= lI
K
I · lKI

Kα · δ lφ
α

∂xL
= lI

K
I · lKI

Kα ·AαL ,(22)

ãäå ΓαL � ïàðàìåòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû êîýôôèöèåí-
òîâ ñâÿçíîñòè.
Òàêèì îáðàçîì, ê âòîðûì ïåðåìåííûì ëåâîãî êè-

íåìàòè÷åñêîãî ïîëÿ îòíåñåíû: ïîëå êîýôôèöèåíòîâ
ñâÿçíîñòè, ïîëå êîîðäèíàò êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè
è ïîëå ïàðàìåòðè÷åñêèõ êîîðäèíàò êîýôôèöèåíòîâ
ñâÿçíîñòè:

ΓL(x) , ΓIKL(x) , ΓαL(x) .

Ê âòîðûì ïåðåìåííûì ëåâîãî êèíåìàòè÷åñêîãî ïî-
ëÿ îòíåñåíà òàêæå èñêðèâëåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò ëè-
íåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

D ll

∂xL
(x) ,

êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïðåîáðàçîâàííûå êîýô-
ôèöèåíòû ñâÿçíîñòè è êîòîðûå îáîçíà÷åíû

Γ′
L =

D ll

∂xL
(x) = lI

K
I ·
D ll

I
K

∂xL
= lI

K
I · Γ

′I
KL .

Àíàëîãè÷íî äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

Γ′
L(φ(x)) =

D ll

D lφα
· D lφ

α

∂xL
(x) =

= lI
K
I · lKI

Kα · D lφ
α

∂xL
= lI

K
I · lKI

Kα · Γ
′α
L ,

ãäå Γ
′α
L � ïàðàìåòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû ïðåîáðàçî-

âàííûõ êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè.
Òîãäà èç âûðàæåíèÿ (19) ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

Γ′
L =

∂ ll

∂xL
+ ΓL ,

íàçûâàåìîå êàëèáðîâî÷íûì ïðåîáðàçîâàíèåì êîýô-
ôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè. Èç âûðàæåíèé (20) è (21) ñëå-
äóþò ðàçíîâèäíîñòè óêàçàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

Γ
′I
KL =

∂ ll
I
K

∂xL
+ Γ

′I
KL

è

Γ
′α
L =

∂ lφ
α

∂xL
+ ΓαL .

Êðîìå ïåðâûõ è âòîðûõ ïåðåìåííûõ ëåâîãî êèíå-
ìàòè÷åñêîãî ïîëÿ, â Ðàçäåëå III.1. Ãëàâû 1.7 ââåäåíû
òðåòüè ïåðåìåííûå ëåâîãî êèíåìàòè÷åñêîãî ïîëÿ, íî
çäåñü îí íå ðàññìàòðèâàåòñÿ.
Ïåðåéäåì òåïåðü ê ïîñòðîåíèþ ëåâîãî êàëèáðîâî÷-

íîãî ïîëÿ, ïîäîáíîãî ëåâîìó êèíåìàòè÷åñêîìó.

1.2. Ëåâîå êàëèáðîâî÷íîå ïîëå

Ëåâîå êàëèáðîâî÷íîå ïîëå îïðåäåëÿåòñÿ òðåìÿ íà-
áîðàìè ïåðåìåííûõ. Êàæäàÿ èç ïåðåìåííûõ çàâèñèò
îò òî÷åê ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.
Ê ïåðâûì ïåðåìåííûì ëåâîãî êàëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ

îòíåñåíà çàâèñèìîñòü âåêòîðà äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷-
íîãî îáúåêòà

lS(x) = lI
K
I · lSIK(x) ,

à äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ � ýòî çàâèñè-
ìîñòü

lS(θ(x)) = lI
K
I · lSIK(θ(x)) .

Òàêèì îáðàçîì, ê ïåðâûì ïåðåìåííûì ëåâîãî êà-
ëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ îòíåñåíû: ïîëå âåêòîðà äåéñòâèÿ
ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà, ïîëå êîîðäèíàò ýòîãî âåê-
òîðà è ïîëå ïàðàìåòðîâ ïðåäñòàâëåíèÿ ýòîãî âåêòîðà:

lS(x) , lS
I
K(x) , lθ

α(x) .

Ôóíêöèÿ lS(x) ïîä÷èíÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîìó
ñîîòíîøåíèþ

D lS = d lS+ δ lS . (23)

Àíàëîãè÷íûå äèôôåðåíöèàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ âû-
ïîëíÿþòñÿ äëÿ êîîðäèíàò âåêòîðà äåéñòâèÿ ïðîìåæó-
òî÷íîãî îáúåêòà

D lS
I
K = d lS

I
K + δ lS

I
K (24)

è äëÿ ïàðàìåòðîâ ýòîãî âåêòîðà

D lθ
α = d lθ

α + δ lθ
α . (25)
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Ê âòîðûì ïåðåìåííûì ëåâîãî êàëèáðîâî÷íîãî ïî-
ëÿ îòíåñåì âûðàæåíèå

− 1

S0
· δ lS
∂xL

(x)

è íàçîâåì åãî êîýôôèöèåíòàìè ñâÿçíîñòè ëåâîãî êà-
ëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ. Ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèå (1), ïîëó-
÷èì

− 1

S0
· δ lS
∂xL

(x) =
δ ll

∂xL
(x) = ΓL = lI

K
I · ΓIKL ,

òî åñòü êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè ëåâîãî êàëèáðîâî÷-
íîãî ïîëÿ ñîâïàäàþò ñ êîýôôèöèåíòàìè ñâÿçíîñòè ëå-
âîãî êèíåìàòè÷åñêîãî ïîëÿ.
Äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ èìååì

ΓL(φ(x)) = − 1

S0
· δ lS
δ lθα

· δ lθ
α

∂xL
(x) = − 1

S0
· δ lS
δ lθα

· lAαL ,
(26)

ãäå ââåäåííûå âåëè÷èíû

lA
α
L(x) =

δ lθ
α

∂xL
(x)

îïðåäåëèì êàê ïîòåíöèàëû ëåâîãî êàëèáðîâî÷íîãî
ïîëÿ. Ó÷òûâàÿ âûðàæåíèÿ (1), (2) è (3), âû÷èñëèì

δ lS

δ lθα
= lI

K
I ·
δ lS

I
K

δ lθα
= lI

K
I ·
δ lS

I
K

δ lφβ
· δ lφ

β

δ lθα
=

− lI
K
I · S0

δ ll
I
K

δ lφβ
· δ lφ

β

δ lθα
= − lI

K
I · lKI

Kα · lgα .

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â ñîîòíîøåíèå (26), ïîëó-
÷èì

ΓL = lI
K
I · lKI

Kα · lgα
S0

· lAαL .

Ñðàâíèâàÿ åãî ñ ñîîòíîøåíèåì (22), ïîëó÷èì ñîîòíî-
øåíèå, ñâÿçûâàþùåå ïàðàìåòðè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû
ñâÿçíîñòè ëåâîãî êèíåìàòè÷åñêîãî ïîëÿ ñ ïîòåíöèàëà-
ìè ëåâîãî êàëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ:

ΓαL =
lgα
S0

· lAαL .

Â ðåçóëüòàòå ê âòîðûì ïåðåìåííûì ëåâîãî êàëèá-
ðîâî÷íîãî ïîëÿ îòíåñåì: ïîëå êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíî-
ñòè, ïîëå êîîðäèíàò êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè, ïîëå
ïàðàìåòðè÷åñêèõ êîîðäèíàò êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíî-
ñòèè è ïîëå ïîòåíöèàëîâ:

ΓL(x) , ΓIKL(x) , ΓαL(x) , lA
α
L(x) .

Ê âòîðûì ïåðåìåííûì ëåâîãî êàëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ
îòíåñåì òàêæå âåëè÷èíû

− 1

S0
·D lS

∂xL
(x) ,

êîòîðûå áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ïðåîáðàçîâàííûå
êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè è êîòîðûå îáîçíà÷åíû êàê

Γ′
L = − lI

K
I ·

1

S0
·D lS

I
K

∂xL
= lI

K
I · Γ

′I
KL .

Àíàëîãè÷íî äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

A′α
L(x) =

D lθ
α

∂xL
(x) ,

ãäå A′α
L(x) � ïðåîáðàçîâàííûå ïîòåíöèàëû ëåâîãî êà-

ëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ.
Òîãäà èç âûðàæåíèÿ (23) ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

Γ′
L = − 1

S0
· ∂ lS
∂xL

+ ΓL ,

íàçûâàåìîå êàëèáðîâî÷íûì ïðåîáðàçîâàíèåì êîýô-
ôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè. Èç âûðàæåíèé (24) è (25) ñëå-
äóþò ðàçíîâèäíîñòè óêàçàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

Γ
′I
KL = − 1

S0
· ∂ lS

I
K

∂xL
+ Γ

′I
KL

è

lA
′α
L =

∂ lθ
α

∂xL
+ lA

α
L .

2. Ïðàâîå êàëèáðîâî÷íîå ïîëå

Ìû õîòèì âîñïîëüçîâàòüñÿ ïîäîáèåì àëãåáðû äåé-
ñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ rS1 è àëãåáðû ëè-
íåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè rL è
ïîñòðîèòü ïðàâîå êàëèáðîâî÷íîå ïîëå ïîäîáíî ïðàâî-
ìó êèíåìàòè÷åñêîìó ïîëþ, ðàññìîòðåííîìó â Ðàçäåëå
III.2. Ãëàâû 1.7. Ïîýòîìó ñíà÷àëà íàïîìíèì ïðåäñòàâ-
ëåíèå î ïðàâîì êèíåìàòè÷åñêîì ïîëå.

2.1. Ïðàâîå êèíåìàòè÷åñêîå ïîëå

Ïðàâîå êèíåìàòè÷åñêîå ïîëå îïðåäåëÿåòñÿ òðåìÿ
íàáîðàìè ïåðåìåííûõ. Êàæäàÿ èç ïåðåìåííûõ çàâè-
ñèò îò òî÷åê ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.
Ê ïåðâûì ïåðåìåííûì ïðàâîãî êèíåìàòè÷åñêîãî

ïîëÿ îòíåñåíà çàâèñèìîñòü ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ

rl(x) = rI
K
I · rlIK(x) ,

à äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ � ýòî çàâèñè-
ìîñòü

rl(φ(x)) = rI
K
I · rlIK(φ(x)) .

Òàêèì îáðàçîì, ê ïåðâûì ïåðåìåííûì ïðàâîãî êè-
íåìàòè÷åñêîãî ïîëÿ îòíåñåíû: ïîëå ëèíåéíîãî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ, ïîëå êîîðäèíàò è ïîëå ïàðàìåòðîâ ëèíåé-
íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ:

rl(x) , rl
I
K(x) , rφ

α(x) .
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Ôóíêöèÿ rl(x) ïîä÷èíÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîìó
ñîîòíîøåíèþ

D rl = d rl+ δ rl . (27)

Çäåñü
D � èñêðèâëåííûé äèôôåðåíöèàë,
d � îáûêíîâåííûé äèôôåðåíöèàë,
δ � âàðèàöèÿ.
Àíàëîãè÷íûå äèôôåðåíöèàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ âû-

ïîëíÿþòñÿ äëÿ êîîðäèíàò ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

D rl
I
K = d rl

I
K + δ rl

I
K (28)

è äëÿ ïàðàìåòðîâ ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

D rφ
α = d rφ

α + δ rφ
α . (29)

Ê âòîðûì ïåðåìåííûì ïðàâîãî êèíåìàòè÷åñêîãî
ïîëÿ îòíåñåíà âàðèàöèîííàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò ëèíåé-
íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

δ rl

∂xL
(x) .

Îíà îáîçíà÷åíà

AL =
δ rl

∂xL
(x) = rI

K
I ·
δ rl

I
K

∂xL
= rI

K
I ·AIKL

è íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëîì ïðàâîãî êèíåìàòè÷åñêîãî
ïîëÿ.
Äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

AL(φ(x)) =
δ rl

δ rφα
· δ rφ

α

∂xL
(x) =

= rI
K
I · rKI

Kα · δ rφ
α

∂xL
= rI

K
I · rKI

Kα ·AαL ,(30)

ãäå AαL � ïàðàìåòðè÷åñêèå ïîòåíöèàëû.
Òàêèì îáðàçîì, ê âòîðûì ïåðåìåííûì ïðàâîãî êè-

íåìàòè÷åñêîãî ïîëÿ îòíåñåíû: ïîëå ïîòåíöèàëà, ïîëå
êîîðäèíàò ïîòåíöèàëà è ïîëå ïàðàìåòðè÷åñêèõ ïîòåí-
öèàëîâ:

AL(x) , AIKL(x) , AαL(x) .

Ê âòîðûì ïåðåìåííûì ïðàâîãî êèíåìàòè÷åñêîãî
ïîëÿ îòíåñåíà òàêæå èñêðèâëåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò
ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

D rl

∂xL
(x) ,

êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïðåîáðàçîâàííûé ïîòåí-
öèàë è êîòîðûé îáîçíà÷åí

A′
L =

D rl

∂xL
(x) = rI

K
I ·
D rl

I
K

∂xL
= rI

K
I ·A

′I
KL .

Àíàëîãè÷íî äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

A′
L(φ(x)) =

D rl

D rφα
· D rφ

α

∂xL
(x) =

= rI
K
I · rKI

Kα · D rφ
α

∂xL
= rI

K
I · rKI

Kα ·A
′α
L ,

ãäå A
′α
L � ïðåîáðàçîâàííûå ïàðàìåòðè÷åñêèå ïîòåí-

öèàëû.
Òîãäà èç âûðàæåíèÿ (27) ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

A′
L =

∂ rl

∂xL
+AL ,

íàçûâàåìîå êàëèáðîâî÷íûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïîòåí-
öèàëà. Èç âûðàæåíèé (28) è (29) ñëåäóþò ðàçíîâèä-
íîñòè óêàçàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

A
′I
KL =

∂ rl
I
K

∂xL
+A

′I
KL

è

A
′α
L =

∂ rφ
α

∂xL
+AαL .

Êðîìå ïåðâûõ è âòîðûõ ïåðåìåííûõ ïðàâîãî êèíå-
ìàòè÷åñêîãî ïîëÿ, â Ðàçäåëå III.2. Ãëàâû 1.7 ââåäåíû
òðåòüè ïåðåìåííûå ïðàâîãî êèíåìàòè÷åñêîãî ïîëÿ, íî
çäåñü îí íå ðàññìàòðèâàåòñÿ.
Ïåðåéäåì òåïåðü ê ïîñòðîåíèþ ïðàâîãî êàëèáðî-

âî÷íîãî ïîëÿ, ïîäîáíîãî ïðàâîìó êèíåìàòè÷åñêîìó.

2.2. Ïðàâîå êàëèáðîâî÷íîå ïîëå

Ïðàâîå êàëèáðîâî÷íîå ïîëå îïðåäåëÿåòñÿ òðåìÿ íà-
áîðàìè ïåðåìåííûõ. Êàæäàÿ èç ïåðåìåííûõ çàâèñèò
îò òî÷åê ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.
Ê ïåðâûì ïåðåìåííûì ïðàâîãî êàëèáðîâî÷íîãî ïî-

ëÿ îòíåñåíà çàâèñèìîñòü âåêòîðà äåéñòâèÿ ïðîìåæó-
òî÷íîãî îáúåêòà

rS(x) = rI
K
I · rSIK(x) ,

à äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ � ýòî çàâèñè-
ìîñòü

rS(θ(x)) = rI
K
I · rSIK(θ(x)) .

Òàêèì îáðàçîì, ê ïåðâûì ïåðåìåííûì ïðàâîãî êà-
ëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ îòíåñåíû: ïîëå âåêòîðà äåéñòâèÿ
ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà, ïîëå êîîðäèíàò ýòîãî âåê-
òîðà è ïîëå ïàðàìåòðîâ ïðåäñòàâëåíèÿ ýòîãî âåêòîðà:

rS(x) , rS
I
K(x) , rθ

α(x) .

Ôóíêöèÿ rS(x) ïîä÷èíÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîìó
ñîîòíîøåíèþ

D rS = d rS+ δ rS . (31)

Àíàëîãè÷íûå äèôôåðåíöèàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ âû-
ïîëíÿþòñÿ äëÿ êîîðäèíàò âåêòîðà äåéñòâèÿ ïðîìåæó-
òî÷íîãî îáúåêòà

D rS
I
K = d rS

I
K + δ rS

I
K (32)

è äëÿ ïàðàìåòðîâ ýòîãî âåêòîðà

D rθ
α = d rθ

α + δ rθ
α . (33)
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Ê âòîðûì ïåðåìåííûì ïðàâîãî êàëèáðîâî÷íîãî ïî-
ëÿ îòíåñåì âûðàæåíèå

− 1

S0
· δ rS
∂xL

(x)

è íàçîâåì åãî ïîòåíöèàëîì ïðàâîãî êàëèáðîâî÷íîãî
ïîëÿ. Ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèå (10), ïîëó÷èì

− 1

S0
· δ rS
∂xL

(x) =
δ rl

∂xL
(x) = AL = rI

K
I ·AIKL ,

òî åñòü, ïîòåíöèàëû ïðàâîãî êàëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ
ñîâïàäàþò ñ ïîòåíöèàëàìè ïðàâîãî êèíåìàòè÷åñêîãî
ïîëÿ.
Äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ èìååì

AL(φ(x)) = − 1

S0
· δ rS
δ rθα

· δ rθ
α

∂xL
(x) = − 1

S0
· δ rS
δ rθα

· rAαL ,
(34)

ãäå ââåäåííûå âåëè÷èíû

rA
α
L(x) =

δ rθ
α

∂xL
(x)

îïðåäåëèì êàê ïàðàìåòðè÷åñêèå ïîòåíöèàëû ïðàâî-
ãî êàëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ. Ó÷òûâàÿ âûðàæåíèÿ (10),
(11) è (12), âû÷èñëèì

δ rS

δ rθα
= rI

K
I ·
δ rS

I
K

δ rθα
= rI

K
I ·
δ rS

I
K

δ rφβ
· δ rφ

β

δ rθα
=

− rI
K
I · S0

δ rl
I
K

δ rφβ
· δ rφ

β

δ rθα
= − rI

K
I · rKI

Kα · rgα .

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â ñîîòíîøåíèå (34), ïîëó-
÷èì

AL = rI
K
I · rKI

Kα · rgα
S0

· rAαL .

Ñðàâíèâàÿ åãî ñ ðàâåíñòâîì (30), ïîëó÷èì ñîîòíîøå-
íèå, ñâÿçûâàþùåå ïàðàìåòðè÷åñêèå ïîòåíöèàëû ïðà-
âîãî êèíåìàòè÷åñêîãî ïîëÿ ñ ïàðàìåòðè÷åñêèìè ïî-
òåíöèàëàìè ïðàâîãî êàëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ

AαL =
rgα
S0

· rAαL .

Â ðåçóëüòàòå ê âòîðûì ïåðåìåííûì ïðàâîãî êàëèá-
ðîâî÷íîãî ïîëÿ îòíåñåì: ïîëå ïîòåíöèàëà, ïîëå êîîð-
äèíàò ïîòåíöèàëà, ïîëå ïàðàìåòðè÷åñêèõ ïîòåíöèà-
ëîâ:

AL(x) , AIKL(x) , rA
α
L(x) .

Ê âòîðûì ïåðåìåííûì ïðàâîãî êàëèáðîâî÷íîãî ïî-
ëÿ îòíåñåì òàêæå âåëè÷èíû

− 1

S0
·D rS

∂xL
(x) ,

êîòîðûå áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ïðåîáðàçîâàííûå
ïîòåíöèàëû è êîòîðûå îáîçíà÷èì

A′
L = − rI

K
I ·

1

S0
·D rS

I
K

∂xL
= rI

K
I ·A

′I
KL .

Àíàëîãè÷íî äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

A′α
L(x) =

D rθ
α

∂xL
(x) ,

ãäå A′α
L(x) � ïðåîáðàçîâàííûå ïîòåíöèàëû ïðàâîãî

êàëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ.
Òîãäà èç âûðàæåíèÿ (31) ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

A′
L = − 1

S0
· ∂ rS
∂xL

+AL ,

íàçûâàåìîå êàëèáðîâî÷íûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïîòåí-
öèàëà. Èç ñîîòíîøåíèé (32) è (33) ñëåäóþò ðàçíîâèä-
íîñòè óêàçàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

A
′I
KL = − 1

S0
· ∂ rS

I
K

∂xL
+A

′I
KL

è

rA
′α
L =

∂ rθ
α

∂xL
+ rA

α
L .

Êðîìå ïåðâûõ è âòîðûõ ïåðåìåííûõ ïðàâîãî êàëèá-
ðîâî÷íîãî ïîëÿ, íåîáõîäèìî ââåñòè òðåòüè ïåðåìåí-
íûå ïðàâîãî êàëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ, íî çäåñü îí íå ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ.

3. Ñèñòåìîîáðàçóþùèå ïîñòóëàòû

1. Îòîæäåñòâèì ëåâîå êàëèáðîâî÷íîå ïîëå (íàðàâíå
ñ ëåâûì êèíåìàòè÷åñêèì ïîëåì) ñ ïîëåì âíåøíåé
ñèììåòðèè, ðàññìàòðèâàåìûì â ñîâðåìåííîé ôèçè-
êå. Â ÷àñòíîñòè, ãðàâèòàöèîííîå ïîëå îòíîñèòñÿ ê
ïîëþ âíåøíåé ñèììåòðèè è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ
÷àñòíûì ñëó÷àåì ëåâîãî êàëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ.
2. Îòîæäåñòâèì ïðàâîå êàëèáðîâî÷íîå ïîëå (íà-

ðàâíå ñ ïðàâûì êèíåìàòè÷åñêèì ïîëåì) ñ ïîëåì
âíóòðåííåé ñèììåòðèè, ðàññìàòðèâàåìûì â ñîâðå-
ìåííîé ôèçèêå. Â ÷àñòíîñòè, ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå
îòíîñèòñÿ ê ïîëþ âíóòðåííåé ñèììåòðèè è, ñëåäîâà-
òåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïðàâîãî êàëèáðî-
âî÷íîãî ïîëÿ.

IV. ÃÐÓÏÏÀ ÏÎÂÎÐÎÒÎÂ ÊÀÊ
ÊÀËÈÁÐÎÂÎ×ÍÀß ÃÐÓÏÏÀ

Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå S âåêòîðà äåéñòâèÿ ôóí-
äàìåíòàëüíîãî îáúåêòà S ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ïðåîáðàçîâàíèé, îäíî èç êîòîðûõ
ïîâîðà÷èâàåò âåêòîð S, íå ìåíÿÿ åãî äëèíû, à äðó-
ãîå ïðåîáðàçîâàíèå, íàïðîòèâ, ñîõðàíÿåò íàïðàâëåíèå
âåêòîðà S, íî èçìåíÿåò åãî äëèíó. Ïåðâîå ïðåîáðàçî-
âàíèå åñòü ïîâîðîò, à âòîðîå ïðåîáðàçîâàíèå åñòü
ðàñòÿæåíèå. Äàëåå ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ëèíåé-
íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ S ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîâîðîòû.
Òàê êàê óìíîæåíèå â àëãåáðå ëèíåéíûõ ïðåîáðàçî-

âàíèé S1 íåêîììóòàòèâíî, òî ñëåäóåò ðàçëè÷àòü ëåâûå
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è ïðàâûå ïîâîðîòû. Â ýòîì Ðàçäåëå îãðàíè÷èìñÿ ðàñ-
ñìîòðåíèåì ïðàâûõ ïîâîðîòîâ. Äëÿ ïðîñòîòû óêàçà-
íèå íà òî, ÷òî âåêòîðû ïðèíàäëåæàò ïðàâîé àëãåáðå,
îïóñòèì.

1. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Äëèíà âåêòîðà

Íà ïðîñòðàíñòâå äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ îáú-
åêòîû S îïðåäåëåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ.
Äëÿ S1,S2 ∈ S ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

S1 · S2 = (eI · eK) (S1)
I (S2)

K = gIK · (S1)
I (S2)

K .

Âåëè÷èíà

gIK = e0 · C0
IK

åñòü ìåòðè÷åñêèé òåíçîð â ïðîñòðàíñòâå äåéñòâèÿ
ôóíäàìåíòàëüíûõ îáúåêòîâ S.
Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà S íà ñåáÿ åñòü

êâàäðàò åãî äëèíû:

S · S = gIK · SI · SK ≡ S2 .

Ïî îïðåäåëåíèþ êàäðàò äëèíû äèôôåðåíöèàëà âåê-
òîðà äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà ðàâåí íóëþ
(ñì. Ðàçäåë V. Ãëàâû 1.3).

2. Ïðàâàÿ êàëèáðîâî÷íàÿ ãðóïïà ïîâîðîòîâ

Óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ äëèíû âåêòîðà S ëèíåéíûì
ïðåîáðàçîâàíèåì S ãðóïïû ïîâîðîòîâ çàïèñûâàåòñÿ
òàê:

S(S) · S(S) = S · S .

Îòñþäà

(eL · eM ) · SLI · SMK · SI · SK = (eI · eK) · SI · SK

èëè

gLM · SLI · SMK = gIK

èëè

(gLM · SMK · gKN ) · SLI = δNI . (35)

Åñëè ââåñòè ñîïðÿæåííóþ ìàòðèöó S∗N
L â ñîîòâåò-

ñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì

S∗N
L = gLM · SMK · gKN ,

òî óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé ê ïîâîðîòàì ïðèîáðåòàåò âèä

S∗N
L = (S−1)NL .

Ïîâîðîòû ñîñòàâëÿþò ãðóïïó. Ïðîèçâåäåíèå ïîâî-
ðîòîâ åñòü ïîâîðîò. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè

(S1)
−1 = S∗1 , (S2)

−1 = S∗2 ,

òî äëÿ ïðàâîãî çàêîíà óìíîæåíèÿ â S1

S = S1 ◦ S2

èìååò ìåñòî

S−1 = (S2)
−1 ◦ (S1)−1 = S∗2 ◦ S∗1 = (S1 ◦ S2)∗ = S∗ .

Îáðàòèìñÿ ê ïàðàìåòðè÷åñêîìó ïðåäñòàâëåíèþ ïðà-
âîé ãðóïïû ïîâîðîòîâ, òî åñòü áóäåì ðàññìàòðèâàòü
âåêòîðû S ∈ S1 â çàâèñèìîñòè îò áåçðàçìåðíûõ ïàðà-
ìåòðîâ φα. Äëÿ ãðóïïû ïîâîðîòîâ òàêèå ïàðàìåòðû
íàçûâàþòñÿ óãëû ïîâîðîòà. Êðîìå ïàðàìåòðîâ φα,
áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïàðàìåòðû θα, ñâÿçàííûå ñ φα

ñîîòíîøåíèåì (12):

φα =
gα · θα

S0
.

Ðàññìàòðèâàÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå
ãðóïïû ïîâîðîòîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì II.2, ïî-
ëó÷èì ïîâîðîòû âîêðóã îñè, çàäàâàåìîé áàçèñíûì
âåêòîðîì I. Ïðè ýòîì âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ, êîòîðûì
óäîâëåòâîðÿåò êâàäðàò áàçèñíîãî âåêòîðà I. Ïîâîðîò
S(φ), ãäå φ óãîë ïîâîðîòà âîêðóã îñè I, ïðèíèìàåò
âèä

S(φ) = S0 · (e0 · cosφ− I · sinφ) (36)

äëÿ

I2 = −e0

è

S(φ) = S0 · (e0 · coshφ− I · sinhφ) (37)

äëÿ

I2 = e0 .

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà îñü ïîâîðîòà îïðåäåëÿåòñÿ
áàçèñíûì âåêòîðîì ïðîñòðàíñòâà äåéñòâèÿ S, òî åñòü

I = eα ,

ñîîòíîøåíèÿ (36) è (37) ïðåîáðàçóþòñÿ â ñëåäóþùèå:

S(φα) = S0 · (e0 · cosφα − eα · sinφα) (38)

äëÿ

(eα)
2 = −e0

è

S(φα) = S0 · (e0 · coshφα − eα · sinhφα) (39)
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äëÿ

(eα)
2 = e0 .

Îò çàâèñèìîñòè S(φα) ïåðåéäåì ê çàâèñèìîñòè
S(θα):

S(θα) = S0 ·
(
e0 cos

(gα · θα

S0

)
− eα sin

(gα · θα

S0

))
(40)

äëÿ (eα)
2 = −1 ;

S(θα) = S0 ·
(
e0 cosh

(gα · θα

S0

)
− eα sinh

(gα · θα

S0

))
(41)

äëÿ (eα)
2 = 1. (Çäåñü ïî α íåò ñóììèðîâàíèÿ).

Ïóñòü ïîâîðîòû îñóùåñòâëÿþòñÿ â ïîäïðîñòðàíñòâå
ïðîñòðàíñòâà äåéñòâèÿ S, ïîñòðîåííîì íà áàçèñíûõ
âåêòîðàõ eα. Ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî îáîçíà÷èì Sα. Óã-
ëû áàçèñíûõ ïîâîðîòîâ îáîçíà÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî
φα. Îñè áàçèñíûõ ïîâîðîòîâ îïðåäåëÿþòñÿ áàçèñíû-
ìè âåêòîðàìè eα ïðîñòðàíñòâà äåéñòâèÿ ôóíäàìåí-
òàëüíûõ îáúåêòîâ. Ïîäïðîñòðàíñòâî Sα ÿâëÿåòñÿ ïðà-
âîé àëãåáðîé, äëÿ êîòîðîé çàêîí êîìïîçèöèè áàçèñ-
íûõ âåêòîðîâ çàïèøåì òàê:

eβ ◦ eα = eγ · rCγβα . (42)

Ïîâîðîòû S ïðåäñòàâëÿþòñÿ âåêòîðàìè ýòîé àëãåá-
ðû. Äëÿ ýòîé àëãåáðû èç óñëîâèÿ àññîöèàòèâíîñòè
èìååì

rC
κ
λα · rCλµβ = rC

κ
µγ · rCγβα . (43)

Îòñþäà ñëåäóåò ðåãóëÿðíîå ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåä-
ñòàâëåíèå àëãåáðû Sα

eα ∼ rC
γ
βα .

Ìàòðèöû ïîâîðîòà â àëãåáðå Sα èìåþò âèä

Sγβ(θ
α) = S0 ·

(
δγβ ·cos

(gα ·θα
S0

)
− rC

γ
βα ·sin

(gα ·θα
S0

))
(44)

äëÿ (eα)
2 = −1 ;

Sγβ(θ
α) = S0·

(
δγβ ·cosh

(gα ·θα
S0

)
− rC

γ
βα ·sinh

(gα ·θα
S0

))
(45)

äëÿ (e)2 = 1.
Àëãåáðà Sα ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì íåïðèâîäèìî-

ãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû ïîâîðîòîâ. Ìàòðèöû rC
γ
βα

ÿâëÿþòñÿ ãåíåðàòîðàìè ïðàâîé ãðóïïû ïîâîðîòîâ â
ïðîñòðàíñòâå íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.
Åñëè ïðîñòðàíñòâîì ïðåäñòàâëåíèÿ ïðàâîé ãðóïïû

ïîâîðîòîâ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèÿ ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ îáúåêòîâ, òî ñîîòíîøåíèå (43) ïðèíèìàåò
âèä

rC
K
Lβ · rCLIα = rC

K
Iγ · rCγαβ . (46)

Â ýòîì ñëó÷àå ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå àë-
ãåáðû ïîâîðîòîâ çàïèñûâàåòñÿ òàê

eα ∼ rC
L
Iα .

Ìàòðèöû ïîâîðîòà â ïðîñòðàíñòâå äåéñòâèÿ òàêî-
âû:

SLK(θα) = S0·
(
δLK ·cos

(gα ·θα
S0

)
− rC

L
Kα ·sin

(gα ·θα
S0

))
(47)

äëÿ (eα)
2 = −1 ;

SLK(θα) =

= S0 ·
(
δLK ·cosh

(gα ·θα
S0

)
− rC

L
Kα ·sinh

(gα ·θα
S0

))
(48)

äëÿ (eα)
2 = 1.

Ãåíåðàòîðàìè ãðóïïû ïîâîðîòîâ ñëóæàò ìàòðèöû

rC
L
Kα.

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàë dS âáëèçè åäèíèöû êà-
ëèáðîâî÷íîé ïîäãðóïïû:

dS(x) = IKL · ∂S
L
K(θα)

∂θα
· ∂θ

α

∂xM
· dxM . (49)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

dS(x) = −IKL · rCLKα · gα · ∂θ
α

∂xM
· dxM . (50)

Áàçèñíûå âåêòîðû îñåé ïîâîðîòîâ

IKL · rCLKα (51)

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé áàçèñíûå âåêòîðû eα â ïðîñòðàí-
ñòâå äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ îáúåêòîâ. Ñ ïîìî-
ùüþ íèõ äèôôåðåíöèàë âåêòîðà ïîâîðîòà çàïèñûâà-
åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dS(x) = −eα · gα · ∂θ
α

∂xM
· dxM .

Ðàññìîòðèì òåïåðü âàðèàöèþ δS âáëèçè åäèíèöû
êàëèáðîâî÷íîé ãðóïïû:

δS(x) = IKL · δS
L
K(θα)

δθα
· δθ

α

∂xM
· dxM . (52)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

δS(x) = −IKL · rCLKα · gα · δθ
α

∂xM
· dxM . (53)

Ôóíêöèÿ

AαM (x) =
δθα

∂xM

åñòü ïîòåíöèàë ïðàâîãî êàëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ, èëè ïî-
ëÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè. Ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ âåëè-
÷èí èìååì

δS(x) = −IKL·rCLKα·gα·AαM ·dxM = −eα·gα·AαM ·dxM.
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Äëÿ êîîðäèíàò ýòîãî âåêòîðà

δSLK = − rC
L
Kα · gα ·AαM · dxM . (54)

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ôóíäàìåíòàëüíàÿ ÷àñòèöà
ó÷àñòâóåò âî âçàèìîäåéñòâèÿõ íåñêîëüêèõ òèïîâ, îïðå-
äåëÿåìûõ íåñêîëüêèìè ãðóïïàìè ïîâîðîòîâ, âàðèà-
öèÿ çàïèñûâàåòñÿ òàê:

δSLK = −
∑
i

gαi · rCLKαi ·Aαi
M · dxM , (55)

ãäå èíäåêñ i íóìåðóåò òèïû âçàèìîäåéñòâèé è ñîîòâåò-
ñòâåííî ïîäãðóïïû êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé;
Aαi

M åñòü ïîòåíöèàë ïðàâîãî êàëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ
(ïîëÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè), ñîîòâåòñòâóþùåãî i-îé
ïîäãðóïïå; ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî âñåì âçàèìî-
äåéñòâèÿì.
Ïîâîðîò âîêðóã ïðîèçâîëüíîé îñè I ìîæåò áûòü

ðàçëîæåí ïî áàçèñíûì ïîâîðîòàì:

I = eα · Cα . (56)

Çäåñü Cα � "íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû" áàçèñíîãî
âåêòîðà îñè ïîâîðîòà I

Cα =
∂θα

∂θ

∣∣∣∣
θ=0

.

Èç âûðàæåíèÿ (56) âûòåêàåò óñëîâèå, êîòîðîìó óäî-
âëåòâîðÿþò "íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû" :

(I)2 = (eα)
2 · (Cα)2 . (57)

Â ýòîì ñëó÷àå âàðèàöèÿ

δS(xI) = −IKL · rCLKα · Cα · g ·AM · dxM ,

ãäå ïîòåíöèàë ïðàâîãî êàëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ
îäíîêîìïîíåíòíûì

AM =
δφ

∂xM
.

Äëÿ êîîðäèíàò ýòîãî âåêòîðà èìååì

δSLK = − rC
L
Kα · Cα · g ·AM · dxM . (58)

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ôóíäàìåíòàëüíûé îáúåêò ó÷àñò-
âóåò âî âçàèìîäåéñòâèÿõ íåñêîëüêèõ òèïîâ, îïðåäå-
ëÿåìûõ íåñêîëüêèìè îñÿìè ïîâîðîòîâ, âàðèàöèÿ çà-
ïèñûâàåòñÿ òàê:

δSLK = −
∑
i

gi · rCLKαi · Cαi ·AiM · dxM , (59)

ãäå èíäåêñ i íóìåðóåò òèïû âçàèìîäåéñòâèé è ñîîò-
âåòñòâåííî îñè ïîâîðîòîâ; AiI åñòü ïîòåíöèàë ïðàâîãî
êàëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ, ñîîòâåòñòâóþùèé i-îé îñè ïîâî-
ðîòà; ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî âñåì îñÿì ïîâîðî-
òîâ (âñåì âçàèìîäåéñòâèÿì).

3. Ïîâîðîòû â ïðîñòðàíñòâå äåéñòâèÿ ëåïòîíîâ
(àëãåáðå Êëèôôîðäà)

Ïåðåéäåì îò ïðîñòðàíñòâà äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëü-
íûõ îáúåêòîâ S ê ïðîñòðàíñòâó äåéñòâèÿ ëåïòîíîâ C4

è ê ãðóïïå ïîâîðîòîâ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ ýòîãî
íåîáõîäèìî ïîëîæèòü

S0 = ℏ , e = ε ,

à ìàòðèöû rC
L
Kα îòîæäåñòâèòü ñî ñòðóêòóðíûìè

ìàòðèöàìè ïðàâîé àëãåáðû Êëèôôîðäà.
Â ðåçóëüòàòå ïðåäñòàâëåíèå ïîâîðîòîâ â àëãåáðå

Êëèôôîðäà âåêòîðàìè ýòîé àëãåáðû çàïèñûâàåòñÿ
òàê:

S(θα) = ℏ ·
(
ε0 cos

(gα · θα

ℏ
)
− εα sin

(gα · θα

ℏ
))

(60)

äëÿ (εα)
2 = −1 ;

S(θα) = ℏ·
(
ε0 cosh

(gα · θα

ℏ
)
− εα sinh

(gα · θα

ℏ
))

(61)

äëÿ (εα)
2 = 1 .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ îñåé ïîâî-
ðîòîâ èìååì

IKL · rCLKα = εα .

Ìàòðèöû ïîâîðîòà ïðîñòðàíñòâà àëãåáðû Êëèô-
ôîðäà âîêðóã îñè, çàäàâàåìîé âåêòîðîì εα, çàïèñû-
âàþòñÿ òàê:

SLK(θα) = ℏ ·
(
δLK ·cos

(gα ·θα
ℏ
)
− rC

L
Kα ·sin

(gα ·θα
ℏ
))
(62)

äëÿ (εα)
2 = −1 ;

SLK(θα) = ℏ ·
(
δLK ·cosh

(gα ·θα
ℏ
)
− rC

L
Kα ·sinh

(gα ·θα
ℏ
))

(63)
äëÿ (εα)

2 = 1; ïî èíäåêñó α íåò ñóììèðîâàíèÿ.
Ìàòðèöû ïîâîðîòà ïðîñòðàíñòâà àëãåáðû Êëèô-

ôîðäà âîêðóã îñè, çàäàâàåìîé âåêòîðîì I, çàïèñûâà-
þòñÿ òàê:

SLK(θ) = ℏ ·
(
δLK ·cos

(g ·θ
ℏ
)
− rC

L
Kα · Cα · sin

(g · θ
ℏ
))
(64)

äëÿ (I)2 = −1 ;

SLK(θ) = ℏ ·
(
δLK ·cosh

(g ·θ
ℏ
)
− rC

L
Kα ·Cα ·sinh

(g ·θ
ℏ
))
(65)

äëÿ (I)2 = 1 .
Â äàëüíåéøåì íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü äâå êàëèáðî-

âî÷íûå ãðóïïû.
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1. Ïîâîðîò â àëãåáðå Êëèôôîðäà âîêðóã îñè, çàäà-
âàåìîé áàçèñíûì âåêòîðîì

ε21 .

Â ýòîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâîì íåïðèâîäèìîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ãðóïïû ïîâîðîòîâ ÿâëÿåòñÿ àëãåáðà Êëèô-
ôîðäà C1, ïîñòðîåííàÿ íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ

ε0, ε21 .

Ýòà àëãåáðà èçîìîðôíà àëãåáðå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë
è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàññìàòðèâàåìàÿ ãðóïïà ïîâîðîòîâ
èçîìîðôíà ãðóïïå U(1).
Ãåíåðàòîðîì ãðóïïû ïîâîðîòîâ â ïðîñòðàíñòâå äåé-

ñòâèÿ ëåïòîíîâ ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà

rC
L
K21 =

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1

13 -1

21 1

0 -1

42 1

14 -1

1324 1

34 -1

1 1

2 -1

3 1

123 -1

134 1

234 -1

4 1

124 -1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= i

34 124

0 123

11 0

11 34

11 123

11 124

2. Ïîâîðîòû â àëãåáðå Êëèôôîðäà âîêðóã îñåé, çà-
äàâàåìûõ áàçèñíûìè âåêòîðàìè

ε4, ε123, ε1324 .

Â ýòîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâîì íåïðèâîäèìîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ãðóïïû ïîâîðîòîâ ÿâëÿåòñÿ àëãåáðà Êëèô-
ôîðäà C2, ïîñòðîåííàÿ íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ

ε0, ε4, ε123, ε1324 ,

à ãðóïïà ïîâîðîòîâ èçîìîðôíà ãðóïïå SU(2).
Ãåíåðàòîðàìè ãðóïïû ïîâîðîòîâ â ïðîñòðàíñòâå

äåéñòâèÿ ëåïòîíîâ ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöû

rC
L
K4 =

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1

13 -1

21 1

0 -1

42 -1

14 1

1324 -1

34 1

1 -1

2 1

3 -1

123 1

134 1

234 -1

4 1

124 -1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

-1 14

-1 34

-1 2

-1 123

1 234

1 124

= i

34 124

0 123

11 0

-11 34

-11 123

11 124
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rC
L
K123 =

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1

13 -1

21 -1

0 -1

42 1

14 1

1324 1

34 1

1 1

2 1

3 1

123 1

134 -1

234 -1

4 -1

124 -1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

-1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

-1 234

-1 124

= 1

34 124

0 123

-11 0

11 34

11 123

-11 124

rC
L
K1324 =

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1

13 -1

21 1

0 -1

42 1

14 -1

1324 1

34 -1

1 1

2 -1

3 1

123 -1

134 1

234 -1

4 1

124 -1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= i

34 124

0 123

11 0

11 34

11 123

11 124

V. ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÅ
ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÛÕ ×ÀÑÒÈÖ Ñ ÏÎËÅÌ

ÂÍÓÒÐÅÍÍÅÉ ÑÈÌÌÅÒÐÈÈ

1. Àëãåáðà äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòèöû
è ïðàâîãî êàëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ

Ñ÷èòàåì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèÿ ôóíäàìåí-
òàëüíîé ÷àñòèöû è ïðàâîãî êàëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ1

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó äâóõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ:
äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòèöû rS è äåéñòâèÿ
êàëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ rS1. Èíà÷å ãîâîðÿ, âåêòîð äåé-
ñòâèÿ â ýòîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëåí ñóììîé äâóõ ñîñòàâ-
ëÿþùèõ

rS+ rS .

Çäåñü âåêòîð rS ∈ rS, à âåêòîð rS ∈ rS1.
Âåêòîðû rS è rS äîïóñêàþò ðàçëîæåíèå ïî áàçèñ-

íûì âåêòîðàì

rS = reK · rSK , rS = rI
L
K · rSKL.

1 Íàïîìíèì, ÷òî ïðàâîå êàëèáðîâî÷íîå ïîëå îòîæäåñòâëÿåòñÿ
ñ ïîëåì âíóòðåííåé ñèììåòðèè.



364 ÃËÀÂÀ 5.3 Êàëèáðîâî÷íîå ïîëå

Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð äåéñòâèÿ â ( rS+ rS1) ìîæåò
áûòü ðàçëîæåí ïî áàçèñíûì âåêòîðàì ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

reK · rSK + rI
L
K · rSKL .

Çàêîí óìíîæåíèÿ âåêòîðîâ äåéñòâèÿ â àëãåáðå rT =

rS+ rS1 çàïèøåì òàê:

rS+ rS =
1

S0
( rS1 + rS1) ◦ ( rS2 + rS2) . (66)

ãäå S0 åñòü ïîñòîÿííàÿ, èìåþùàÿ ðàçìåðíîñòü äåé-
ñòâèÿ.
Ýòî óìíîæåíèå îïðåäåëåíî, åñëè îïðåäåëåíî óìíî-

æåíèå ïàð âåêòîðîâ êàæäîãî âèäà. Ýòè ïðîèçâåäåíèÿ,
â ñâîþ î÷åðåäü, îïðåäåëåíû, åñëè îïðåäåëåíû ïðîèç-
âåäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ. Â Ðàç-
äåëå I.3. Ãëàâû 1.6. ìû çàïèñàëè çàêîíû óìíîæåíèÿ
áàçèñíûõ âåêòîðîâ re è rI ñëåäóþùèì îáðàçîì:

reK ◦ reI = reL · rCLKI ,

rI
L
K ◦ rI

I
M = δIK · rILM ,

reK ◦ rI
I
M = δIK · reM ,

rI
I
M ◦ reK = 0 .

(67)

Â ðåçóëüòàòå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ rT = rS+ rS1 ñòà-
íîâèòñÿ àëãåáðîé, ïîäîáíîé ïðàâîé êèíåìàòè÷åñêîé
àëãåáðå rT = rX+ rL.

2. Óðàâíåíèå ñòðóêòóðû àëãåáðû äåéñòâèÿ
ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòèöû â ïîëå âíóòðåííåé

ñèììåòðèè

Êàê è äëÿ âñÿêîé àëãåáðû, äëÿ àëãåáðû äåéñòâèÿ

rT = rS+ rS1 èìååò ìåñòî óðàâíåíèå ñòðóêòóðû

d2d1( rS+ rS) =
1

S0
· d1( rS+ rS) ◦ d2( rS+ rS) . (68)

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü èç ýòîãî óðàâíåíèÿ óðàâ-
íåíèå ñòðóêòóðû àëãåáðû äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé
÷àñòèöû â ïîëå âíóòðåííåé ñèììåòðèè, íåîáõîäèìî
ðàññìîòðåòü ïðîåêöèþ ýòîãî óðàâíåíèÿ íà ïðîñòðàí-
ñòâî äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòèöû rS. Â ðå-
çóëüòàòå ïîëó÷èì

d2d1 rS =
1

S0
· d1 rS ◦ d2( rS+ rS) . (69)

Äàëåå íåîáõîäèìî ó÷åñòü, ÷òî äèôôåðåíöèàë äåé-
ñòâèÿ ïîëÿ âíóòðíåííåé ñèììåòðèè ÿâëÿåòñÿ âàðèà-
öèåé, ïîýòîìó óðàâíåíèå (69) íóæíî ïåðåïèñàòü òàê:

d2d1 rS =
1

S0
· d1 rS ◦ (d2 rS+ δ2 rS) . (70)

Ïîäñòàâèì â ñîîòíîøåíèå (70) âûðàæåíèÿ äèôôåðåí-
öèàëîâ ÷åðåç äèôôåðåíöèàëû êîîðäèíàò

reL · d2d1 rSL =
1

S0
· ( reK ◦ reI) d1 rS

K d2 rS
I +

+
1

S0
· ( reK ◦ rI

I
M ) d1 rS

K δ2 rS
M
I .

Ïîëüçóÿñü çàêîíîì óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ
(??), ïîëó÷èì óðàâíåíèå ñòðóêòóðû â êîîðäèíàòíîé
ôîðìå

d2d1 rS
L=

1

S0
rC

L
KI ·d2 rSI ·d1 rSK+

1

S0
δ2 rS

L
I ·d1 rSI .

(71)

3. Êâàíòîâûå ïîñòóëàòû äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîé
÷àñòèöû â ïîëå âíóòðåííåé ñèììåòðèè

Óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû ïî ñóùåñòâó è åñòü êâàíòî-
âûå ïîñòóëàòû, íà êîòîðûõ ñòðîèòñÿ êâàíòîâàÿ ìå-
õàíèêà ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòèöû â ïîëå âíóòðåííåé
ñèììåòðèè. Ïåðåéäåì ê áîëåå ïðèâû÷íîé çàïèñè êâàí-
òîâûõ ïîñòóëàòîâ, èñïîëüçóÿ ïåðåîáîçíà÷åíèÿ

d1 rS = ψ , d2 = d , δ2 = δ .

Çäåñü ψ åñòü âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé
÷àñòèöû, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòíûé äèô-
ôåðåíöèàë âåêòîðà äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòè-
öû.
Òîãäà âìåñòî âûðàæåíèÿ (70) ïîëó÷èì

dψ =
1

S0
ψ ◦ (d rS+ δ rS) ,

à âìåñòî âûðàæåèÿ (71) ïîëó÷èì

dψL =
1

S0
rC

L
KI · d rSI · ψK +

1

S0
δ rS

L
K · ψK . (72)

Åñëè ó÷åñòü, ÷òî

d rS = − rpM · dxM , δ rS = − rmM · dxM

è

d rS
I = − rp

I
M · dxM ,

δ rS
L
K = − rgα · rKL

Kα ·AαM · dxM ,

òî ïîëó÷èì êâàíòîâûå ïîñòóëàòû â âåêòîðíîì âèäå

dψ = − 1

S0
ψ ◦ ( rpM + rmM ) dxM

è â êîîðäèíàòíîì âèäå

dψL = − 1

S0
rC

L
KI · rpIM · dxM · ψK −

− 1

S0
rgα · rKL

Kα ·AαM · dxM · ψK . (73)
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Îòñþäà

∂Mψ
L +

1

S0
rgα · rKL

Kα · rgα ·AαM · ψK =

= − 1

S0
rC

L
KI · rpIM · ψK . (74)

Ýòè óðàâíåíèÿ åñòü êâàíòîâûå ïîñòóëàòû äëÿ
ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòèöû â ïîëå âíóòðåííåé ñèì-
ìåòðèè.
Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ôóíäàìåíòàëüíàÿ ÷àñòèöà ó÷àñò-

âóåò âî âçàèìîäåéñòâèÿõ âíóòðåííåé ñèììåòðèè íåñêîëü-
êèõ (i) òèïîâ, èìååì

δ rS
L
K = −

∑
i

rgαi
· rKL

Kαi
·Aαi

M · dxM .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì êâàíòîâûå ïîñòóëàòû äëÿ
óêàçàííîãî ñëó÷àÿ

∂Mψ
L +

1

S0

(∑
i

rgαi
· rKL

Kαi
·Aαi

M

)
· ψK =

= − 1

S0
rC

L
KI · rpIM · ψK . (75)

4. Êâàíòîâîå óðàâíåíèå äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîé
÷àñòèöû â ïîëå âíóòðåííåé ñèììåòðèè

Ïðè âûâîäå êâàíòîâîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíäàìåí-
òàëüíîé ÷àñòèöû â ïîëå âíóòðåííåé ñèììåòðèè âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (74) è (75). Óìíîæèì
îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (74) íà ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû

lC
MN

L, âûïîëíèâ ñîîòâåòñòâóþùèå ñóììèðîâàíèÿ.
Ïîëó÷èì

lC
MN

L ·
(
∂Mψ

L +
1

S0
rgα · rKL

Kα ·AαM · ψK
)

=

= − 1

S0
lC

MN
L · rCLKI · rpIM · ψK . (76)

Ýòî óðàâíåíèå åñòü êâàíòîâîå óðàâíåíèå äëÿ ôóí-
äàìåíòàëüíîé ÷àñòèöû â ïîëå âíóòðåííåé ñèììåò-
ðèè.
Èç âûðàæåèÿ (75) ïîëó÷èì êâàíòîâîå óðàâíåíèå

äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòèöû, ó÷àñòâóþùåé âî âçà-
èìîäåéñòâèÿõ íåñêîëüêèõ (i) òèïîâ:

lC
MN

L

(
∂Mψ

L+
1

S0
(
∑
i

rgαi
· rKL

Kαi
·Aαi

M )ψK

)
=

= − 1

S0
lC

MN
L · rCLKI · rpIM · ψK . (77)

5. Êâàíòîâîå óðàâíåíèå äëÿ ëåïòîíîâ â ïîëå
âíóòðåííåé ñèììåòðèè

Îáðàòèìñÿ ê êâàíòîâîìó óðàâíåíèþ äëÿ ôóíäàìåí-
òàëüíîé ÷àñòèöû â ïîëå âíóòðåííåé ñèììåòðèè (76).

Ïåðåéäåì îò ïðîñòðàíñòâà äåéñòâèÿ rS ê ïðîñòðàí-
ñòâó äåéñòâèÿ ëåïòîíîâ rC4 è ê ãðóïïå ïîâîðîòîâ â
ýòîì ïðîñòðàíñòâå (ñì. Ðàçäåë IV.3). Äëÿ ýòîãî íåîá-
õîäèìî ïîëîæèòü

S0 = ℏ ,

à ìàòðèöû rK
L
Kα îòîæäåñòâèòü ñî ñòðóêòóðíûìè

ìàòðèöàìè àëãåáðû Êëèôôîðäà:

rK
L
Kα = rC

L
Kα .

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâà ñëó÷àÿ.
1. Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ψ(x) è ïîòåíöèàëû çàâèñÿò

òîëüêî îò êîîðäèíàò ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ÑÒÎ X.
Òîãäà èìååì

lC
mN

L ·
(
∂mψ

L +
rgα
ℏ

· rCLKα ·Aαm · ψK
)
=

= −1

ℏ lC
MN

L · rCLKI · rpIM · ψK . (78)

Çäåñü m = 1, 2, 3, 4. Â ýòîì óðàâíåíèè lC
mK

I åñòü
ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíèX â ïðî-
ñòðàíñòâå ëåïòîíîâ C4.
2. Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ψ(x) çàâèñèò òîëüêî îò êîîð-

äèíàò ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ÑÒÎ X, à ïîòåíöèàëû
çàâèñÿò îò êîîðäèíàò îáîáùåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðå-
ìåíè X.
Òîãäà èìååì

lC
mN

L · ∂mψL + lC
MN

L · rgα
ℏ

· rCLKα ·AαM · ψK =

= −1

ℏ lC
MN

L · rCLKI · rpIM · ψK . (79)

Ýòî óðàâíåíèå è åñòü êâàíòîâîå óðàâíåíèå äëÿ ëåï-
òîíîâ â ïîëå âíóòðåííåé ñèììåòðèè.
Äàëåå â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì VIII. Ãëàâû 4.4.

ïîëîæèì, ÷òî îáîáùåííûé èìïóëüñ rp
I
M èìååò òîëü-

êî äâå êîìïîíåíòû

p00 = −∂0S0 =
m c

2
, p340 = −∂0S34 =

m c

2
.

Ïîäñòàâèâ ââåäåííûå âåëè÷èíû â óðàâíåíèå (78),
ïîëó÷èì êâàíòîâîå óðàâíåíèå äëÿ ëåïòîíîâ â ïîëå
âíóòðåííåé ñèììåòðèè â îêîí÷àòåëüíîì âèäå:

lC
mN

L ·
(
∂mψ

L +
rgα
ℏ

· rCLKα ·Aαm · ψK
)
+

+
m c

2 ℏ
(δNK + rC

N
K34)ψ

K = 0 . (80)

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî

lC
0N
L = δNL è rC

L
K0 = δLK .

Èç âûðàæåíèÿ (79) ïîëó÷èì êâàíòîâîå óðàâíå-
íèå äëÿ ëåïòîíîâ, ó÷àñòâóþùèõ âî âçàèìîäåéñòâèÿõ
íåñêîëüêèõ (i) òèïîâ, íàïðèìåð â ýëåêòðîìàãíèòíîì
è ñëàáîì âçàèìîäåéñòâèÿõ:

lC
mN

L ·∂mψL+ lC
MN

L ·(
∑
i

rgαi

ℏ
· rCLKαi

·Aαi
M )·ψK+

+
m c

2 ℏ
(δNK + rC

N
K34)ψ

K = 0 . (81)
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VI. ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÅ ËÅÏÒÎÍÎÂ Ñ
ÝËÅÊÒÐÎÌÀÃÍÈÒÍÛÌ ÏÎËÅÌ

1. Óðàâíåíèå Äèðàêà äëÿ ýëåêòðîíà â
ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå

Â ýòîì Ðàçäåëå îñíîâíûì áóäåò óðàâíåíèå Äèðàêà
äëÿ ýëåêòðîíà â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå. Ïîëàãàåì,
÷òî âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîíà ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì
ïîëåì ñâÿçàíî ñ ïðåîáðàçîâàíèåì äåéñòâèÿ ýëåêòðî-
íà êàëèáðîâî÷íîé ãðóïïîé ñïåöèàëüíîãî âèäà. Áóäåì
ïîëàãàòü, ÷òî ýòà ãðóïïà åñòü ãðóïïà ïîâîðîòîâ, è áó-
äåì íàçûâàòü åå ýëåêòðè÷åñêîé.
Ïîñòàâèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: ïóòåì ñðàâíåíèÿ

óðàâíåíèÿ Äèðàêà ñ óðàâíåíèåì (80) îïðåäåëèòü (èäåí-
òèôèöèðîâàòü) ýëåêòðè÷åñêóþ ãðóïïó. Äëÿ òîãî, ÷òî-
áû ñðàâíèòü óðàâíåíèå (80) ñ óðàâíåíèåì Äèðàêà,
íàäî îáðàòèòüñÿ ê ïåðâîìó ñæàòîìó ïðåäñòàâëåíèþ
óðàâíåíèÿ (80). Â ïðèíÿòûõ â Ðàçäåëå VII. Ãëàâû
4.4. îáîçíà÷åíèÿõ óðàâíåíèå (80) â ïåðâîì ñæàòîì
ïðåäñòàâëåíèè çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

lC
mN1

L1
·
(
∂mψ

L1 +
rgα
ℏ

· rCL1
K1α ·Aαm · ψK1

)
+

+
m c

2 ℏ
(δN1

K1 + rC
N1
K134)ψ

K1 = 0 . (82)

Äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî ïåðâîãî ñæàòîãî ïðåäñòàâëå-
íèÿ èíäåêñû ñ öèôðîé 1 âíèçó (A1, B1, I1,K1, L1) ïðè-
íèìàþò çíà÷åíèÿ

(32, 13, 21, 0, 1, 2, 3, 123) .

Äëÿ êîìïëåêñíîãî ïåðâîãî ñæàòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
èíäåêñû ñ öèôðîé 1 âíèçó (A1, B1, I1,K1, L1) ïðèíè-
ìàþò çíà÷åíèÿ

(13, 0, 2, 123) .

Äëÿ êâàòåðíèîííîãî ïåðâîãî ñæàòîãî ïðåäñòàâëå-
íèÿ èíäåêñû ñ öèôðîé 1 âíèçó (A1, B1, I1,K1, L1) ïðè-
íèìàþò çíà÷åíèÿ

(0, 123) .

Â Ðàçäåëå IV.1. Ãëàâû 4.3. áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî

rC
N1
K134 = δN1

K1
.

Ïîýòîìó óðàâíåíèå (82) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

lC
mN1

L1
·
(
∂mψ

L1 +
rgα
ℏ

· rCL1
K1α ·Aαm · ψK1

)
+

+
m c

ℏ
ψN1 = 0 . (83)

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ñðàâíèì ñ óðàâíåíèåì Äèðà-
êà äëÿ ýëåêòðîíà â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå, êîòîðîå
çàïèøåì â òåõ æå îáîçíà÷åíèÿõ:

lC
mN1

L1
·
(
∂mψ

L1 +
i · e
c · ℏ

·Am · ψL1

)
+

+
m c

ℏ
ψN1 = 0 , (84)

ãäå
e � çàðÿä ýëåêòðîíà;
Am � ïîòåíöèàë ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.
Âõîäÿùèå â óðàâíåíèå (83) è â óðàâíåíèå Äèðàêà

(84) ìàòðèöû lC
mN1

L1
îäèíàêîâû. Ïðèâåäåì ýòè ìàò-

ðèöû äëÿ êâàòåðíèîííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ2

C4A1
B1

∼ −i

0 123

11 0

11 123

,
C1A1

B1
∼ i

0 123

-σ1 0

σ1 123

,

C2A1
B1

∼ i

0 123

-σ2 0

σ2 123

,
C3A1

B1
∼ i

0 123

-σ3 0

σ3 123

.

Ñðàâíåíèå óðàâíåíèÿ (83) ñ óðàâíåíèåì Äèðàêà
(84) ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòè óðàâíåíèÿ ñîâïàäóò, åñëè,
âî-ïåðâûõ, ïîëîæèòü

rgα =
e

c

è, âî-âòîðûõ, ïîëîæèòü

rC
L1
K1α = i · δL1

K1 .

Ïîñëå ýòîãî çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òîáû ñðåäè
ìàòðèö àëãåáðû Êëèôôîðäà rC4 â ïåðâîì ñæàòîì
êîìïëåêñíîì ïðåäñòàâëåíèè íàéòè ìàòðèöó rC

L1
K1α,

êîòîðàÿ èìååò âûøåóêàçàííûé âèä. Èç ðåçóëüòàòîâ
Ðàçäåëà IV.1. Ãëàâû 4.3. ñëåäóåò, ÷òî òàêàÿ ìàòðèöà
ñóùåñòâóåò è ýòî ìàòðèöà

rC
L1
K121 ,

òî åñòü α = 21. Òàêèì îáðàçîì, ýëåêòðè÷åñêàÿ ãðóï-
ïà � ýòî ãðóïïà ïîâîðîòîâ â ïðîñòðàíñòâå äåéñòâèÿ
ýëåêòðîíà îòíîñèòåëüíî îñè rε21. Îíà èìååò âèä

rS(θ) = ℏ ·
(
ε0 · cos

(
e · θ
c · ℏ

)
− rε21 · sin

(
e · θ
c · ℏ

))
Ýòà ãðóïïà èçîìîðôíà ãðóïïå U(1).
Â çàêëþ÷åíèè ýòîãî Ðàçäåëà çàïèøåì óðàâíåíèå

Äèðàêà ÷åðåç ïðàâûå è ëåâûå êîìïîíåíòû âîëíîâîé
ôóíêöèè ýëåêòðîíà. Òàêàÿ çàïèñü ñäåëàåò äàëüíåé-
øèå âûêëàäêè ìåíåå ãðîìîçäêèìè.
Îïèðàÿñü íà Ðàçäåë IX.1. Ãëàâû 4.4., çàïèøåì óðàâ-

íåíèå Äèðàêà â êâàòåðíèîííîì ïðåäñòàâëåíèè(
−i 1

1

(
∂4 +

i·e·A4

c·ℏ
1

1

)
+

+i -σa

σa

(
∂a +

i·e·Aa

c·ℏ
1

1

)
+

+
me c

ℏ
1

1

)
Ψ0

Ψ123
= 0 .

2 Îíè âû÷èñëåíû â Ðàçäåëå V.1. Ãëàâû 4.3.
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Îòñþäà óðàâíåíèå Äèðàêà ìîæíî çàïèñàòü òàê:

i (∂4 +
i·e·A4

c·ℏ )Ψ123 + i σa (∂a +
i·e·Aa

c·ℏ )Ψ123 =
me c

ℏ
Ψ0 ,

i (∂4 +
i·e·A4

c·ℏ )Ψ0 − i σa (∂a +
i·e·Aa

c·ℏ )Ψ0 =
me c

ℏ
Ψ123 .

(85)
Òåïåðü ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ
Ψ123 = eR � ïðàâàÿ êîìïîíåíòà âîëíîâîé ôóíêöèè

ýëåêòðîíà,
Ψ0 = eL � ëåâàÿ êîìïîíåíòà âîëíîâîé ôóíêöèè

ýëåêòðîíà.
Êðîìå òîãî, ìàòðèöû (1, σa) îáîçíà÷èì γm1 , à ìàò-

ðèöû (1,−σa) îáîçíà÷èì γm2 , òî åñòü

γm1 = {γ41 , γa1} = {1 , σa} , γm2 = {γ42 , γa2} = {1 ,−σa} .

Òîãäà óðàâíåíèå Äèðàêà äëÿ ýëåêòðîíà â ýëåêòðî-
ìàãíèòíîì ïîëå ìîæíî çàïèñàòü òàê:

i γm1

(
∂m +

i eAm
c · ℏ

)
eR =

me c

ℏ
eL ,

i γm2

(
∂m +

i eAm
c · ℏ

)
eL =

me c

ℏ
eR .

2. Êâàíòîâîå óðàâíåíèå äëÿ ëåïòîíîâ â
ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå

Â ïðåäûäóùåì Ðàçäåëå íà îñíîâàíèè óðàâíåíèÿ
Äèðàêà îïðåäåëåíà ýëåêòðè÷åñêàÿ ãðóïïà � ãðóïïà,
îòâåòñòâåííàÿ çà ýëåêòðîìàãíèòíîå âçàèìîäåéñòâèå
ëåïòîíîâ. Îäíàêî â Ðàçäåëàõ V. è VIII. Ãëàâû 4.4.
áûëî ïîêàçàíî, ÷òî óðàâíåíèå Äèðàêà (82) çàïèñàíî â
ïåðâîì ñæàòîì ïðåäñòàâëåíèè è åãî ñëåäóåò ñ÷èòàòü
ïðèáëèæåííûì. Ïîýòîìó çàêëþ÷åíèå ïðåäûäóùåãî
Ðàçäåëà îòíîñèòåëüíî ýëåêòðè÷åñêîé ãðóïïû ñëåäóåò
ñ÷èòàòü ïðèáëèæåííûì. Çäåñü ðàññìîòðèì ýëåêòðè-
÷åñêóþ ãðóïïó â îáùåì ñëó÷àå. Â îáùåì ñëó÷àå êâàí-
òîâûì óðàâíåíèåì äëÿ ëåïòîíîâ, âçàèìîäåéñòâóþùèõ
ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì, ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå (80).
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåçóëüòàòàìè Ðàçäåëà VIII. Ãëàâû

4.4., óðàâíåíèå (80) îòíîñèòñÿ ê äâóì ëåïòîíàì îäíîãî
ïîêîëåíèÿ, íàïðèìåð ê ýëåêòðîíó è åãî íåéòðèíî. Ïî-
ýòîìó â èòîãå ñèñòåìà óðàâíåíèé äîëæíà ðàçäåëèòü-
ñÿ íà äâå, îäíà èç êîòîðûõ îòíîñèòñÿ ê ýëåêòðîíó,
à äðóãàÿ ê íåéòðèíî. Ïðè÷åì ïîòåíöèàë ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî ïîëÿ äîëæåí âõîäèòü òîëüêî â ïåðâóþ ñèñòå-
ìó óðàâíåíèé. Èç ýòîãî óñëîâèÿ è áóäåì îïðåäåëÿòü
ýëåêòðè÷åñêóþ ãðóïïó. Ê óñïåõó ïðèâîäÿò ñëåäóþùèå
ñîîáðàæåíèÿ.
Âûäåëèì â ïðîñòðàíñòâå rC4 ïëîñêîñòü, ïîñòðîåí-

íóþ íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ rε21 è rε1324, è âûáåðåì
â ýòîé ïëîñêîñòè îñü ïîâîðîòà rI, ðàâíîóäàëåííóþ îò
îñåé rε21 è rε1324. Ãðóïïó ïîâîðîòîâ îòíîñèòåëüíî îñè

rI áóäåì ñ÷èòàòü ýëåêòðè÷åñêîé ãðóïïîé â îáùåì ñëó-
÷àå. Òàêèì îáðàçîì, ýëåêòðè÷åñêàÿ ãðóïïà îïðåäåëå-

íà ôóíêöèåé

rS(θ) = ℏ ·
(
rε0 · cos

(
g · θ
ℏ

)
− rI · sin

(
g · θ
ℏ

))
. (86)

Ïîâîðîò âîêðóã îñè rI ìîæåò áûòü ðàçëîæåí íà ïî-
âîðîòû âîêðóã áàçèñíûõ îñåé íà îñíîâàíèè ôîðìóëû

rI = rε21 · C21 + rε1324 · C1324 .

Çäåñü C21 è C1324 � ñîîòâåòñòâóþùèå "íàïðàâëÿþ-
ùèå êîñèíóñû". Ïî óñëîâèþ

C21 = C1324 = C .

Òàêèì îáðàçîì,

rI = ( rε21 + rε1324) · C .

Ââåäåííàÿ ãðóïïà ïîâîðîòîâ èçîìîðôíà ãðóïïå
U(1), òàê êàê

rI = (( rε21)
2 + ( rε1324)

2) · C2 = −ε0

ïðè ýòîì íóæíî ó÷åñòü, ÷òî

( rε21)
2 = −ε0 , ( rε1324)

2 = −ε0 , C2 =
1

2
.

Êîîðäèíàòû ïðåîáðàçîâàíèÿ ýëåêòðè÷åñêîé ãðóïïû
â ïðîñòðàíñòâå rC4 ïðèîáðåòàþò âèä

rS
K
L(θ) = ℏ ·

(
δKL · cos

(
g · θ
ℏ

)
−

−( rC
K
L21 + rC

K
L1324) · C · sin

(
g · θ
ℏ

))
. (87)

Îòñþäà äëÿ êîîðäèíàò âàðèàöèîííîãî äèôôåðåí-
öèàëà èìååì

δ rS
K
L = −( rC

K
L21 + rC

K
L1324) · C · g · δθ

∂xm
· dxm .

Ïîëîæèì, ÷òî

Am =
δθ

∂xm

� ïîòåíöèàë ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, à

C · g =
e

2 · c
,

ãäå e � ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä ýëåêòðîíà; òîãäà äëÿ âà-
ðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîé ïîëó÷èì

δ rS
K
L

∂xm
= −e ·Am

2 · c
· ( rCKL21 + rC

K
L1324) ,

à êâàíòîâîå óðàâíåíèå (80) ïðèìåò âèä

lC
mN

L

(
∂mψ

L +
e ·Am
2 · c · ℏ

·( rCKL21 + rC
K
L1324)·ψK

)
+

+
m c

2 ℏ
(δNK + rC

N
K34)ψ

K = 0 . (88)
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Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû Ðàçäåëîâ II.1., II.2. Ãëà-
âû 4.3., ïåðåéäåì ê êâàòåðíèîííîìó ïðåäñòàâëåíèþ
ñòðóêòóðíûõ ìàòðèö è âîëíîâûõ ôóíêöèé, â êîòîðîì

rC
I
L21 = i

1

1

1

1

, rC
I
L1324 = i

1

1

1

1

.

δKL =

1

1

1

1

, rC
I
L34 =

1

1

1

1

.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì

|| lCmNL||

∂m +
i eAm
2 · c · ℏ

1 1

1 1

1 1

1 1

 ·
Ψ0

Ψ34

Ψ123

Ψ124

+

+
m c

2 ℏ

1 1

1 1

1 1

1 1

·
Ψ0

Ψ34

Ψ123

Ψ124

= 0

èëè

|| lCmNL||

∂m Ψ0

Ψ34

Ψ123

Ψ124

+
i eAm
2 · c · ℏ

Ψ0 +Ψ34

Ψ0 +Ψ34

Ψ123 +Ψ124

Ψ123 +Ψ124

+

+
m c

2 ℏ

Ψ0 +Ψ34

Ψ0 +Ψ34

Ψ123 +Ψ124

Ψ123 +Ψ124

= 0 .

Çäåñü ìàòðèöû lC
mK

I = { lC4K
I , lC

aK
I} (a =

1, 2, 3) â êâàòåðíèîííîì ïðåäñòàâëåíèè èìåþò âèä

rC
4K
I = −i

1

1

1

1

, rC
aK
I = i

-σa

-σa

σa

σa

.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðåéòè ê óðàâíåíèÿì îòíîñèòåëü-
íî ïðàâûõ è ëåâûõ êîìïîíåíò ýëåêòðîíà è åãî íåéòðè-
íî, ïðåîáðàçóåì ýòè óðàâíåíèÿ òàê æå, êàê ýòî áûëî

ñäåëàíî â Ðàçäåëå IX.2. Ãëàâû 4.4. Ñíà÷àëà ñëîæèì
ïåðâîå óðàâíåíèå ñî âòîðûì è òðåòüå ñ ÷åòâåðòûì. Çà-
òåì âû÷òåì èç ÷åòâåðòîãî òðåòüå, à èç âòîðîãî óðàâ-
íåíèÿ ïåðâîå. Ïîëó÷èì

i

γm1
γm2
γm1
γm2

∂m Ψ123 +Ψ124

Ψ0 +Ψ34

Ψ0 −Ψ34

Ψ123 −Ψ124

+
i eAm
2 · c · ℏ

2 (Ψ123 +Ψ124)

2 (Ψ0 +Ψ34)

0

0

 =

=
m c

2 ℏ

2 (Ψ0 +Ψ34)

2 (Ψ123 +Ψ124)

0

0

.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

Ψ0 +Ψ34 = eL � ëåâàÿ êîìïîíåíòà ýëåêòðîíà,

Ψ123 +Ψ124 = eR � ïðàâàÿ êîìïîíåíòà ýëåêòðîíà,

Ψ123 −Ψ124 = νeL � ëåâàÿ êîìïîíåíòà e-íåéòðèíî,

Ψ0 −Ψ34 = νeR � ïðàâàÿ êîìïîíåíòà e-íåéòðèíî,

ïîëó÷èì êâàíòîâîå óðàâíåíèå äëÿ ëåïòîíîâ ïåðâîãî
ïîêîëåíèÿ â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå

i γm1

(
∂m +

i eAm
c · ℏ

)
eR =

m c

ℏ
eL ,

i γm2

(
∂m +

i eAm
c · ℏ

)
eL =

m c

ℏ
eR ,

i γm1 ∂m νeR = 0 ,

i γm2 ∂m νeL = 0 .

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà èç ÷åòûðåõ óðàâíåíèé ïðåîá-
ðàçóåòñÿ â äâå ñèñòåìû èç äâóõ óðàâíåíèé.

Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ïðàâûé è ëåâûé ýëåê-
òðîíû âçàèìîäåéñòâóþò ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì ñ
îäèíàêîâîé êîíñòàíòîé ñâÿçè, à íåéòðèíî íå âçàèìî-
äåéñòâóþò ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì.

VII. ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÅ ËÅÏÒÎÍÎÂ Ñ ÝËÅÊÒÐÎÑËÀÁÛÌ ÏÎËÅÌ

Â ýòîì Ðàçäåëå ìû õîòèì îòîæäåñòâèòü ýäåêòðîñëàáóþ ãðóïïó Ñàëàìà-Âàéíáåðãà ñ íåêîòîðîé ïîäãðóïïîé
ãðóïïû ïîâîðîòîâ â ïðîñòðàíñòâå äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ îáúåêòîâ S. Äëÿ ýòîãî, äåëàÿ ïðåäïîëîæåíèÿ
îòíîñèòåëüíî óêàçàííîé ïîäãðóïïû è ïîëüçóÿñü óðàâíåíèÿìè (81), ïîñòðîèì êâàíòîâîå óðàâíåíèå äëÿ ëåïòîíîâ
â ýëåêòðîñëàáîì ïîëå. Ìû ñòðåìèìñÿ ê òîìó, ÷òîáû íàøå óðàâíåíèå ìàêñèìàëüíî ñîâïàäàëî ñ óðàâíåíèåì
Ñàëàìà-Âàéíáåðãà. Â íà÷àëå ñâîèõ ðàññóæäåíèé ïðèâåäåì óðàâíåíèå Ñàëàìà-Âàéíáåðãà.
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1. Óðàâíåíèÿ Ñàëàìà�Âàéíáåðãà

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðèåé Ñàëàìà�Âàéíáåðãà ëàãðàíæèàí âçàèìîäåéñòâèÿ ëåïòîíîâ ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ ñ ýëåê-
òðîñëàáûì ïîëåì èìååò âèä3

L = i ẽR γ
m
1 ∂meR + i ẽL γ

m
2 ∂meL + i ν̃L γ

m
2 ∂mνeL − g sin θW ẽR γ

m
1 eRAm − g sin θW ẽL γ

m
2 eLAm +

+
g

cos θW
sin2 θW ẽR γ

m
1 eR Zm − g

2 cos θW
cos 2θW ẽL γ

m
2 eL Zm +

g

2 cos θW
ν̃L γ

m
2 νeL Zm +

+
g

2
ν̃L γ

m
2 eL (W

1
m + iW 2

m) +
g

2
ẽL γ

m
2 νeL (W

1
m − iW 2

m)−m ẽR eL −mẽL eR .

Ãðóïïèðóÿ ñëàãàåìûå ñ îäèíàêîâûìè ñîïðÿæåííûìè âåêòîðàìè, ïîëó÷èì êâàíòîâûå óðàâíåíèÿ äëÿ ëåïòîíîâ
ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ â ýëåêòðîñëàáîì ïîëå â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðèåé Ñàëàìà�Âàéíáåðãà:

i γm1

(
∂m +

i g sin θW Am
ℏ

− i g Zm
ℏ

[
sin2 θW
cos θW

])
eR =

m c

ℏ
eL ,

i γm2

(
∂meL +

i g sin θW Am
ℏ

eL +
i g Zm
2 ℏ

[
cos θW − sin2 θW

cos θW

]
eL −

i g (W 1
m − iW 2

m)

2 ℏ
νeL

)
=
m c

ℏ
eR ,

i γm2

(
∂mνeL −

i g Zm
2 ℏ

[
cos θW +

sin2 θW
cos θW

]
νeL −

i g (W 1
m + iW 2

m)

2 ℏ
eL

)
= 0 .

Çäåñü θw � óãîë Ñàëàìà-Âàéíáåðãà, Zm, W
1
m, W

2
m � ïîòåíöèàëû ñëàáîãî ïîëÿ. Â òåîðèè Ñàëàìà-Âàéíáåðãà

ïîëàãàåòñÿ, ÷òî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ íåéòðèíî ñîäåðæèò òîëüêî ëåâûå êîìïîíåíòû, òî åñòü νeR = 0.

2. Êâàíòîâîå óðàâíåíèå äëÿ ëåïòîíîâ â ýëåêòðîñëàáîì ïîëå. Ïåðâîå ïðèáëèæåíèå

Â êà÷åñòâå ãðóïïû, îòâåòñòâåííîé çà ñëàáîå âçàèìîäåéñòâèå ëåïòîíîâ, ïðèìåì ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï
ïðàâûõ ïîâîðîòîâ â ïðîñòðàíñòâå äåéñòâèÿ ëåïòîíîâ C4, ðàññìîòðåííûõ â Ðàçäåëå III.3:
1) ãðóïïû ïîâîðîòîâ îòíîñèòåëüíî îñè ε21:

rS(θ
21) = ℏ ·

(
ε0 cos

(g21 · θ21
ℏ

)
− ε21 sin

(g21 · θ21
ℏ

))
;

ýòà ãðóïïà èçîìîðôíà ãðóïïå U(1);
2) ãðóïïû ïîâîðîòîâ îòíîñèòåëüíî îñåé ε1324, ε123, ε4:

rS(θ
1324) = ℏ ·

(
ε0 cos

(g1324 · θ1324
ℏ

)
− ε1324 sin

(g1324 · θ1324
ℏ

))
,

rS(θ
4) = ℏ ·

(
ε0 cos

(g4 · θ4
ℏ

)
− ε4 sin

(g4 · θ4
ℏ

))
,

rS(θ
123) = ℏ ·

(
ε0 cos

(g123 · θ123
ℏ

)
− ε123 sin

(g123 · θ123
ℏ

))
.

Ýòà ãðóïïà èçîìîðôíà ãðóïïå SU(2). Òàêèì îáðàçîì, ýëåêòðîñëàáàÿ ãðóïïà èçîìîðôíà ïðÿìîìó ïðîèçâåäå-
íèþ U(1)× SU(2).
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âàðèàöèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ýëåêòðîñëàáîé ãðóïïû èìååò âèä

δ rS = −ε21 g21 δθ21 − ε1324 g1324 δθ
1324 − ε4 g4 δθ4 − ε123 g123 δθ

123 + ε34 g34 δθ
34 + ε124 g124 δθ

124 − ε3 g3 δθ
3 .

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî

ε21 ◦ ε1324 = −ε34 , ε21 ◦ ε4 = −ε124 , ε21 ◦ ε123 = ε3 .

3 Ñì., íàïðèìåð, Ë. Ðàéäåð, Êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ïîëÿ, Ì., "Ìèð 1987 ã., ñ. 358.
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Êîýôôèöèåíò ñâÿçè ýëåêòðîñëàáîé ãðóïïû ïðåäñòàâëåí êîìïîíåíòàìè

gα = {g21 , g1234 , g4 , g123 , g34 , g124 , g3} ,

à ïîòåíöèàë ýëåêòðîñëàáîãî ïîëÿ èìååò êîìïîíåíòû

Aαi
M =

δθαi

∂xM
= {A21

M , A
1324

M , A
4
M , A

123
M , A

34
M , A

124
M , A

3
M} .

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ïàðàìåòðû θ21, θ1324, θ4, θ123 çàâèñÿò îò êîîðäèíàò ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ÑÒÎ, à ïà-
ðàìåòðû θ34, θ124, θ3 çàâèñÿò îò êîîðäèíàò îáîáùåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè x234, x134, x124, x123, êîòîðûå
çàïèøåì â âèäå xm1324. Òàêèì îáðàçîì, ïîòåíöèàë ýëåêòðîñëàáîãî ïîëÿ èìååò êîìïîíåíòû

Aαi
M =

δθαi

∂xM
= {A21

m, A
1324

m, A
4
m, A

123
m, A

34
m1324, A

124
m1324, A

3
m1324} .

Â Ðàçäåëå V.2, ðàññìàòðèâàÿ âçàèìîäåéñòâèå ëåïòîíîâ ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì, ìû ïîëîæèëè

g21A
21
m ≡ g

2
Am , g1324A

1324
m ≡ g

2
Am , ãäå g =

e

c
,

ãäå Am ïîòåíöèàëû ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Çäåñü îáîáùèì ýòè ñîîòíîøåíèÿ, ïîëàãàÿ, ÷òî ãðóïïà ïîâîðîòîâ
ïðîñòðàíñòâà ëåïòîíîâ C4 îòíîñèòåëüíî îñè ε1324

rS(θ
1324) = ℏ ·

(
ε0 cos

(g1324 · θ1324
ℏ

)
− ε1324 sin

(g1324 · θ1324
ℏ

))
,

îòâåòñòâåííà íå òîëüêî çà ýëåêòðîìàãíèòíîå, íî è çà ñëàáîå âçàèìîäåéñòâèå. Ïðè ýòîì áóäåì ïîëàãàòü

g21A
21
m ≡ g

2
Am , g1324A

1324
m ≡ g

2
Am +

gz
2
Zm ,

ãäå Zm åñòü ïîòåíöèàë ñëàáîãî ïîëÿ. Êîýôôèöèåíò ñâÿçè gz íàçîâåì Z� êîìïîíåíòîé ñëàáîãî çàðÿäà. Îòíîñè-
òåëüíî îñòàëüíûõ êîìïîíåíò êàëèáðîâî÷íîãî çàðÿäà è ïîòåíöèàëà ýëåêòðîñëàáîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïîñòóëèðóåì
ñëåäóþùèå ñîîòâåòñòâèÿ:

g34 ≡ gz
2
, g4 = g124 ≡ gW

2
, g123 = g3 ≡ gW

2
,

A34
m1324 ≡ Zm , A4

m = A124
m1324 ≡W 1

m , A123
m = A3

m1324 ≡W 2
m ,

ãäå Zm, W
1
m, W

2
m åñòü ïîòåíöèàëû ñëàáîãî ïîëÿ. Êîýôôèöèåíò ñâÿçè gw ìû íàçîâåì W� êîìïîíåíòîé ñëàáîãî

çàðÿäà.
Ïîäñòàâëÿÿ ââåäåííûå âåëè÷èíû â óðàâíåíèå (81), ïîëó÷èì êâàíòîâîå óðàâíåíèå äëÿ ëåïòîíîâ â ýëåêòðîñëà-

áîì ïîëå â ñëåäóþùåì âèäå:

lC
mK

I ∂mψ
I + lC

mK
I
g Am
2 ℏ

(
rC

I
L21 + rC

I
L1324

)
ψL+

+ lC
mK

I

( gz
2 ℏ

Zm rC
I
L1324 +

gw
2 ℏ

W 1
m rC

I
L4 +

gw
2 ℏ

W 2
m rC

I
L123

)
ψL+

+ lC
m1324K

P

(
− gz
2 ℏ

Zm rC
P
L34 −

gw
2 ℏ

W 1
m rC

P
L124 +

gw
2 ℏ

W 2
m rC

P
L3

)
ψL+

+
m c

2 ℏ

(
δKL + rC

K
L34

)
ψL = 0 .

(89)

Äàëåå â ýòèõ óðàâíåíèÿõ ïðåäñòàâèì ìàòðèöó lC
m1324K

I â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

lC
m1324K

P = lC
mK

I lC
1324I

P , (90)

ãäå (ñì. Ðàçäåë II.2. Ãëàâû 4.3.)
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lC
1324I

P = i

-1

-1

1

1

.

Êðîìå òîãî ó÷òåì, ÷òî â êâàòåðíèîííîì ïðåäñòàâëåíèè (ñì. Ðàçäåë II.1. Ãëàâû 4.3.)

rC
I
L1234 = i

1

1

1

1

, rC
I
L4 = i

1

-1

-1

1

, rC
I
L123 =

-1

1

1

-1

= i

i

−i
−i

i

è

rC
I
L34 =

1

1

1

1

, rC
I
L124 =

1

-1

-1

1

, rC
I
L3 = i

-1

1

1

-1

.

Îòñþäà ñëåäóåò

rC
I
L34 = −i rCIL1324 , rC

I
L124 = −i rCIL4 , rC

I
L3 = i rC

I
L123 . (91)

Ïðåîáðàçóÿ óðàâíåíèå (89) ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (90) è (91), ïîëó÷èì êâàíòîâîå óðàâíåíèå äëÿ ëåïòîíîâ
â ýëåêòðîñëàáîì ïîëå

lC
mK

I

(
∂mψ

I +
g Am
2 ℏ

(
rC

I
L21 + rC

I
L1234

)
ψL +

+
(
δIP − i lC

1324I
P

)( gz
2 ℏ

Zm rC
P
L1324 +

gw
2 ℏ

W 1
m rC

P
L4 +

gw
2 ℏ

W 2
m rC

P
L123

)
ψL
)
+

+
m c

2 ℏ

(
δKL + rC

K
L34

)
ψL = 0 .

(92)

Çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå ïî îòíîøåíèþ ê êâàòåðíèîííûì êîìïîíåíòàì. Èìååì

|| lCmKI ||

∂m
Ψ0

Ψ34

Ψ123

Ψ124

+
i g Am
2 ℏ

1 1

1 1

1 1

1 1

·
Ψ0

Ψ34

Ψ123

Ψ124

+

+

1 1

1 1

1 -1

-1 1

 i gz Zm2 ℏ

1

1

1

1

+
i gwW

1
m

2 ℏ

1

-1

-1

1

+
i gwW

2
m

2 ℏ

i

−i
−i

i


Ψ0

Ψ34

Ψ123

Ψ124

+

+
m c

2 ℏ

1 1

1 1

1 1

1 1

·
Ψ0

Ψ34

Ψ123

Ψ124

= 0

èëè

|| lCmKI ||

∂m Ψ0

Ψ34

Ψ123

Ψ124

+
i g Am
2 ℏ

Ψ0 +Ψ34

Ψ0 +Ψ34

Ψ123 +Ψ124

Ψ123 +Ψ124

+

+

1 1

1 1

1 -1

-1 1

 i gz Zm
2 ℏ

Ψ34

Ψ0

Ψ124

Ψ123

+
i gwW

1
m

2 ℏ

Ψ124

−Ψ123

−Ψ34

Ψ0

+
i gwW

2
m

2 ℏ

iΨ123

−iΨ124

−iΨ0

iΨ34


+

m c

2 ℏ

Ψ0 +Ψ34

Ψ0 +Ψ34

Ψ123 +Ψ124

Ψ123 +Ψ124

= 0

èëè
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|| lCmKI ||

∂m Ψ0

Ψ34

Ψ123

Ψ124

+
i g Am
2 ℏ

Ψ0 +Ψ34

Ψ0 +Ψ34

Ψ123 +Ψ124

Ψ123 +Ψ124

+

+
i gz Zm
2 ℏ

Ψ0 +Ψ34

Ψ0 +Ψ34

Ψ124 −Ψ123

Ψ123 −Ψ124

+
i gwW

1
m

2 ℏ

Ψ124 −Ψ123

Ψ124 −Ψ123

−Ψ34 −Ψ0

Ψ34 +Ψ0

+
i gwW

2
m

2 ℏ

i (Ψ123 −Ψ124)

i (Ψ123 −Ψ124)

−i (Ψ0 +Ψ34)

i (Ψ0 +Ψ34)

+
m c

2 ℏ

Ψ0 +Ψ34

Ψ0 +Ψ34

Ψ123 +Ψ124

Ψ123 +Ψ124

= 0 .

Çäåñü ìàòðèöû lC
mK

I = { lC4K
I , lC

aK
I} (a = 1, 2, 3) èìåþò âèä (ñì. Ðàçäåë II.2. Ãëàâû 4.3.)

lC
4K
I = −i

1

1

1

1

, lC
aK
I = i

-σa

-σa

σa

σa

.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïåðåéòè ê óðàâíåíèÿì îòíîñèòåëüíî ïðàâûõ è ëåâûõ êîìïîíåíò ýëåêòðîíà è åãî íåéòðèíî,
ïðåîáðàçóåì ýòè óðàâíåíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. Ðàçäåë IX.2. Ãëàâû 4.4.). Ñíà÷àëà ñëîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå
ñî âòîðûì è òðåòüå ñ ÷åòâåðòûì. Çàòåì âû÷òåì èç ÷åòâåðòîãî òðåòüå, à èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîå. Ïîëó÷èì

i

γm1
γm2
γm1
γm2

∂m Ψ123 +Ψ124

Ψ0 +Ψ34

Ψ0 −Ψ34

Ψ123 −Ψ124

+
i g Am
2 ℏ

2 (Ψ123 +Ψ124)

2 (Ψ0 +Ψ34)

0

0

+

+
i gz Zm
2 ℏ

0

2 (Ψ34 +Ψ0)

0

2 (Ψ123 −Ψ124)

+
i gwW

1
m

2 ℏ

0

−2 (Ψ123 −Ψ124)

0

2 (Ψ34 +Ψ0)

+
i gwW

2
m

2 ℏ

0

2 i (Ψ123 −Ψ124)

0

2 i (Ψ0 +Ψ34)

 =
m c

2 ℏ

2 (Ψ0 +Ψ34)

2 (Ψ123 +Ψ124)

0

0

.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

Ψ0 +Ψ34 = eL � ëåâàÿ êîìïîíåíòà ýëåêòðîíà,

Ψ123 +Ψ124 = eR � ïðàâàÿ êîìïîíåíòà ýëåêòðîíà,

Ψ123 −Ψ124 = νeL � ëåâàÿ êîìïîíåíòà e-íåéòðèíî,

Ψ0 −Ψ34 = νeR � ïðàâàÿ êîìïîíåíòà e-íåéòðèíî,

çàïèøåì êâàíòîâîå óðàâíåíèå äëÿ ëåïòîíîâ ïåðâîãî ïîêîëåíèÿ â ýëåêòðîñëàáîì ïîëå.

i γm1

(
∂m +

i g Am
ℏ

)
eR =

m c

ℏ
eL ,

i γm2

(
∂m eL +

i g Am
ℏ

eL +
i gz Zm

ℏ
eL − i gw (W 1

m − iW 2
m)

ℏ
νeL

)
=
m c

ℏ
eR ,

i γm1 ∂m νeR = 0 ,

i γm2

(
∂m νeL − i gz Zm

ℏ
νeL −

i gw (W 1
m + iW 2

m)

ℏ
eL

)
= 0 .

(93)

Ïðàâûé è ëåâûé ýëåêòðîíû âçàèìîäåéñòâóþò ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì ñ îäèíàêîâîé êîíñòàíòîé ñâÿçè,
ëåâûé ýëåêòðîí è ëåâîå íåéòðèíî âçàèìîäåéñòâóþò ñî ñëàáûì ïîëåì. Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèáëèæåíèè ïðàâûé
ýëåêòðîí, â îòëè÷èå îò ëåâîãî, íå âçàèìîäåéñòâóåò ñî ñëàáûì ïîëåì, ïðàâîå íåéòðèíî íå âçàèìîäåéñòâóåò ñ
ýëåêòðîñëàáûì ïîëåì. Ïîýòîìó íà îñíîâàíèè ðàññìàòðèâàåìîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðàâîå íåéòðèíî íå ìîæåò áûòü
îáíàðóæåíî â ýëåêòðîñëàáîì âçàèìîäåéñòâèè.

3. Êâàíòîâîå óðàâíåíèå äëÿ ëåïòîíîâ â ýëåêòðîñëàáîì ïîëå. Âòîðîå ïðèáëèæåíèå

Â ïðåäûäóùåì Ðàçäåëå áûë ðàññìîòðåí âàðèàíò òåîðèè âçàèìîäåéñòâèÿ ëåïòîíîâ ñ ýëåêòðîñëàáûì ïîëåì, â
ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûì òîëüêî ëåâûå ÷àñòèöû âçàèìîäåéñòâóþò ñî ñëàáûì ïîëåì. Äëÿ òîãî ÷òîáû, âñëåä çà
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òåîðèåé ýëåêòðîñëàáîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ëåïòîíîâ Ãëýøîó-Ñàëàìà-Âàéíáåðãà, ó÷åñòü âçàèìîäåéñòâèå ïðàâûõ
÷àñòèö ñî ñëàáûì Z-ïîëåì, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî, ïîìèìî ãðóïïû ïîâîðîòîâ â ïðîñòðàíñòâå äåéñòâèÿ ëåïòîíîâ
C4 îòíîñèòåëüíî îñè ε1324, ãðóïïà ïîâîðîòîâ â ïðîñòðàíñòâå äåéñòâèÿ ëåïòîíîâ C4 îòíîñèòåëüíî îñè ε21

S(θ21) = ℏ ·
(
ε0 cos

(g21 · θ21
ℏ

)
− ε21 sin

(g21 · θ21
ℏ

))
òàêæå îòâåòñòâåííà êàê çà ýëåêòðîìàãíèòíîå, òàê è çà ñëàáîå âçàèìîäåéñòâèå. Áóäåì ïîëàãàòü

g21A
21
m ≡ g

2
Am − g1

2
Zm ,

ãäå Zm åñòü ïîòåíöèàë ñëàáîãî ïîëÿ. Êîýôôèöèåíò ñâÿçè g1 òàêæå íàçîâåì Z� êîìïîíåíòîé ñëàáîãî çàðÿäà.
Ïîäñòàâëÿÿ ââåäåííûå âåëè÷èíû â óðàâíåíèå (81), ïîëó÷èì êâàíòîâîå óðàâíåíèå äëÿ ëåïòîíîâ â ýëåêòðîñëàáîì
ïîëå

lC
mK

I

(
∂mψ

I +
g Am
2 ℏ

(
rC

I
L21 + rC

I
L1234

)
ψL − g1 Zm

2 ℏ rC
I
L21 ψ

L +

+
(
δIP − i lC

1324I
P

)( gz
2 ℏ

Zm rC
P
L1324 +

gw
2 ℏ

W 1
m rC

P
L4 +

gw
2 ℏ

W 2
m rC

P
L123

)
ψL
)
+

+
m c

2 ℏ

(
δKL + rC

K
L34

)
ψL = 0 .

(94)

Çàïèøåì êâàíòîâîå óðàâíåíèå ïî îòíîøåíèþ ê êâàòåðíèîííûì êîìïîíåíòàì. Èìååì

|| lCmKI ||

∂m
Ψ0

Ψ34

Ψ123

Ψ124

+
i g Am
2 ℏ

1 1

1 1

1 1

1 1

·
Ψ0

Ψ34

Ψ123

Ψ124

− i g1 Zm
2 ℏ

Ψ0

Ψ34

Ψ123

Ψ124

+

+

1 1

1 1

1 -1

-1 1

 i gz Zm2 ℏ

1

1

1

1

+
i gwW

1
m

2 ℏ

1

-1

-1

1

+
i gwW

2
m

2 ℏ

i

−i
−i

i


Ψ0

Ψ34

Ψ123

Ψ124

 +

+
m c

2 ℏ

1 1

1 1

1 1

1 1

·
Ψ0

Ψ34

Ψ123

Ψ124

= 0

èëè

|| lCmKI ||

∂m Ψ0

Ψ34

Ψ123

Ψ124

+
i g Am
2 ℏ

Ψ0 +Ψ34

Ψ0 +Ψ34

Ψ123 +Ψ124

Ψ123 +Ψ124

− i g1 Zm
2 ℏ

Ψ0

Ψ34

Ψ123

Ψ124

+

+

1 1

1 1

1 -1

-1 1

 i gz Zm
2 ℏ

Ψ34

Ψ0

Ψ124

Ψ123

+
i gwW

1
m

2 ℏ

Ψ124

−Ψ123

−Ψ34

Ψ0

+
i gwW

2
m

2 ℏ

iΨ123

−iΨ124

−iΨ0

iΨ34


+

m c

2 ℏ

Ψ0 +Ψ34

Ψ0 +Ψ34

Ψ123 +Ψ124

Ψ123 +Ψ124

= 0

èëè

|| lCmKI ||

∂m Ψ0

Ψ34

Ψ123

Ψ124

+
i g Am
2 ℏ

Ψ0 +Ψ34

Ψ0 +Ψ34

Ψ123 +Ψ124

Ψ123 +Ψ124

− i g1 Zm
2 ℏ

Ψ0

Ψ34

Ψ123

Ψ124

+

+
i gz Zm
2 ℏ

Ψ0 +Ψ34

Ψ0 +Ψ34

Ψ124 −Ψ123

Ψ123 −Ψ124

+
i gwW

1
m

2 ℏ

Ψ124 −Ψ123

Ψ124 −Ψ123

−Ψ34 −Ψ0

Ψ34 +Ψ0

+
i gwW

2
m

2 ℏ

i (Ψ123 −Ψ124)

i (Ψ123 −Ψ124)

−i (Ψ0 +Ψ34)

i (Ψ0 +Ψ34)

+
m c

2 ℏ

Ψ0 +Ψ34

Ψ0 +Ψ34

Ψ123 +Ψ124

Ψ123 +Ψ124

= 0 .
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Çäåñü ìàòðèöû lC
mK

I = { lC4K
I , lC

aK
I} (a = 1, 2, 3) èìåþò âèä (ñì. Ðàçäåë II.2. Ãëàâà 4.3.)

lC
4K
I = −i

1

1

1

1

, lC
aK
I = i

-σa

-σa

σa

σa

.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïåðåéòè ê óðàâíåíèÿì îòíîñèòåëüíî ïðàâûõ è ëåâûõ êîìïîíåíò ýëåêòðîíà è åãî íåéòðèíî,
ïðåîáðàçóåì ýòè óðàâíåíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. Ðàçäåë IX.2. Ãëàâà 4.4.). Ñíà÷àëà ñëîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå
ñî âòîðûì è òðåòüå ñ ÷åòâåðòûì. Çàòåì âû÷òåì èç ÷åòâåðòîãî òðåòüå, à èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîå. Ïîëó÷èì

i

γm1
γm2
γm1
γm2

∂m Ψ123 +Ψ124

Ψ0 +Ψ34

Ψ0 −Ψ34

Ψ123 −Ψ124

+
i g Am
2 ℏ

2 (Ψ123 +Ψ124)

2 (Ψ0 +Ψ34)

0

0

− i g1 Zm
2 ℏ

Ψ123 +Ψ124

Ψ0 +Ψ34

Ψ0 −Ψ34

Ψ123 −Ψ124

+

+
i gz Zm
2 ℏ

0

2 (Ψ34 +Ψ0)

0

2 (Ψ123 −Ψ124)

+
i gwW

1
m

2 ℏ

0

−2 (Ψ123 −Ψ124)

0

2 (Ψ34 +Ψ0)

+
i gwW

2
m

2 ℏ

0

2 i (Ψ123 −Ψ124)

0

2 i (Ψ0 +Ψ34)

 =
m c

2 ℏ

2 (Ψ0 +Ψ34)

2 (Ψ123 +Ψ124)

0

0

.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

Ψ0 +Ψ34 = eL � ëåâàÿ êîìïîíåíòà ýëåêòðîíà,

Ψ123 +Ψ124 = eR � ïðàâàÿ êîìïîíåíòà ýëåêòðîíà,

Ψ123 −Ψ124 = νeL � ëåâàÿ êîìïîíåíòà e-íåéòðèíî,

Ψ0 −Ψ34 = νeR � ïðàâàÿ êîìïîíåíòà e-íåéòðèíî,

ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

i γm1

(
∂m +

i g Am
ℏ

− i g1 Zm
ℏ

)
eR =

m c

ℏ
eL ,

i γm2

(
∂m eL +

i g Am
ℏ

eL +
i (gz − g1)Zm

ℏ
eL −

i gw (W 1
m − iW 2

m)

ℏ
νeL

)
=
m c

ℏ
eR ,

i γm1

(
∂m − i g1 Zm

ℏ

)
νeR = 0 ,

i γm2

(
∂m νeL −

i (gz + g1)Zm
ℏ

νeL − i gw (W 1
m + iW 2

m)

ℏ
eL

)
= 0 .

(95)

Ïðàâûé è ëåâûé ýëåêòðîíû âçàèìîäåéñòâóþò ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì ñ îäèíàêîâîé êîíñòàíòîé ñâÿçè,
ëåâûé ýëåêòðîí è ëåâîå íåéòðèíî âçàèìîäåéñòâóþò ñî ñëàáûì ïîëåì, ïðàâûé ýëåêòðîí è ïðàâîå íåéòðèíî
âçàèìîäåéñòâóåò ñî ñëàáûì Z-ïîëåì ñ îäèíàêîâûì êîýôôèöèåíòîì ñâÿçè.

4. Ñðàâíåíèå ñ òåîðèåé ýëåêòðîñëàáîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ëåïòîíîâ Ñàëàìà�Âàéíáåðãà

Â óðàâíåíèÿõ (95) âûïîëíèì çàìåíó

g → g sin θW , gz →
g cos θW

2
, g1 → g sin2 θW

2 cos θW
, gw → g

2
.
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Ïîëó÷èì

i γm1

(
∂m +

i g sin θW Am
ℏ

− i g Zm
2 ℏ

[
sin2 θW
cos θW

])
eR =

m c

ℏ
eL ,

i γm2

(
∂m eL +

i g sin θW Am
ℏ

eL +
i g Zm
2 ℏ

[
cos θW − sin2 θW

cos θW

]
eL −

i g (W 1
m − iW 2

m)

2 ℏ
νeL

)
=
m c

ℏ
eR ,

i γm1

(
∂m − i g Zm

2 ℏ

[
sin2 θW
cos θW

])
νeR = 0 ,

i γm2

(
∂m νeL −

i g Zm
2 ℏ

[
cos θW +

sin2 θW
cos θW

]
νeL −

i g (W 1
m + iW 2

m)

2 ℏ
eL

)
= 0 .

(96)

Ñðàâíåíèå ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ óðàâíåíèÿ-
ìè Ñàëàìà�Âàéíáåðãà (ñì. Ðàçäåë VIII.1) ïîêàçûâàåò
ñëåäóþùèå îòëè÷èÿ íàøåé òåîðèè îò òåîðèè ýëåêòðî-
ñëàáîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ëåïòîíîâ Ñàëàìà�Âàéíáåðãà.

1. Ñèñòåìà óðàâíåíèé äîïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèåì, îò-
íîñÿùèìñÿ ê ïðàâîìó íåéòðèíî.

2. Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî êîýôôèöèåíò ñâÿçè g1 ñîîò-

âåòñòâóåò êîýôôèöèåíòó ñâÿçè g sin2 θW
2 cos θW

â òåîðèè
Ñàëàìà�Âàéíáåðãà, òî â ïðåäëàãàåìîé òåîðèè
êîýôôèöèåíò ñâÿçè, ñ êîòîðûì ïðàâûé ýëåêòðîí
âçàèìîäåéñòâóåò ñî ñëàáûì Z-ïîëåì, â äâà ðàçà
ìåíüøå, ÷åì ñîîòâåòñòâóþùèé êîýôôèöèåíò â
òåîðèè Ñàëàìà�Âàéíáåðãà.

3. Ïðàâîå íåéòðèíî âçàèìîäåéñòâóåò òîëüêî ñî ñëà-
áûì Z-ïîëåì ñ òåì æå êîýôôèöèåíòîì ñâÿçè,
÷òî è ïðàâûé ýëåêòðîí.

Â Ðàçäåëå VI Ãëàâû 4.4. áûëî ïîêàçàíî, ÷òî òà-
êîå çàìå÷àòåëüíîå ÿâëåíèå êàê e-µ-τ -óíèâåðñàëüíîñòü
îáÿçàíî ñâîèì ïðîèñõîæäåíèåì àëãåáðàè÷åñêîé ýêâè-
âàëåíòíîñòè áàçèñíûõ âåêòîðîâ ε21, ε13, ε32 ïðîñòðàí-
ñòâà ëåïòîíîâ C4. Íàïîìíèì, ÷òî ýòè áàçèñíûå âåê-
òîðû ñëóæàò äëÿ îïèñàíèÿ òðåõ ïîêîëåíèé ëåïòîíîâ.
Â ñèëó e-µ-τ -óíèâåðñàëüíîñòè óðàâíåíèÿ âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ìþîíà è τ -ëåïòîíà ñ ýëåêòðîñëàáûì ïîëåì ñî-
âåðøåííî àíàëîãè÷íû óðàâíåíèÿì ïðèâåäåííûì âû-
øå. Â ýòîì îòíîøåíèè íàøà òåîðèÿ ñîâïàäàåò ñ òåî-
ðèåé Ñàëàìà�Âàéíáåðãà, ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî ìû
äàåì òîëêîâàíèå e-µ-τ -óíèâåðñàëüíîñòè.

VIII. ÏÐÀÂÀß È ËÅÂÀß ÂÎËÍÎÂÛÅ
ÔÓÍÊÖÈÈ ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÛÕ ×ÀÑÒÈÖ

È ÀÍÒÈ×ÀÑÒÈÖ

Â ýòîì Ðàçäåëå ìû èñïîëüçóåì ðåçóëüòàòû Ðàçäåëà
IX.4 Ãëàâû 3.3.

1. Âîëíîâûå ôóíêöèè ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö

1.1. Ïðàâàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé
÷àñòèöû

Èç Ðàçäåëà IX.4.1 Ãëàâû 3.3 ñëåäóåò, ÷òî ïðàâîå
êâàíòîâîå óðàâíåíèå äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùåííîå óðàâíåíèå Äèðàêà. Â
ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (67) Ãëàâû 3.3 ýòî óðàâíåíèå
èìååò âèä:

lC
MN

L ·
∂ rψ

L

∂xM
=

1

S0
lC

MN
L · rCLKI ·

∂SI

∂xM
· rψK . (97)

Ýòî óðàâíåíèå ñôîðìóëèðîâàíî ïî îòíîøåíèþ ê
ïðàâîé âîëíîâîé ôóíêöèè ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåê-
òà, òàê êàê

ψK = d1 rS
K ≡ rψ

K .

Óðàâíåíèå (97) ïðåîáðàçóåòñÿ â êâàíòîâîå óðàâíå-
íèå äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòèöû â ïîëå âíóòðåííåé
ñèììåòðèè (76), êîòîðîå çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

lC
MN

L ·
(
∂ rψ

L

∂xM
+

1

S0
rgα ·ALKM · rψK

)
=

= − 1

S0
lC

MN
L · rCLKI · rpIM · rψK . (98)

Çäåñü ALKM ýòî ïîòåíöèàëû ïîëÿ âíóòðåííåé ñèì-
ìåòðèè

ALKM = rK
L
Kα ·AαM .

Äëÿ ýëåêòðîíà â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå ýòî óðàâ-
íåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ â ñîîòíîøåíèå (83), êîòîðîå çà-
ïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

lC
mN1

L1
·
(
∂ rψ

L1

∂xm
+

e

c · ℏ
· rCL1

K121 ·A21
m · rψK1

)
+

+
m c

ℏ rψ
N1 = 0 . (99)
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1.2. Ëåâàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé
÷àñòèöû

Âìåñòå ñ òåì â Ðàçäåëå IX.4.4 Ãëàâû 3.3 ïîêàçàíî,
÷òî íàðÿäó ñ ïðàâûì êâàíòîâûì óðàâíåíèåì äëÿ ôóí-
äàìåíòàëüíîãî îáúåêòà íåîáõîäèìî ââåñòè ëåâîå êâàí-
òîâîå óðàâíåíèå. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (74) Ãëà-
âû 3.3 ýòî óðàâíåíèå èìååò âèä:

rC
MN

L ·
∂ lψ

L

∂xM
=

1

S0
rC

MN
L · lCLKI ·

∂SI

∂xM
· lψK . (100)

Ýòî óðàâíåíèå ñôîðìóëèðîâàíî ïî îòíîøåíèþ ê
ëåâîé âîëíîâîé ôóíêöèè ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà,
òàê êàê

ψK = d1 lS
K ≡ lψ

K .

Óðàâíåíèå (100) ïðåîáðàçóåì â êâàíòîâîå óðàâíå-
íèå äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòèöû â ïîëå âíåøíåé
ñèììåòðèè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

rC
MN

L ·
(
∂ lψ

L

∂xM
+

1

S0
lgα · ΓLKM · lψK

)
=

= − 1

S0
rC

MN
L · lCLKI · lpIM · lψK . (101)

Çäåñü ΓLKM ýòî êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè ïîëÿ
âíåøíåé ñèììåòðèè

ΓLKM = lK
L
Kα · ΓαM .

Äëÿ ýëåêòðîíà â ïîëå âíåøíåé ñèììåòðèè ýòî óðàâ-
íåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ â ñîîòíîøåíèå, êîòîðîå çàïèøåì
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

rC
mN1

L1
·
(
∂ lψ

L1

∂xm
+
σα
ℏ

· lCL1
K1α · Γαm · lψK1

)
+

+
m c

ℏ lψ
N1 = 0 . (102)

Çäåñü σα ýòî êîìïîíåíòû ñïèíà ýëåêòðîíà.

1.3. Çàêëþ÷èòåëüíîå çàìå÷àíèå

Óðàâíåíèÿ (99) è (102) ñîãëàñóþòñÿ ñ òåì ôàêòîì,
÷òî ýëåêòðîí ó÷àñòâóåò êàê â ýëåêòðîìàãíèòíûõ âçàè-
ìîäåéñòâèÿõ, òàê è â ñïèíîâûõ âçàèìîäåéñòâèÿõ. Îò-
ñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðåçóëüòèðóþùàÿ âîëíîâàÿ ôóíê-
öèÿ ýëåêòðîíà, êàê è äðóãèõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷à-
ñòèö, ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé � ïðàâîé è ëåâîé âîë-
íîâûõ ôóíêöèé. Áëàãîäàðÿ ïðàâîé âîëíîâîé ôóíê-
öèè ôóíäàìåíòàëüíàÿ ÷àñòèöà âçàèìîäåéñòâóåò ñ ïî-
ëåì âíóòðåííåé ñèììåòðèè. Áëàãîäàðÿ ëåâîé âîëíî-
âîé ôóíêöèè ôóíäàìåíòàëüíàÿ ÷àñòèöà âçàèìîäåé-
ñòâóåò ñ ïîëåì âíåøíåé ñèììåòðèè.
Èçëîæåííûå çäåñü ñîîáðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî äâóõ

÷àñòåé âîëíîâîé ôóíêöèè ýëåêòðîíà êîððåëèðóþò
ñ ïðåäñòàâëåíèåì Ôèëèïà Ó. Àíäåðñîíà (Philip W.
Anderson) îá ýëåêòðîíå êàê î äâóõ ÷àñòèöàõ, îäíà èç
êîòîðûõ íåñåò ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä, à äðóãàÿ ÿâëÿåò-
ñÿ íîñèòåëåì ñïèíà.

2. Âîëíîâûå ôóíêöèè ôóíäàìåíòàëüíûõ
àíòè÷àñòèö

2.1. Ïðàâàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé
àíòè÷àñòèöû

Ñëåäóÿ Ðàçäåëó IX.4.3 Ãëàâû 3.3, âûïîëíèì îïåðà-
öèþ ñîïðÿæåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê óðàâíåíèþ (100).
Ïîëó÷èì ïðàâîå êâàíòîâîå óðàâíåíèå äëÿ ôóíäàìåí-
òàëüíîãî àíòèîáúåêòà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé
(72) Ãëàâû 3.3 ýòî óðàâíåíèå èìååò âèä:

lC
L
NM · ∂ rψL

∂xM
=

1

S0
lC

L
NM · rCIKL ·

∂SI
∂xM

· rψK . (103)

Ýòî óðàâíåíèå ñôîðìóëèðîâàíî ïî îòíîøåíèþ ê
ïðàâîé âîëíîâîé ôóíêöèè è ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì
óðàâíåíèåì Äèðàêà äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî àíòèîáú-
åêòà. Îíî ïðåîáðàçóåòñÿ â êâàíòîâîå óðàâíåíèå äëÿ
ôóíäàìåíòàëüíîé àíòè÷àñòèöû â ïîëå âíóòðåííåé
ñèììåòðèè, êîòîðîå çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

lC
L
NM ·

(
∂ rψL
∂xM

+
1

S0
rg
α ·AMK

L · rψK
)

=

= − 1

S0
lC

L
NM · rCIKL · rpMI · rψK . (104)

Çäåñü AMK
L ýòî êîíòðàâàðèàíòíûå ïîòåíöèàëû ïî-

ëÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè

AMK
L = AMα · rKαK

L .

Äëÿ ïîçèòðîíà â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå ýòî óðàâ-
íåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ â ñîîòíîøåíèå, êîòîðîå çàïèøåì
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

lC
L1
N1m ·

(
∂ rψL1

∂xm
+

e

c · ℏ
·Am12 · rC12K1

L1
· rψK1

)
+

+
m c

ℏ rψN1
= 0 . (105)

2.2. Ëåâàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé
àíòè÷àñòèöû

Ñëåäóÿ Ðàçäåëó IX.4.2 Ãëàâû 3.3, âûïîëíèì îïåðà-
öèþ ñîïðÿæåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê îáîáùåííîìó óðàâ-
íåíèþ Äèðàêà (97). Ïîëó÷èì ëåâîå êâàíòîâîå óðàâíå-
íèå äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî àíòèîáúåêòà. Â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ôîðìóëîé (69) Ãëàâû 3.3 ýòî óðàâíåíèå èìååò
âèä:

rC
L
NM · ∂ lψL

∂xM
=

1

S0
rC

L
NM · lCIKL ·

∂SI
∂xM

· lψK . (106)

Ýòî óðàâíåíèå ñôîðìóëèðîâàíî ïî îòíîøåíèþ ê ëå-
âîé âîëíîâîé ôóíêöèè. Îíî ïðåîáðàçóåòñÿ â êâàíòî-
âîå óðàâíåíèå äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîé àíòè÷àñòèöû â
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ïîëå âíåøíåé ñèììåòðèè, êîòîðîå çàïèøåì ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

rC
L
NM ·

(
∂ lψL
∂xM

+
1

S0
lg
α · ΓMK

L · lψK
)

=

= − 1

S0
rC

L
NM · lCIKL · lpMI · lψK . (107)

Çäåñü ΓMK
L ýòî êîíòðàâàðèàíòíûå êîýôôèöèåíòû

ñâÿçíîñòè ïîëÿ âíåøíåé ñèììåòðèè

ΓMK
L = ΓMα · rKαK

L .

Äëÿ ïîçèòðîíà â ïîëå âíåøíåé ñèììåòðèè ýòî óðàâ-
íåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ â ñîîòíîøåíèå, êîòîðîå çàïèøåì
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

rC
L1
N1m ·

(
∂ lψL1

∂xm
+
σα

ℏ
· Γmα · lCαK1

L1 · lψK1

)
+

+
m c

ℏ lψN1
= 0 . (108)

IX. ÂÛÂÎÄÛ ÏÎ ÃËÀÂÅ

1. Êàëèáðîâî÷íîå ïîëå îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ëèíåé-
íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà äåéñòâèÿ.

2. Êàëèáðîâî÷íîìó çàðÿäó, â ÷àñòíîñòè ýëåêòðè-
÷åñêîìó, ïðèäàåòñÿ ñìûñë êîýôôèöèåíòà ñâÿçè
ìåæäó ïàðàìåòðàìè (óãëàìè ïîâîðîòîâ) ïîä-
ãðóïïû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (ïîâîðîòîâ)
è êîîðäèíàòàìè âåêòîðà äåéñòâèÿ.

3. Ïîäãðóïïû ãðóïïû ïîâîðîòîâ â ïðîñòðàíñòâå
äåéñòâèÿ ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ãðóïïàì âíóò-
ðåííèõ ñèììåòðèé, îòâåòñòâåííûì çà âçàèìî-
äåéñòâèå.

4. Çà ýëåêòðîìàãíèòíîå âçàèìîäåéñòâèå çàðÿæåí-
íûõ ëåïòîíîâ â äèðàêîâñêîì ïðèáëèæåíèè îò-
âåòñòâåííà ãðóïïà ïîâîðîòîâ ïðîñòðàíñòâà àë-
ãåáðû Êëèôôîðäà C4 îòíîñèòåëüíî îñè ε21.

5. Çà ýëåêòðîñëàáîå âçàèìîäåéñòâèå ëåïòîíîâ îò-
âåòñòâåííà ãðóïïà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ïðÿ-
ìîå ïðîèçâåäåíèå ïîâîðîòîâ îòíîñèòåëüíî îñè
ε21 è ïîâîðîòîâ îòíîñèòåëüíî îñåé ε1324, ε4, ε123
ïðîñòðàíñòâà àëãåáðû Êëèôôîðäà C4.

6. Êâàíòîâîå óðàâíåíèå äëÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷à-
ñòèö â êàëèáðîâî÷íîì ïîëå âûâîäèòñÿ èç óðàâíå-
íèé ñòðóêòóðû äëÿ ïðîñòðàíñòâà âåêòîðîâ äåé-
ñòâèÿ, ðàñøèðåííîãî çà ñ÷åò ëèíåéíûõ ïðåîáðà-
çîâàíèé. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî òàêîé âûâîä íå íóæ-
äàåòñÿ â êàëèáðîâî÷íîì ïðèíöèïå, ïðèìåíÿåìîì
îáû÷íî ïðè ïðîëîíãàöèè óðàâíåíèé äëÿ ñâîáîä-
íûõ ÷àñòèö íà êàëèáðîâî÷íûå âçàèìîäåéñòâèÿ.

7. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðåäëàãàåìî-
ãî êâàíòîâîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíäàìåíòàëü-
íûõ ÷àñòèö â êàëèáðîâî÷íîì ïîëå � êâàíòîâîå
óðàâíåíèå äëÿ ëåïòîíîâ â ýëåêòðîñëàáîì ïî-
ëå. Â îòëè÷èå îò ñòàíäàðòíîé ìîäåëè Ñàëàìà�
Âàéíáåðãà, ñèñòåìà óðàâíåíèé âêëþ÷àåò óðàâ-
íåíèå äëÿ ïðàâîãî íåéòðèíî, êîòîðîå âçàèìîäåé-
ñòâóåò òîëüêî ñî ñëàáûì Z-ïîëåì.

8. Ñ ââåäåíèåì ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäè-
íàòû ïðîñòðàíñòâà äåéñòâèÿ è êîîðäèíàòû âíóò-
ðåííåãî ïðîñòðàíñòâà îáúåäèíÿþòñÿ â êîîðäèíà-
òû îäíîãî âåêòîðà. Ýòî îáúåäèíåíèå ïîçâîëÿåò
ðàññìàòðèâàòü ÷àñòèöû â êàëèáðîâî÷íûõ ïîëÿõ
ñ îáùèõ ïîçèöèé è ðàññ÷èòûâàòü íà òî, ÷òî ðàç-
âèòèå ïðåäëàãàåìîé òåîðèè ïðèâåäåò ê ïîñòðîå-
íèþ åäèíîé òåîðèè âçàèìîäåéñòâèé.

9. Ðåçóëüòèðóþùàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ôóíäàìåí-
òàëüíîãî îáúåêòà ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé � ïðà-
âîé è ëåâîé âîëíîâûõ ôóíêöèé. Ïðàâàÿ âîëíî-
âàÿ ôóíêöèÿ îòâåòñòâåííà çà âçàèìîäåéñòâèå
ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà ñ ïîëåì âíóòðåí-
íåé ñèììåòðèè. Ëåâàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ îòâåò-
ñòâåííà çà âçàèìîäåéñòâèå ôóíäàìåíòàëüíîãî
îáúåêòà ñ ïîëåì âíåøíåé ñèììåòðèè.
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I. ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÛÅ ÇÀÌÅ×ÀÍÈß

Â Ðàçäåëå III Ãëàâû 5.3 ïîêàçàíî, ÷òî èñêðèâëåí-
íûé äèôôåðåíöèàë âåêòîðà äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íî-
ãî îáúåêòà ñîäåðæèò äâà ñëàãàåìûõ:

DS = dS+ δS .

Äèôôåðåíöèàë dS ñâÿçàí ñ ïðåäñòàâëåíèåì î ïðî-
ìåæóòî÷íîì îáúåêòå. Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî Ðàçäå-
ëó III.2 Ãëàâû 5.1 âûðàæåíèå

− ∂S

∂xM
= mM

îïðåäåëÿåòÿ êàê ìîìåíò ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà.
Âàðèàöèÿ δS ñâÿçàíà ñ ïðåäñòàâëåíèåì î êàëèá-

ðîâî÷íîì ïîëå. Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî Ðàçäåëó III
Ãëàâû 5.3 â âûðàæåíèå

− 1

S0
· δ lS
∂xM

(x) = IKI ·KI
Kα · gα

S0
·AαM

âõîäÿò ïîòåíöèàëû êàëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ AαM .
Âìåñòå ñ òåì îáà äèôôåðåíöèàëà ðàâíîïðàâíî ó÷àñò-

âóþò â ôîðìèðîâàíèè äèôôåðåíöèàëà DS. Ïîýòîìó
äî òåõ ïîð, ïîêà íå àêöåíòèðóåòñÿ âíèìàíèå íà îñîáåí-
íîñòÿõ èëè ðàçëè÷èÿõ äèôôåðåíöèàëîâ d è δ, ïîíÿòèÿ
è ÿâëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ äèôôåðåíöèàëàìè dS è δS,
ìîãóò áûòü èçëîæåíû îäèíàêîâûì îáðàçîì. Íà ýòîì
îñíîâàíèè ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü êîððåêòèðîâàòü
ïðåäñòàâëåíèå î ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöå, îïèðàÿñü
íà ïðåäñòàâëåíèå î êàëèáðîâî÷íîì ïîëå, è íàîáîðîò.
Êðîìå òîãî, ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü âûâåñòè êâàíòî-
âîå óðàâíåíèå äëÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ è ïðîìåæóòî÷-
íûõ ÷àñòèö â êàëèáðîâî÷íîì ïîëå. Íåîáõîäèìûå äëÿ
ýòîãî óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû åñòåñòâåííûì îáðàçîì
îáúåäèíÿþò óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû, ðàññìîòðåííûå â
Ðàçäåëå IV.3 Ãëàâû 5.1 è Ðàçäåëå V.2 Ãëàâû 5.3, ñîîò-
âåòñòâåííî äëÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ è ïðîìåæóòî÷íûõ
÷àñòèö è äëÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö è êàëèáðîâî÷-
íîãî ïîëÿ.

II. ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÛÅ È
ÏÐÎÌÅÆÓÒÎ×ÍÛÅ ×ÀÑÒÈÖÛ Â ÏÎËÅ

ÂÍÓÒÐÅÍÍÅÉ ÑÈÌÌÅÒÐÈÈ

Â Ðàçäåëå IV.3 Ãëàâû 5.1 îòìå÷åíî, ÷òî çàäà÷à,
ñ êîòîðîé íà÷èíàëàñü êâàíòîâàÿ òåîðèÿ � îïèñàíèå
ïåðåõîäà ýëåêòðîíà ñ îäíîé îðáèòû íà äðóãóþ, ñîïðî-
âîæäàåìîãî èçëó÷åíèåì ôîòîíà � îñòàåòñÿ íåðåøåí-
íîé. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íåîáõîäèìî çàïèñàòü
ñèñòåìó êâàíòîâûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî âîëíî-
âîé ôóíêöèè ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòèöû (ýëåêòðîíà)
è âîëíîâîé ôóíêöèè ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöû (ôî-
òîíà). Áûëè ñôîðìóëèðîâàíû òðåáîâàíèÿ, êîòîðûì
äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü òàêàÿ ñèñòåìà.

1. Äîëæíû èìåòü ìåñòî äâå ñèñòåìû äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé.

Ïåðâàÿ îòíîñèòñÿ ê ýëåêòðîíó è ôîðìóëèðóåòñÿ
ïî îòíîøåíèþ ê åãî âîëíîâîé ôóíêöèè.

Âòîðàÿ îòíîñèòñÿ ê ôîòîíó è ôîðìóëèðóåòñÿ ïî
îòíîøåíèþ ê åãî âîëíîâîé ôóíêöèè.

2. Ñèñòåìû óðàâíåíèé äîëæíû áûòü âçàèìîñâÿçà-
íû, òî åñòü â ïåðâóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äîëæíû
âõîäèòü ïàðàìåòðû ôîòîíà, à âî âòîðóþ ñèñòåìó
óðàâíåíèé äîëæíû âõîäèòü ïàðàìåòðû ýëåêòðî-
íà.

3. Ñèñòåìû óðàâíåíèé äîëæíû çàâèñåòü îò âíåø-
íåãî ïîëÿ. Äèíàìè÷åñêîå èçìåíåíèå âíåøíåãî
ïîëÿ äîëæíî âûâîäèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé èç
îäíîãî óñòîé÷èâîãî ñîñòîÿíèÿ è ÷åðåç ïåðåõîä-
íîé ïðîöåññ ïðèâîäèòü ê äðóãîìó óñòîé÷èâîìó
ñîñòîÿíèþ.

4. Â ïåðåõîäíîì ïðîöåññå èçìåíÿþòñÿ ïàðàìåòðû
ýëåêòðîíà è ôîòîíà. Â ÷àñòíîñòè, ïåðåõîäíîé
ïðîöåññ äîëæåí îïèñûâàòü âîçíèêíîâåíèå ôî-
òîíà, òî åñòü ïåðåõîä îò ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðîì
åãî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ñâÿçàíà ñ ýëåêòðîíîì, ê
ñîñòîÿíèþ, êîãäà âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ îïèñûâà-
åò ñâîáîäíûé ôîòîí, äâèæóùèéñÿ ñî ñêîðîñòüþ
ñâåòà.

5. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïåðâàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, îò-
íîñÿùàÿñÿ ê ýëåêòðîíó, äîëæíà ñâîäèòüñÿ ê ñè-
ñòåìå óðàâíåíèé êâàíòîâîé ìåõàíèêè.

Â ýòîé æå Ãëàâå áûëî îòìå÷åíî, ÷òî àëãåáðàè÷åñêèé
ïîäõîä ê äåéñòâèþ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö ïîçâîëÿåò
íàéòè òàêóþ ñèñòåìó êâàíòîâûõ óðàâíåíèé. Â Ðàçäåëå
IV.3 óêàçàííîé Ãëàâû áûëà âûâåäåíà èñêîìàÿ ñèñòåìà
óðàâíåíèé. Îäíàêî â íåé îòñóòñòâóåò êàëèáðîâî÷íîå
ïîëå (â âûøåóêàçàííîé çàäà÷å � ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå
ÿäðà àòîìà).
Â íàñòîÿùåì Ðàçäåëå ðàçâèâàåòñÿ óêàçàííàÿ êîí-

öåïöèÿ êâàíòîâîé òåîðèè ñ öåëüþ îïèñàíèÿ âçàèìî-
äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòèöû, ïðîìåæóòî÷íîé
÷àñòèöû è ïîëÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè.

1. Àëãåáðà äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé è
ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèö è ïîëÿ âíóòðåííåé

ñèììåòðèè

Îáîáùàÿ Ðàçäåë V Ãëàâû 5.3, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèÿ rT ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö,
ñ îäíîé ñòîðîíû, è ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö è ïîëÿ
âíóòðåííåé ñèììåòðèè, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ñóììó äâóõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ: äåé-
ñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö rS è äåéñòâèÿ ïðîìå-
æóòî÷íûõ ÷àñòèö è êàëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ rS1. Èíà÷å
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ãîâîðÿ, âåêòîð äåéñòâèÿ â ýòîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëåí
ñóììîé äâóõ ñîñòàâëÿþùèõ

rS+ rS .

Çäåñü âåêòîð S ∈ rS, à âåêòîð rS ∈ rS1.
Äèôôåðåíöèàë ýòîãî âåêòîðà ñêëàäûâàåòñÿ èç îáûê-

íîâåííîãî äèôôåðåíöèàëà d rS è èñêðèâëåííîãî äèô-
ôåðåíöèàëà D rS:

d rS+D rS = d rS+ d rS+ δ rS .

Ïðèâåäåííûå äèôôåðåíöèàëû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç
êîîðäèíàòû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

d rS = reK · d rSK ,
d rS = rI

L
K · d rSKL ,

δ rS = rI
L
K · δ rSKL = − rI

L
K · rKK

Lα · rgα ·AαI · dxI .
(1)

Çäåñü A � ïîòåíöèàë êàëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ, rgα �
êîýôôèöèåíòû ñâÿçè.
Çàïèøåì äèôôåðåíöèàë δ rS â èíâàðèàíòíîì âåê-

òîðíîì âèäå

δ rS = −dx ◦A · g . (2)

Çàêîí óìíîæåíèÿ âåêòîðîâ äåéñòâèÿ â rT = rS +

rS1 çàïèøåì òàê:

rS+ rS =
1

S0
( rS1 + rS1) ◦ ( rS2 + rS2) . (3)

Çäåñü S0 � ïîñòîÿííàÿ, èìåþùàÿ ðàçìåðíîñòü äåé-
ñòâèÿ.
Ýòî óìíîæåíèå îïðåäåëåíî, åñëè îïðåäåëåíî óìíî-

æåíèå ïàð âåêòîðîâ êàæäîãî âèäà. À ýòè ïðîèçâåäå-
íèÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, îïðåäåëåíû, åñëè îïðåäåëåíû
ïðîèçâåäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ. Â
Ðàçäåëå I.3 Ãëàâû 1.6 çàïèñàíû çàêîíû óìíîæåíèÿ áà-
çèñíûõ âåêòîðîâ re è rI ñëåäóþùèì îáðàçîì:

reK ◦ reI = reL · rCLKI ,

rI
L
K ◦ rI

I
M = δIK · rILM ,

reK ◦ rI
I
M = δIK · reM ,

rI
I
M ◦ reK = 0 .

(4)

Â ðåçóëüòàòå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ äåéñòâèÿ rT =

rS+ rS1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àëãåáðó.

2. Óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû àëãåáðû äåéñòâèÿ
ôóíäàìåíòàëüíîé è ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèö è

ïîëÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè

Êàê è äëÿ âñÿêîé àëãåáðû, äëÿ àëãåáðû äåéñòâèÿ

rT = rS+ rS1 èìååò ìåñòî óðàâíåíèå ñòðóêòóðû

d2d1( rS+ rS) =
1

S0
· d1( rS+ rS) ◦ d2( rS+ rS) . (5)

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü èç ýòîãî óðàâíåíèÿ óðàâ-
íåíèå ñòðóêòóðû àëãåáðû äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé
è ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèö â ïîëå âíóòðåííåé ñèììåò-
ðèè, íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü ïðîåêöèþ ýòîãî óðàâíå-
íèÿ íà ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ÷à-
ñòèöû rS è ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íîé
÷àñòèöû è ïîëÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè rS1. Â ðåçóëü-
òàòå ïîëó÷èì

d2d1 rS =
1

S0
· d1 rS ◦ d2( rS+ rS) ,

d2d1 rS =
1

S0
· d1 rS ◦ d2 rS . (6)

Äàëåå íåîáõîäèìî ó÷åñòü, ÷òî äèôôåðåíöèàë äåé-
ñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöû è ïîëÿ âíóòðåííåé
ñèììåòðèè ÿâëÿåòñÿ èñêðèâëåííûì, ïîýòîìó óðàâíå-
íèå (6) íóæíî ïåðåïèñàòü òàê:

d2d1 rS =
1

S0
· d1 rS ◦ (d2 rS+D2 rS) ,

d2D1 rS =
1

S0
·D1 rS ◦D2 rS . (7)

Çäåñü

D1 rS = d1 rS+ δ1 rS , D2 rS = d2 rS+ δ2 rS .

Ïîäñòàâèì ýòè âûðàæåíèÿ â âûðàæåíèå (7), ïîëó÷èì

d2d1 rS =
1

S0
· d1 rS ◦ (d2S + d2 rS+ δ2 rS) ,

d2(d1 rS+ δ1 rS) =
1

S0
· (d1 rS+ δ1 rS) ◦ (d2 rS+ δ2 rS) .

(8)

Ïåðåõîä îò óðàâíåíèé (6) ê óðàâíåíÿì (8) óäîáíî
ïðåäñòàâëÿòü êàê âûïîëíåíèå çàìåíû:

d rS→ d rS− dx ◦A · g

èëè äëÿ êîîðäèíàò

d rS
K
L → d rS

K
L − rK

K
Lα · rgα · rAαI · dxI .

Äàëåå óäîáíî ïåðåéòè ê îäíîêîëîíî÷íîìó ôîðìàòó.
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Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèÿ (8), ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèå (2) äëÿ äèôôåðåíöèàëà δ rS:

d2d1 rS =
1

S0
· d1 rS ◦ (d2 rS+ d2 rS− (d2x ◦A · g)) ,

d2(d1 rS− (d1x ◦A · g)) = 1

S0
· (d1 rS− (d1x ◦A · g)) ◦ (d2 rS− (d2x ◦A · g)) (9)

èëè

d2d1 rS =
1

S0
· d1 rS ◦ d2 rS+

1

S0
· d1 rS ◦ d2 rS−

1

S0
· d1 rS ◦ (d2x ◦A · g) ,

d2d1 rS− d2d1x ◦A · g − d1x ◦ d2A · g =

=
1

S0
·
(
d1 rS ◦ d2 rS− (d1x ◦A · g) ◦ d2 rS

)
+

1

S0
·
(
−d1 rS ◦ (d2x ◦A · g) + (d1x ◦A · g) ◦ (d2x ◦A · g)

)
.(10)

Ýòè óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû àëãåáðû äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé, ïðîìåæó-
òî÷íîé ÷àñòèö è ïîëÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè â èíâàðèàíòíîì âåêòîðíîì âèäå. Ïðèñóòñòâèå ìíîæèòåëÿ d2d1x
âî âòîðîì ñëàãàåìîì â ëåâîé ÷àñòè âòîðîãî óðàâíåíèÿ ãîâîðèò î òîì, ÷òî ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû
äîëæíû áûòü äîïîëíåíû óðàâíåíèÿìè ñòðóêòóðû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè è òîëüêî ñ íèìè ñîñòàâÿò çàìêíóòóþ
ñèñòåìó óðàâíåíèé.

Ïðèâåäåì óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè rX, êîòîðûå ïîëó÷åíû â Ðàçäåëå VI.1 Ãëàâû 1.2 ôîð-
ìóëû (53), (57) â èíâàðèàíòíîé âåêòîðíîé ôîðìå

d2d1x =
1

L0
· d1x ◦ d2x (11)

è äëÿ êîîðäèíàò âåêòîðîâ

d2d1x
M =

1

L0
· rCMKI · d2xI · d1xK .

Çäåñü L0 � ïîñòîÿííàÿ, èìåþùàÿ ðàçìåðíîñòü äëèíû, à rC
M
KI � ïîñòîÿííûå ñòðóêòóðû àëãåáðû rX. Ïîñëå

ïîäñòàíîâêè d2d1x èç óðàâíåíèé ñòðóêòóðû (11) è äîáàâëåíèÿ ê ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû
ïðîñòðàíñòâà�âðåìåíè îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

d2d1 rS =
1

S0
· d1 rS ◦ d2 rS+

1

S0
· d1 rS ◦ d2 rS−

1

S0
· d1 rS ◦ (d2x ◦A · g) ,

d2d1 rS−
1

L0
· (d1x ◦ d2x) ◦A · g − d1x ◦ d2A · g =

=
1

S0
·
(
d1 rS ◦ d2 rS− (d1x ◦A · g) ◦ d2 rS

)
+

1

S0
·
(
−d1 rS ◦ (d2x ◦A · g) + (d1x ◦A · g) ◦ (d2x ◦A · g)

)
,

d2d1x =
1

L0
· d1x ◦ d2x . (12)

Çàïèøåì óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû ÷åðåç êîîðäèíàòû âåêòîðîâ. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì â âûðàæåíèå (12) âûðàæå-
íèÿ âåêòîðîâ ÷åðåç áàçèñíûå âåêòîðû è êîîðäèíàòû (1):

eL · d2d1SL =
1

S0
·(eK ◦ eI) d1SK d2SI +

1

S0
·(eK ◦ IIL) d1SK d2SLI −

1

S0
·(eK ◦ IIL) d1SK · (KL

Iα · gα ·AαM · d2xM ),

IKI ·
(
d2d1S

I
K −KI

Kα · gα ·AαM · d2d1xM −KI
Kα · gα · d2AαM · d1xM

)
=

=
1

S0
· (IKN ◦ ILI) ·

(
d1S

N
K · d2SIL − (KN

Kα · gα ·AαM · d1xM ) · d2SIL
)
+

+
1

S0
· (IKN ◦ ILI) ·

(
−d1SNK · (KI

Lα · gα ·AαM · d2xM ) + (KN
Kα · gα ·AαM · d1xM ) · (KI

Lα · gα ·AαN · d2xN )
)
,

d2d1x
M =

1

L0
· rCMKI · d2xI · d1xK . (13)
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Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ çàêîíîì óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (4):

eL · d2d1SL =
1

S0
· (eL · rCLKI) d1SK d2SI +

1

S0
· (δIK · eL) d1SK d2SLI −

1

S0
· (δIK · eL) d1SK · (KL

Iα · gα ·AαM · dxM ) ,

IKI ·
(
d2d1S

I
K −KI

Kα · gα ·AαM · d2d1xM −KI
Kα · gα · d2AαM · d1xM

)
=

=
1

S0
· (δLN · IKI) ·

(
d1S

N
K · d2SIL − (KN

Kα · gα ·AαM · d1xM ) · d2SIL
)
+

+
1

S0
· (δLN · IKI) ·

(
−d1SNK · (KI

Lα · gα ·AαM · d2xM ) + (KN
Kα · gα ·AαM · d1xM ) · (KI

Lα · gα ·AαN · d2xN )
)
,

d2d1x
M =

1

L0
· rCMKI · d2xI · d1xK . (14)

Îòñþäà ïîëó÷èì

d2d1S
L =

1

S0
· rCLKI d1SK d2SI +

1

S0
· d2SLK · d1SK − 1

S0
· (KL

Kα · gα ·AαM · dxM ) · d1SK ,

d2d1S
I
K −KI

Kα · gα ·AαM · d2d1xM −KI
Kα · gα · d2AαM · d1xM =

=
1

S0
·
(
d2S

I
L · d1SLK − d2S

I
L · (KL

Kα · gα ·AαM · d1xM )
)
+

+
1

S0
·
(
−(KI

Lα · gα ·AαM · d2xM ) · d1SLK + (KI
Lα · gα ·AαN · d2xN ) · (KL

Kα · gα ·AαM · d1xM )
)
,

d2d1x
M =

1

L0
· rCMKI · d2xI · d1xK . (15)

Ïîäñòàâèì â ýòî âûðàæåíèå d2d1x
M èç óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû ïðîñòðàíñòâà�âðåìåíè:

d2d1S
L =

1

S0
· rCLKI d2SI d1SK +

1

S0
· d2SLK · d1SK − 1

S0
· (KL

Kα · gα ·AαM · dxM ) · d1SK ,

d2d1S
I
K − 1

L0
·KI

Kα · gα ·AαL · rCLNM · d2xM · d1xN −KI
Kα · gα · d2AαM · d1xM =

=
1

S0
·
(
d2S

I
L · d1SLK − d2S

I
L · (KL

Kα · gα ·AαM · d1xM )
)
+

+
1

S0
·
(
−(KI

Lα · gα ·AαM · d2xM ) · d1SLK + (KI
Lβ · gβ ·AβM · d2xM ) · (KL

Kγ · gγ ·AγN · d1xN )
)
,

d2d1x
M =

1

L0
· rCMKI · d2xI · d1xK . (16)

Ýòè óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû àëãåáðû äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé, ïðîìåæóòî÷-
íîé ÷àñòèö è ïîëÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè â êîîðäèíàòíîé ôîðìå.

3. Êâàíòîâûå ïîñòóëàòû äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîé è ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèö â ïîëå âíóòðåííåé ñèììåòðèè

Óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû ïî ñóùåñòâó è åñòü êâàíòîâûå ïîñòóëàòû, íà êîòîðûõ ñòðîèòñÿ äèíàìèêà ôóíäàìåí-
òàëüíîé è ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèö â ïîëå âíóòðåííåé ñèììåòðèè. Ïåðåéäåì ê áîëåå ïðèâû÷íîé çàïèñè êâàíòîâûõ
ïîñòóëàòîâ, èñïîëüçóÿ ïåðåîáîçíà÷åíèÿ

d1 rS = ψ , d1 rS = ψ1 , d1 rx = χ , d2 = d .

Òîãäà âìåñòî âûðàæåíèÿ (12) ïîëó÷èì êâàíòîâûå ïîñòóëàòû äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîé è ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèö
â ïîëå âíóòðåííåé ñèììåòðèè

dψ =
1

S0
· ψ ◦ d rS+

1

S0
· ψ ◦ d rS−

1

S0
· ψ ◦ (dx ◦A · g) ,

dψ1 −
1

L0
· (χ ◦ dx) ◦A · g − χ ◦ dA · g =

=
1

S0
·
(
ψ1 ◦ d rS− (χ ◦A · g) ◦ d rS

)
+

1

S0
·
(
−ψ1 ◦ (dx ◦A · g) + (χ ◦A · g) ◦ (dx ◦A · g)

)
,

dχ =
1

L0
· χ ◦ dx . (17)
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Êâàíòîâûå ïîñòóëàòû â êîîðäèíàòíîé ôîðìå ïîëó÷èì èç âûðàæåíèÿ (16), åñëè ó÷òåì, ÷òî

d1S
I = ψI , d1S

I
K = ψIK , d1x

I = χI , d2 = d .

dψL =
1

S0
· rCLKI dSI ψK +

1

S0
· dSLK · ψK − 1

S0
· (KL

Kα · gα ·AαM · dxM ) · ψK ,

dψIK − 1

L0
·KI

Kα · gα ·AαL · rCLNM · dxM · χN −KI
Kα · gα · dAαN · χN =

=
1

S0
·
(
dSIL · ψLK − dSIL · (KL

Kα · gα ·AαN · χN )
)
+

+
1

S0
·
(
−(KI

Lα · gα ·AαM · dxM ) · ψLK + (KI
Lβ · gβ ·AβM · dxM ) · (KL

Kγ · gγ ·AγN · χN )
)
,

dχM =
1

L0
· rCMKI · dxI · χK . (18)

Äàëåå âûïîëíèì ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ: ó÷òåì, ÷òî dAαN = ∂M (AαN ) ·dxM , ñãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå
òàê, êàê ýòî äåëàåòñÿ ïðè çàïèñè óðàâíåíèÿ Äèðàêà, è ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå âîëíîâóþ ôóíêöèþ ïðîñòðàíñò-
âà-âðåìåíè χ, ñîáåðåì â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ:

dψL +
1

S0
· (KL

Kα · gα ·AαM · dxM ) · ψK =
1

S0
· rCLKI dSI ψK +

1

S0
· dSLK · ψK ,

dψIK +
1

S0
· (KI

Lα · gα ·AαM · dxM ) · ψLK =
1

S0
· dSIL · ψLK − 1

S0
· dSIL · (KL

Kα · gα ·AαN · χN ) +

+
[
KI

Kα · gα · ∂M (AαN ) +
1

S0
· (KI

Lβ · gβ ·AβM ) · (KL
Kγ · gγ ·AγN ) +

1

L0
·KI

Kα · gα ·AαL · rCLNM
]
· dxM · χN ,

dχM =
1

L0
· rCMKI · dxI · χK . (19)

4. Òåíçîð ßíãà�Ìèëëñà

Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ â âûðàæåíèè (19)

KI
Kα · gα · ∂MAαN +

1

S0
· (KI

Lβ · gβ ·AβM ) · (KL
Kγ · gγ ·AγN ) +

1

L0
·KI

Kα · gα ·AαL · rCLNM .

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì (16), êîòîðîå ïðèâåäåíî â Ðàçäåëå II.2 Ãëàâû 5.2

KI
Lβ ·KL

Kγ = KI
Kα · rCαγβ

è çàïèøåì óêàçàííîå âûðàæåíèå, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî êîýôôèöèåíòû ñâÿçè îäèíàêîâû, òî åñòü gα = gβ = gγ

KI
Kα · g ·

(
∂MA

α
N +

gα
S0

· rCαγβ ·AβM ·AγN +
1

L0
·AαL · rCLNM

)
.

Âûðàæåíèå â ñêîáêàõ îáîçíà÷èì AαNM :

AαMN = ∂MA
α
N +

gα
S0

· rCαγβ ·AβM ·AγN +
1

L0
·AαL · rCLNM .

Äàëåå çàïèøåì âåëè÷èíó AαMN â âèäå äâóõ ñëàãàåìûõ, îäíî èç êîòîðûõ ñèììåòðè÷íî, à äðóãîå àíòèñèììåò-
ðè÷íî ïî èíäåêñàì M è N :

AαMN = Aα⟨MN⟩ +Aα[MN ] ,

çàòåì ïîëîæèì Aα⟨MN⟩ = 0, à âåëè÷èíó Aα[MN ] ïåðåîáîçíà÷èì FαMN = Aα[MN ]. Òåíçîð

FαMN = ∂[MA
α
N ] +

gα
S0

· rCαγβ ·Aβ[M ·AγN ] +
1

L0
·AαL · rCL[NM ]
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íàçîâåì îáîáùåííûì òåíçîðîì ßíãà-Ìèëëñà. Îáîáùåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ýòîò òåíçîð ðàñïðîñòðàíåí íà
ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ rX. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ rX ñâîäèòñÿ ê ïðîñòðàíñòâó-âðåìåíè ÑÒÎ X,
èìååì rC

L
[NM ] = 0 è îáîáùåííûé òåíçîð ßíãà-Ìèëëñà ñâîäèòñÿ ê îáùåèçâåñòíîìó

Fαmn = ∂[mA
α
n] +

gα
S0

· rCαγβ ·Aβ[m ·Aγn] .

Çäåñü èíäåêñû m è n íóìåðóþò âåêòîðû â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ÑÒÎ X.
Ïåðåïèøåì êâàíòîâûå ïîñòóëàòû, èñïîëüçóÿ òåíçîð ßíãà-Ìèëëñà:

dψL +
1

S0
· (KL

Kα · gα ·AαM · dxM ) · ψK =
1

S0
· rCLKI dSI ψK +

1

S0
· dSLK · ψK ,

dψIK +
1

S0
· (KI

Lα · gα ·AαM · dxM ) · ψLK =

=
1

S0
· dSIL ·

(
ψLK − (KL

Kα · gα ·AαN · χN )
)
+KI

Kα · gα · FαMN · dxM · χN ,

dχM =
1

L0
· rCMKI · dxI · χK . (20)

Ïðèâåäåííûå óðàâíåíèÿ åñòü êâàíòîâûå ïîñòóëàòû â äèôôåðåíöèàëàõ. Ïåðåéäåì îò ýòèõ óðàâíåíèé ê êâàí-
òîâûì ïîñòóëàòàì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ïðè ýòîì íóæíî ó÷åñòü, ÷òî

dSI = −pIM · dxM , dSLK = −mI
LM · dxM ,

ãäå

pIM = −∂MSI � êîîðäèíàòû èìïóëüñà ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòèöû,

mI
LM = −∂MSIL � êîîðäèíàòû ìîìåíòà ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöû.

Ïîëó÷èì

∂Mψ
L +

1

S0
· (KL

Kα · gα ·AαM ) · ψK = − 1

S0
· rCLKI · pIM · ψK − 1

S0
·mL

KM · ψK ,

∂Mψ
L
K +

1

S0
· (KL

Iα · gα ·AαM ) · ψIK =

= − 1

S0
·mL

IM ·
(
ψIK − (KI

Kα · gα ·AαN · χN )
)
+KL

Kα · gα · FαMN · χN ,

∂Mχ
L =

1

L0
· rCLKM · χK . (21)

5. Ñèñòåìà êâàíòîâûõ óðàâíåíèé äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîé è ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèö â ïîëå âíóòðåííåé
ñèììåòðèè

Äëÿ âûâîäà ñèñòåìû êâàíòîâûõ óðàâíåíèé äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîé è ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèö â ïîëå âíóòðåííåé
ñèììåòðèè âîñïîëüçóåìñÿ êâàíòîâûìè ïîñòóëàòàìè (21). Óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå íà ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû

lC
MP

L, à âòîðîå óðàâíåíèå � íà ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû lC
MK

P , âûïîëíèâ ñîîòâåòñòâóþùèå ñóììèðîâàíèÿ
1.

Ïîëó÷èì

lC
MP

L ·
(
∂Mψ

L +
1

S0
· (KL

Kα · gα ·AαM ) · ψK
)
= − 1

S0
· lCMP

L ·
(
rC

L
KI · pIM +mL

KM

)
· ψK ,

lC
MK

P ·
(
∂Mψ

L
K +

1

S0
· (KL

Iα · gα ·AαM ) · ψIK
)
=

= − 1

S0
· lCMP

L ·mL
IM ·

(
ψIK − (KI

Kα · gα ·AαN · χN )
)
+ lC

MK
P ·KL

Kα · gα · FαMN · χN ,

∂Mχ
L =

1

L0
· rCLKM · χK . (22)

1 Îáîñíîâàíèå óìíîæåíèé òàêîãî ðîäà ïðèâåäåíî â Ðàçäåëå II.6
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Ýòè óðàâíåíèÿ è åñòü ñèñòåìà êâàíòîâûõ óðàâíåíèé äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîé è ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèö â
ïîëå âíóòðåííåé ñèììåòðèè.
Óäîáíî ââåñòè ñëåäóþùèå âåëè÷èíû:

ALKM = KL
Kα · gα ·AαM � ïîòåíöèàë ïîëÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè,

FLKMN = KL
Kα · gα · FαMN � îáúåêò ïîëÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè.

Äëÿ óêàçàííûõ âåëè÷èí òåíçîð ïîëÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè

FLK[NM ] = ∂[MA
L
|K|N ] +

1

S0
·ALP [M ·AP|K|N ] +

1

L0
·ALKP · rCP[NM ].

Òîãäà çàïèñü ñèñòåìû êâàíòîâûõ óðàâíåíèé ñòàíîâèòñÿ êîìïàêòíîé è ïðîçðà÷íîé:

lC
MP

L ·
(
∂Mψ

L +
1

S0
·ALKM · ψK

)
= − 1

S0
· lCMP

L ·
(
rC

L
KI · pIM +mL

KM

)
· ψK ,

lC
MK

P ·
(
∂Mψ

L
K +

1

S0
·ALIM · ψIK

)
= − 1

S0
· lCMK

P ·mL
IM ·

(
ψIK −AIKN · χN

)
+ lC

MK
P · FLKMN · χN ,

∂Mχ
L =

1

L0
· rCLKM · χK . (23)

5.1. Ñèñòåìà êâàíòîâûõ óðàâíåíèé äëÿ ëåïòîíîâ è ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö â ïîëå âíóòðåííåé ñèììåòðèè

Îáðàòèìñÿ ê ñèñòåìå êâàíòîâûõ óðàâíåíèé äëÿ ëåïòîíîâ è ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö â ïîëå âíóòðåííåé ñèì-
ìåòðèè. Äëÿ ýòîãî â ñèñòåìå óðàâíåíèé (23) ïåðåéäåì îò ïðîñòðàíñòâà äåéñòâèÿ S ê ïðîñòðàíñòâó äåéñòâèÿ
ëåïòîíîâ C4 è ê ãðóïïå ïîâîðîòîâ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå (ñì. Ðàçäåë V.5 Ãëàâû 5.2), ïîëîæèì S0 = ℏ, à ìàòðèöû
KI

Lα îòîæäåñòâèì ñî ñòðóêòóðíûìè ìàòðèöàìè ïðàâîé àëãåáðû Êëèôôîðäà. Ïîëó÷èì

lC
MP

L ·
(
∂Mψ

L +
1

ℏ
· ( rCLKα · gα ·AαM ) · ψK

)
= −1

ℏ
· lCMP

L ·
(
rC

L
KI · pIM +mL

KM

)
· ψK ,

lC
MK

P ·
(
∂Mψ

L
K +

1

ℏ
· ( rCLIα · gα ·AαM ) · ψIK

)
=

= −1

ℏ
· lCMP

L ·mL
IM ·

(
ψIK − ( rC

I
Kα · gα ·AαN · χN )

)
+ lC

MK
P · rCLKα · gα · FαMN · χN ,

∂Mχ
L =

1

L0
· rCLKM · χK , (24)

ãäå FαMN = ∂[M (AαN ]) +
g

ℏ
· rCαγβ ·Aβ[M ·AγN ] +

1

L0
·AαL · rCL[NM ] −

îáîáùåííûé òåíçîð ßíãà�Ìèëëñà.
Äàëåå â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì VIII Ãëàâû 4.4 ïîëîæèì, ÷òî îáîáùåííûé èìïóëüñ pIM èìååò òîëüêî äâå

êîìïîíåíòû

p00 = −∂0S0 =
m c

2
, p340 = −∂0S34 =

m c

2
.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ââåäåííûõ âåëè÷èí â óðàâíåíèå (24) ïîëó÷èì ñèñòåìó êâàíòîâûõ óðàâíåíèé äëÿ ëåïòîíîâ
è ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö â ïîëå âíóòðåííåé ñèììåòðèè â îêîí÷àòåëüíîì âèäå:

lC
MP

L ·
(
∂Mψ

L +
1

ℏ
· ( rCLKα · gα ·AαM ) · ψK

)
= −m c

2 ℏ
· ( rCPK0 + rC

P
K34) · ψK − 1

ℏ
· lCMP

L ·mL
KM · ψK ,

lC
MK

P ·
(
∂Mψ

L
K +

1

ℏ
· ( rCLIα · gα ·AαM ) · ψIK

)
=

= −1

ℏ
· lCMP

L ·mL
IM ·

(
ψIK − ( rC

I
Kα · gα ·AαN · χN )

)
+ lC

MK
P · rCLKα · gα · FαMN · χN ,

∂Mχ
L =

1

L0
· rCLKM · χK . (25)

Äàëåå óäîáíî ïåðåéòè ê äâóõêîëîíî÷íîìó ôîðìàòó èçëîæåíèÿ.
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5.2. ×àñòíûå ñëó÷àè

1. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ÷àñòèöà â ïîëå âíóòðåííåé
ñèììåòðèè.
Â ýòîì ñëó÷àå íàäî ïîëîæèòü âîëíîâóþ ôóíêöèþ

è ìîìåíò ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöû ðàâíûìè íóëþ:
ψIK = 0, mI

LM = 0. Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé ñâîäèò-
ñÿ ê óðàâíåíèþ äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòèöû â ïîëå
âíóòðåííåé ñèììåòðèè è àëãåáðàè÷åñêîìó ñîîòíîøå-
íèþ

lC
MP

L ·
(
∂Mψ

L +
g

ℏ
·ALKM · ψK

)
=

= −1

ℏ
· lCMP

L ·
(
rC

L
KI · pIM

)
· ψK ,

rC
L
Kα · gα · FαMN · χN = 0 . (26)

2. Ïðîìåæóòî÷íàÿ ÷àñòèöà â ïîëå âíóòðåííåé ñèì-
ìåòðèè.
Â ýòîì ñëó÷àå íàäî ïîëîæèòü âîëíîâóþ ôóíêöèþ

è èìïóëüñ ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòèöû ðàâíûìè íóëþ:
ψI = 0, pIL = 0. Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé ñâîäèòñÿ ê
óðàâíåíèþ äëÿ ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöû

lC
MP

I ·
(
∂Mψ

I
K +

g

ℏ
·AILM · ψLK

)
=

= −1

ℏ
· lCMP

I ·mI
LM · ψLK . (27)

3. Óñëîâèå êâàíòîâàíèÿ êàëèáðîâî÷íîãî çàðÿäà.
Èç óðàâíåíèÿ (27), â ÷àñòíîñòè ïðè óñëîâèèmI

LM =
0, ñëåäóåò

∂ψIK
δθα

= −gα
ℏ

·KI
Lα · ψLK .

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ýëåêòðè÷åñêîé êàëèáðîâî÷íîé
ãðóïïû èìååì

g =
e

c
, KI

Lα = rC
I
Lα = i · δIL

è óñëîâèå êâàíòîâàíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà âûãëÿ-
äèò òàê:

∂ψIK
δθ

= −i · e

c · ℏ
· ψIK .

3. Ñâîáîäíàÿ ïðîìåæóòî÷íàÿ ÷àñòèöà.
Â ýòîì ñëó÷àå â (27) íàäî ïîëîæèòü ïîòåíöèàë êà-

ëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ AILM = 0. Òîãäà ïîëó÷èì êâàíòî-
âûå ïîñòóëàòû äëÿ ñâîáîäíîé ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòè-
öû

∂Mψ
I
K = −1

ℏ
mI

LM · ψLK . (28)

Âîçüìåì îò ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðîèçâîäíóþ ∂M , âû-
ïîëíèâ ñîîòâåòñòâóþùèå ñóììèðîâàíèÿ, è ó÷òåì çà-
êîí ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà ∂M (mI

LM ) = 0. Ïîëó÷èì
îáîáùåííîå óðàâíåíèå Êëåéíà�Ãîðäîíà äëÿ ñâîáîä-
íûõ ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö

∂2ψIK
∂xM∂xM

=
mI

LM ·mML
N

ℏ2
· ψNK .

6. Èíâàðèàíòíàÿ ôîðìà êâàíòîâûõ óðàâíåíèé

Çäåñü îáñóäèì ñìûñë óìíîæåíèÿ êâàíòîâûõ ïîñòó-
ëàòîâ íà ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû lC

MP
L äëÿ ïîëó÷å-

íèÿ êâàíòîâûõ óðàâíåíèé. Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî ïðèâå-
äåì óðàâíåíèå Äèðàêà. Â ïðèíÿòûõ ðàíåå îáîçíà÷å-
íèÿõ (ñì. Ðàçäåë II Ãëàâû 4.4) îíî èìååò âèä(

lC
iA1

B1
∂i +

me c

ℏ lC
0A1

B1

)
· ψB1 = 0 .

Çäåñü ïî èíäåêñàì i è B1 âûïîëíÿåòñÿ ñóììèðîâà-
íèå. Ýòî óðàâíåíèå áûëî îáîáùåíî è çàïèñàíî â ñëå-
äóþùåì âèäå (Ðàçäåë VIII Ãëàâû 4.4)

lC
MP

L ·∂MψL(x) = −1

ℏ lC
MP

L · rCLKI ·pIM ·ψK . (29)

(Ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóì-
ìèðîâàíèå).
Ñëîæíàÿ è íåîáúÿñíèìàÿ êîìáèíàöèÿ èíäåêñîâ ñî-

äåðæèòñÿ â ïåðâîì ñëàãàåìîì

lC
MP

L · ∂MψL .

Ñèòóàöèÿ íåìíîãî ïðîÿñíÿåòñÿ, åñëè ó÷åñòü, ÷òî
ìàòðèöû lC

MP
L ïðåäñòàâëÿþò íå ÷òî èíîå, êàê êî-

âàðèàíòíûå áàçèñíûå âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè
(ñì. Ðàçäåë I.2 Ãëàâû 4.1). Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

lC
MP

L · ∂M

åñòü ðåãóëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå îïåðàòîðà äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ íàáëà

∇ = lE
M · ∂M .

Îäíàêî ñâåðòêà ïî èíäåêñó L îñòàåòñÿ íåïîíÿòíîé.
Ïîïûòàåìñÿ ðàçîáðàòüñÿ â ýòîì âîïðîñå.
Ðàíåå â Ðàçäåëàõ IV. è VIII. 1.2.Ãëàâû áûëè ââåäå-

íû áàçèñíûå âåêòîðû E è e äâóõ òèïîâ, êîòîðûå îò-
ëè÷àþòñÿ òîëüêî òåì, ÷òî ó÷àñòâóþò â ïðîèçâåäåíèÿõ
ðàçíîãî íàïðàâëåíèÿ � ïðàâîãî è ëåâîãî, à ïî ñóòè ýòî
îäíè è òå æå âåêòîðû. Èñõîäíûé âåêòîð ñíàáæàëñÿ
èíäåêñîì I, à òîò âåêòîð, êîòîðûé íà íåãî óìíîæàëè,
ñíàáæàëñÿ èíäåêñîìK. È òàêèì îáðàçîì ðàçëè÷àëèñü
óìíîæåíèå ñïðàâà è óìíîæåíèå ñëåâà. Äëÿ òîãî, ÷òî-
áû ÿð÷å ïîä÷åðêíóòü ðàçíèöó â ýòèõ ïðîèçâåäåíèÿõ,
èñïîëüçîâàëèñü ðàçíûå îáîçíà÷åíèÿ áàçèñíûõ âåêòî-
ðîâ äëÿ ýòèõ äâóõ òèïîâ. Çäåñü áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îä-
íèì îáîçíà÷åíèåì áàçèñíûõ âåêòîðîâ è çàïèøåì ýòè
óìíîæåíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: óìíîæåíèå ñëåâà

eI ◦ eK = eL · lCLKI (30)

è óìíîæåíèå ñïðàâà

eK ◦ eI = eL · rCLKI . (31)
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Íî åñëè â âûðàæåíèè (31) ïîìåíÿòü îáîçíà÷åíèÿ
èíäåêñîâ, òî ïðèõîäèì ê óìíîæåíèþ ñïðàâà ñëåäóþ-
ùåãî âèäà:

eI ◦ eK = eL · rCLIK .

À òàê êàê ýòî ñîîòíîøåíèå è âûðàæåíèå (30) � ýòî
îäíî è òî æå ñîîòíîøåíèå, òî îòñþäà ñëåäóåò

rC
L
IK = lC

L
KI .

Òàêæå äëÿ êîâàðèàíòíûõ âåêòîðîâ ðàçëè÷àþòñÿ
óìíîæåíèå ñëåâà

EI ◦EK = lC
IK
L ·EL (32)

è óìíîæåíèå ñïðàâà

EK ◦EI = rC
IK
L ·EL . (33)

Íî åñëè çäåñü ïîìåíÿòü îáîçíà÷åíèÿ èíäåêñîâ, òî
ïðèõîäèì ê óìíîæåíèþ ñïðàâà ñëåäóþùåãî âèäà:

EI ◦EK = rC
KI
L ·EL .

Èç ñðàâíåíèÿ ñ ñîîòíîøåíèåì (32), ñëåäóåò

rC
KI
L = lC

IK
L . (34)

Òåïåðü ïîäíèìåì èíäåêñ K â âûðàæåíèè (31), ïî-
ëó÷èì

EK ◦ eI = eL · rCLKI
è ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòíîøåíèÿ (34)

EK ◦ eI = eL · lCKLI . (35)

Ïîñëå âûøåóêàçàííûõ âûêëàäîê, ðàññìîòðèì ïðî-
èçâåäåíèå

∇ ◦ ψ ,

ãäå ψ = eI · ψI � âåêòîð âîëíîâîé ôóíêöèè. Èìååì ñ
ó÷åòîì âûðàæåíèÿ (35)

∇ ◦ ψ = (EK ◦ eI) · ∂KψI = eL · lCKLI · ∂KψI .

Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèÿ lC
KL

I ·∂KψI åñòü ïðîåê-
öèè (êîîðäèíàòû) âåêòîðà ∇◦ψ íà áàçèñíûå âåêòîðû
eL.
Òåïåðü ïîïûòàåìñÿ ðàñêðûòü ñìûñë âûðàæåíèÿ

lC
KP

L · ∂KψIP ,

êîòîðîå ïîëó÷åíî ïðè ïåðåõîäå îò êâàíòîâûõ ïîñòóëà-
òîâ ê âîëíîâîìó óðàâíåíèþ äëÿ ïðîìåæóòî÷íîé ÷à-
ñòèöû. Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå

∇ ◦ ψ1 ,

ãäå ψ1 = IPI · ψIP � âåêòîð âîëíîâîé ôóíêöèè ïðîìå-
æóòî÷íîé ÷àñòèöû. Èìååì

∇ ◦ ψ1 = (EK ◦ IPI) · ∂KψIP = (EK ◦EP ) ◦ eI · ∂KψIP
= lC

KP
L · (EL ◦ eI) · ∂KψIP = ILI · lCKPL · ∂KψIP .

Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèÿ CKPL · ∂KψIP åñòü ïðîåê-
öèè (êîîðäèíàòû) âåêòîðà ∇◦ψ1 íà áàçèñíûå âåêòîðû
ILI .

III. ÌÎÄÅËÜ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈß ÇÀÐßÄÎÂ
Ñ Ó×ÀÑÒÈÅÌ ÏÐÎÌÅÆÓÒÎ×ÍÛÕ ×ÀÑÒÈÖ

Èòàê, èìååì äâå ìîäåëè âçàèìîäåéñòâèÿ çàðÿäà 1
ñ çàðÿäîì 2: ïîëåâóþ è êîðïóñêóëÿðíóþ2. Â ïåðâîì
ñëó÷àå çàðÿä 1 îêðóæàåò ñåáÿ ïîëåì, êîòîðîå íåïî-
ñðåäñòâåííî äåéñòâóåò íà çàðÿä 2. Â ñëó÷àå êîðïóñêó-
ëÿðíîé ìîäåëè çàðÿä 1 èñïóñêàåò ïðîìåæóòî÷íóþ ÷à-
ñòèöó, êîòîðàÿ íåïîñðåäñòâåííî äåéñòâóåò íà çàðÿä 2.3

Åñëè ïîëåâàÿ ìîäåëü íå ñòàëêèâàåòñÿ ñ çàòðóäíåíèÿ-
ìè, òî êîðïóñêóëÿðíàÿ, íàïðîòèâ, âûçûâàåò âîïðîñû,
íà êîòîðûå ïîêà íåò óäîâëåòâîðèòåëüíîãî îòâåòà.
Íåêîòîðûå èç ýòèõ âîïðîñîâ òàêîâû.
1. Èñïóñêàåò ëè ñòàòè÷åñêèé çàðÿä 1 ïðîìåæóòî÷-

íóþ ÷àñòèöó â îòñóòñòâèè çàðÿäà 2? Åñëè äà, òî êà-
êîâà åå ñóäüáà? Ýòîò âîïðîñ îñîáåííî àêòóàëåí äëÿ
áåçìàññîâîé ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöû, êîòîðàÿ îáÿçà-
íà äâèãàòüñÿ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà. Åñëè äà, òî òåðÿåò
ëè ïðè ýòîì çàðÿä 1 ýíåðãèþ? Äëÿ ïîëåâîé ìîäåëè
òàêîé âîïðîñ íå âîçíèêàåò, òàê êàê äëÿ íåå ñòàòè÷íû
êàê çàðÿä 1, òàê è èíèöèèðóåìîå èì ïîëå.
2. Êàêèì îáðàçîì ïðîìåæóòî÷íàÿ ÷àñòèöà, âûäå-

ëåííàÿ çàðÿäîì 1, ÷óâñòâóåò çàðÿä 2, åñëè ó÷åñòü,
÷òî êàëèáðîâî÷íûé çàðÿä ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöû
ðàâåí íóëþ (íàïðèìåð, ôîòîí ýëåêòðè÷åñêè íåéòðà-
ëåí). Äëÿ ïîëåâîé ìîäåëè òàêîé âîïðîñ íå âîçíèêàåò,
òàê êàê êàëèáðîâî÷íûé ïîòåíöèàë îáëàäàåò çàðÿäî-
âûì èíäåêñîì.
3. Îáëàäàåò ëè âûäåëåííàÿ çàðÿäîì 1 ïðîìåæóòî÷-

íàÿ ÷àñòèöà ñîáñòâåííûì ìîìåíòîì èìïóëüñà è ïåðå-
äàåò ëè îíà çàðÿäó 2, ïîìèìî èìïóëüñà, åùå è ìîìåíò
èìïóëüñà? Åñëè äà, òî ñîïðîâîæäàåòñÿ ëè ýòîò ïðî-
öåññ ðàñêðó÷èâàíèåì çàðÿäîâ 1 è 2 â ðàçíûå ñòîðî-
íû? Äëÿ ïîëåâîé ìîäåëè òàêîé âîïðîñ íå âîçíèêàåò,
òàê êàê êàëèáðîâî÷íîå ïîëå íå íàäåëÿåòñÿ ñîáñòâåí-
íûì ìîìåíòîì èìïóëüñà.
Ïîïûòêà îòâåòèòü íà ïîñòàâëåííûå âîïðîñû è ïðè-

âåñòè â ñîîòâåòñòâèå êîðïóñêóëÿðíóþ è ïîëåâóþ ìî-
äåëè âçàèìîäåéñòâèÿ çàñòàâëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü ñëå-
äóþùóþ òî÷êó çðåíèÿ.
1. Ïðîìåæóòî÷íàÿ ÷àñòèöà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äè-

ïîëü. Âûäåëåííàÿ çàðÿäîì 1 ïðîìåæóòî÷íàÿ ÷àñòè-
öà îðèåíòèðîâàíà îòíîñèòåëüíî íåãî. Âíåøíèé çàðÿä
ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöû èìååò òîò æå çíàê, ÷òî è çà-
ðÿä 1. Èìåííî ýòîò çàðÿä ÷óâñòâóåò çàðÿä 2, îòëè-
÷àåò åãî îò íåéòðàëüíîé ÷àñòèöû è âçàèìîäåéñòâóåò ñ
íèì. Â ìàêðîîòíîøåíèè ïðîìåæóòî÷íàÿ ÷àñòèöà íåé-
òðàëüíà.
2. Ïðîìåæóòî÷íàÿ ÷àñòèöà, âûäåëÿåìàÿ ñòàòè÷å-

ñêèì çàðÿäîì, ìàêðîíåïîäâèæíà. Ýòîò òåçèñ âõîäèò

2 Ðàññìàòðèâàÿ óêàçàííûå ìîäåëè, áóäåì îáðàùàòüñÿ ê ïðî-
ñòîìó ïðèìåðó ñòàòè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðè÷åñêèõ
çàðÿäîâ.

3 Òàê êàê ðå÷ü èäåò î âçàèìîäåéñòâèè, òî çàðÿä 2 âåäåò ñåáÿ
àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïî îòíîøåíèþ ê çàðÿäó 1.
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â êàæóùååñÿ ïðîòèâîðå÷èå ñ êîíöåïöèåé áåçìàññî-
âîé ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöû. Îäíàêî â Ðàçäåëå II.1
Ãëàâû 1.4 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âîçìîæíû äâà âèäà
äâèæåíèÿ áåçìàññîâîé ÷àñòèöû: ïðÿìîëèíåéíîå äâè-
æåíèå ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà è êîëåáàòåëüíîå äâèæåíèå
ñ ÷àñòîòîé

Ω =
1

T
, ãäå T =

c

A
,

ãäå c � ñêîðîñòü ñâåòà, A � ìàêñèìàëüíîå óñêîðåíèå.
Èìåííî òàêîå äâèæåíèå íåîáõîäèìî ïðèïèñàòü ïðîìå-
æóòî÷íîé ÷àñòèöå, âûäåëÿåìîé ñòàòè÷åñêèì çàðÿäîì.

Íà îñíîâàíèè ïðèâåäåííûõ òåçèñîâ ìîäåëü âçàè-
ìîäåéñòâèÿ çàðÿäîâ ñ ó÷àñòèåì ïðîìåæóòî÷íûõ ÷à-
ñòèö âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çàðÿä 1 âûäåëÿåò
ïðîìåæóòî÷íûå ÷àñòèöû, êîòîðûå ìàêðîíåïîäâèæíû
è îðèåíòèðîâàíû ïî îòíîøåíèþ ê çàðÿäó 1 è äðóã
äðóãó. Ýòè ïðîìåæóòî÷íûå ÷àñòèöû âûñòðàèâàþòñÿ
âäîëü ñèëîâûõ ëèíèé êàëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ è îáðàçó-
þò ñâîåãî ðîäà ùóïàëüöû. Ùóïàëüöû çàðÿäà 1 âõîäÿò
â íåïîñðåäñòâåííîå âçàèìîäåéñòâèå ñ àíàëîãè÷íûìè
ùóïàëüöàìè çàðÿäà 2. Â ìàêðîîòíîøåíèè ïîëå ïðîìå-
æóòî÷íûõ ÷àñòèö, îêðóæàþùèõ ñòàòè÷åñêèé çàðÿä,
ñòàòè÷íî.

3. Íåîáõîäèìî äîïóñòèòü ñóùåñòâîâàíèå ïðîìåæó-
òî÷íûõ ÷àñòèö (â ÷àñòíîñòè ôîòîíîâ) ñ íóëåâûì ñïè-
íîì è ïðåäïîëîæèòü, ÷òî èìåííî îíè ó÷àñòâóþò âî
âçàèìîäåéñòâèè ñòàòè÷åñêèõ çàðÿäîâ. Â ýòîì ñëó÷àå
âîïðîñ î ïåðåäà÷å ìîìåíòà èìïóëüñà ïðè âçàèìîäåé-
ñòâèè ñòàòè÷åñêèõ çàðÿäîâ ñíèìàåòñÿ.

Áëàãîäàðÿ ïîñòóëèðîâàííûì ñâîéñòâàì ïðîìåæó-
òî÷íûõ ÷àñòèö, êàðòèíà âçàèìîäåéñòâèÿ çàðÿäîâ ñ
ó÷àñòèåì ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö ïðåäåëüíî àäåêâàò-
íà ïîëåâîé ìîäåëè.

1. Êîðïóñêóëÿðíàÿ ìîäåëü èçëó÷åíèÿ

Ïóñòü â èñõîäíîì ïîëîæåíèè çàðÿä (−q) íåïî-
äâèæåí è íàõîäèòñÿ â íà÷àëå ñèñòåìû êîîðäèíàò
(Ðèñ. 1.). Äëÿ îïðåäåëåííîñòè çàðÿä ñ÷èòàåòñÿ îò-
ðèöàòåëüíûì. Íà ðèñóíêå ïîêàçàíà îäíà èç ïðîìå-
æóòî÷íûõ ÷àñòèö, íàõîäÿùèõñÿ âáëèçè çàðÿäà. Ïðî-
ìåæóòî÷íàÿ ÷àñòèöà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê äèïîëü ñ
çàðÿäàìè (+e) è (−e) íà êîíöàõ. Â èñõîäíîì ïîëî-
æåíèè äèïîëü îðèåíòèðîâàí âäîëü îñè x, ïðè÷åì ïîä
äåéñòâèåì ñèë Êóëîíà çàðÿä (+e) íàõîäèòñÿ âáëèçè
çàðÿäà (−q). Â ìàêðîîòíîøåíèè ïðîìåæóòî÷íàÿ ÷à-
ñòèöà íåïîäâèæíà, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïðåäñòàâëåíèþ
î ñòàòè÷åñêîì ïîëå çàðÿäà (−q). Â ìèêðîîòíîøåíèè
ïðîìåæóòî÷íàÿ ÷àñòèöà êîëåáëåòñÿ âäîëü îñè x ñ
÷àñòîòîé Ω.

-

6
y

x
u6

−q
c6

+e
s
?

−e
a

Ðèñ. 1.

-

6
y

x

u
−q6 c��+e s

��
−ea

Ðèñ. 2.

HH
HH

Ðàññìàòðèâàåìûé äàëåå ïðîöåññ èçëó÷åíèÿ ïðî-
ìåæóòî÷íîé ÷àñòèöû ñâÿçàí ñ êîëåáàíèåì çàðÿäà
(−q) îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò âäîëü îñè y.
Íà Ðèñ. 1. ïîêàçàíî íà÷àëî äâèæåíèÿ çàðÿäà (−q)
ââåðõ ïî îñè y. Íà Ðèñ. 2. çàðÿä (−q) ñìåñòèëñÿ ïî
îñè y è ïðîäîëæàåò äâèæåíèå ââåðõ. Ïîä äåéñòâèåì
ñèë Êóëîíà ïðîìåæóòî÷íàÿ ÷àñòèöà ïîâîðà÷èâàåò-
ñÿ îòíîñèòåëüíî ñâîåãî öåíòðà a ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.
Âðàùåíèå ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöû íàêëàäûâàåòñÿ íà
åå êîëåáàòåëüíîå äâèæåíèå.

-

6
y

x

u?−q cHj+e

sHY −e
a

Ðèñ. 3.

�
�

�
�

-

6
y

x

u
?
−q c

AU

+e

sAK
−e

a

Ðèñ. 4.

��
��

Íà Ðèñ. 3. çàðÿä (−q) íàõîäèòñÿ â òî÷êå ìàêñèìàëü-
íîãî îòêëîíåíèÿ è íà÷èíàåò äâèæåíèå âíèç ê íà÷à-
ëó êîîðäèíàò. Ïðîìåæóòî÷íàÿ ÷àñòèöà ïîä äåéñòâèåì
ïðèîáðåòåííîãî ìîìåíòà èìïóëüñà ïðîäîëæàåò âðà-
ùåíèå ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå âîêðóã ñâîåãî öåíòðà a.
Íà Ðèñ. 4. çàðÿä (−q) äâèæåòñÿ âíèç ê íà÷àëó êî-

îðäèíàò, à ïðîìåæóòî÷íàÿ ÷àñòèöà ïðîäîëæàåò âðà-
ùåíèå ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå âîêðóã ñâîåãî öåíòðà a.

-

6
y

x
u

?
−q s−e c+e

a

-

Ðèñ. 5.

Íà Ðèñ. 5. çàðÿä (−q) íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäè-
íàò. Ïðîìåæóòî÷íàÿ ÷àñòèöà, ïîâåðíóâøèñü îòíîñè-
òåëüíî öåíòðà a, äîñòèãàåò ïîëîæåíèÿ, êîãäà åå îò-
ðèöàòåëüíûé çàðÿä (−e) ñáëèæàåòñÿ ñ çàðÿäîì (−q).
Äàëåå ïîä äåéñòâèåì ñèë Êóëîíà ïðîìåæóòî÷íàÿ ÷à-
ñòèöà îòòàëêèâàåòñÿ îò çàðÿäà (−q). Êîëåáàòåëüíîå
äâèæåíèå ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöû âäîëü îñè x ïåðå-
õîäèò â ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå âäîëü îñè x ñî ñêî-
ðîñòüþ ñâåòà. Ïðîèñõîäèò èçëó÷åíèå ïðîìåæóòî÷íîé



388 ÃËÀÂÀ 5.4 Äóàëèçì: ïðîìåæóòî÷íûå ÷àñòèöû � êàëèáðîâî÷íîå ïîëå

÷àñòèöû.
Ïðèâåäåííàÿ ìîäåëü èçëó÷åíèÿ ïðîìåæóòî÷íîé ÷à-

ñòèöû íàõîäèòñÿ â ñîãëàñèè ñ òåì ôàêòîì, ÷òî èçëó-
÷åíèå ïðîèñõîäèò â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì
íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ êîëåáëþùåãîñÿ çàðÿäà (−q).

IV. ÌÎÄÅËÜ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈß ÇÀÐßÄÎÂ
Ñ Ó×ÀÑÒÈÅÌ ÊÀËÈÁÐÎÂÎ×ÍÎÃÎ ÏÎËß

Â ïðåäûäóùåì Ðàçäåëå ðàññìàòðèâàëàñü íåîáõîäè-
ìîñòü êîððåêòèðîâêè êîðïóñêóëÿðíîé ìîäåëè âçàèìî-
äåéñòâèÿ çàðÿäîâ íà îñíîâàíèè ïîëåâîé ìîäåëè. Íî
èìååò ìåñòî è îáðàòíàÿ òåíäåíöèÿ, âûçâàííàÿ íåîá-
õîäèìîñòüþ óòî÷íåíèÿ ïîëåâîé ìîäåëè ïî êîðïóñêó-
ëÿðíîé.

1. Íà÷àëà îáîáùåííîé ýëåêòðîäèíàìèêè

Îäíîé èç õàðàêòåðèñòèê ôîòîíà ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåí-
íûé ìîìåíò èìïóëüñà (ñïèí), íî â ïðåäñòàâëåíèè îá
ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå ýòà õàðàêòåðèñòèêà îòñóò-
ñòâóåò. Âìåñòå ñ òåì ñîãëàñíî íàøèì îáùèì ïðåäñòàâ-
ëåíèÿì âçàèìîäåéñòâèå çàðÿäîâ ìîæåò áûòü îïèñàíî
äâóìÿ ýêâèâàëåíòíûìè ñïîñîáàìè � êàê ñ ïîìîùüþ
ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöû (ôîòîíà), òàê è ñ ïîìîùüþ
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Îòñþäà âîçíèêàåò íåîáõî-
äèìîñòü îáîáùåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ öåëüþ
âêëþ÷åíèÿ â åãî õàðàêòåðèñòèêè ñïèíà.
Ñíà÷àëà íàïîìíèì, ÷òî òåîðèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî

ïîëÿ ñòðîèòñÿ íà ïîíÿòèè ïîòåíöèàëà ñ êîìïîíåíòàìè

A4 , Aa ,

ãäå a = 1 , 2 , 3. Èëè â äðóãèõ îáîçíà÷åíèÿõ

ϕ , c ·A1 , c ·A2 , c ·A3 .

Çäåñü ϕ � ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë, Aa � êîìïîíåí-
òû âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà.
Ýòè êîìïîíåíòû ïîäîáíû (ïðåîáðàçóþòñÿ êàê) êî-

îðäèíàòàì ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ÑÒÎ

(dx4, dxa) ∼ (c · dt, dx1, dx2, dx3) .

Ïîòåíöèàëû ϕ è Aa ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé óðàâíå-
íèåì, íàçûâàåìûì êàëèáðîâêîé Ëîðåíöà:

1

c2
∂ϕ

∂t
+
∂Aa

∂xa
= 0

èëè

1

c

∂ϕ

∂t
+
∂(c ·Aa)
∂xa

= 0

èëè

∂Ai

∂xi
= 0 , (36)

ãäå i = 1 , 2 , 3 , 4.
Èñòî÷íèêîì ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ÷å-

òûðåõìåðíàÿ ïëîòíîñòü òîêà, êîìïîíåíòû êîòîðîé
òàêæå ïîäîáíû êîîðäèíàòàì ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè
ÑÒÎ:

(j4, ja) ∼ (c · ρ, j1, j2, j3) .

Ïî îïðåäåëåíèþ ja è ρ ñâÿçàíû óñëîâèåì íåïðåðûâ-
íîñòè

∂ρ

∂t
+
∂ja

∂xa
= 0 ,

èëè

∂(c · ρ)
∂(c · t)

+
∂ja

∂xa
= 0 ,

èëè

∂ji

∂xi
= 0 .

Äàëåå ââîäèòñÿ òåíçîð ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

Fik =
∂Ak

∂xi
− ∂Ai

∂xk
.

Çäåñü ýòîò òåíçîð çàïèñàí â êîâàðèàíòíûõ êîìïî-
íåíòàõ. Àíàëîãè÷íî çàïèñûâàåòñÿ òåíçîð ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî ïîëÿ â êîíòðàâàðèàíòíûõ êîìïîíåíòàõ

F ik =
∂Ak

∂xi
− ∂Ai

∂xk
. (37)

Íóæíî ïîìíèòü, ÷òî îïåðàòîðû äèôôåðåíöèðîâà-
íèÿ â êîâàðèàíòíûõ êîìïîíåíòàõ èìåþò âèä

∂

∂xi
=
(1
c

∂

∂t
,

∂

∂xa

)
,

à îïåðàòîðû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â êîíòðàâàðèàíò-
íûõ êîìïîíåíòàõ èìåþò âèä

∂

∂xi
=
(
−1

c

∂

∂t
,

∂

∂xa

)
.

Óðàâíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ôîðìóëèðóþò-
ñÿ ïî îòíîøåíèþ ê òåíçîðó ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ
è çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F ik,k ≡ ∂F ik

∂xk
=

ji

c · ε0
, (38)

Çäåñü ε0 � äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü âàêóó-
ìà.
Èç ñîîòíîøåíèé (37) è (38) ñëåäóþò óðàâíåíèÿ ïî

îòíîøåíèþ ê êîìïîíåíòàì ïîòåíöèàëà

∂

∂xi

∂Ak

∂xk
− ∂2Ai

∂xk∂xk
=

ji

c · ε0
.
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Åñëè ó÷åñòü êàëèáðîâêó Ëîðåíöà (36), òî ïîëó÷èì
âîëíîâûå óðàâíåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê êîìïîíåíòàì ïî-
òåíöèàëà

1

c2
∂2ϕ

∂t2
− ∂2ϕ

∂xb∂xb
=

ρ

ε0
,

1

c2
∂2Aa

∂t2
− ∂2Aa

∂xb∂xb
= µ0 · ja .

Çäåñü

µ0 =
1

c2 · ε0
� ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü âàêóóìà.
Îáîáùåíèå ýëåêòðîäèíàìèêè, êîòîðîå ìû èùåì,

ñâÿçàíî ñ ïåðåõîäîì îò ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ÑÒÎ ê
ïðîñòðàíñòâó àëãåáðû Êëèôôîðäà C4. Â ýòîì ïðî-
ñòðàíñòâå äèôôåðåíöèàëû êîîðäèíàò çàïèñûâàþòñÿ
òàê (ñì. Ðàçäåë IV Ãëàâû 1.3):

dx0, dx4, dx1, dx2, dx3,

dx32, dx13, dx21, dx14, dx24, dx34,

dx123, dx124, dx134, dx234, dx1324 .

Ñðåäè ýòèõ êîîðäèíàò êîîðäèíàòû dx32, dx13, dx21

ïðîïîðöèîíàëüíû óãëàì ñîáñòâåííîãî ïîâîðîòà. Èì
ñîîòâåòñòâóåò ñîáñòâåííûé ìîìåíò èìïóëüñà � ñïèí.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îáîáùåíèå ýëåêòðîäèíàìèêè

äîëæíî áûòü ñâÿçàíî ñ ââåäåíèåì ïðîñòðàíñòâåííî
ïîäîáíûõ êîìïîíåíò ïîòåíöèàëà

A0, A4, A1, A2, A3,

A32, A13, A21, A14, A24, A34,

A123, A124, A134, A234, A1324 .

Çäåñü êîìïîíåíòû A4, A1, A2, A3 ñîîòâåòñòâóþò
êëàññè÷åñêîé òåîðèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, à êîì-
ïîíåíòû A32, A13, A21 ñëåäóåò ñ÷èòàòü îòâåòñòâåííû-
ìè çà ñïèí ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.
Äàëåå äëÿ ïðîñòîòû îãðàíè÷èìñÿ ÷àñòüþ ïðèâåäåí-

íûõ êîìïîíåíò

A4, A1, A2, A3,

A32, A13, A21, A14, A24, A34 ,

òî åñòü ê êîìïîíåíòàì ïîòåíöèàëà êëàññè÷åñêîé òåî-
ðèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ äîáàâèì ñïèíîâûå êîì-
ïîíåíòû è êîìïîíåíòûA14, A24, A34, êîòîðûå íåîáõî-
äèìû äëÿ ñîõðàíåíèÿ ïðèíöèïà ðåëÿòèâèñòñêîé èíâà-
ðèàíòíîñòè òåîðèè.
Ëîãèêó ïîñòðîåíèÿ òåîðèè îñòàâèì ïðåæíåé.
Òàêèì îáðàçîì, èìååì äèôôåðåíöèàëû êîîðäèíàò

dxI :

dx4, dx1, dx2, dx3,

dx32, dx13, dx21, dx14, dx24, dx34

èëè

dx4, dxa, dxab, dxa4

èëè â äðóãèõ îáîçíà÷åíèÿõ

c · dt, dx1, dx2, dx3,
R · dφ1, R · dφ2, R · dφ3,

T · dv1, T · dv2, T · dv3 .

Êîìïîíåíòû ïîòåíöèàëà îáîáùåííîãî ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî ïîëÿ AI áóäåì çàïèñûâàòü òàêæå â âèäå

A4 , Aa , Aab , Aa4

èëè â äðóãèõ îáîçíà÷åíèÿõ

ϕ , c ·Axa , Ω ·Aφa , A ·Ava .

Çäåñü ϕ � ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë, Ax
a � êîìïî-

íåíòû âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà. Íàïîìíèì, ÷òî Ω è A
� ôèçè÷åñêèå ïîñòîÿííûå, ñîîòâåòñòâåííî ïðåäåëüíàÿ
óãëîâàÿ ñêîðîñòü è ìàêñèìàëüíîå óñêîðåíèå.
Êîìïîíåíòû ïîòåíöèàëà ñâÿæåì ìåæäó ñîáîé óðàâ-

íåíèåì, êîòîðîå òàêæå áóäåì íàçûâàòü êàëèáðîâêîé
Ëîðåíöà

∂AI

∂xI
= 0 (39)

èëè

∂A4

∂x4
+
∂Aa

∂xa
+
∂Aab

∂xab
+
∂Aa4

∂xa4
= 0

èëè

1

c

∂ϕ

∂t
+
∂(c ·Axa)

∂xa
+

1

R

(Ω ·Aφa)
∂φa

+
1

T

(A ·Ava)
∂va

= 0 .

èëè

1

c2
∂ϕ

∂t
+
∂Ax

a

∂xa
+

1

R2

Aφ
a

∂φa
+

1

T 2

Av
a

∂va
= 0 .

Èñòî÷íèêîì ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ïëîò-
íîñòü òîêà jI , êîìïîíåíòû êîòîðîé òàêæå ïîäîáíû
êîîðäèíàòàì îáîáùåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè

j4, ja, jab, ja4

èëè

c · ρ, jxa, R · jφa, T · jva .

Çäåñü

ρ− ïëîòíîñòü íåïîäâèæíîãî çàðÿäà ,

jx
a− ïëîòíîñòü òîêà ðàâíîìåðíî äâèæóùåãîñÿ çàðÿäà,

jφ
a − ïëîòíîñòü òîêà âðàùàþùåãîñÿ çàðÿäà ,

jv
a − ïëîòíîñòü òîêà óñêîðåííîãî çàðÿäà .
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Ïî îïðåäåëåíèþ êîìïîíåíòû ïëîòíîñòè òîêà ñâÿ-
æåì óñëîâèåì íåïðåðûâíîñòè

∂jI

∂xI
= 0

èëè

∂ρ

∂t
+
∂jx

a

∂xa
+
∂jφ

a

∂φa
+
∂jv

a

∂va
= 0 .

Äàëåå ââåäåì òåíçîð ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

FIK =
∂AK

∂xI
− ∂AI

∂xK
.

Çäåñü ýòîò òåíçîð çàïèñàí â êîâàðèàíòíûõ êîìïî-
íåíòàõ. Àíàëîãè÷íî çàïèñûâàåòñÿ òåíçîð ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî ïîëÿ â êîíòðàâàðèàíòíûõ êîìïîíåíòàõ

F IK =
∂AK

∂xI
− ∂AI

∂xK
. (40)

Íóæíî èìåòü â âèäó, ÷òî îïåðàòîðû äèôôåðåíöè-
ðîâàíèÿ â êîâàðèàíòíûõ êîìïîíåíòàõ èìåþò âèä

∂

∂xI
∼
(1
c

∂

∂t
,

∂

∂xa
,

1

R

∂

∂φa
,

1

T

∂

∂va

)
,

à îïåðàòîðû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â êîíòðàâàðèàíò-
íûõ êîìïîíåíòàõ èìåþò âèä

∂

∂xI
∼
(
−1

c

∂

∂t
,

∂

∂xa
, − 1

R

∂

∂φa
,

1

T

∂

∂va

)
.

Óðàâíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ôîðìóëèðóþò-
ñÿ ïî îòíîøåíèþ ê òåíçîðó ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ
è èìåþò âèä

F IK,K =
jI

c · ε0
. (41)

Çäåñü ε0 � äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü âàêóó-
ìà.
Èç ñîîòíîøåíèé (40) è (41) ñëåäóþò óðàâíåíèÿ ïî

îòíîøåíèþ ê êîìïîíåíòàì ïîòåíöèàëà

∂

∂xI

∂AK

∂xK
− ∂2AI

∂xK∂xK
=

jI

c · ε0
. (42)

Åñëè ó÷åñòü êàëèáðîâêó Ëîðåíöà (39), òî ïîëó÷èì
âîëíîâûå óðàâíåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê êîìïîíåíòàì ïî-
òåíöèàëà

1

c2
∂2ϕ

∂t2
− ∂2ϕ

∂xb∂xb
+

1

R2

∂2ϕ

∂φb∂φb
− 1

T 2

∂2ϕ

∂vb∂vb
=

ρ

ε0
,

1

c2
∂2Ax

a

∂t2
− ∂2Ax

a

∂xb∂xb
+

1

R2

∂2Ax
a

∂φb∂φb
− 1

T 2

∂2Ax
a

∂vb∂vb
= µ0 ·jxa ,

1

c2
∂2Aφ

a

∂t2
− ∂2Aφ

a

∂xb∂xb
+

1

R2

∂2Aφ
a

∂φb∂φb
− 1

T 2

∂2Aφ
a

∂vb∂vb
= ν0 ·jφa,

1

c2
∂2Av

a

∂t2
− ∂2Av

a

∂xb∂xb
+

1

R2

∂2Av
a

∂φb∂φb
− 1

T 2

∂2Av
a

∂vb∂vb
= λ0 ·jva.

Çäåñü

µ0 =
1

c2 · ε0
� ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü âàêóóìà;

ν0 =
1

Ω2 · ε0
� ïðîíèöàåìîñòü âàêóóìà äëÿ âðàùàþùèõñÿ çàðÿäîâ;

λ0 =
1

A2 · ε0
� ïðîíèöàåìîñòü âàêóóìà äëÿ óñêîðåííûõ çàðÿäîâ.
Íà ýòîì çàêîí÷èì èçëîæåíèå îáîáùåííîé ýëåêòðî-

äèíàìèêè. Âàæíî, ÷òî òàêîå îáîáùåíèå ïîçâîëÿåò
îïèñàòü âçàèìîäåéñòâèå çàðÿäîâ ñ ïîìîùüþ ïîëåâîé
ìîäåëè ïðåäåëüíî àäåêâàòíî êîðïóñêóëÿðíîé ìîäåëè.

1.1. Çàêðó÷åííûå ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû

Èç (42) ñëåäóåò, ÷òî â îáùåì âèäå óðàâíåíèå ýëåê-
òðîìàãíèòíîé âîëíû çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì

∂2AI

∂xK∂xK
= 0 . (43)

Åìó ñîîòâåòñòâóåò êèíåìàòè÷åñêîå óðàâíåíèå ôðîí-
òà âîëíû

gIK · dxI · dxK = 0 .

Ïðèìåð. Â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå óðàâíåíèå ïëîñêîé
ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû èìååò âèä

∂2Ai

∂x2
− 1

c2
∂2Ai

∂t2
= 0 . (44)

Åìó ñîîòâåòñòâóåò êèíåìàòè÷åñêîå óðàâíåíèå ôðîí-
òà ïëîñêîé âîëíû

dx2 − c2dt2 = 0 .

Îòñþäà

dx = ±c · dt .

Òî åñòü, ôðîíòàëüíàÿ ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ
îñè x, äâèæåòñÿ âäîëü ýòîé îñè ñî ñêîðîñòüþ c. Êàæ-
äàÿ òî÷êà ôðîíòàëüíîé ïëîñêîñòè äâèæåòñÿ ñî ñêîðî-
ñòüþ c âäîëü ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé îñè x.
Çäåñü ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ÷àñòíûé ñëó÷àé âîë-

íîâîãî óðàâíåíèÿ (43):

∂2Ai

∂x2
− 1

c2
∂2Ai

∂t2
− 1

R2

∂2Ai

∂φ2
= 0 .
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Çäåñü φ � óãîë â ïëîñêîñòè (y, z). Ýòîìó óðàâíå-
íèþ ñîîòâåòñòâóåò êèíåìàòè÷åñêîå óðàâíåíèå ôðîíòà
ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû

dx2 − c2dt2 −R2dφ2 = 0

èëè

c2dt2 = dx2 −R2dφ2

èëè

c1 · 2 · dt2 = (dx−Rdφ) · (dx+Rdφ) .

Çäåñü ââåäåíû äâå ñêîðîñòè c1 è c2 ïðè óñëîâèè

√
c1 · c2 = c .

Îäíà èç ýòèõ ñêîðîñòåé áîëüøå ñêîðîñòè ñâåòà c,
äðóãàÿ ìåíüøå. Îòñþäà èìååì ñëåäóþùèå êèíåìàòè-
÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ôðîíòà ýëåêòðîìàãíèò-
íîé âîëíû:

dx+Rdφ = ±c1dt , (45)

dx−Rdφ = ±c2dt . (46)

Â ïåðâîì ñëó÷àå ôðîíòàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü äâèæåò-
ñÿ âäîëü îñè x ñî ñêîðîñòüþ c1 è çàêðó÷èâàåòñÿ íà
óãîë φ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå â ïëîñêîñòè (y, z). Êàæäàÿ
òî÷êà ôðîíòàëüíîé ïëîñêîñòè äâèæåòñÿ ïî ñïèðàëè
ðàäèóñà R, çàêðó÷èâàþùåéñÿ âîêðóã îñè x ïî ÷àñîâîé
ñòðåëêå. Ôðîíòàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü ýëåêòðîìàãíèòíîé
âîëíû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âèíòîâóþ ïîâåðõíîñòü èëè
ãåëèêîí, çàêðó÷èâàþùèéñÿ âîêðóã îñè x ïî ÷àñîâîé
ñòðåëêå.
Âî âòîðîì ñëó÷àå ôðîíòàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü äâè-

æåòñÿ âäîëü îñè x ñî ñêîðîñòüþ c2 è çàêðó÷èâàåòñÿ
íà óãîë φ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè â ïëîñêîñòè (y, z).
Êàæäàÿ òî÷êà ôðîíòàëüíîé ïëîñêîñòè äâèæåòñÿ ïî
ñïèðàëè ðàäèóñà R, çàêðó÷èâàþùåéñÿ âîêðóã îñè x
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ôðîíòàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü
ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âèíòî-
âóþ ïîâåðõíîñòü èëè ãåëèêîí, çàêðó÷èâàþùèéñÿ âî-
êðóã îñè x ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.
Â 1995 ãîäó â ñâåòîâîì äèàïàçîíå ýêñïåðèìåíòàëüíî

îáíàðóæåíà ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà ðàññìîòðåííîãî
çäåñü âèäà4. Îíà íàçâàíà çàêðó÷åííûé ñâåò. Óñòàí-
âëåí ñëó÷àé, êîãäà çàêðó÷åííàÿ ýëåêòðîìàãíèòíàÿ
âîëíà äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ, ìåíüøåé ñêîðîñòè ñâå-
òà5. Ïëàíèðóåòñÿ ýêñïåðèìåíò, â êîòîðîì çàêðó÷åí-
íàÿ ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà ïðåäïîëîæèòåëüíî áóäåò
äâèãàòüñÿ ñî ñêîðîñòüþ, áîëüøåé ñêîðîñòè ñâåòà.

4 Direct Observation of Transfer of Angular Momentum to
Absorptive Particles from a Laser Beam with a Phase Singularity
H. He, M. E. J. Friese, N. R. Heckenberg, and H. Rubinsztein-
Dunlop Phys. Rev. Lett. 75, 826 � Published 31 July 1995.

5 Observation of subluminal twisted light in vacuum Frederic
Bouchard, Jeremie Harris, Harjaspreet Mand, Robert W. Boyd,
and Ebrahim Karimi Optica Vol. 3, Issue 4, pp. 351-354 (2016).

Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé
òåîðèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, òî åñòü äëÿ âîëíîâî-
ãî óðàâíåíèÿ (44), ÿâëåíèå çàêðó÷åííîé ýëåêòðîìàã-
íèòíîé âîëíû íå îáúÿñíèìî.

2. Ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîòåíöèàëà è òåíçîðà
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðè ïåðåõîäå ê

óñêîðåííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà

Òàê êàê êîìïîíåíòû ïîòåíöèàëà ýëåêòðîìàãíèòíî-
ãî ïîëÿ ïîäîáíû êîîðäèíàòàì ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè,
òî íà îñíîâàíèè ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò ïðè ïå-
ðåõîäå îò îäíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà ê äðóãîé óñòàíàâ-
ëèâàþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïîíåíò ïîòåíöèàëà ïðè
ýòîì æå ïðåîáðàçîâàíèè ñèñòåì îòñ÷åòà. Íî íå òîëü-
êî êîìïîíåíò ïîòåíöèàëîâ, íî è òåíçîðíûõ êîìáèíà-
öèé, â êîòîðûõ ó÷àñòâóþò êîìïîíåíòû ïîòåíöèàëà è,
â ÷àñòíîñòè òåíçîðà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Â êëàñ-
ñè÷åñêîé òåîðèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ òàêèìè ïðå-
îáðàçîâàíèÿìè ÿâëÿþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà.
Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìû ðàñøèðèëè ÷èñëî êîîð-

äèíàò ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè è ÷èñëî êîìïîíåíò ïî-
òåíöèàëà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. È, ñëåäîâàòåëüíî,
èìååì âîçìîæíîñòü îáîáùèòü ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåí-
öà íà áîëåå ñëîæíûå ñëó÷àè ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåì
îòñ÷åòà.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé íàèáîëåå ïðîñòîé ñëó÷àé.

Ïóñòü ïîòåíöèàë ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðåäñòàâ-
ëåí êëàññè÷åñêèìè ÷åòûðüìÿ êîìïîíåíòàìè

Ai =
{
A4 , Aa

}
.

Çäåñü èíäåêñ i = 1, 2, 3, 4; èíäåêñ a = 1, 2, 3; A4 = φ
åñòü ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë; Aa � êîìïîíåíòû âåêòîð-
íîãî ïîòåíöèàëà. Ñîîòâåòñòâåííî èìååì êëàññè÷åñêèé
òåíçîð ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

F ik =
{
F 1
4 , F

2
4 , F

3
4 , F

1
2 , F

3
1 , F

2
3

}
=

=
{
E1 , E2 , E3 , B3 , B2 , B1

}
.

Çäåñü Ea åñòü êîìïîíåíòû âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, Ba åñòü êîìïîíåíòû âåêòî-
ðà èíäóêöèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Íî ïðè ýòîì
â êà÷åñòâå äèôôåðåíöèàëîâ êîîðäèíàò ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè ïðèìåì

dx4, dx1, dx2, dx3, dx14, dx24, dx34

è, áîëåå òîãî, áóäåì ðàññìàòðèâàòü îäíîìåðíûé ñëó-
÷àé ýòèõ êîîðäèíàò

dx4, dx1, dx14 .

Ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò â ýòîì ñëó÷àå ñîîòâåò-
ñòâóþò óñêîðåííîìó äâèæåíèþ ñèñòåìû îòñ÷åòà â
îäíîì íàïðàâëåíèè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì
ñëó÷àé AV äâèæåíèÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà (ñì. Ðàçäåë
II.5 Ãëàâû 1.4).
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Ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïîíåíò ïîòåíöèàëà è
òåíçîðà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ñëåäóþò èç ôîðìóë
(36) Ðàçäåëà II.5.3 Ãëàâû 1.4, åñëè ó÷åñòü, ÷òî ïîòåí-
öèàë Ai ïðåîáðàçóåòñÿ òàê æå, êàê ïðåîáðàçóåòñÿ âåê-
òîð dxi, à òåíçîð ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ F ik ïðåîáðà-
çóåòñÿ òàê æå, êàê ïðåîáðàçóåòñÿ àíòèñèììåòðè÷íîå
ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ dxi è dxk. Ïîñëåäíåå äîëæíî
áûòü ñîãëàñîâàíî ñ òåì, ÷òî êîìïîíåíòû F i4 ïðåîáðà-
çóþòñÿ òàê æå, êàê ïðåîáðàçóþòñÿ êîìïîíåíòû âåê-
òîðà ñêîðîñòè dxi4 = v. Ñèòóàöèÿ óïðîùàåòñÿ âñëåä-
ñòâèå òîãî, ÷òî óêàçàííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íå çàòðà-
ãèâàþò êîìïîíåíò âåêòîðà dx2 è dx3. Ïîýòîìó êîìïî-
íåíòû ïîòåíöèàëà A2, A3 è òåíçîðà ýëåêòðîìàãíèòíî-
ãî ïîëÿ F 2

3 = B1 ñîõðàíÿþòñÿ ïðè óêàçàííûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèÿõ. Êðîìå òîãî, êîìïîíåíòû{

F 4
2 , F

1
2

}
=
{
−E2 , B3

}
,{

F 4
3 , F

1
3

}
=
{
−E3 , −B2

}
ïðåîáðàçóþòñÿ ïîäîáíî êîìïîíåíòàì âåêòîðà {dx4 , dx1}.
Òàêèì îáðàçîì, èìååì äëÿ ñëó÷àÿ AV ïðåîáðàçîâà-
íèÿ:

ϕ = v√
1−v2−a2

1√
1−a2

(A1)′+

+ 1√
1−v2−a2

(ϕ)′ + a√
1−a2

(F 1
4 )

′ ,

A1 =
√
1−a2

√
1−v2−a2

(A1)′ + v√
1−v2−a2

(ϕ)′ ,

F 1
2 =

√
1−a2

√
1−v2−a2

(F 1
2 )

′ + v√
1−v2−a2

(F 4
2 )

′ ,

F 4
2 = v√

1−v2−a2

1√
1−a2

(F 1
2 )

′+

+ 1√
1−v2−a2

(F 4
2 )

′ ,

F 1
4 = v√

1−v2−a2

a√
1−a2

(A1)′+

+ a√
1−v2−a2

(φ)′ + 1√
1−a2

(F 1
4 )

′ ,

F 1
3 =

√
1−a2

√
1−v2−a2

(F 1
3 )

′ + v√
1−v2−a2

(F 4
3 )

′ ,

F 4
3 = v√

1−v2−a2

1√
1−a2

(F 1
3 )

′+

+ 1√
1−v2−a2

(F 4
3 )

′

(47)

èëè â äðóãèõ îáîçíà÷åíèÿõ

ϕ = v√
1−v2−a2

1√
1−a2

(A1)′+

+ 1√
1−v2−a2

(ϕ)′ − a√
1−a2

(E1)′ ,

A1 =
√
1−a2

√
1−v2−a2

(A1)′ + v√
1−v2−a2

(ϕ)′ ,

B3 =
√
1−a2

√
1−v2−a2

(B3)′ − v√
1−v2−a2

(E2)′ ,

E2 = − v√
1−v2−a2

1√
1−a2

(B3)′+

+ 1√
1−v2−a2

(E2)′ ,

E1 = v√
1−v2−a2

a√
1−a2

(A1)′+

+ a√
1−v2−a2

(ϕ)′ + 1√
1−a2

(E1)′ ,

B2 =
√
1−a2

√
1−v2−a2

(B2)′ + v√
1−v2−a2

(E3)′ ,

E3 = v√
1−v2−a2

1√
1−a2

(B2)′+

+ 1√
1−v2−a2

(E3)′ .

Çàìåòèì, ÷òî â ýòèõ ñîîòíîøåíèÿõ îïóùåíû ñëà-
ãàåìûå, ïðîïîðöèîíàëüíûå ïðîèçâîäíûì îò òåíçîðà
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Êðîìå òîãî, íóæíî èìåòü â
âèäó, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë (36) Ðàçäåëà II.5.3
Ãëàâû 1.4 îòíîñÿòñÿ ê êîìïîíåíòàì âåêòîðà è òåíçîðà
â áåçðàçìåðíîé ôîðìå, ïîýòîìó â ñîîòíîøåíèÿõ (42)
èñïîëüçóþòñÿ êîìïîíåíòû ïîòåíöèàëà è òåíçîðà ýëåê-
òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â áåçðàçìåðíîé ôîðìå.
Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ñêîðîñòü v ðàâíà íóëþ,

èìååì

ϕ = 1√
1−a2

(ϕ)′ − a√
1−a2

(E1)′ ,

A1 = (A1)′ , B2 = (B2)′ , B3 = (B3)′ ,

E1 = a√
1−a2

(ϕ)′ + 1√
1−a2

(E1)′ ,

E2 = 1√
1−a2

(E2)′ , E3 = 1√
1−a2

(E3)′ .

Ðàññìîòðèì òî÷å÷íûé çàðÿä e, ïîêîÿùèéñÿ îòíîñè-
òåëüíî ñèñìåìû îòñ÷åòà K1. Ïóñòü òàêæå ñèñòåìà îò-
ñ÷åòà K1 äâèæåòñÿ óñêîðåííî îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû
îòñ÷åòà K0. Òîãäà â ñèñòåìå îòñ÷åòà K1 ïîòåíöèàë ïî-
ëÿ çàðÿäà

(ϕ)′ =
e

r
, (A1)′ = 0 ,

à íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ýòîé ñèñòåìå

(E)′ =
e

r2
.

Çäåñü r åñòü ðàññòîÿíèå äî çàðÿäà.
Íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ñèñòåìå îò-

ñ÷åòà K0 â íàïðàâëåíèè óñêîðåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ âû-
ðàæåíèåì

E1 =
a√

1− a2
(ϕ)′ +

1√
1− a2

(E1)′ .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ a≪ A íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè-
÷åñêîãî ïîëÿ ñîäåðæèò äâà ñëàãàåìûõ, îäíî èç êîòî-
ðûõ ïðîïîðöèîíàëüíî óñêîðåíèþ è îáðàòíî ïðîïîðöè-
îíàëüíî ðàññòîÿíèþ îò çàðÿäà, à äðóãîå íå çàâèñèò îò
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óñêîðåíèÿ è îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî êâàäðàòó ðàñ-
ñòîÿíèÿ îò çàðÿäà. Ýòî èçâåñòíûé ðåçóëüòàò, êîòîðûé
ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîòåíöèàëîâ
Ëèíåàðà-Âèõåðòà.

V. ÂÛÂÎÄÛ ÏÎ ÃËÀÂÅ

� Äèíàìèêà ôóíäàìåíòàëüíîé è ïðîìåæóòî÷íîé
÷àñòèö â êàëèáðîâî÷íîì ïîëå îïèñûâàåòñÿ ñè-
ñòåìîé êâàíòîâûõ óðàâíåíèé (22).

� Ñ òî÷êè çðåíèÿ ââåäåííîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àï-
ïàðàòà îïèñàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ïîìîùüþ êà-
ëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ è ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö
äîëæíû áûòü ñîãëàñîâàííûìè. Îòñþäà âîçíè-
êàåò íåîáõîäèìîñòü êîððåêòèðîâêè êîðïóñêó-
ëÿðíîé ìîäåëè âçàèìîäåéñòâèÿ íà îñíîâàíèè
ïîëåâîé ìîäåëè è íàîáîðîò.

� Êîðïóñêóëÿðíàÿ ìîäåëü âçàèìîäåéñòâèÿ ñòàíî-
âèòñÿ àäåêâàòíîé ïîëåâîé ìîäåëè, åñëè äîïó-
ñòèòü, ÷òî ïðîìåæóòî÷íàÿ ÷àñòèöà ÿâëÿåòñÿ äè-
ïîëåì. Êðîìå òîãî, íåîáõîäèìî äîïóñòèòü, ÷òî
áåçìàññîâàÿ ïðîìåæóòî÷íàÿ ÷àñòèöà ìîæåò íå
òîëüêî äâèãàòüñÿ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà, íî è ñî-
âåðøàòü êîëåáàòåëüíîå äâèæåíèå ñ ôóíäàìåí-
òàëüíîé ÷àñòîòîé Ω.

� Ïîëåâàÿ ìîäåëü âçàèìîäåéñòâèÿ ñòàíîâèòñÿ àäåê-
âàòíîé êîðïóñêóëÿðíîé ìîäåëè, åñëè îáîáùèòü
ïðåäñòàâëåíèå î ïîòåíöèàëå êàëèáðîâî÷íîãî ïî-
ëÿ è, â ÷àñòíîñòè, âêëþ÷èòü â ÷èñëî êîìïîíåíò
ïîòåíöèàëà êîìïîíåíòû, íàäåëÿþùèå êîëèáðî-
âî÷íîå ïîëå ñïèíîì.



Ãëàâà 5.5 Ïðîìåæóòî÷íûå ÷àñòèöû âòîðîãî ðîäà

I. ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÛÅ ÇÀÌÅ×ÀÍÈß

Âíóòðåííÿÿ ëîãèêà åäèíîé òåîðèè ïîëÿ òðåáóåò ââå-
äåíèÿ íîâûõ ãèïîòåòè÷åñêèõ ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö.
Ïðè ýòîì áóäåì ðóêîâîäñòâàòüñÿ ñîîáðàæåíèÿìè, âû-
òåêàþùèìè èç àíàëèçà ëîãè÷åñêîé íåïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè â ôîðìèðîâàíèè ëàãðàíæèàíà çàðÿæåííîé ÷à-
ñòèöû è êàëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ. Íàïîìíèì, ÷òî â êëàñ-
ñè÷åñêîé ôèçèêå ëàãðàíæèàí äëÿ ýëåêòðè÷åñêè çàðÿ-
æåííîé ÷àñòèöû è ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ èìååò âèä

L = L0 + Lâç + L(F ) .

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè � ýòî ëàãðàíæèàí
ñâîáîäíîé ÷àñòèöû. Âòîðîå ñëàãàåìîå � ýòî ëàãðàí-
æèàí âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèöû è ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ

Lâç = − 1

c2
jiAi ,

ãäå Ai � ïîòåíöèàë ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, j
i � ïëîò-

íîñòü òîêà. Òðåòüå ñëàãàåìîå � ýòî ëàãðàíæèàí ñâî-
áîäíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

L(F ) = −1

c

Fik F
ik

4
,

ãäå Fik � òåíçîð ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.
Çäåñü âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ëàãðàíæèàí L ôîðìèðó-

åòñÿ âîëåâûì ïóòåì. Îáîñíîâàíèå åãî èñòèííîñòè çà-
êëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âàðüèðîâàíèå ëàãðàíæèàíà â ñî-
îòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ ïðè-
âîäèò ê óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ ÷àñòèöû è óðàâíåíèÿì
Ìàêñâåëëà.
Â êâàíòîâîé òåîðèè ñèòóàöèÿ íåñêîëüêî ëó÷øå. Ñî-

ãëàñíî Óòèÿìå, ôîðìèðîâàíèå ëàãðàíæèàíà âçàèìî-
äåéñòâèÿ ïîä÷èíÿåòñÿ òåîðåòè÷åñêèì ñîîáðàæåíèÿì.
À èìåííî, ïåðåõîä îò ëàãðàíæèàíà ñâîáîäíîé ÷àñòè-
öû

L0(ψ , ∂ψ) ,

ãäå ψ � âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ÷àñòèöû, à ∂ψ � ÷àñòíàÿ
ïðîèçâîäíàÿ îò âîëíîâîé ôóíêöèè ïî êîîðäèíàòå, ê
ëàãðàíæèàíó

L0 + Lâç (1)

îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì ïåðåõîäà îò ÷àñòíîé ïðîèçâîä-
íîé ê êîâàðèàíòíîé

∂ → ∂ +A ,

ãäå ÷åðåç A îáîçíà÷åí ïîòåíöèàë êàëèáðîâî÷íîãî (â
íàøåì ñëó÷àå ýëåêòðîìàãíèòíîãî) ïîëÿ. Ýòîò àëãî-
ðèòì âûòåêàåò èç óñëîâèÿ èíâàðèàíòíîñòè ëàãðàíæè-
àíà (1) îòíîñèòåëüíî êàëèáðîâî÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
âîëíîâîé ôóíêöèè.

Îäíàêî ôîðìèðîâàíèå ëàãðàíæèàíà ñâîáîäíîãî ïî-
ëÿ ïî-ïðåæíåìó îñòàåòñÿ íåîáúÿñíèìûì ñ ëîãè÷åñêîé
òî÷êè çðåíèÿ. Â êâàíòîâîé òåîðèè, òàê æå êàê è â
êëàññè÷åñêîé òåîðèè, ëàãðàíæèàí L(F ) äîáàâëÿåòñÿ
ê ëàãðàíæèàíó (1) âîëåâûì ïóòåì.
Â ðåçóëüòàòå ëàãðàíæèàí äëÿ äèðàêîâñêîé çàðÿ-

æåííîé ÷àñòèöû (ýëåêòðîíà) è ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ â ïðèíÿòûõ íàìè ðàíåå îáîçíà÷åíèÿõ (ñì. Ðàç-
äåë VII. Ãëàâû 4.4.) èìååò âèä

L = −ψK1
· lCmK1

I1 ·(∂mψI1+
e

c·ℏ
· rCI1L121 ·Am ·ψL1)−

−m · c
ℏ

ψK1 · ψK1 − 1

c
· Fik · F

ik

4
.

Çäåñü èíäåêñû ñ öèôðîé 1 âíèçó (I1,K1, L1) äëÿ
äåéñòâèòåëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïðèíèìàþò çíà÷å-
íèÿ1

(32, 13, 21, 0, 1, 2, 3, 123) .

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òàê íàçûâàåìîå ìàññîâîå ñëà-
ãàåìîå

−m c

ℏ
ψK1

ψK1 .

Îíî áóäåò ó÷àñòâîâàòü â íàøèõ äàëüíåéøèõ ðàñ-
ñóæäåíèÿõ.
Â íàñòîÿùåé Ãëàâå ïîêàæåì, ÷òî ïîëåâîå ñëàãàåìîå

ìîæåò áûòü ñôîðìèðîâàíî è ââåäåíî ëîãè÷åñêèì îá-
ðàçîì. Îäíàêî ïðè ýòîì íåîáõîäèìî äîïóñòèòü ñóùå-
ñòâîâàíèå ãèïîòåòè÷åñêèõ ÷àñòèö îïðåäåëåííîãî âè-
äà. Êàíâà íàâîäÿùèõ ñîîáðàæåíèé çäåñü òàêîâà.
Â Ãëàâå 5.4. ïîêàçàíî, ÷òî îáîáùåíèå ÷àñòíîé ïðî-

èçâîäíîé äî êîâàðèàíòíîé, íåîáõîäèìîå äëÿ ôîðìè-
ðîâàíèÿ ëàãðàíæèàíà (1), ñâÿçàíî ñ äâóìÿ îáñòîÿ-
òåëüñòâàìè:

� íàðÿäó ñ ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòèöåé ââîäèòñÿ
ïðîìåæóòî÷íàÿ ÷àñòèöà, êîòîðàÿ õàðàêòåðèçó-
åòñÿ äåéñòâèåì S è âîëíîâîé ôóíêöèåé ψ1; äèô-
ôåðåíöèàë äåéñòâèÿ S ÿâëÿåòñÿ èñêðèâëåííûì è
ñîñòîèò èç ñóììû îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöè-
àëà è âàðèàöèè, ïðîïîðöèîíàëüíîé ïîòåíöèàëó
êàëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ2:

DS = dS+ δS ,

ãäå

δS = −IKM ·AMKL · dxL =

= −IKM · rCMKα · gα ·AαL · dxL ;

1 Èíà÷å ãîâîðÿ, óðàâíåíèå Äèðàêà îòíîñèòñÿ ê ïåðâîìó ñæà-
òîìó ïðåäñòàâëåíèþ àëãåáðû Êëèôôîðäà C4.

2 Íàïîìíèì, ÷òî òàêîå ïðåäñòàâëåíèå äåëàåò ýêâèâàëåíòíûì
îïèñàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ êàê ñ ïîìîùüþ ïðîìåæóòî÷íûõ ÷à-
ñòèö, òàê è ñ ïîìîùüþ êàëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ.
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� êâàíòîâûå óðàâíåíèÿ (óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû) ñî-
äåðæàò ◦-ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà âîëíîâîé ôóíê-
öèè ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòèöû

ψ = eI ψ
I

íà âåêòîð âàðèàöèè δS

1

ℏ
ψ ◦ δS = −eI

1

ℏ
AIKL · ψK · dxL =

= −eI
gα
ℏ rC

M
Kα ·AαL · ψK · dxL ,

êîòîðîå è îïðåäåëÿåò ñëàãàåìîå, îáîáùàþùåå
÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ äî êîâàðèàíòíîé.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïåðåéòè îò ëàãðàíæèàíà ñâîáîäíîé
÷àñòèöû L0 ê ëàãðàíæèàíó (1), íåîáõîäèìî âûïîë-
íèòü çàìåíó

ψ1 → ψ1 − χ ◦A .

Îòñþäà, â ñâîþ î÷åðåäü, ñëåäóåò, ÷òî âõîäÿùåå â
ëàãðàíæèàí ìàññîâîå ñëàãàåìîå äëÿ ïðîìåæóòî÷íîé
÷àñòèöû, ñôîðìèðîâàííîå àíàëîãè÷íî ìàññîâîìó ñëà-
ãàåìîìó äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòèöû, èìååò âèä

m2 ((ψ
∗
1 −A∗ ◦ χ∗) · (ψ1 − χ ◦A)) .

Êëþ÷åâîå çíà÷åíèå èìååò òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî â
ìàññîâîå ñëàãàåìîå âõîäèò ñîñòàâëÿþùàÿ, êâàäðàòè÷-
íàÿ îòíîñèòåëüíî ïîòåíöèàëà êàëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ.
Ýòî âàæíî ïîòîìó, ÷òî ëàãðàíæèàí ñâîáîäíîãî ïîëÿ,
êîòîðûé ìû õîòèì ñôîðìèðîâàòü, òàêæå êâàäðàòè-
÷åí, íî îòíîñèòåëüíî òåíçîðà ïîëÿ.
Îòñþäà åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò ñëåäóþ-

ùåå íàïðàâëåíèå â ôîðìèðîâàíèè ëàãðàíæèàíà ñâî-
áîäíîãî ïîëÿ:

� Íåîáõîäèìî ââåñòè äðóãèå ïðîìåæóòî÷íûå ÷à-
ñòèöû (âòîðîãî ðîäà), äåéñòâèå êîòîðûõ îáîçíà-
÷èì S, à âîëíîâóþ ôóíêöèþ � ψ2. Äèôôåðåíöè-
àë äåéñòâèÿ S òàêæå ÿâëÿåòñÿ èñêðèâëåííûì è
ñîäåðæèò äâà ñëàãàåìûõ, îäíî èç êîòîðûõ åñòü
îáûêíîâåííûé äèôôåðåíöèàë, à äðóãîå âàðèà-
öèÿ

DS = dS+ δS ,

ïðè÷åì âàðèàöèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà òåíçîðó êà-
ëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ. Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ âîëíî-
âîé ôóíêöèè èìååì

ψ′
2 = ψ2 − χ ◦ F .

� Ìàññîâîå ñëàãàåìîå, ñ êîòîðûì ïðîìåæóòî÷íûå
÷àñòèöû âòîðîãî ðîäà ó÷àñòâóþò â ëàãðàíæèàíå
âçàèìîäåéñòâèÿ, èìååò âèä

m2 ((ψ
∗
2 − F∗ ◦ χ∗) · (ψ2 − χ ◦ F)) .

Â ðåçóëüòàòå â ñîñòàâ ìàññîâîãî ñëàãàåìîãî ïðî-
ìåæóòî÷íîé ÷àñòèöû âòîðîãî ðîäà âõîäèò ñëàãàåìîå,
êâàäðàòè÷íîå îòíîñèòåëüíî òåíçîðà ïîëÿ, êîòîðîå ìû
õîòèì ðàññìàòðèâàòü êàê ëàãðàíæèàí ñâîáîäíîãî ïî-
ëÿ.
Òàêîâ õîä íàøèõ ðàññóæäåíèé. Çäåñü ìû íå óïîìÿ-

íóëè î ðÿäå óñëîâèé, êîòîðûå äîëæíû ñîïðîâîæäàòü
óêàçàííóþ ëîãèêó, îá ýòîì áóäåò ñêàçàíî äàëåå.

II. ÏÐÎÌÅÆÓÒÎ×ÍÛÅ ×ÀÑÒÈÖÛ
ÂÒÎÐÎÃÎ ÐÎÄÀ

Ââåäåì ãèïîòåòè÷åñêèå ÷àñòèöû, êîòîðûå áóäåì
ñ÷èòàòü îòâåòñòâåííûìè çà âçàèìîäåéñòâèå ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ è ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö. Â ñâÿçè ñ
ýòèì ðàíåå ââåäåííûå ïðîìåæóòî÷íûå ÷àñòèöû íà-
çîâåì ïðîìåæóòî÷íûìè ÷àñòèöàìè ïåðâîãî ðîäà, à
âíîâü ââåäåííûå ïðîìåæóòî÷íûå ÷àñòèöû íàçîâåì
ïðîìåæóòî÷íûìè ÷àñòèöàìè âòîðîãî ðîäà. Âåêòîð
äåéñòâèÿ ýòèõ ÷àñòèö çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

S = JML
K · SKLM .

Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ýòèõ âåêòîðîâ îáîçíà÷èì
S2.
Ââåäåì ãèïîòåòè÷åñêèå ÷àñòèöû, êîòîðûå áóäåì

ñ÷èòàòü ïðîìåæóòî÷íûìè àíòè÷àñòèöàìè âòîðîãî
ðîäà. Èõ òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü îòâåòñòâåííûìè çà
âçàèìîäåéñòâèå ôóíäàìåíòàëüíûõ è ïðîìåæóòî÷íûõ
÷àñòèö ïåðâîãî ðîäà. Âåêòîð äåéñòâèÿ ýòèõ ÷àñòèö
çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

S∗ = SML
K · LKLM .

Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ýòèõ âåêòîðîâ îáîçíà÷èì
S∗2.

1. Àëãåáðà äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö è
ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà

Äàëåå äëÿ ðàññìîòðåíèÿ âçàèìîäåéñòâèé ïîíàäî-
áèòñÿ îáîáùåíèå àëãåáðû äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ
è ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö ïåðâîãî ðîäà, âêëþ÷àþùåå
â ñåáÿ âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà áàçèñ-
íûå âåêòîðû JIKL. Ýòî îáîáùåíèå íàçîâåì àëãåáðîé
äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ è ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö
è îáîçíà÷èì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

T2 = S+ S1 + S2 .

Îòìåòèì, ÷òî óìíîæåíèå â àëãåáðå T2 ÿâëÿåòñÿ
íåêîììóòàòèâíûì, ïîýòîìó óêàçàííàÿ àëãåáðà ñóùå-
ñòâóåò â äâóõ ìîäèôèêàöèÿõ � ïðàâîé rT2 è ëåâîé

lT2. Çäåñü îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ïðàâîé àë-
ãåáðû äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ è ïðîìåæóòî÷íûõ
÷àñòèö rT2.
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1.1. Ïðàâàÿ àëãåáðà äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö è ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà rT2

Òàáëèöà óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ àëãåáðû rT2 ïðèâåäåíà â Ðàçäåëå I.4.2. Ãëàâû 1.7. ôîðìóëà (5).
Çäåñü äàäèì âûâîä ýòîé òàáëèöû óìíîæåíèÿ. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ê ðàíåå îïðåäåëåííîé òàáëèöå óìíîæåíèÿ
áàçèñíûõ âåêòîðîâ àëãåáðû äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ è ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö ïåðâîãî ðîäà rT = rS+ rS1
(ñìîòðèòå Ðàçäåë IV.2.1. Ãëàâû 5.1. à òàêæå Ðàçäåë I.3.2. Ãëàâû 1.6. ôîðìóëà (9).) äîáàâèòü ïðîèçâåäåíèÿ, â
êîòîðûõ ó÷àñòâóþò áàçèñíûå âåêòîðû JIKL. Ýòè ïðîèçâåäåíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ íà îñíîâàíèè ïðàâèë òåíçîðíîé
àëãåáðû, èñõîäÿ èç ñëåäóþùèõ ïîëîæåíèé.
1. Ïðèíèìàåìûõ íàìè êîíñòðóêöèé áàçèñíûõ âåêòîðîâ

rI
L
K = lE

L ⊗ reK , rJ
ML

K = lE
M ⊗ lE

L ⊗ reK .

2. Ðàçëîæåíèÿ óíèâåðñàëüíîãî óìíîæåíèÿ íà òåíçîðíóþ è ñêàëÿðíóþ ÷àñòè.
3. Èç êîíå÷íûõ âûðàæåíèé èñêëþ÷àþòñÿ áàçèñíûå âåêòîðû, âûõîäÿùèå çà ðàìêè ðàññìàòðèâàåìîé àëãåáðû.
4. Ñîõðàíåíèÿ íåèçìåííûìè ñëåäóþùèõ óìíîæåíèé:

reI ◦ reK = reL · rCLIK + rI
M
L · rCLMIK .

Èòàê,

reK ◦ rJ
PI
M = reK ◦ lE

P ⊗ lE
I ⊗ reM = reK ⊗ lE

P ⊗ lE
I ⊗ reM + ( reK · lEP ) · lEI ⊗ reM = δPK · rIIM ,

rJ
NL

K ◦ reM = lE
N ⊗ lE

L ⊗ reK ◦ reM = lE
N ⊗ lE

L ⊗ reK ⊗ reM + lE
N ⊗ lE

L · ( reK · reM ) = 0 ,

rI
L
K ◦ rJ

PI
M = lE

L ⊗ reK ◦ lE
P ⊗ lE

I ⊗ reM = lE
L ⊗ reK ⊗ lE

P ⊗ lE
I ⊗ reM +

+ lE
L ⊗ lE

I ⊗ reM · ( reK · lEP ) + reM · ( reK · lEP ) · ( lEL · lEI) = rJ
LI
M · δPK + reM · δPK · gLI ,

rJ
NL

K ◦ rI
I
M = lE

N ⊗ lE
L ⊗ reK ◦ lE

I ⊗ reM = lE
N ⊗ lE

L ⊗ reK ⊗ lE
I ⊗ reM +

+ lE
N ⊗ lE

L ⊗ reM · ( reK · lEI) + lE
N · ( reK · lEI) · ( lEL · reM ) =

= rJ
NL

M · δIK + lE
N · δIK · δLM = rJ

NL
M · δIK ,

rJ
NL

K ◦ rJ
PI
M = lE

N ⊗ lE
L ⊗ reK ◦ lE

P ⊗ lE
I ⊗ reM =

= lE
N ⊗ lE

L ⊗ reK ⊗ lE
P ⊗ lE

I ⊗ reM + lE
N ⊗ lE

L ⊗ lE
I ⊗ reM · ( reK · lEP ) +

+ lE
N ⊗ reM · ( lEL · lEI) · ( reK · lEP ) + ( lE

N · reM ) · ( lEL · lEI) · ( reK · lEP ) =
= rI

N
M · gLI · δPK + δNM · gLI · δPK .

Â ðåçóëüòàòå àëãåáðà äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ è ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé òàáëè-
öåé óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ:

eK ◦ eI = eL · rCLKI + IML · rCLMKI ,

IKL ◦ eI = 0 ,

eK ◦ IIM = δIK · eM ,

ILK ◦ IIM = δIK · ILM + δIK · δLM ,

eK ◦ JPIM = δPK · IIM ,

JNLK ◦ eM = 0 ,

ILK ◦ JPIM = JLIM · δPK + eM · δPK · gLI ,

JNLK ◦ IIM = JNLM · δIK ,

JNLK ◦ JPIM = INM · gLI · δPK + δNM · gLI · δPK .

(2)

Çäåñü äëÿ ïðîñòîòû îïóùåíû óêàçàíèÿ íà òî, ÷òî áàçèñíûå âåêòîðû ïðèíàäëåæàò ïðàâîé àëãåáðå.
Èç ýòîé òàáëèöû ñëåäóåò, ÷òî, â îòëè÷èå îò âåêòîðîâ äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö e è ïðîìåæóòî÷íûõ

÷àñòèö ïåðâîãî ðîäà S, âåêòîðû äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö âòîðîãî ðîäà S íå ñîñòàâëÿþò ïîäàëãåáðó.
Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íóæíî èíòåðïðåòèðîâàòü òàê: â îòëè÷èå îò ôóíäàìåíòàëüíûõ è ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö
ïåðâîãî ðîäà ïðîìåæóòî÷íûå ÷àñòèöû âòîðîãî ðîäà íå ñóùåñòâóþò â ñâîáîäíîì ñîñòîÿíèè.
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2. Óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû ïðàâîé àëãåáðû äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ è ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö

Ïðèâåäåì óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû àëãåáðû rT2 = rS + rS1 + rS2. Âåêòîðû ýòîé àëãåáðû rT = rS + rS + rS
ïîä÷èíÿþòñÿ óðàâíåíèþ ñòðóêòóðû

d2 ◦ d1 rT = d1 rT ◦ d2 rT .

Äëÿ òîãî ÷òîáû ñäåëàòü âûêëàäêè ìåíåå ãðîìîçäêèìè, îïóñòèì ñîãëàñóþùèé ìíîæèòåëü 1
S0

ïåðåä ïðàâîé
÷àñòüþ óðàâíåíèÿ. Èíà÷å ãîâîðÿ, áóäåì ðàññìàòðèâàòü áåçðàçìåðíîå äåéñòâèå. Ïðàâèëî ïåðåõîäà ê ðàçìåðíîìó
äåéñòâèþ òàêîâî: âñå ñëàãàåìûå, ñîñòîÿùèå èç äâóõ ìíîæèòåëåé, äîëæíû áûòü óìíîæåíû íà 1

S0
. Êðîìå òîãî,

äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ îïóñòèì óêàçàíèå íà òî, ÷òî âåêòîðû ïðèíàäëåæàò ïðàâîé àëãåáðå.
Òàêèì îáðàçîì, èìååì

d2(d1S+ d1S+ d1S) = (d1S+ d1S+ d1S) ◦ (d2S+ d2S+ d2S) . (3)

Îòñþäà

d2d1S+ d2d1S+ d2d1S = d1S ◦ d2e+ d1S ◦ d2S+ d1S ◦ d2S+

+ d1S ◦ d2S+ d1S ◦ d2S+ d1S ◦ d2S+ d1S ◦ d2S+ d1S ◦ d2S+ d1S ◦ d2S .

Çàïèøåì óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàò âåêòîðîâ. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì â óðàâíåíèÿ ñòðóê-
òóðû âûðàæåíèÿ äèôôåðåíöèàëîâ âåêòîðîâ ÷åðåç áàçèñíûå âåêòîðû

dS = eI · dSI , dS = IKI · dSIK , dS = JLIK · dSKIL .

Ïîëó÷èì

(d2d1S
I) · eI + (d2d1S

M
L) · ILM + (d2d1S

K
IL) · JLIM =

= (d1S
K · d2SM ) · (eK ◦ eM ) + (d1S

K · d2SMI) · (eK ◦ IIM ) + (d1S
K · d2SMIP ) · (eK ◦ JPIM ) +

+ (d1S
K
L · d2SM ) · (ILK ◦ eM ) + (d1S

K
L · d2SMI) · (ILK ◦ IIM ) + (d1S

K
L · d2SMIP ) · (ILK ◦ JPIM ) +

+ (d1S
K
LN · d2SM ) · (JNLK ◦ eM ) + (d1S

K
LN · d2SMI) · (JNLK ◦ IIM ) + (d1S

K
LN · d2SMIP ) · (JNLK ◦ JPIM ) .

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ òàáëèöåé óìíîæåíèÿ (2) áàçèñíûõ âåêòîðîâ. Â ðåçóëüòàòå èìååì

(d2d1S
I) · eI + (d2d1S

M
L) · ILM + (d2d1S

M
IL) · JLIM =

= (d2S
M · d1SK) · (eI · rCIKM + ILI · rCILKM ) + (d2S

M
K · d1SK) · eM + (d2S

M
IK · d1SK) · IIM +

+ (d2S
M
K · d1SKL) · (ILM + δLM ) + (d2S

M
IK · d1SKL) · (JLIM + eM · gLI) +

+ (d2S
M
K · d1SKLN ) · JNLM + (d2S

M
IK · d1SKLN ) · (INM + δNM ) · gLI .

Ïîñëå ðàçäåëåíèÿ óðàâíåíèé ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû ïðàâîé àëãåáðû äåéñòâèÿ:

d2d1S
L = rC

L
KI · d2SI · d1SK + d2S

L
K · d1SK + d2S

L
KN · d1SNI · gIK ,

d2d1S
L
K = rC

L
KQN · d2SN · d1SQ + d2S

L
I · d1SIK + d2S

L
KI · d1SI + d2S

L
QN · d1SNPK · gPQ ,

d2d1S
L
KI = d2S

L
KN · d1SNI + d2S

L
N · d1SNKI .

(4)

Êðîìå òîãî, ïîëó÷èì ñêàëÿðíîå àëãåáðàè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå

d2S
L
K · d1SKL + d2S

M
IK · d1SKLM · gLI = 0 .

3. Êâàíòîâûå ïîñòóëàòû äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîé è ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö

Êàê îáû÷íî, ïåðåõîäèì îò óðàâíåíèé ñòðóêòóðû ê êâàíòîâûì ïîñòóëàòàì, èñïîëüçóÿ ïåðåîáîçíà÷åíèÿ

d1S
L = ψL , d1S

L
K = ψLK , d1S

L
KI = ψLKI , d2 = d .
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Òîãäà âìåñòî âûðàæåíèÿ (4) ïîëó÷èì

dψL = rC
L
KI · dSI · ψK + dSLK · ψK + dSLKN · ψNI · gIK ,

dψLK = rC
L
KQN · dSN · ψQ + dSLI · ψIK + dSLKI · ψI + dSLQN · ψNPK · gPQ ,

dψLKI = dSLKN · ψNI + dSLN · ψNKI .
(5)

Àëãåáðàè÷åñêîå óñëîâèå ïðèîáðåòàåò âèä

dSLK · ψKL + dSMIK · ψKLM · gLI = 0 .

Äàëåå â ðàâåíñòâå (5) ó÷òåì, ÷òî

−∂MSI = pIM � êîîðäèíàòû èìïóëüñà ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòèöû,

−∂MSIL = mI
LM � êîîðäèíàòû ìîìåíòà ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöû ïåðâîãî ðîäà,

−∂MSILN = wILNM � êîîðäèíàòû âòîðîãî ìîìåíòà ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöû âòîðîãî ðîäà.

Òîãäà ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ

dψL = − rC
L
KI · pIM · dxM · ψK −mL

KM · dxM · ψK − wLKNM · dxM · ψNI · gIK ,

dψLK = − rC
L
KQN · pNM · dxM · ψQ −mL

IM · dxM · ψIK − wLKIM · dxM · ψI − wLQNM · dxM · ψNPK · gPQ ,

dψLKI = −wLKNM · dxM · ψNI −mL
NM · dxM · ψNKI ,

(6)

êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êâàíòîâûå ïîñòóëàòû â äèôôåðåíöèàëàõ.

Ïåðåéäåì îò ýòèõ óðàâíåíèé ê êâàíòîâûì ïîñòóëàòàì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:

∂Mψ
L = − rC

L
KI · pIM · ψK −mL

KM · ψK − wLKNM · ψNI · gIK ,

∂Mψ
L
K = − rC

L
KQN · pNM · ψQ −mL

IM · ψIK − wLKIM · ψI − wLQNM · ψNPK · gPQ ,

∂Lψ
L
KI = −wLKNM · ψNI −mL

NM · ψNKI .

(7)

4. Ñèñòåìà êâàíòîâûõ óðàâíåíèé äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîé è ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö

Äëÿ âûâîäà ñèñòåìû êâàíòîâûõ óðàâíåíèé ôóíäàìåíòàëüíîé è ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö âîñïîëüçóåìñÿ êâàí-
òîâûìè ïîñòóëàòàìè (7). Óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå íà ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû lC

MP
L, à âòîðîå è òðåòüå

óðàâíåíèÿ � íà ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû lC
MK

P , âûïîëíèâ ñîîòâåòñòâóþùèå ñóììèðîâàíèÿ
3. Ïîëó÷èì

lC
MP

L · ∂MψL = − lC
MP

L · rCLKI · pIM · ψK − lC
MP

L ·mL
KM · ψK − lC

MP
L · wLKNM · ψNI · gIK ,

lC
MK

P · ∂MψLK = − lC
MK

P · rCLKQN · pNM · ψQ − lC
MK

P ·mL
IM · ψIK − lC

MK
P · wLKIM · ψI −

− lC
MK

P · wLQNM · ψNPL · gPQ ,

lC
MK

P · ∂MψLKI = − lC
MK

P · wLKNM · ψNL − lC
MK

P ·mL
NM · ψNKI .

(8)

3 Îáîñíîâàíèå óìíîæåíèé òàêîãî ðîäà ïðèâåäåíû â Ðàçäåëå II.6. Ãëàâû 5.3.
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III. ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÅ ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÛÕ, ÏÐÎÌÅÆÓÒÎ×ÍÛÕ ×ÀÑÒÈÖ È ÏÎËß
ÂÍÓÒÐÅÍÍÅÉ ÑÈÌÌÅÒÐÈÈ

Ðàññìàòðèâàÿ ïðîìåæóòî÷íûå ÷àñòèöû ïåðâîãî ðîäà, îòìå÷åíî, ÷òî âåêòîð äåéñòâèÿ ýòèõ ÷àñòèö S çàâèñèò
îò êîîðäèíàò ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè X è îò ãðóïïîâîãî çàêîíà êîìïîçèöèè êàëèáðîâî÷íîé ãðóïïû, êîòîðûé,
â ñâîþ î÷åðåäü, çàâèñèò îò êîîðäèíàò ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè X. Ïîýòîìó äèôôåðåíöèàë âåêòîðà äåéñòâèÿ S,
êîòîðûé ìû îáîçíà÷èëè DS è íàçâàëè èñêðèâëåííûì, ñîñòîèò èç äâóõ ñëàãàåìûõ

DS = dS+ δS ,

ãäå dS � îáûêíîâåííûé äèôôåðåíöèàë âåêòîðà, à δS � âàðèàöèÿ âåêòîðà, ó÷èòûâàþùàÿ èçìåíåíèå ãðóïïîâîãî
çàêîíà êîìïîçèöèè ñ èçìåíåíèåì êîîðäèíàò ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. ×åðåç êîîðäèíàòû âåêòîð dS çàïèñûâàåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dS = IKM · SMK ,

à âåêòîð δS ñëåäóþùèì îáðàçîì ñâÿçàí ñ ïîòåíöèàëîì êàëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ (ïîëÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè):

δS = −IKM ·AMKL · dxL = −IKM · rCMKα · gα ·AαL · dxL ,

ãäå rC
M
Kα � ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå ïðàâîé êàëèáðîâî÷íîé ãðóïïû (ãðóïïû âíóòðåííåé ñèììåòðèè), gα �

êîýôôèöèåíò ñâÿçè èëè êàëèáðîâî÷íûé çàðÿä, AαL � ïîòåíöèàë êàëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ,

AMKL = rC
M
Kα · gα ·AαL . (9)

Ïî ýòîé æå ñõåìå ïîñòðîèì äèôôåðåíöèàë âåêòîðà äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöû âòîðîãî ðîäà.

1. Ïðîìåæóòî÷íûå ÷àñòèöû âòîðîãî ðîäà è ïîëå âíóòðåííåé ñèììåòðèè

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî âåêòîð äåéñòâèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö âòîðîãî ðîäà S òàêæå çàâèñèò îò êîîðäèíàò
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè X. Ïîýòîìó äèôôåðåíöèàë âåêòîðà äåéñòâèÿ S îáîçíà÷èì DS è íàçîâåì èñêðèâëåííûì.
Îí ñîñòîèò èç äâóõ ñëàãàåìûõ:

DS = dS+ δS ,

ãäå dS � îáûêíîâåííûé äèôôåðåíöèàë âåêòîðà, à δS � âàðèàöèÿ � èíôèíèòåçèìàëüíîå ïðèðàùåíèå âåêòîðà,
ó÷èòûâàþùåå èçìåíåíèå ãðóïïîâîãî çàêîíà êîìïîçèöèè ñ èçìåíåíèåì êîîðäèíàò ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. ×åðåç
êîîðäèíàòû âåêòîð dS çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dS = IIKM · SMKI ,

à âåêòîð δS çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

δS = −IIKM · FMKIL · dxL = −IIKM · rCMKα · gα · FαIL · dxL ,

ãäå FαIL � òåíçîð êàëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ èëè òåíçîð ßíãà-Ìèëëñà:

FαIL = ∂[IA
α
L] +

gα
S0

· rCαγβ ·Aβ[I ·AγL] +
1

L0
·AαN · rCN[LI] ,

FMKIL = rC
M
Kα · gα · FαIL .

Ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ (9) èìååì

FMKIL = FMK[IL] = ∂[LA
M

|K|I] +
1

S0
·AMP [L ·AP|K|I] +

1

L0
·AMKP · rCP[IL]

èëè â áåçðàçìåðíîì âèäå

FMKIL = FMK[IL] = ∂[LA
M

|K|I] +AMP [L ·AP|K|I] +AMKP · rCP[IL] . (10)
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2. Óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû àëãåáðû äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ, ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö â ïîëå
âíóòðåííåé ñèììåòðèè

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïåðåéòè ê óðàâíåíèþ ñòðóêòóðû àëãåáðû äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ, ïðîìåæóòî÷íûõ ÷à-
ñòèö è ïðàâîãî êàëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ, íåîáõîäèìî â óðàâíåíèè (3) âûïîëíèòü çàìåíó

dS → dS , dS→ DS = dS− dx ◦A , dS → DS = dS− dx ◦ F .

Òîãäà óðàâíåíèå ñòðóêòóðû ïðèîáðåòàåò âèä

d2(d1S+D1S+D1S) = (d1S+D1S+D1S) ◦ (d2S+D2S+D2S) .

Ïåðåéäåì ê êîîðäèíàòíîé çàïèñè óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì â íåãî âûðàæåíèÿ äèôôåðåí-
öèàëîâ âåêòîðîâ ÷åðåç äèôôåðåíöèàëû êîîðäèíàò è áàçèñíûå âåêòîðû

dS = eI · dSI , DS = IKL · (dSLK −ALKN · dxN ) , DS = JLKI · (dSIKL − F IKLN · dxN ) .

Â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû ïîëó÷èì

d2d1S+ d2D1S+ d2D1S = eI · d2d1SI + IKL · d2(d1SLK −ALKN · d1xN ) + JLKI · d2(d1SIKL − F IKLN · d1xN ) .

Â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû ïîëó÷èì

d1S ◦ d2S = (d1S
I · d2SK) · (eI ◦ eK) = (d2S

K · d1SI) · (eL · rCLIK + IML · rCLMIK ,

d1S ◦D2S = (d1S
K · (d2SMI −AMIN · d2xN )) · (eK ◦ IIM ) = (d2S

M
K −AMKN · d2xN ) · d1SK · eM ,

d1S ◦D2S = (d1S
K · (d2SMIK − FMIKN · d2xN )) · IIM ) ,

D1S ◦ d2S = 0 , òàê êàê ILK ◦ eM = 0 ,

D1S ◦D2S = (d1S
K
L −AKLP · d1xP ) · (d2SMI −AMIQ · d2xQ) · (ILK ◦ IIM ) =

(d1S
K
L · d2SMK −AKLP · d1xP · d2SMK − d1S

K
L ·AMKQ · d2xQ +AKLP · d1xP ·AMKQ · d2xQ) · (ILM + δLM ) ,

D1S ◦D2S = ((d1S
K
L −AKLQ · d1xQ) · (d2SMIK − FMIKN · d2xN )) · (JLIM + eM · gLI) ,

D1S ◦ d2S = 0 , òàê êàê JNLK ◦ eM = 0 ,

D1S ◦D2S = (d1S
K
LN − FKLNP · d1xP ) · (d2SMK −AMKN · d2xN ) · JNLM ,

D1S ◦D2S = ((d1S
K
LN − FKLNP · d1xP ) · (d2SMIK − FMIKS · d2xS)) · (INM · gLI + δNM · gLI) .

Êàæäîå ñëàãàåìîå ïðàâîé ÷àñòè âû÷èñëåíî ñ èñïîëüçîâàíèåì òàáëèöû óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (2).
Ïîñëå ðàçäåëåíèÿ óðàâíåíèé ïî áàçèñíûì âåêòîðàì, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå.
Äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòèöû

d2d1S
L = rC

L
KI · d2SI · d1SK + (d2S

L
K −ALKN · d2xN ) · d1SK +

+(d2S
L
KN − FLKNP · d2xP ) · (d1SNI −ANIQ · d1xQ) · gIK .

(11)

Äëÿ ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöû ïåðâîãî ðîäà

d2(d1S
L
K −ALKN · d1xN ) =

= rC
L
KIM · d2SM · d1SI + (d2S

L
I −ALIQ · d2xQ) · (d1SIK −AIKP · d1xP ) +

+(d2S
L
KI − FLKIN · d2xN ) · d1SI + (d2S

L
QN − FLQNS · d2xS) · (d1SNPK − FNPKI · d1xI) · gPQ

èëè

d2d1S
L
K − d2A

L
KN · d1xN −AIKN · d2d1xN =

= rC
L
KIM · d2SM · d1SI + d2S

L
I · d1SIK − d2S

L
I ·AIKP · d1xP −

−ALIQ · d2xQ · d1SIK +ALIQ · d2xQ ·AIKP · d1xP +

+(d2S
L
KI − FLKIN · d2xN ) · d1SI + (d2S

L
QN − FLQNS · d2xS) · (d1SNPK − FNPKI · d1xI) · gPQ

èëè

d2d1S
L
K = rC

L
KIM · d2SM · d1SI + d2S

L
I · d1SIK − d2S

L
I ·AIKP · d1xP −ALIQ · d2xQ · d1SIK +

+
[
∂MA

L
KN +ALPM ·APKN +ALKP · rCPNM

]
· d2xM · d1xN +

+(d2S
L
KI − FLKIN · d2xN ) · d1SI + (d2S

L
QN − FLQNS · d2xS) · (d1SNPK − FNPKI · d1xI) · gPQ .
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Âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ïîëàãàåì àíòèñèììåòðè÷íûì ïî èíäåêñàì N èM . Ïîýòîìó â ñîîòâåòñòâèè
ñ âûðàæåíèåì (10) îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òåíçîð ßíãà-Ìèëëñà. Îòñþäà èìååì

d2d1S
L
K = rC

L
KIM · d2SM · d1SI + d2S

L
I · d1SIK −

−d2SLI ·AIKP · d1xP −ALIQ · d2xQ · d1SIK + FLKNM · d2xM · d1xN +

+(d2S
L
KI − FLKIN · d2xN ) · d1SI + (d2S

L
QN − FLQNS · d2xS) · (d1SNPK − FNPKI · d1xI) · gPQ .

(12)

Äëÿ ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöû âòîðîãî ðîäà

d2(d1S
L
KI − FLKIN · d1xN ) =

= (d2S
L
KN − FLKNP · d2xP ) · (d1SNI −ANIQ · d1xQ) + (d2S

L
N −ALNQ · d2xQ) · (d1SNKI − FNKIP · d1xP )

èëè

d2d1S
L
KI = d2S

L
KN · d1SNI + d2S

L
N · d1SNKI − d2S

L
KN ·ANIQ · d1xQ −ALNQ · d2xQ · d1SNKI −

−FLKNP · d2xP · d1SNI − d2S
L
N · FNKIP · d1xP +

+
[
∂MF

L
KIN + FLKPM ·APIN +ALPM · FPKIN + FLKIP · rCPNM

]
· d2xM · d1xN .

Äëÿ âûðàæåíèÿ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ âåäåì îáîçíà÷åíèå

FLKINM = ∂MF
L
KIN + FLKPM ·APIN +ALPM · FPKIN + FLKIP · rCPNM ,

ñ ó÷åòîì êîòîðîãî ïîëó÷èì

d2d1S
L
KI = d2S

L
KN · d1SNI + d2S

L
N · d1SNKI − d2S

L
KN ·ANIQ · d1xQ −ALNQ · d2xQ · d1SNKI −

−FLKNP · d2xP · d1SNI − d2S
L
N · FNKIP · d1xP + FLKINM · d2xM · d1xN .

(13)

Óðàâíåíèÿ (11), (12), (13) îáîáùàþò óðàâíåíèÿ (20) Ãëàâû 5.3. è óðàâíåíèå (5) íàñòîÿùåé Ãëàâû.
Ñêàëÿðíîå àëãåáðàè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå ïðèîáðåòàåò âèä

(d2S
L
K −ALKQ · d2xQ) · (d1SKL −AKLP · d1xP ) + (d2S

M
IK − FMIKS · d2xS) · (d1SKLM − FKLMP · d1xP ) gLI = 0 .

3. Êâàíòîâûå ïîñòóëàòû äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîé è ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö â ïîëå âíóòðåííåé
ñèììåòðèè

Êàê îáû÷íî, ïåðåõîäèì îò óðàâíåíèé ñòðóêòóðû ê êâàíòîâûì ïîñòóëàòàì, èñïîëüçóÿ ïåðåîáîçíà÷åíèÿ

d1S
L = ψL , d1S

L
K = ψLK , d1S

L
KI = ψLKI , d2 = d .

Òîãäà âìåñòî âûðàæåíèé (11), (12), (13) ïîëó÷èì ñëåäóþùåå.
Äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòèöû

dψL = rC
L
KI · dSI · ψK + (dSLK −ALKN · dxN ) · ψK + (dSLKN − FLKNP · dxP ) · (ψNI −ANIQ · χQ) · gIK .

(14)
Äëÿ ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöû ïåðâîãî ðîäà

dψLK = rC
L
KIM · dSM · ψI + dSLI · ψIK −
−dSLI ·AIKP · χP −ALIQ · dxQ · ψIK + FLKNM · dxM · χN +

+(dSLKI − FLKIN · dxN ) · ψI + (dSLQN − FLQNS · dxS) · (ψNPK − FNPKI · χI) · gPQ .
(15)

Äëÿ ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöû âòîðîãî ðîäà

dψLKI = dSLKN · ψNI + dSLN · ψNKI − dSLKN ·ANIQ · χQ −ALNQ · dxQ · ψNKI −
−FLKNP · dxP · ψNI − dSLN · FNKIP · χP + FLKINM · dxM · χN .

(16)
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4. Êâàíòîâûå óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîé è ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö â ïîëå âíóòðåííåé
ñèììåòðèè

Ïðè âûâîäå êâàíòîâûõ óðàâíåíèé äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîé, ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö â ïîëå âíóòðåííåé ñèì-
ìåòðèè âîñïîëüçóåìñÿ êâàíòîâûìè ïîñòóëàòàìè (14), (15), (16). Ñíà÷àëà çàïèøåì êâàíòîâûå ïîñòóëàòû ÷åðåç
÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, à çàòåì óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå íà ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû lC

MP
L, à âòîðîå è òðåòüå

óðàâíåíèÿ � íà ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû rC
MK

P , âûïîëíèâ ñîîòâåòñòâóþùèå ñóììèðîâàíèÿ. Ïîëó÷èì

äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòèöû

lC
MP

L · ∂MψL = − lC
MP

L ·
(
rC

L
KI · pIM · ψK + (mL

KM +ALKM ) · ψK +

+(wLKNM + FLKNM ) · (ψNI −ANIQ · χQ) · gIK
)
,

(17)

äëÿ ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöû ïåðâîãî ðîäà

lC
MK

P · ∂MψLK = − lC
MK

P ·
(
CLKIN · pNM · ψI +mL

IM · ψIK −
−mL

IM ·AIKP · χP +ALIM · ψIK − FLKNM · χN +

+(wLKIM + FLKIM ) · ψI + (wLQNM + FLQNM ) · (ψNPK − FNPKI · χI) · gPQ
)
,

(18)
äëÿ ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöû âòîðîãî ðîäà

lC
MK

P · ∂MψLKI = − lC
MK

P ·
(
wLKNM · ψNI +mL

NM · ψNKI − wLKNM ·ANIQ · χQ +ALNM · ψNKI+

+FLKNM · ψNI −mL
NM · FNKIP · χP − FLKINM · χN

)
.

(19)

IV. ×ÀÑÒÈÖÛ È ÀÍÒÈ×ÀÑÒÈÖÛ

Ïîëàãàåì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèÿ ÷àñòèö è àíòè÷àñòèö ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ñëåäóþùèõ âåêòîðíûõ
ïðîñòðàíñòâ:

T2 + T∗
2 = S+ S1 + S2 + S∗ + S∗1 + S∗2 .

Èíà÷å ãîâîðÿ, âåêòîð äåéñòâèÿ ÷àñòèö è àíòè÷àñòèö ïðåäñòàâëåí ñóììîé ñëåäóþùèõ ñîñòàâëÿþùèõ

r = T+T∗ = S+ S+S+ S∗ + S∗ +S∗ .

Âåêòîð äåéñòâèÿ r ìîæåò áûòü ðàçëîæåí ïî áàçèñíûì âåêòîðàì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

r = eK · SK + ILK · SKL + JML
K · SKLM + SK ·EK + S∗K

L ·KL
K + SML

K · LKLM .

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

(T∗ ·T) = SI · SI + S∗L
K · SKL + SML

K · SKLM

áóäåì íàçûâàòü èíâàðèàíòîì äåéñòâèÿ.

1. Àëãåáðà äåéñòâèÿ ÷àñòèö è àíòè÷àñòèö

Ýòà àëãåáðà äàëåå ïîëîæåíà â îñíîâó ðàññìîòðåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ, ïåðâûõ ïðîìåæóòî÷íûõ è ãèïîòåòè-
÷åñêèõ âòîðûõ ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö è èõ àíòè÷àñòèö.

Àëãåáðà áóäåò îïðåäåëåíà, åñëè ê ðàíåå ïðèâåäåííîé òàáëèöå óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ (2) äîáàâèòü
ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ JIKL ñ ñîïðÿæåííûìè âåêòîðàìè EI è KL

K , à òàêæå ïðîèçâåäåíèÿ, â êîòîðûõ
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ó÷àñòâóþò áàçèñíûå âåêòîðû LLKI . Ýòè ïðîèçâåäåíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ íà îñíîâàíèè ïðàâèë òåíçîðíîé àëãåáðû:

EL ◦ JPIM = EL ◦EP ⊗EI ⊗ eM = EL ⊗EP ⊗EI ⊗ eM + (EL ·EP ) ·EI ⊗ eM = gLP · IIM ,

JNLK ◦EI = EN ⊗EL ⊗ eK ◦EI = EN ⊗EL ⊗ eK ⊗EI +EN ⊗EL · (eK ·EI) = 0 ,

KL
K ◦ JPIM = eK ⊗EL ◦EP ⊗EI ⊗ eM = eK ⊗EL ⊗EP ⊗EI ⊗ eM + eK ⊗EI ⊗ eM · (EL ·EP ) +

+eM · (eK ·EI) · (EL ·EP ) = eM · δIK · gLP ,

JNLK ◦KI
M = EN ⊗EL ⊗ eK ◦ eM ⊗EI = EN ⊗EL ⊗ eK ⊗ eM ⊗EI +EN ⊗EL ⊗EI · (eK · eM ) +

+EN · (EL ·EI) · (eK · eM ) = EN · gLI · gKM ,

JNLK ◦ LIMR = EN ⊗EL ⊗ eK ◦ eR ⊗ eM ⊗EI = EN ⊗EL ⊗ eK ⊗ eR ⊗ eM ⊗EI +EN ⊗EL ⊗ eM ⊗EI · (eK , eR) +
+EN ⊗EI · (EL · eM ) · (eK · eR) + (EN ·EI) · (EL · eM ) · (eK · eR) = gNI · δLM · gKR ,

LLKQ ◦ JPIM = eQ ⊗ eK ⊗EL ◦EP ⊗EI ⊗ eM = eQ ⊗ eK ⊗EL ⊗EP ⊗EI ⊗ eM + eQ ⊗ eK ⊗EI ⊗ eM · (EL ·EP ) +
+eQ ⊗ eM · (eK ·EI) · (EL ·EP ) + (eQ · eM ) · (eK ·EI) · (EL ·EP ) = gQM · δIK · gLP ,

eK ◦ LIMR = eK ◦ eR ⊗ eM ⊗EI = eK ⊗ eR ⊗ eM ⊗EI + (eK · eR) · eM ⊗EI = gKR ·KI
M ,

LLKQ ◦ eM = eQ ⊗ eK ⊗EL ◦ eM = eQ ⊗ eK ⊗EL ◦ eM + eQ ⊗ eK · (EL · eM ) = 0 ,

ILK ◦ LIMR = EL ⊗ eK ◦ eR ⊗ eM ⊗EI = EL ⊗ eK ⊗ eR ⊗ eM ⊗EI +EL ⊗ eM ⊗EI · (eK · eR) +
+EI · (EL · eM ) · (eK · eR) = EI · δLM · gKR ,

LLKQ ◦ IIM = eQ ⊗ eK ⊗EL ◦EI ⊗ eM = eQ ⊗ eK ⊗EL ⊗EI ⊗ eM + eQ ⊗ eK ⊗ eM · (EL ·EI) +
+eQ · (eK · eM ) · (EL ·EI) = eQ · gKM · gLI ,

LLKQ ◦EI = eQ ⊗ eK ⊗EL ◦EI = eQ ⊗ eK ⊗EL ⊗EI + eQ ⊗ eK · (EL ·EI) = 0 ,

EL ◦ LIMR = EL ◦ eR ⊗ eM ⊗EI = EL ◦ eR ⊗ eM ⊗EI + eM ⊗EI · (EL · eR) = KI
M · δLR ,

LLKQ ◦KI
M = eQ ⊗ eK ⊗EL ◦ eM ⊗EI = eQ ⊗ eK ⊗EL ⊗ eM ⊗EI + eQ ⊗ eK ⊗EI · (EL · eM ) +

+eQ · (eK ·EI) · (EL · eM ) = LIKQ · δLM + eQ · δIK · δLM ,

KL
K ◦ LIMR = eK ⊗EL ◦ eR ⊗ eM ⊗EI = eK ⊗EL ⊗ eR ⊗ eM ⊗EI + eK ⊗ eM ⊗EI · (EL · eR) +

+EI · (eK · eM ) · (EL · eR) = LIMK · δLR +EI · gKM · δLR ,

LLKQ ◦ LIMR = eQ ⊗ eK ⊗EL ◦ eR ⊗ eM ⊗EI = eQ ⊗ eK ⊗EL ◦ eR ⊗ eM ⊗EI + eQ ⊗ eK ⊗ eM ⊗EI · (EL · eR) +
+eQ ⊗EI · (eK · eM ) · (EL · eR) + (eQ ·EI) · (eK · eM ) · (EL · eR) = KI

Q · gKM · δLR + δIQ · gKM · δLR .

Çäåñü èç êîíå÷íûõ âûðàæåíèé èñêëþ÷åíû áàçèñíûå âåêòîðû, âûõîäÿùèå çà ðàìêè ðàññìàòðèâàåìîé àëãåáðû.
Â ðåçóëüòàòå àëãåáðà äåéñòâèÿ ÷àñòèö è àíòè÷àñòèö îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé òàáëèöåé óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ
âåêòîðîâ:

eK ◦EI = KI
K + δIK , EL ◦ eM = δLM + ILM ,

eK ◦ eI = eL · rCLKI + IML · rCLMKI , EI ◦EK = lC
IK
L ·EL + lC

IKM
L ·KL

M ,

ILK ◦ eM = EL · gKM , KL
K ◦EI = eK · gLI ,

eK ◦ IIM = δIK · eM , EL ◦KI
M = δLM ·EI ,

ILK ◦ IIM = δIK · δLM + δIK · ILM , KL
K ◦KI

M = δLM · δIK + δLM ·KI
K ,

eK ◦ JPIM = δPK · IIM , EL ◦ LIMR = KI
M · δLR ,

JNLK ◦ eM = 0 , LLKQ ◦EI = 0 ,

ILK ◦ JPIM = JLIM · δPK + eM · δPK · gLI , KL
K ◦ LIMR = LIMK · δLR +EI · gKM · δLR ,

JNLK ◦ IIM = JNLM · δIK + δIK · δLM ·EN , LLKQ ◦KI
M = LIKQ · δLM + eQ · δIK · δLM ,

JNLK ◦ JPIM = INM · gLI · δPK + δNM · gLI · δPK , LLKQ ◦ LIMR = KI
Q · gKM · δLR + δIQ · gKM · δLR ,
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eK ◦ LIMR = gKR ·KI
M , EL ◦ JPIM = gLP · IIM ,

LLKQ ◦ eM = 0 , JNLK ◦EI = 0 ,

eK ◦KI
M = LIMK + gKM ·EI , EL ◦ IIM = JLIM + gLI · eM ,

KL
K ◦ eM = eK · δLM , ILK ◦EI = EL · δIK ,

ILK ◦ LIMR = EI · δLM · gKR , KL
K ◦ JPIM = eM · δIK · gLP ,

LLKQ ◦ IIM = eQ · gKM · gLI , JNLK ◦KI
M = EN · gLI · gKM ,

ILK ◦KI
M = gKM · gLI , KL

K ◦ IIM = gLI · gKM ,

JNLK ◦ LIMR = gNI · δLM · gKR , LLKQ ◦ JPIM = gQM · δIK · gLP .
Äàëåå ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ àëãåáðû äåéñòâèÿ T2+T∗

2 â îáùåì ñëó÷àå è ñîïîñòàâèì èì
ýëåìåíòàðíûå àêòû âçàèìîäåéñòâèé. Ôóíäàìåíòàëüíûå ÷àñòèöû îáîçíà÷èì F , ïåðâûå ïðîìåæóòî÷íûå ÷àñòèöû
îáîçíà÷èì B, âòîðûå ïðîìåæóòî÷íûå ÷àñòèöû F ′, ñêàëÿðíûå ÷àñòèöû îáîçíà÷èì ϕ. Àíòè÷àñòèöû îáîçíà÷èì
ñîîòâåòñòâåííî F ∗, B∗, F ′∗.
Â ðåçóëüòàòå èìååì ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïðîèçâåäåíèÿìè áàçèñíûõ âåêòîðîâ è ýëåìåíòàðíûìè àêòàìè âçàè-

ìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö

eK ◦ eI = eL · CLKI + IML · CLMKI , ∼ F1 ◦ F2 → F3 · ϕ1 +B · ϕ2 ,
eI ◦ IKL = δKI · eL , ∼ F1 ◦B → ϕ · F2 ,

eI ◦ JKML = δKI · IML , ∼ F ◦ F ′
1 → ϕ ·B ,

EI ◦EK = CIKL ·EL + CIKML ·KL
M , ∼ F ∗

1 ◦ F ∗
2 → ϕ1 · F ∗

3 +B∗ · ϕ2 ,
EI ◦KK

L = δIL ·EK , ∼ F ∗
1 ◦B∗ → ϕ · F ∗

2 ,

EI ◦ LKML = δIL ·KK
M , ∼ F ∗

1 ◦ F ′∗ → ϕ ·B∗ ,

eI ◦EK = KK
I + δKI , ∼ F ◦ F ∗ → B∗ + ϕ ,

eI ◦KK
L = LKLI + gIL ·EK , ∼ F ◦B∗ → F ′∗ + ϕ · F ∗ ,

eI ◦ LKML = gIL ·KK
M , ∼ F ◦ F ′∗ → ϕ ·B∗ ,

EI ◦ eK = IIK + δIK , ∼ F ∗ ◦ F → B + ϕ ,

EI ◦ IKL = JIKL + gIK · eL , ∼ F ∗ ◦B → F ′ + ϕ · F ,
EI ◦ JKML = gIK · IML , ∼ F ∗ ◦ F ′ → ϕ ·B ,

IKL ◦ eI = EK · gLI , ∼ B ◦ F → F ∗ · ϕ ,
IKL ◦ IMN = δML · IKN + δML · δKN , ∼ B1 ◦B2 → ϕ1 ·B3 + ϕ2 · ϕ3 ,
IKL ◦ JIMN = δIL · JKMN + δIL · gKM · eN , ∼ B ◦ F ′

1 → ϕ1 · F ′
2 + ϕ2 · ϕ3 · F ,

KK
L ◦EI = gKI · eL , ∼ B∗ ◦ F ∗ → ϕ · F ,

KK
L ◦KM

N = δKN ·KM
L + δKN · δML , ∼ B∗

1 ◦B∗
2 → ϕ1 ·B∗

3 + ϕ2 · ϕ3 ,
KK

L ◦ LMNI = δKI · LMNL + δKI · gLN ·EM , ∼ B∗ ◦ F ′∗
1 → ϕ1 · F ′∗

2 + ϕ2 · ϕ3 · F ∗ ,

IKL ◦EI = EK · δIL , ∼ B ◦ F ∗
1 → F ∗

2 · ϕ ,
IKL ◦KM

N = gLN · gKM , ∼ B ◦B∗ → ϕ1 · ϕ2 ,
IKL ◦ LMNI = gLI · δKN ·EM , ∼ B ◦ F ′∗ → ϕ1 · ϕ2 · F ∗ ,

KK
L ◦ eI = δKI · eL , ∼ B∗ ◦ F1 → ϕ · F2 ,

KK
L ◦ IMN = gKM · gLN , ∼ B∗ ◦B → ϕ1 · ϕ2 ,

KK
L ◦ JIMN = gKI · δML · eN , ∼ B∗ ◦ F ′ → ϕ1 · ϕ2 · F ,
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JKML ◦ eI = 0 , ∼ F ′ ◦ F → 0 ,

JKML ◦ IIN = δIL · JKMN + δIL · δMN ·EK , ∼ F ′ ◦B → ϕ1 · F ′ + ϕ2 · ϕ3 · F ∗ ,

JKML ◦ JINP = δIL · gMN · IKP , ∼ F ′
1 ◦ F ′

2 → ϕ1 · ϕ2 ·B ,

LKML ◦EI = 0 , ∼ F ′∗ ◦ F ∗ → 0 ,

LKML ◦KI
N = δKN · LIML + δKN · δIM · eL , ∼ F ′∗

1 ◦B∗ → ϕ1 · F ′∗
2 + ϕ2 · ϕ3 · F ,

LKML ◦ LINP = δKP · gMN ·KI
L , ∼ F ′∗

1 ◦ F ′∗
2 → ϕ1 · ϕ2 ·B∗ ,

JKML ◦EI = 0 , ∼ F ′ ◦ F ∗ → 0 ,

JKML ◦KI
N = gLN · gMI ·EK , ∼ F ′ ◦B∗ → ϕ1 · ϕ2 · F ∗ ,

JKML ◦ LINP = gLP · δMN · gKI , ∼ F ′ ◦ F ′∗ → ϕ1 · ϕ2 · ϕ3 ,

LKML ◦ eI = 0 , ∼ F ′∗ ◦ F → 0 ,

LKML ◦ IIN = gKI · gMN · eL , ∼ F ′∗ ◦B → ϕ1 · ϕ2 · F ,
LKML ◦ JINP = gKI · δNM · gLP , ∼ F ′∗ ◦ F ′ → ϕ1 · ϕ2 · ϕ3 .

V. ÈÍÂÀÐÈÀÍÒ ÄÅÉÑÒÂÈß,
ËÀÃÐÀÍÆÈÀÍ È ÏÎËÅÂÎÅ ÑËÀÃÀÅÌÎÅ

Â ýòîì Ðàçäåëå âåðíåìñÿ ê âîïðîñó, ïîñòàâëåííîìó
â íà÷àëå Ãëàâû, â Ðàçäåëå I., è ðàññìîòðèì ôîðìèðî-
âàíèå ïîëåâîãî ñëàãàåìîãî â ëàãðàíæèàíå ôóíäàìåí-
òàëüíîãî îáúåêòà è êàëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ.

1. Èíâàðèàíò äåéñòâèÿ

Âåêòîð äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö, ïðîìå-
æóòî÷íûõ ÷àñòèö ïåðâîãî ðîäà è ïðîìåæóòî÷íûõ ÷à-
ñòèö âòîðîãî ðîäà èìååò âèä

T = S+ S+S .

Âåêòîð äåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ àíòè÷àñòèö,
ïðîìåæóòî÷íûõ àíòè÷àñòèö ïåðâîãî ðîäà è ïðîìå-
æóòî÷íûõ àíòè÷àñòèö âòîðîãî ðîäà èìååò âèä

T∗ = S∗ + S∗ +S∗ .

Ñ ïîìîùüþ ýòèõ âåêòîðîâ, èñïîëüçóÿ îïåðàöèþ
ñâåðòêè, ìîæíî îáðàçîâàòü ñêàëÿðíóþ âåëè÷èíó

(T∗ · T) = (S∗ · S) + (S∗ · S) + (S∗ · S) =

= SI · SI + S∗L
K · SKL + SML

K · SKLM .

Ýòà âåëè÷èíà íàçâàíà èíâàðèàíòîì äåéñòâèÿ.
Àíàëîãè÷íî ïîñòðîèì ëîêàëüíûé èíâàðèàíò äåé-

ñòâèÿ. Äëÿ ýòîãî ââåäåì äèôôåðåíöèàë

dT = dS+ dS+ dS ,

à òàêæå ñîïðÿæåííûé äèôôåðåíöèàë

dT∗ = dS∗ + dS∗ + dS∗ .

Ñ ïîìîùüþ ýòèõ âåêòîðîâ, èñïîëüçóÿ îïåðàöèþ
ñâåðòêè, îáðàçóåì ñêàëÿðíóþ âåëè÷èíó � ëîêàëüíûé
èíâàðèàíò äåéñòâèÿ:

(dT∗ · dT) = (dS∗ · dS) + (dS∗ · dS) + (dS∗ · dS) =

= dSI · dSI + dS∗L
K · dSKL + dSML

K · dSKLM .
(20)

Äàëåå íàïîìíèì, ÷òî ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè âåê-
òîðîâ àëãåáðû íåîáõîäèìî ââîäèòü íåñêîëüêî âèäîâ
äèôôåðåíöèàëîâ (äâà è áîëåå), îïðåäåëÿåìûõ ïîëî-
æåíèåì âåêòîðà â çàêîíå óìíîæåíèÿ. Ïóñòü äèôôå-
ðåíöèàë d â âûðàæåíèè (20) åñòü äèôôåðåíöèàë d1,
òîãäà ëîêàëüíûé èíâàðèàíò äåéñòâèÿ ïðèíèìàåò âèä

(d1T
∗ ·d1T) = (d1S

∗ ·d1S) + (d1S
∗ ·d1S) + (d1S

∗ ·d1S) =

= d1SI · d1SI + d1S
∗L
K · d1SKL + d1S

ML
K · d1SKLM .

Îòñþäà, ïîëàãàÿ

d1T = Ψ , d1T
∗ = Ψ∗ ,

d1S = ψ , d1S
∗ = ψ∗ ,

d1S = ψ1 , d1S
∗ = ψ∗

1 ,

d1S = ψ2 , d1S
∗ = ψ∗

2 ,

ïîëó÷èì

(Ψ∗ · Ψ) = (ψ∗ · ψ) + (ψ∗
1 · ψ1) + (ψ∗

2 · ψ2) =

= ψI · ψI + ψ∗L
K · ψKL + ψML

K · ψKLM .

Ýòó ñâåðòêó áóäåì íàçûâàòü êâàíòîâûì èíâàðèàí-
òîì äåéñòâèÿ.

Äëÿ òîãî ÷òîáû äâèãàòüñÿ äàëüøå, ââåäåì óïðîùà-
þùèå îáîçíà÷åíèÿ, ïîçâîëÿþùèå ñäåëàòü âûêëàäêè
áîëåå ïðîñòûìè è ïðîçðà÷íûìè.
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2. Óïðîùàþùèå îáîçíà÷åíèÿ

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ÷àñòèöû âíå êàëèáðîâî÷íîãî
ïîëÿ. Ïîìèìî

ψ = d1S , ψ1 = d1S , ψ2 = d1S ,

áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîáèðàòåëüíîå îáîçíà÷åíèå

Ψ ≡ (ψ , ψ1 , ψ2) .

Ýòè æå îáîçíà÷åíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ êîîð-
äèíàò âîëíîâûõ ôóíêöèé

ψ ≡ ψI , ψ1 ≡ ψKL , ψ2 ≡ ψKLM

è ñîáèðàòåëüíîå îáîçíà÷åíèå

ψ ≡ (ψI , ψKL , ψKLM ) .

Äàëåå ââåäåì îïåðàòîðû

□P , □LP , □LPI

è îïåðàòîðû

∇P , ∇L
P , ∇L

PI .

Ýòè îïåðàòîðû îïðåäåëèì òåì óñëîâèåì, ÷òî êâàí-
òîâûå óðàâíåíèÿ (8) çàïèñûâàþòñÿ â ñëåäóþùåì âè-
äå4:

□P (ψ) ≡ ∇P (ψ)− p · ψP = 0 ,

□LP (ψ) ≡ ∇L
P (ψ)− p1 · ψLP = 0 ,

□LPI(ψ) ≡ ∇L
PI(ψ)− p2 · ψLPI = 0 .

(21)

Çäåñü p , p1 , p2 � èìïóëüñû ïîêîÿ ñîîòâåòñòâåííî
ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòèöû, ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöû
ïåðâîãî ðîäà, ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöû âòîðîãî ðîäà.
Äàëåå âûïîëíèì äîïîëíèòåëüíûå óïðîùåíèÿ, ââåäÿ

îáîçíà÷åíèÿ

□ = □P , □1 = □LP , □2 = □LPI

è îïåðàòîðû

∇ = ∇P , ∇1 = ∇L
P , ∇2 = ∇L

PI .

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ êâàíòîâûå óðàâíåíèÿ äëÿ ôóí-
äàìåíòàëüíîé ÷àñòèöû, ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöû ïåð-
âîãî ðîäà, ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöû âòîðîãî ðîäà (21)
çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

□(ψ) ≡ ∇(ψ)− p · ψ = 0 ,

□1(ψ) ≡ ∇1(ψ)− p1 · ψ1 = 0 ,

□2(ψ) ≡ ∇2(ψ)− p2 · ψ2 = 0 ,

(22)

4 Çäåñü íå ñëåäóåò îòîæäåñòâëÿòü îïåðàòîð □ ñ îïåðàòîðîì Äà-
ëàìáåðà, à îïåðàòîð ∇ � ñ îïåðàòîðîì íàáëà.

à â ñîáèðàòåëüíîì âèäå âñå òðè óðàâíåíèÿ çàïèøóòñÿ
òàê:

□(ψ) ≡ ∇(ψ)− p · ψ = 0 .

Çäåñü

□ ≡ (□ ,□1 ,□2) , ∇ ≡ (∇ ,∇1 ,∇2) , p ≡ (p , p1 , p2) .

Äëÿ ÷àñòèö â êàëèáðîâî÷íîì ïîëå êâàíòîâûå óðàâ-
íåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ èç ïðåäûäóùèõ ïóòåì çàìåíû

ψ → ψ , ψ1 → ψ1 − χ ◦A , ψ2 → ψ2 − χ ◦ F .

Ýòè ñîîòâåòñòâèÿ â ñîáèðàòåëüíîì âèäå çàïèøåì
òàê:

ψ → ψ − χ ◦ A ,

ãäå

A ≡ (0 ,A ,F) .

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ýòèõ ñîîòíîøåíèé â âûðàæåíèå
(22) ïîëó÷èì êâàíòîâûå óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíäàìåí-
òàëüíîé ÷àñòèöû, ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöû ïåðâîãî
ðîäà, ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöû âòîðîãî ðîäà (17), (18),
(19) íî â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ:

□(ψ ,A) ≡ ∇(ψ ,A)− p · ψ = 0 ,

□1(ψ ,A) ≡ ∇1(ψ ,A)− p1 · (ψ1 − χ ◦A) = 0 ,

□2(ψ ,A) ≡ ∇2(ψ ,A)− p2 · (ψ2 − χ ◦ F) = 0 .

Ñìûñë îïåðàòîðîâ □(ψ ,A) è ∇(ψ ,A) ÿñåí èç ïðè-
âåäåííîé çàïèñè êâàíòîâûõ óðàâíåíèé. Â ñîáèðàòåëü-
íîì âèäå êâàíòîâûå óðàâíåíèÿ çàïèøóòñÿ òàê:

□(ψ ,A) ≡ ∇(ψ ,A)− p · (ψ − χ ◦ A) = 0 . (23)

Êðîìå òîãî, íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ïðåîáðàçîâà-
íèå ñîïðÿæåííûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé â êàëèáðîâî÷-
íîì ïîëå

ψ∗ → ψ∗ , ψ∗
1 → ψ∗

1 −A∗ ◦ χ∗ , ψ∗
2 → ψ∗

2 − F∗ ◦ χ∗ .

Ýòè ñîîòâåòñòâèÿ â ñîáèðàòåëüíîì âèäå çàïèøåì
òàê:

ψ∗ → ψ∗ −A∗ ◦ χ∗ , (24)

ãäå

A∗ ≡ (0 ,A∗ ,F∗) .

3. Ëàãðàíæèàí è ïîëåâîå ñëàãàåìîå

Ïåðåéäåì ê êîíñòðóèðîâàíèþ ëàãðàíæèàíà. Ñíà-
÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé ÷àñòèö âíå êàëèáðîâî÷íî-
ãî ïîëÿ. Ëàãðàíæèàí, òî÷íåå êâàíòîâûé ëàãðàíæèàí,
îïðåäåëèì èñõîäÿ èç êâàíòîâîãî èíâàðèàíòà äåéñòâèÿ

(ψ∗ · ψ)
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ñëåäóþùèì îáðàçîì:

L = □(ψ∗ · ψ) = (ψ∗ ·□ψ) + (□ψ∗ · ψ) .

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ëàãðàíæèàí äëÿ ÷àñòèö. Îí ïðèíèìàåò íóëåâîå
çíà÷åíèå, åñëè âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ψ óäîâëåòâîðÿåò
âîëíîâîìó óðàâíåíèþ äëÿ ÷àñòèö

□ψ = 0 .

Âòîðîå ñëàãàåìîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëàãðàíæèàí
äëÿ àíòè÷àñòèö. Îí ïðèíèìàåò íóëåâîå çíà÷åíèå, åñëè
âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ψ∗ óäîâëåòâîðÿåò âîëíîâîìó óðàâ-
íåíèþ äëÿ àíòè÷àñòèö

□ψ∗ = 0 .

Äàëåå äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî
ëàãðàíæèàí äëÿ ÷àñòèö

L = (ψ∗ ·□ψ) = (ψ∗ · (∇(ψ)− p · ψ)) .

Ïåðåéäåì ê ëàãðàíæèàíó äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ÷à-
ñòèöû, ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöû ïåðâîãî ðîäà è ïðî-
ìåæóòî÷íîé ÷àñòèöû âòîðîãî ðîäà â êàëèáðîâî÷íîì
ïîëå. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ïîäñòàíîâêàìè (23) è
(24). Ïîëó÷èì

L = ((ψ∗ −A∗ ◦ χ∗) · (∇(ψ ,A)− p · (ψ − χ ◦ A))) .

Âûïîëíèì ñîîòâåòñòâóþùèå óìíîæåíèÿ, ðàñêðûâ
ñêîáêè, è ñãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå òàê, ÷òîáû âûäå-
ëèòü ñëàãàåìîå, óêàçàííîå íèæå ñòðåëêàìè:

L = ((ψ∗ −
↓
A∗ ◦χ∗) · (∇(ψ ,A)− p · (ψ − χ◦

↓
A))) .

Îñòàëüíûå ñëàãàåìûå îáúåäèíèì âìåñòå è îáîçíà-
÷èì L′. Â ðåçóëüòàòå ëàãðàíæèàí çàïèøåòñÿ â ñëåäó-
þùåì âèäå:

L = L′ − ((A∗ ◦ χ∗) · (p · χ ◦ A))

èëè, ðàñêðûâàÿ ñîáèðàòåëüíûé ñìûñë âòîðîãî ñëàãà-
åìîãî

L = L′− ((A∗ ◦χ∗) · (p1 ·χ◦A))− ((F∗ ◦χ∗) · (p2 ·χ◦F))

èëè ïî îòíîøåíèþ ê êîîðäèíàòàì ïîòåíöèàëà è òåí-
çîðà ïîëÿ

L = L′ − χI ·AIKL · p1 ·ALKM · χM −
−χI · F IKLM · p2 · FMLKN · χN

èëè

L = L′ − g2 · χI ·AIα · p1 ·AαM · χM −
g2 · χI · F IKα · p2 · FαKN · χN .

Äàëåå ïîòðåáóåì, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå
ñîîòíîøåíèÿ:

χI ·AIα ·AαM · χM = (χI · χI) · (AMα ·AαM ) ,

χI · F IKα · FαKN · χN = (χI · χI) · (FNKα · FαKN ) ,

à òàêæå

g2 · (χI · χI) · p1 =
m2

2
, g2 · (χI · χI) · p2 =

1

4
.

Â ýòîì ñëó÷àå êâàíòîâûé ëàãðàíæèàí ïðèíèìàåò
âèä

L = L′ −m2 ·
AIα ·AαI

2
− F IKα · FαKI

4
.

Ïîñëåäíèå äâà ñëàãàåìûõ åñòü ëàãðàíæèàí Ïðîêà
äëÿ ïîëÿ ßíãà-Ìèëëñà. Äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ
íåîáõîäèìî ïîëîæèòü

m2 = 0 , FαKI = Fki ,

ïîñëå ÷åãî ïîëó÷èì ëàãðàíæèàí äëÿ ÷àñòèö â ýëåê-
òðîìàãíèòíîì ïîëå

L = L′ − F ik · Fki
4

.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à, ïîñòàâëåííàÿ â Ðàçäåëå I
âûïîëíåíà. Ëàãðàíæèàí ÷àñòèö è ïîëÿ, âêëþ÷àþùèé
ëàãðàíæèàí ñâîáîäíîãî ïîëÿ ïîëó÷åí, íî öåíîé ïîñòó-
ëàòà î ñóùåñòâîâàíèè ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö âòîðî-
ãî ðîäà. Ïðè ýòîì ïîÿâëåíèå ëàãðàíæèàíà ñâîáîäíîãî
ïîëÿ â ëàãðàíæèàíå ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöû è ïî-
ëÿ ïîä÷èíåíî òåîðåòè÷åñêîé ïðîöåäóðå êîâàðèàíòíî-
ãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, êîòîðàÿ âêëþ÷àåòñÿ â îáùèé
êîíòåêñò åäèíîé òåîðèè âçàèìîäåéñòâèÿ.

VI. ÂÛÂÎÄÛ ÏÎ ÃËÀÂÅ

� Èç óñëîâèÿ ïðèñóòñòâèÿ â ëàãðàíæèàíå ÷àñòèö
è ïîëÿ ëàãðàíæèàíà ñâîáîäíîãî ïîëÿ ñëåäóåò
ñóùåñòâîâàíèå ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö âòîðîãî
ðîäà. Ëàãðàíæèàí ñâîáîäíîãî ïîëÿ ïîÿâëÿåòñÿ
â ðåçóëüòàòå ïðîöåäóðû êîâàðèàíòíîãî äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ âîëíîâîé ôóíêöèè ýòîé ÷àñòèöû.

� Âçàèìîäåéñòâèå ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö è ïðî-
ìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö âòîðîãî ðîäà ïðèâîäèò ê
ðîæäåíèþ ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö ïåðâîãî ðî-
äà.

� Â îòëè÷èå îò ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö è ïðîìå-
æóòî÷íûõ ÷àñòèö ïåðâîãî ðîäà ïðîìåæóòî÷íûå
÷àñòèöû âòîðîãî ðîäà íå ñóùåñòâóþò â ñâîáîä-
íîì ñîñòîÿíèè.



Ãëàâà 5.6 Ïÿòèìåðíàÿ òåîðèÿ ãðàâèòàöèè è ýëåêòðîìàãíåòèçìà

I. ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÛÅ ÇÀÌÅ×ÀÍÈß

Êàëóöà íåòðèâèàëüíûì îáðàçîì îáúåäèíèë ãðàâè-
òàöèþ è ýëåêòðîìàãíåòèçì, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïðîñ-
òðàíñòâî-âðåìÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå ÷åòûðåõ-, à
ïÿòèìåðíûé êîíòèíóóì, ïðè÷åì ãåîìåòðè÷åñêèå îáú-
åêòû ïÿòèìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà íå çàâèñÿò îò ïÿòîé
êîîðäèíàòû1. Òàê êàê îêðóæàþùèé íàñ ìèð ÿâëÿåò-
ñÿ î÷åâèäíî ÷åòûðåõìåðíûì, òî ïðèâëå÷åíèå ïÿòîé
êîîðäèíàòû äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåì åäèíñòâà îñòàåòñÿ
íåÿñíûì è ïîòîìó íåóäîâëåòâîðèòåëüíûì òðåáîâàíè-
åì òåîðèè Êàëóöû.
Ïðåäñòàâëåíèå î êèíåìàòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå,

ðàçâèòîå â Ãëàâàõ 1.6. è 1.7., ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ôè-
çè÷åñêèé ñìûñë ïÿòîé êîîðäèíàòû è ñìûñë ïÿòèìåð-
íîé êîíöåïöèè âîîáùå. Êèíåìàòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè è âåêòîðîâ ëèíåéíûõ äâèæåíèé (à â îáùåì
ñëó÷àå è âåêòîðîâ óñêîðåíèé, âòîðûõ óñêîðåíèé è òàê
äàëåå). Ïåðåéäåì îò êèíåìàòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
îáùåãî âèäà, ðàññìîòðåííîãî â Ãëàâå 1.7., ê ïÿòèìåð-
íîìó ïðîñòðàíñòâó Êàëóöû. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ
êâàäðàòîì ëèíåéíîãî ýëåìåíòà êèíåìàòè÷åñêîé àë-
ãåáðû â êàëèáðîâî÷íîì ïîëå, ïðèâåäåííûì â Ðàçäåëå
V.1. Ãëàâû 1.7. (ôîðìóëà (37)):

ds′2 = gIK d rx
I d rx

K+

+ (D rl
N
L −ANLI Dx

I) (D rl
L
N −ALNK Dx

K) .

(1)

Çäåñü ïîòåíöèàëû êèíåìàòè÷åñêîãî ïîëÿ � ýòî

ANLI =
δ rl

N
L

∂xI
.

Â ïðèâåäåííîé ôîðìóëå ëèíåéíûé ýëåìåíò, êîîð-
äèíàòû ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî âåêòîðà è ïîòåí-
öèàëû ÿâëÿþòñÿ áåçðàçìåðíûìè. Äëÿ òîãî ÷òîáû îá-
ðàòèòüñÿ ê ëèíåéíîìó ýëåìåíòó è êîîðäèíàòàì ðàç-
ìåðíîñòè äëèíû, íóæíî óìíîæèòü ñîîòíîøåíèå (1)
íà (L0)

2 è âûïîëíèòü ïåðåîáîçíà÷åíèå ëèíåéíîãî ýëå-
ìåíòà, êîîðäèíàò è ïîòåíöèàëîâ. Ïîëó÷èì

ds′2 = gIK d rx
I d rx

K +

+(L0 ·D rl
N
L −ANLI Dx

I) (L0 ·D rl
L
N −ALNK Dx

K) .

Çäåñü ëèíåéíûé ýëåìåíò è êîîðäèíàòû ïðîñòðàíñò-
âåííî-âðåìåííîãî âåêòîðà èìåþò ðàçìåðíîñòü äëèíû,
à ïîòåíöèàëû ÿâëÿþòñÿ áåçðàçìåðíûìè. Â ýòîé ôîð-
ìóëå âûïîëíèì çàìåíó

xI → xi ,

1 Ýòî ïðåäïîëîæåíèå Êàëóöà íàçâàë óñëîâèåì öèëèíäðè÷íî-
ñòè.

ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî êîîðäèíàòû îòíîñÿòñÿ íå ê îáîáùåí-
íîìó ïðîñòðàíñòâó-âðåìåíè, à ê ÷åòûðåõìåðíîìó ïðî-
ñòðàíñòâó-âðåìåíè. Çäåñü è äàëåå ñòðî÷íûå èíäåêñû
i, k, l, . . . ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 1, 2, 3, 4. Êðîìå òîãî, ïå-
ðåéäåì îò îáîáùåííûõ ïîòåíöèàëîâ êàëèáðîâî÷íîãî
ïîëÿ ê ïîòåíöèàëàì ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ è ñîîò-
âåòñòâåííî îò îáîáùåííûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
ê ïðåîáðàçîâàíèÿì ýëåêòðè÷åñêîé ãðóïïû. Â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ðåçóëüòàòîì Ðàçäåëà VII.4. Ãëàâû 1.5. ýëåê-
òðè÷åñêîé ãðóïïîé ÿâëÿåòñÿ ãðóïïà ïðàâûõ ïîâîðîòîâ
â ïëîñêîñòè 21. Íà ýòîì îñíîâàíèè âûïîëíèì çàìåíó

D rl
N
L → D rl

21 → Dφ21 , ANLI → A21
i .

Â ðåçóëüòàòå äëÿ êâàäðàòà ëèíåéíîãî ýëåìåíòà ïî-
ëó÷èì

ds̄2 = gik dx
i dxk+

+ (L0 ·Dφ21 −A21
i dx

i) (L0 ·Dφ12 −A12 k dx
k) . (2)

Çäåñü ÷åðòà íàä ñèìâîëîì ëèíåéíîãî ýëåìåíòà îçíà-
÷àåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé ëèíåéíûé ýëåìåíò îòíî-
ñèòñÿ ê ïÿòèìåðíîìó ïðîñòðàíñòâó. È â äàëüíåéøåì
ïðèìåì, ÷òî ÷åðòà íàä ñèìâîëîì ãåîìåòðè÷åñêîãî
îáúåêòà îçíà÷àåò, ÷òî ýòîò îáúåêò îòíîñèòñÿ ê ïÿòè-
ìåðíîìó ïðîñòðàíñòâó. Îòñóòñòâèå ÷åðòû îçíà÷àåò,
÷òî îáúåêò îòíîñèòñÿ ê ÷åòûðåõìåðíîìó ïðîñòðàí-
ñòâó. Ïåðåïèøåì âûðàæåíèå (2) èíà÷å, ó÷èòûâàÿ, ÷òî
ïåðåñòàíîâêà èíäåêñîâ 12 ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ çíà-
êà ñîîòâåòñòâóþùåãî òåíçîðà:

ds̄2 = gik dx
i dxk+

+ (L0 ·Dφ21 +A12
i dx

i) (−L0 ·Dφ21 −A12 k dx
k) .

Äàëåå ââåäåì ïåðåîáîçíà÷åíèÿ

L0 ·Dφ21 → x0 , A12
i → A0

i → Ai ,

ïîëó÷èì

ds̄2 =
(
gik −A0

iA0 k

)
dxi dxk −A0 k dx

k dx0−
−A0

i dx
i dx0 − dx0 dx0 . (3)

Îòîæäåñòâëÿÿ ïåðåìåííóþ x0 ñ ïÿòîé êîîðäèíàòîé,
â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì êâàäðàò ëèíåéíîãî ýëåìåíòà,
ââîäèìûé â òåîðèè Êàëóöû.
Êîìïîíåíòû ñ âåðõíèì íóëåâûì èíäåêñîì íå îòëè-

÷èìû îò êîìïîíåíò ñ íèæíèì íóëåâûì èíäåêñîì, íî
äëÿ åäèíîîáðàçèÿ â îáîçíà÷åíèÿõ óäîáíî ââåñòè êîì-
ïîíåíòó ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà

g00 = 1

è ñ÷èòàòü, íàïðèìåð, ÷òî

x0 = g00 x
0 .
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Â òàêîì îáîçíà÷åíèè êâàäðàò ëèíåéíîãî ýëåìåíòà
ïðèîáðåòàåò âèä

ds̄2 =
(
gik − g00A

0
iA

0
k

)
dxi dxk−

− 2g00A
0
k dx

k dx0 − g00 dx
0 dx0 . (4)

Çäåñü ïÿòàÿ êîîðäèíàòà x0 èìååò ðàçìåðíîñòü äëè-
íû. Êîýôôèöèåíòû A0

i, îòîæäåñòâëÿåìûå ñ ïîòåí-
öèàëàìè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, ÿâëÿþòñÿ áåçðàç-
ìåðíûìè. Â ýòîì ñîñòîèò îñîáåííîñòü êèíåìàòè÷åñêî-
ãî ïîäõîäà ê îïèñàíèþ âçàèìîäåéñòâèÿ. Â êàëèáðî-
âî÷íîì ïîäõîäå ïîòåíöèàëû ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ
èìåþò ðàçìåðíîñòü Âîëüò. Ïåðåõîä îò ïîòåíöèàëîâ
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â êèíåìàòè÷åñêîì ïîäõîäå ê
ïîòåíöèàëàì ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â êàëèáðîâî÷-
íîì ïîäõîäå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì çàìåíû â âûðàæå-
íèè (4)

A0
i → k A0

i . (5)

Çäåñü ïîòåíöèàëû A0
i ñëåâà áåçðàçìåðíû, à ïîòåí-

öèàëû ñïðàâà èìåþò ðàçìåðíîñòü

[A0
i] = B .

Îòñþäà êîýôôèöèåíò k èìååò ðàçìåðíîñòü

[k] = B−1 .

Êâàäðàò ëèíåéíîãî ýëåìåíòà (4) ìîæíî çàïèñàòü â
îáùåì âèäå:

ds̄2 = ḡIK dx
I dxK .

Çäåñü è äàëåå çàãëàâíûå èíäåêñû ïðèíèìàþò çíà÷å-
íèÿ 1, 2, 3, 4, 0. Èç âûðàæåíèÿ (4) ñëåäóåò, ÷òî ìåòðè-
÷åñêèé òåíçîð ḡIK ñîäåðæèò ñëåäóþùèå êîìïîíåíòû:

ḡik = gik − g00A
0
iA

0
k ,

ḡ0k = −g00A0
k ,

ḡ00 = −g00 = −1 .

(6)

Îáðàòíûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ḡKL, îïðåäåëÿåìûé
èç óñëîâèÿ

ḡIK ḡ
KL = δLK ,

èìååò êîìïîíåíòû

ḡkl = gkl ,

ḡ0l = −A0
n g

nl ,

ḡ00 = −g00 +A0
nA

0
m g

nm .

(7)

Çäåñü gkl è g00 îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèé

gik g
kl = δlk , g00 g

00 = 1 .

Èç âûðàæåíèÿ (6) ñëåäóåò, ÷òî ïîëå â òåîðèè Êàëó-
öû ïðåäñòàâëåíî êîìïîíåíòàìè ìåòðè÷åñêîãî òåíçî-
ðà gik è ïîòåíöèàëàìè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ A0

i.

Âìåñòå ñ òåì òàê æå, êàê îò ïñåâäîåâêëèäîâà ïðî-
ñòðàíñòâà ñ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì δik, ïåðåõîäèì ê
ðèìàíîâó ïðîñòðàíñòâó ñ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì gik,
åñòåñòâåííî ïåðåéòè îò ïðîñòðàíñòâà Êàëóöû ñ êîì-
ïîíåíòîé g00 = 1 ê åãî îáîáùåíèþ, êîãäà g00 ̸= 1. Â
ýòîì ñëó÷àå ïîëå ïðåäñòàâëåíî êîìïîíåíòàìè ìåòðè-
÷åñêîãî òåíçîðà gik, ïîòåíöèàëàìè ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ A0

i è êîìïîíåíòîé g00. Ïîñëåäíèé ñëó÷àé íàçî-
âåì G-ïîëåì.
Ïåðåéäåì òåïåðü ê óðàâíåíèÿì ïîëÿ è óðàâíåíèÿì

äâèæåíèÿ, âûòåêàþùèì èç ïÿòèìåðíîé òåîðèè. Ñíà-
÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé áåç ó÷àñòèÿ G-ïîëÿ, êîãäà
g00 = 1.2

II. ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÏÎËß I

Â òåîðèè Êàëóöû ãðàâèòàöèîííîå è ýëåêòðîìàãíèò-
íîå ïîëÿ âûñòóïàþò êàê åäèíûé îáúåêò � ïîëå. Óðàâ-
íåíèÿìè ýòîãî ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà,
îáîáùåííûå íà ïÿòèìåðíîå ïðîñòðàíñòâî. Óðàâíåíèÿ
ïîëÿ ñ èñòî÷íèêàìè ðàññìîòðèì äëÿ òðåõ ìîäèôèêà-
öèé: äëÿ êîíòðàâàðèàíòíûõ, ñìåøàííûõ è êîâàðèàíò-
íûõ êîìïîíåíò.

1. Óðàâíåíèÿ ïîëÿ äëÿ êîíòðàâàðèàíòíûõ
êîìïîíåíò

Äëÿ êîíòðàâàðèàíòíûõ êîìïîíåíò óðàâíåíèÿ ïîëÿ
ñ èñòî÷íèêàìè âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì3:

R̄IK − 1

2
R̄ ḡIK =

2G

c4
T̄ IK .

Çäåñü T̄ IK � òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ìàòåðèè â ïÿ-
òèìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ íàñ ïîêà íå âàæíî êîí-
êðåòíîå ñîäåðæàíèå òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà ìàòå-
ðèè, à ñóùåñòâåííî òîëüêî òî, ÷òî ìû ðàññìàòðèâà-
åì óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà ñ ïðàâîé ÷àñòüþ. Óðàâíåíèÿ
ïîëÿ ðàñïàäàþòñÿ íà ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

R̄ik − 1

2
R̄ ḡik =

2G

c4
T̄ ik ,

R̄i0 − 1

2
R̄ ḡi0 =

2G

c4
T̄ i0 ,

R̄00 − 1

2
R̄ ḡ00 =

2G

c4
T̄ 00 .

(8)

2 Óñëîâèå öèëèíäðè÷íîñòè, äîïîëíåííîå òðåáîâàíèåì g00 = 1,
íàçûâàåòñÿ óñèëåííûì óñëîâèåì öèëèíäðè÷íîñòè.

3 Ïîñòîÿííàÿ G âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ãðàâèòàöèîííóþ ïîñòîÿí-
íóþ γ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

G = 4πγ , γ = 6, 67 · 10−11Í · ì2

êã2
.
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Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (145), (146) è (109), ïðèâå-
äåì ïåðâîå óðàâíåíèå ýòîé ñèñòåìû ê ÷åòûðåõìåðíî-
ìó ïðîñòðàíñòâó

Rik +
1

2
F il F

kl − 1

2

(
R+

1

4
Fml Fm

l

)
gik =

2G

c4
T̄ ik .

(9)
Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (144), (146) è (109), ïðèâå-

äåì âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (8) ê ÷åòûðåõìåðíîìó
ïðîñòðàíñòâó

−
(
Rip +

1

2
F il Fp

l

)
Ap − 1

2
F li;l +

+
1

2

(
R+

1

4
Fml Fm

l

)
Ai =

2G

c4
T̄ i0 . (10)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (143), (146) è (109), ïðèâå-
äåì òðåòüå óðàâíåíèå ñèñòåìû (8) ê ÷åòûðåõìåðíîìó
ïðîñòðàíñòâó

An
(
Rnp +

1

2
Fnl Fp

l

)
Ap +AnF ln;l +

1

4
Fml Fm

l −

−1

2

(
R+

1

4
Fml Fm

l

)
(−1 +AmAm) =

2G

c4
T̄ 00 .(11)

Ïåðâîå óðàâíåíèå ïîëÿ � óðàâíåíèå (9) � ïåðåïèøåì
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Rik−1

2
Rgik =

1

2

(
−F il F kl +

1

4
Fml Fm

l gik
)
+
2G

c4
T̄ ik .

(12)
Îòñþäà âèäíî, ÷òî ýòî óðàâíåíèå åñòü óðàâíåíèå

ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ, èñòî÷íèêàìè êîòîðîãî ÿâëÿ-
þòñÿ òåíçîð T̄ ik è òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ýëåêòðî-
ìàãíèòíîãî ïîëÿ4

Tý
ik = −F il F kl +

1

4
Fml Fm

l gik .

Ðàññìîòðèì òåïåðü âòîðîå óðàâíåíèå ïîëÿ � óðàâ-
íåíèå (10). Çàïèøåì åãî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

−
(
Rip − 1

2
Rgip − 1

2

(
−F il Fpl +

1

4
Fml Fm

l gip
))

Ap −

−1

2
F li;l =

2G

c4
T̄ i0 . (13)

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (12), ïðèâåäåì ýòî óðàâíåíèå
ê âèäó

1

2
F li;l = −2G

c4
T̄ i0 − 2G

c4
T̄ ipAp . (14)

4 Íóæíî èìåòü â âèäó, ÷òî â ýòîì óðàâíåíèè òåíçîð ýíåðãèè-
èìïóëüñà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ èìååò ðàçìåðíîñòü

[Tý
ik] =

1

ì2
.

Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî êîýôôèöèåíòû Ai, êîòîðûå îòîæ-
äåñòâëÿþòñÿ ñ ïîòåíöèàëàìè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, ÿâëÿ-
þòñÿ áåçðàçìåðíûìè.

Ýòî óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå ýëåê-
òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ èñòî÷íèêàìè. Ñìûñë âûðàæå-
íèé, ñòîÿùèõ â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ, ðàññìîòðèì
äàëåå.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê òðåòüåìó óðàâíåíèþ ïîëÿ �
óðàâíåíèþ (11). Ïåðåïèøåì ýòî óðàâíåíèå ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

An

(
Rnp− 1

2
Rgnp− 1

2

(
−Fnl Fpl +

1

4
Fml Fm

l gnp
))
Ap+

+AnF
ln

;l +
1

4
Fml Fm

l +
1

2

(
R+

1

4
Fml Fm

l

)
=

2G

c4
T̄ 00.

(15)

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäûäóùèõ óðàâíåíèé (12) è
(14) ýòî óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

1

2

(
R+

3

4
Fml Fm

l

)
=

=
2G

c4
T̄ 00 + 2An

2G

c4
T̄n0 +An

2G

c4
T̄npAp . (16)

Äëÿ ïîíèìàíèÿ ñìûñëà ýòîãî óðàâíåíèÿ íåîáõîäè-
ìî âñïîìíèòü, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ïîëå ïðåäñòàâëåíî
êîìïîíåíòàìè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà gik, ïîòåíöèàëà-
ìè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ A0

i è êîìïîíåíòîé g00.
Âàðèàöèÿ äåéñòâèÿ ïî êîìïîíåíòàì ìåòðè÷åñêîãî
òåíçîðà gik ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ ãðàâèòàöèîííîãî
ïîëÿ, âàðèàöèÿ äåéñòâèÿ ïî ïîòåíöèàëàì ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî ïîëÿ A0

i ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî ïîëÿ, ñîîòâåòñòâåííî âàðèàöèÿ äåéñòâèÿ ïî
êîìïîíåíòå g00 ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ G-ïîëÿ. Çäåñü
ìû îñòàíîâèëèñü íà ñëó÷àå, êîãäà g00 = 1. Òàêèì
îáðàçîì, óðàâíåíèå (16) � ýòî îñêîëîê óðàâíåíèÿ G-
ïîëÿ, ñîîòâåòñòâóþùèé óêàçàííîìó ñëó÷àþ.

È, íàêîíåö, ñäåëàåì ñëåäóþùåå ìåòîäè÷åñêîå çà-
ìå÷àíèå. Óðàâíåíèå ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ (12) ïîëó-
÷åíî íåïîñðåäñòâåííî èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû
(8), óðàâíåíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (14) ïîëó÷å-
íî ïîëó÷èëè èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (8) ïó-
òåì ïîäñòàíîâêè â íåãî óðàâíåíèÿ ãðàâèòàöèîííîãî
ïîëÿ (12), óðàâíåíèåG-ïîëÿ (16) ïîëó÷åíî èç òðåòüåãî
óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (8) ïóòåì ïîäñòàíîâêè â íåãî óðàâ-
íåíèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ (12) è óðàâíåíèÿ ýëåê-
òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (14). Èìåÿ â âèäó ñêàçàííîå, âå-
äåì ïîíÿòèå íåïðèâîäèìîå óðàâíåíèå, ïîä êîòîðûì
áóäåì ïîäðàçóìåâàòü óðàâíåíèå, íå òðåáóþùåå ïðå-
îáðàçîâàíèé ñ ïðèâëå÷åíèåì äðóãèõ óðàâíåíèé. Êàê
áóäåò âèäíî èç äàëüíåéøåãî, â óðàâíåíèÿõ ïîëÿ äëÿ
êîíòðàâàðèàíòíûõ êîìïîíåíò íåïðèâîäèìûì ÿâëÿåò-
ñÿ óðàâíåíèå ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ, â óðàâíåíèÿõ ïî-
ëÿ äëÿ ñìåøàííûõ êîìïîíåíò íåïðèâîäèìûì ÿâëÿåò-
ñÿ óðàâíåíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, â óðàâíåíèÿõ
ïîëÿ äëÿ êîâàðèàíòíûõ êîìïîíåíò íåïðèâîäèìûì ÿâ-
ëÿåòñÿ òðåòüå óðàâíåíèå � óðàâíåíèå G-ïîëÿ.
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2. Óðàâíåíèÿ ïîëÿ äëÿ ñìåøàííûõ êîìïîíåíò

Óðàâíåíèÿ ïîëÿ â ýòîì ñëó÷àå èìåþò âèä

R̄IK − 1

2
R̄ δIK =

2G

c4
T̄ IK

è ðàñïàäàþòñÿ íà ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé

R̄ik −
1

2
R̄ δik =

2G

c4
T̄ ik ,

R̄i0 =
2G

c4
T̄ i0 ,

R̄0
k =

2G

c4
T̄ 0
k ,

R̄0
0 −

1

2
R̄ =

2G

c4
T̄ 0
0 .

(17)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (142) è (146), ïðèâåäåì
ïåðâîå óðàâíåíèå ýòîé ñèñòåìû ê ÷åòûðåõìåðíîìó
ïðîñòðàíñòâó

Rik−
1

2
Ak F

il
;l +

1

2
F il Fk

l− 1

2

(
R+

1

4
Fml Fm

l

)
δik =

=
2G

c4
(
T̄ ip ḡpk + T̄ i0 ḡ0k

)
. (18)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (141) è (146), ïðèâåäåì âòî-
ðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (17) ê ÷åòûðåõìåðíîìó ïðî-
ñòðàíñòâó

1

2
F li;l =

2G

c4
(
T̄ ip ḡp0 + T̄ i0 ḡ00

)
. (19)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (140) è (146), ïðèâåäåì òðå-
òüå óðàâíåíèå ñèñòåìû (17) ê ÷åòûðåõìåðíîìó ïðî-
ñòðàíñòâó

−AnRnk +
1

2
AnAk(Fn

l);l −
1

2
An Fnl Fk

l − 1

2
F lk;l −

−1

4
Ak Fl

m F lm =
2G

c4
(
T̄ 0p ḡpk + T̄ 00 ḡ0k

)
. (20)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (139) è (146), ïðèâåäåì
÷åòâåðòîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (17) ê ÷åòûðåõìåðíîìó
ïðîñòðàíñòâó

−1

2
An F ln;l −

1

4
Fml Fm

l − 1

2

(
R+

1

4
Fml Fm

l

)
=

=
2G

c4
(
T̄ 0pḡp0 + T̄ 00ḡ00

)
. (21)

Âòîðîå óðàâíåíèå ïîëÿ � óðàâíåíèå (19) � çàïèñû-
âàåòñÿ òàê:

1

2
F li;l =

2G

c4
(
−T̄ ipAp − T̄ i0

)
. (22)

Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, îíî ñîâïàäàåò ñ ïîëó÷åí-
íûì ðàíåå óðàâíåíèåì ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ èñ-
òî÷íèêàìè (14). Ìû óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî â ñìåøàí-
íûõ êîìïîíåíòàõ óðàâíåíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ
ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì.

Ïåðâîå óðàâíåíèå ïîëÿ � óðàâíåíèå (18) � ïîñëå ïðå-
îáðàçîâàíèé ïðèíèìàåò âèä

Rik−
1

2
Rδik−

1

2
Ak F

il
;l =

1

2

(
−F il Fkl+

1

4
Fml Fm

l δik

)
+

+
2G

c4
(
T̄ ip (gpk −ApAk)− T̄ i0Ak

)
. (23)

Ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ èç íåãî âòîðîãî óðàâíåíèÿ (22)
îíî ïðåîáðàçóåòñÿ â óðàâíåíèå äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî
ïîëÿ (12).
Òðåòüå óðàâíåíèå ïîëÿ � óðàâíåíèå (21) � çàïèñû-

âàåòñÿ òàê:

−1

2
AnF ln;l−

1

2

(
R+

3

4
Fml Fm

l

)
=

2G

c4
(
−T̄ 0pAp− T̄ 00

)
.

(24)
Èñïîëüçóÿ âòîðîå óðàâíåíèå (22), ïîëó÷èì ñ òî÷-

íîñòüþ äî çíàêà ðàíåå âûâåäåííîå óðàâíåíèå (16) �
óðàâíåíèå G-ïîëÿ.

3. Óðàâíåíèÿ ïîëÿ äëÿ êîâàðèàíòíûõ êîìïîíåíò

Óðàâíåíèÿ ïîëÿ â ýòîì ñëó÷àå èìåþò âèä

R̄IK − 1

2
R̄ ḡIK =

2G

c4
T̄IK .

Óðàâíåíèÿ ïîëÿ ðàñïàäàþòñÿ íà ñëåäóþùóþ ñèñòå-
ìó óðàâíåíèé:

R̄ik −
1

2
R̄ ḡik =

2G

c4
T̄ik ,

R̄i0 −
1

2
R̄ ḡi0 =

2G

c4
T̄i0 ,

R̄00 −
1

2
R̄ ḡ00 =

2G

c4
T̄00 .

(25)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (138), (146) è (108), ïðèâå-
äåì ïåðâîå óðàâíåíèå ýòîé ñèñòåìû ê ÷åòûðåõìåðíî-
ìó ïðîñòðàíñòâó

Rik −
1

2
Ai (Fk

l);l −
1

2
Ak (Fi

l);l +
1

2
Fil Fk

l +

+
1

4
AiAk

(
Fl
m F lm

)
− 1

2

(
R+

1

4
Fml Fm

l

)
ḡik =

=
2G

c4
T̄ik . (26)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (137), (146) è (108), ïðèâå-
äåì âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (25) ê ÷åòûðåõìåðíîìó
ïðîñòðàíñòâó

1

2
F li;l+Ai

Fl
m F lm
4

−1

2

(
R+

1

4
Fml Fm

l

)
ḡi0 =

2G

c4
T̄i0 .

(27)
Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (136), (146) è (108), ïðèâå-

äåì òðåòüå óðàâíåíèå ñèñòåìû (25) ê ÷åòûðåõìåðíîìó
ïðîñòðàíñòâó

Fml Fm
l

4
− 1

2

(
R+

1

4
Fml Fm

l

)
ḡ00 =

2G

c4
T̄00 . (28)
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Â êîâàðèàíòíûõ êîìïîíåíòàõ òðåòüå óðàâíåíèå ïî-
ëÿ � óðàâíåíèå (28) � ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì. Îíî
ïðèíèìàåò âèä

1

2

(
R+

3

4
Fml Fm

l

)
=

2G

c4
T̄00 (29)

è ñâîäèòñÿ ê ðàíåå ïîëó÷åííîìó óðàâíåíèþ G-ïîëÿ
(16), åñëè ó÷åñòü, ÷òî

T̄00 = T̄npAnAp + 2T̄n0An + T̄ 00 .

Âòîðîå óðàâíåíèå ïîëÿ � óðàâíåíèå (27) � ïîñëå èñ-
êëþ÷åíèÿ èç íåãî óðàâíåíèÿ (29) ñîâïàäàåò ñ óðàâíå-
íèåì ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (14) èëè (22).
Òðåòüå óðàâíåíèå ïîëÿ � óðàâíåíèå (26) � ïîñëå èñ-

êëþ÷åíèÿ èç íåãî óðàâíåíèé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ
è G-ïîëÿ ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì ãðàâèòàöèîííîãî ïî-
ëÿ (12).

4. Óðàâíåíèÿ ïîëÿ ñ ó÷åòîì ðàçìåðíîñòè
ïîòåíöèàëîâ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

Êîýôôèöèåíòû Ai, êîòîðûå îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ ïî-
òåíöèàëàìè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, äî ñèõ ïîð ðàñ-
ñìàòðèâàëèñü êàê áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû. Â äåéñòâè-
òåëüíîñòè îíè èçìåðÿþòñÿ â Âîëüòàõ. Äëÿ ïåðåõîäà îò
áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èí ê ðàçìåðíûì âî âñåõ ïðåäûäó-
ùèõ ñîîòíîøåíèÿõ íåîáõîäèìî âûïîëíèòü çàìåíó

Ai → k ·Ai .

Çäåñü íîâûå êîýôôèöèåíòû Ai èìåþò ðàçìåðíîñòü

[Ai] = Â ,

à ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû k äîëæíû èìåòü ðàçìåð-
íîñòü

[k] = Â−1

äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîèçâåäåíèå k ·Ai îñòàâàëîñü áåçðàç-
ìåðíûì. Â ðåçóëüòàòå ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ḡIK (âìå-
ñòî (108)) ïðèîáðåòàåò âèä

ḡik = gik − k2AiAk ,

ḡ0k = −k Ak ,
ḡ00 = −1 .

(30)

Ñîîòâåòñòâåííî îáðàòíûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ḡIK

(âìåñòî (109)) ïðèîáðåòàåò âèä

ḡik = gik ,

ḡ0k = −k Ak ,
ḡ00 = −1 + k2AiA

i

(31)

Óðàâíåíèÿ ïîëÿ äëÿ ðàçìåðíûõ ïîòåíöèàëîâ ýëåê-
òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ïåðåïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì: äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ

Rik− 1

2
Rgik =

k2

2

(
−F il F kl+

1

4
Fml Fm

l gik
)
+

2G

c4
T̄ ik,

(32)

äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

k

2
F li;l = −2G

c4
T̄ i0 − 2G

c4
T̄ ip k Ap , (33)

äëÿ G-ïîëÿ

1

2

(
R+

3k2

4
Fml Fm

l

)
=

=
2G

c4
T̄ 00 + 2 k An

2G

c4
T̄n0 + k2An

2G

c4
T̄npAp . (34)

Çäåñü íåîáõîäèìî âñïîìíèòü, ÷òî òåíçîð ýíåðãèè-
èìïóëüñà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â ðàçìåðíûõ åäè-
íèöàõ èìååò âèä

Tý
ik = ε0

(
−F il F kl +

1

4
Fml Fm

l gik
)
,

ãäå ε0 = 8, 85 · 10−12 À · ñåê
Â · ì

� äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíè-
öàåìîñòü âàêóóìà.
Ðàçìåðíîñòü òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà ýëåêòðîìàã-

íèòíîãî ïîëÿ ïðè ýòîì ðàâíà

[Tý
ik] = [ε0] · [F il]2 =

À · ñåê
Â · ì

· Â
2

ì2
=
Äæ

ì3
.

Óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ
â òîì ñëó÷àå, êîãäà èñòî÷íèêàìè ÿâëÿþòñÿ òåíçîð
ýíåðãèè-èìïóëüñà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ è òåíçîð
ýíåðãèè-èìïóëüñà ìàòåðèè, äëÿ ðàçìåðíûõ âåëè÷èí
çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Rik− 1

2
Rgik=

2G

c4
ε0

(
−F il F kl+

1

4
Fml Fm

l gik
)
+
2G

c4
T̄ ik.

(35)
Èç ñðàâíåíèÿ óðàâíåíèé (32) è (35) ñëåäóåò âûðà-

æåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà k

k = 2

√
Gε0
c2

. (36)

Ïîëåçíî ïðîâåðèòü ðàçìåðíîñòü êîýôôèöèåíòà k:

[k] =
√
[G] · [ε0] · [c]−2 =

√
Í · ì2

êã2
· À · ñåê
Â · ì

· ñåê
2

ì2
= Â−1

êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü.

III. ÌÀÑÑÀ È ÝËÅÊÒÐÈ×ÅÑÊÈÉ ÇÀÐßÄ

1. Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ

Ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ ïîíàäîáèòñÿ äëÿ
äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé ïÿòèìåðíîé òåîðèè. Íà-
øà ôîðìóëèðîâêà îòëè÷àåòñÿ îò îáùåïðèíÿòîé5. Îíà

5 Ñì., íàïðèìåð, Ë.Ä.Ëàíäàó è Å.Ì.Ëèâøèö, Òåîðèÿ ïîëÿ, Íà-
óêà, Ì., 1967ã.
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ïîçâîëÿåò ïðåîäîëåòü íåêîòîðûå ïðîòèâîðå÷èÿ è íà-
õîäèòñÿ â ñîãëàñèè ñ ñîîòíîøåíèÿìè ïÿòèìåðíîé òåî-
ðèè. Çàïèøåì äåéñòâèå ìàññèâíîé çàðÿæåííîé ÷àñòè-
öû è ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

S = −
∫
mcds− 2

∫
e

c
Ai dx

i −
∫
ε0
c

Fik F
ik

4
dΩ .

Çäåñü dΩ = c dt dx1 dx2 dx3 � ýëåìåíò ÷åòûðåõìåð-
íîãî îáúåìà, à ëèíåéíûé ýëåìåíò ds îïðåäåëÿåòñÿ ñî-
îòíîøåíèåì

ds2 = gik dx
i dxk .

Îò îáùåïðèíÿòîé ýòà çàïèñü îòëè÷àåòñÿ ìíîæèòå-
ëåì 2 ïåðåä âòîðûì ñëàãàåìûì. Âàðèàöèÿ äåéñòâèÿ
ðàñïàäàåòñÿ íà äâå ÷àñòè:

δS1 = −δ
(∫

mcds+

∫
e

c
Ai dx

i

)
è

δS2 = −δ
(∫

e

c
Ai dx

i +

∫
ε0
c

Fik F
ik

4
dΩ

)
.

Óñëîâèå ðàâåíñòâà íóëþ ïåðâîé âàðèàöèè ïî êîîð-
äèíàòàì ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû,
óñëîâèå ðàâåíñòâà íóëþ âòîðîé âàðèàöèè ïî ïîòåíöè-
àëàì ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.
Äëÿ ìàññû è çàðÿäà, ðàñïðåäåëåííûõ ïî îáúåìó,

äåéñòâèå ïðèîáðåòàåò âèä

S = −
∫ (

µ
dxi
ds

dxi

dt
+ 2

1

c2
Aij

i +
ε0
c

Fik F
ik

4

)
dΩ .

Ïðåäñòàâëåííàÿ ôîðìà ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåé-
ñòâèÿ èìååò òî ïðåèìóùåñòâî, ÷òî ïîçâîëÿåò ââåñòè,
ïîìèìî òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà ÷àñòèöû

Tì
ik = µ c

dxi

ds

dxk

dt
è òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

Tý
ik = ε0

(
−F il F kl +

1

4
Fml Fm

l gik
)
,

òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà âçàèìîäåéñòâèÿ

Tâ
ik =

1

2

(
Aijk +Akji

)
è íà îñíîâàíèè çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ïîëíîãî òåíçîðà
ýíåðãèè-èìïóëüñà

(Tì
ik + 2Tâ

ik + Tï
ik);k = 0 ,

ðàçäåëåííîãî íà äâå ÷àñòè

(Tì
ik + Tâ

ik);k = 0

è

(Tâ
ik + Tï

ik);k = 0 ,

ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è óðàâíåíèÿ ïîëÿ.

2. Êâàäðàò ëèíåéíîãî ýëåìåíòà

Îáðàòèìñÿ ê êâàäðàòó ëèíåéíîãî ýëåìåíòà â ïÿòè-
ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

ds̄2 = ḡIK dx
I dxK

è çàïèøåì åãî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ýëåêòðîìàãíèòíûå
ïîòåíöèàëû, âõîäÿùèå â ìåòðè÷åñêèé òåíçîð, ÿâëÿ-
þòñÿ ðàçìåðíûìè (ôîðìóëà (30)),

ds̄2 =
(
gik − k2AiAk

)
dxi dxk−2 k Ai dx

i dx0−dx0 dx0 .

Èñïîëüçóÿ ýòî âûðàæåíèå, ñôîðìèðóåì ñëåäóþùèé
ëèíåéíûé ýëåìåíò:

−ds̄
2

ds
= −ds+k2AiAk

dxidxk

ds
+2 kAi dx

i dx
0

ds
+dx0

dx0

ds
.

(37)
Äàëåå ëèíåéíûé ýëåìåíò (37) áóäåì ðàññìàòðèâàòü

ñîâìåñòíî ñ äèôôåðåíöèàëîì äåéñòâèÿ çàðÿæåííîé
ìàññèâíîé ÷àñòèöû â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå, ðàñ-
ñìîòðåííîãî â ïðåäûäóùåì Ðàçäåëå:

dS = −mcds− 2
e

c
Ai dx

i − d

∫
ε0
c

FikF
ik

4
dΩ . (38)

Ïðè ýòîì èñõîäèì èç òîãî, ÷òî êèíåìàòè÷åñêèé è
äèíàìè÷åñêèé ïîäõîäû ê îïèñàíèþ âçàèìîäåéñòâèé
ýêâèâàëåíòíû. Â ÷àñòíîñòè, êèíåìàòè÷åñêèé èíâàðè-
àíò ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå äèíàìè÷åñêîìó è
íàîáîðîò. Äëÿ íàñ ýòîò òåçèñ îçíà÷àåò, ÷òî ëèíåéíûé
ýëåìåíò, îïðåäåëÿåìûé ñîîòíîøåíèåì (37), è äèôôå-
ðåíöèàë äåéñòâèÿ (38) äîëæíû áûòü ñ òî÷íîñòüþ äî
ìíîæèòåëÿ òîæäåñòâåííû äðóã äðóãó. Äëÿ ñîãëàñîâà-
íèÿ ðàçìåðíîñòåé ñîîòíîøåíèé (37) è (38) ââåäåì ìíî-
æèòåëü W , èìåþùèé ðàçìåðíîñòü ýíåðãèè, è óìíî-
æèì ñîîòíîøåíèå (37) íà W |c. Ïîëó÷èì

−W
c

ds̄2

ds
= −W

c
ds+

W

c
k2AiAk

dxidxk

ds
+

+
W

c
2kAidx

i dx
0

ds
+
W

c
dx0

dx0

ds
. (39)

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå è åñòü
äèôôåðåíöèàë äåéñòâèÿ (38), îáîáùåííûé â ïÿòèìåð-
íîé òåîðèè. Èç ñðàâíåíèÿ ñîîòíîøåíèé (38) è (39) ñëå-
äóåò, ÷òî â (39) ïðèñóòñòâóþò äâà ñëàãàåìûõ, ñòðóê-
òóðà êîòîðûõ ïîâòîðÿåò ñëàãàåìûå â äèôôåðåíöèà-
ëå äåéñòâèÿ. Êðîìå òîãî, â ñîîòíîøåíèè (39) ïðèñóò-
ñòâóþò äâà ñëàãàåìûõ, êîòîðûõ íåò â äèôôåðåíöèàëå
äåéñòâèÿ. Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî, ïî ñóùåñòâó, ýòè äâà
ñëàãàåìûõ è åñòü òî íîâîå êà÷åñòâî, êîòîðîå âíîñèòñÿ
â íàøè ïðåäñòàâëåíèÿ î ãðàâèòàöèè è ýëåêòðîìàãíå-
òèçìå ïÿòèìåðíîé òåîðèåé, ïðåíåáðåãàþùåé G-ïîëåì.
Îòíîñèòåëüíî ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî â äèôôåðåíöè-
àëå äåéñòâèÿ (38) ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî êàê â êëàññè-
÷åñêîé òåîðèè ïîëÿ, òàê è â ïÿòèìåðíîé òåîðèè ýòî
ñëàãàåìîå ââîäèòñÿ âîëåâûì ïóòåì, ÷òî, êîíå÷íî, ÿâ-
ëÿåòñÿ íåäîñòàòêîì êàê òîé, òàê è äðóãîé òåîðèè.



414 ÃËÀÂÀ 5.6 Ïÿòèìåðíàÿ òåîðèÿ ãðàâèòàöèè è ýëåêòðîìàãíåòèçìà

Èç ñðàâíåíèÿ âûðàæåíèé (38) è (39) ñëåäóåò, ÷òî

äèôôåðåíöèàë äåéñòâèÿ ÷àñòèöû dS = −W
c

ds̄2

ds
,

ìàññà ÷àñòèöû m =
W

c2
,

çàðÿä ÷àñòèöû e = −Wk
dx0

ds
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìàññà ýêâèâàëåíòíà ýíåðãèè,
äâèæóùåéñÿ â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, à ýëåê-
òðè÷åñêèé çàðÿä ýêâèâàëåíòåí ýíåðãèè, äâèæóùåéñÿ
ïî ïÿòîé êîîðäèíàòå.
Èñïîëüçóÿ âûøåïðèâåäåííîå ñîîòâåòñòâèå, äèôôå-

ðåíöèàë äåéñòâèÿ ìàññèâíîé çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â
ïîëå äëÿ ïÿòèìåðíîé òåîðèè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

dS = −mcds+mck2AiAk
dxidxk

ds
−2

e

c
Ai dx

i− e

c k
dx0.

(40)

3. Ïëîòíîñòü ìàññû è ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà

Ââåäåì ïëîòíîñòü ýíåðãèè w êàê îòíîøåíèå ýíåð-
ãèè W , ðàñïðåäåëåííîé â îáúåìå V , ê âåëè÷èíå ýòîãî
îáúåìà. Òîãäà

ïëîòíîñòü ìàññû µ =
w

c2
, (41)

ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà ρ = −w k dx
0

ds
.

(42)

Ñ ó÷åòîì âûøåóêàçàííîãî äåéñòâèå äëÿ ìàññû è çà-
ðÿäà, ðàñïðåäåëåííûõ ïî îáúåìó, ïðèîáðåòàåò âèä

S = −
∫ (

µ
dxi
ds

dxi

dt
− µk2AiAk

dxi

ds

dxk

dt
+

+2
ρ

c2
Ai

dxi

dt
+

ρ

c2 k

dx0

dt

)
dΩ . (43)

Äàëåå ó÷òåì, ÷òî

dxi

dt
= (c, v1, v2, v3) ,

ãäå v � êîîðäèíàòû òðåõìåðíîé ñêîðîñòè, à

dx0

dt

� ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ïî ïÿòîé êîîðäèíàòå. Òîãäà

ρ
dxi

dt
= ji (44)

- ïëîòíîñòü òîêà , à

ρ
dx0

dt
= j0 (45)

� ïëîòíîñòü òîêà ïî ïÿòîé êîîðäèíàòå . Ïîýòîìó äåé-
ñòâèå äëÿ ìàññû è çàðÿäà, ðàñïðåäåëåííûõ ïî îáúåìó,
çàïèñûâàåòñÿ òàê:

S = −
∫ (

µ
dxi
ds

dxi

dt
− µk2AiAk

dxi

ds

dxk

dt
+

+
2

c2
Ai j

i +
1

c2 k
j0
)
dΩ . (46)

4. Êàëèáðîâî÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå

Îáðàòèìñÿ ê âûðàæåíèþ (37), èìåÿ â âèäó, ÷òî îíî
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôîðìó çàïèñè äèôôåðåíöèàëà
äåéñòâèÿ, è ðàññìîòðèì ñóììó ïîñëåäíèõ òðåõ ñëàãà-
åìûõ, çàâèñÿùèõ îò ïîòåíöèàëà è îò äèôôåðåíöèàëà
ïÿòîé êîîðäèíàòû

k2AiAk
dxidxk

ds
+ 2 k Ai dx

i dx
0

ds
+ dx0

dx0

ds
.

Â ýòîé ñóììå âûïîëíèì çàìåíû ïåðåìåííûõ â ñîîò-
âåòñòâèè ñî ñëåäóþùèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè:

Ai = A′
i +

1

k

∂f

∂xi
,

dx0 = dx′0 − ∂f

∂xm
dxm .

(47)

Óêàçàííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íàçîâåì êàëèáðîâî÷íû-
ìè. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè èìååì
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k2AiAk
dxidxk

ds
+ 2kAidx

i dx
0

ds
+ dx0

dx0

ds
= k2

(
A′
i +

1

k

∂f

∂xi

)(
A′
k +

1

k

∂f

∂xk

)
dxidxk

ds
+

+ 2k

(
A′
i +

1

k

∂f

∂xi

)(
dx′0 − ∂f

∂xm
dxm

)
dxi

ds
+

(
dx′0 − ∂f

∂xm
dxm

)(
dx′0 − ∂f

∂xn
dxn

)
1

ds
=

=

(
k2A′

iA
′
kdx

idxk + k
∂f

∂xi
A′
kdx

idxk + kA′
i

∂f

∂xk
dxidxk +

∂f

∂xi
∂f

∂xk
dxidxk

)
1

ds
+

+

(
2kA′

idx
′0dxi + 2

∂f

∂xi
dx′0dxi − 2kA′

i

∂f

∂xm
dxmdxi − 2

∂f

∂xi
∂f

∂xm
dxmdxi

)
1

ds
+

+

(
dx′0dx′0 − ∂f

∂xm
dxmdx′0 − dx′0

∂f

∂xn
dxn +

∂f

∂xm
dxm

∂f

∂xn
dxn

)
1

ds
=

= k2A′
iA

′
k

dxidxk

ds
+ 2kA′

idx
i dx

′0

ds
+ dx′0

dx′0

ds
.

(48)

Îòñþäà ñëåäóåò âûâîä î òîì, ÷òî êàëèáðîâî÷íûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîõðàíÿþò äèôôåðåíöèàë äåéñòâèÿ
÷àñòèöû. Äëÿ äåéñòâèÿ, çàïèñàííîãî â âèäå âûðàæå-
íèÿ (40), êàëèáðîâî÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íåîáõîäèìî
çàïèñàòü òàê:

Ai = A′
i +

1

k

∂f

∂xi
,

dx0 = dx′0 − ∂f

∂xm
dxm ,

e = e′ +Wk
∂f

∂xm
dxm

ds
.

(49)

Ïîñëåäíåå ïðåîáðàçîâàíèå ìîæíî çàïèñàòü èíà÷å:

e = e′ +mc2k
∂f

∂xm
dxm

ds
.

Îòñþäà îñîáåííî ÿñíî, ÷òî çàðÿä ýêâèâàëåíòåí ìàñ-
ñå, äâèæóùåéñÿ ïî ïÿòîé êîîðäèíàòå. Ñåé÷àñ ñóùå-
ñòâóåò ñïîñîá ïðåâðàùåíèÿ ìàññû â ýíåðãèþ. Íå èñ-
êëþ÷åíî, ÷òî êîãäà-íèáóäü áóäåò íàéäåí ñïîñîá ïðå-
âðàùåíèÿ çàðÿäà â ýíåðãèþ. Äëÿ äåéñòâèÿ, çàïèñàí-
íîãî â âèäå âûðàæåíèÿ (46), êàëèáðîâî÷íûå ïðåîáðà-
çîâàíèÿ íåîáõîäèìî çàïèñàòü òàê:

Ai = A′
i +

1

k

∂f

∂xi
,

dx0 = dx′0 − ∂f

∂xm
dxm ,

ji = j′i + µc2k
∂f

∂xm
dxm

ds

dxi

dt
,

j0 = j′0 + µc2k
∂f

∂xm
dxm

ds

dx0

dt
.

(50)

Åñëè óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà

F li;l =
1

ε0c
ji

ïîäâåðãíóòü êàëèáðîâî÷íîìó ïðåîáðàçîâàíèþ, òî ïî-
ëó÷èì

F ′li
;l =

1

ε0c
j′i +

1

ε0c
µc2k

∂f

∂xm
dxm

ds

dxi

dt
,

òî åñòü óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà íå ÿâëÿþòñÿ êàëèáðî-
âî÷íî èíâàðèàíòíûìè. Äëÿ óñòðàíåíèÿ ýòîãî íåñîâåð-
øåíñòâà â ïÿòèìåðíîé òåîðèè óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà
äîëæíû áûòü ñêîððåêòèðîâàíû.

5. Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ìàòåðèè

Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ìàòåðèè â ïÿòèìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ïðîñòîå îáîá-
ùåíèå òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà â ÷åòûðåõìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå, èìåííî

T̄ IK =
w

c

dxI

ds

dxK

dt
=
w

c

dxI

ds

dxK

dt
. (51)

Î÷åâèäíî, ÷òî ðàçìåðíîñòü ýòîãî òåíçîðà, êàê è ñëå-
äóåò, ðàâíà Äæ/ì

3
.

Êîìïîíåíòû òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà ìàòåðèè òà-
êîâû:

T̄ ik =
w

c

dxi

ds

dxk

dt
,

T̄ i0 =
w

c

dx0

ds

dxi

dt
,

T̄ 00 =
w

c

dx0

ds

dx0

dt
.

(52)

Â ýòèõ ñîîòíîøåíèÿõ ó÷òåì âûðàæåíèÿ (41) è (42).
Ïîëó÷èì

T̄ ik = µc
dxi

ds

dxk

dt
= T ik ,

T̄ i0 = − 1

kc
ρ
dxi

dt
,

T̄ 00 = − 1

kc
ρ
dx0

dt

(53)
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èëè, ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèÿ (44) è (45),

T̄ ik = µc
dxi

ds

dxk

dt
= T ik ,

T̄ i0 = − 1

kc
ji ,

T̄ 00 = − 1

kc
j0 .

(54)

Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà ýíåðãèè-
èìïóëüñà ìàòåðèè èñïîëüçóåì äëÿ çàïèñè óðàâíåíèé
ïîëÿ ñ èñòî÷íèêàìè.

IV. ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÏÎËß II

1. Óðàâíåíèÿ ïîëÿ ñ èñòî÷íèêàìè

Äëÿ óäîáñòâà ââåäåì îáîçíà÷åíèå

2G

c4
= χ .

Òîãäà ñîîòíîøåíèå (36) ïåðåïèñûâàåòñÿ òàê:

k2 = 2χε0 . (55)

Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà
ìàòåðèè ïîäñòàâèì â óðàâíåíèÿ ïîëÿ (32), (33), (34).
Ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ

Rik− 1

2
Rgik=

k2

2
(−F il F kl+

1

4
Fml Fm

l gik)+χµc
dxi

ds

dxk

dt
,

(56)
óðàâíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

k

2
F li;l = χ

1

kc
ji − χµc

dxi

ds

dxk

dt
k Ap , (57)

óðàâíåíèÿ G-ïîëÿ

1

2
(R+

3k2

4
Fml Fm

l) =

= −χ 1

kc
j0 − 2 k Anχ

1

kc
jn + k2Anχµc

dxn

ds

dxp

dt
Ap .

(58)

Ïåðâîå óðàâíåíèå � ýòî îáùåèçâåñòíîå óðàâíåíèå
Ýéíøòåéíà äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ, èñòî÷íèêàìè
êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ òåíçîðû ýíåðãèè-èìïóëüñà ýëåê-
òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ è ìàòåðèè. Îñòàíîâèìñÿ íà âòî-
ðîì óðàâíåíèè � óðàâíåíèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.
Ïîñëå ïîäñòàíîâêè êîýôôèöèåíòà k îíî ïðèîáðåòàåò
âèä

F li;l + χ2µc
dxi

ds

dxp

dt
Ap =

1

ε0c
ji (59)

èëè

F li;l + χ2T ipAp =
1

ε0c
ji . (60)

Èç ñðàâíåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ óðàâíåíèåì Ìàêñ-
âåëëà

F li;l =
1

ε0c
ji

ñëåäóåò, ÷òî ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå îòëè÷àåòñÿ îò íåãî
äîïîëíèòåëüíûì ñëàãàåìûì â ëåâîé ÷àñòè. Èç ñðàâíå-
íèÿ ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ ñ óðàâíåíèåì Ïðîêà äëÿ
ìàññèâíûõ ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö

F li;l +
m2c2

ℏ2
Ai = 0

ñëåäóåò, ÷òî ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ñîîòâåòñòâóåò ìàñ-
ñèâíîìó ôîòîíó, ìàññà êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíî-
øåíèåì

m2c2

ℏ2
gip = χ2µc

dxi

ds

dxp

dt
.

Íåîáû÷íî òî, ÷òî êâàäðàò ìàññû ôîòîíà ïðîïîðöè-
îíàëåí òåíçîðó ýíåðãèè-èìïóëüñà èçëó÷àþùåé ÷àñòè-
öû.
Ñäåëàåì ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå. Ñâÿçü ãðàâèòàöèîí-

íîãî ïîëÿ ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì óñòàíîâëåíà óðàâíåíè-
ÿìè Ýéíøòåéíà. Îá îáðàòíîé ñâÿçè ýëåêòðîìàãíèòíî-
ãî ïîëÿ ñ ãðàâèòàöèîííûì íè÷åãî íå èçâåñòíî 6. Óðàâ-
íåíèå (60) ïîêàçûâàåò, ÷òî òàêàÿ ñâÿçü ñóùåñòâóåò.
Ýòî íàãëÿäíî âèäíî, åñëè èç óðàâíåíèÿ (56) âûðàçèòü
òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ìàòåðèè è ïîäñòàâèòü åãî â
óðàâíåíèå (60):

F li;l + 2

(
Rip − 1

2
Rgip−

−k
2

2
(−F il F pl +

1

4
Fml Fm

l gip)

)
Ap =

1

ε0c
ji .(61)

Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà âåëè÷èíà òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ çíà÷èòåëüíî ìåíüøå âåëè÷è-
íû òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà ìàòåðèè, òàêàÿ ñâÿçü
âûãëàäèò îñîáåííî ïðîñòî:

F li;l + 2(Rip − 1

2
Rgip)Ap =

1

ε0c
ji .

Òàêèì îáðàçîì, ïÿòèìåðíàÿ òåîðèÿ îáîáùàåò óðàâ-
íåíèå Ìàêñâåëëà. Îáîáùåííîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ èí-
âàðèàíòíûì ïî îòíîøåíèþ ê êàëèáðîâî÷íûì ïðåîá-
ðàçîâàíèÿì, óñòàíîâëåííûì â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå.
Äåéñòâèòåëüíî, âûïîëíèì â óðàâíåíèè (59) ïðåîáðà-
çîâàíèÿ

Ai = A′
i +

1

k

∂f

∂xi
,

ji = j′i + µc2k
∂f

∂xm
dxm

ds̄

dxi

dt
.

(62)

6 Åñëè íå ñ÷èòàòü çàìåíó â óðàâíåíèè Ìàêñâåëëà ÷àñòíîé ïðî-
èçâîäíîé íà êîâàðèàíòíóþ ïðè îïèñàíèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ
ÿâëåíèé â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå.
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Ïîëó÷èì

F ′li
;l + χ2µc

dxi

ds

dxp

dt
A′
p + χ

1

k
2µc

dxi

ds

dxp

dt

∂f

∂xp
=

=
1

ε0c
j′i +

1

ε0c
µc2k

∂f

∂xm
dxm

ds

dxi

dt
.

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (55), ïîëó÷èì

F ′li
;l + χ2µc

dxi

ds

dxp

dt
A′
i =

1

ε0c
j′i ,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Î òðåòüåì óðàâíåíèè ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ñìûñë åãî

äëÿ íàñ ñêðûò. Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì
ïîëÿ ïî îòíîøåíèþ ê êîìïîíåíòå ìåòðè÷åñêîãî òåí-
çîðà g00. Îäíàêî ïîêà ìû ïðèäåðæèâàåìñÿ óñèëåííîãî
óñëîâèÿ öèëèíäðè÷íîñòè, ýòî óðàâíåíèå ïîëÿ ñâîäèò-
ñÿ ê àëãåáðàè÷åñêîìó ñîîòíîøåíèþ.

2. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà ïîëó÷èì, âçÿâ äèâåðãåí-
öèþ îò óðàâíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (60)

ji;i = 2χε0c(T
ipAp);i (63)

èëè

ji;i = k2c
(
T ip;iAp + T ip(Ap);i

)
. (64)

Ïðåîáðàçóåì ýòî âûðàæåíèå, ó÷èòûâàÿ, ÷òî èç
óðàâíåíèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ (56) ñëåäóåò

T ip;i = −Týip;i ,

ãäå

Tý
ip = ε0(−F il F pl +

1

4
Fml Fm

l gip)

- òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.
Äàëåå ó÷òåì, ÷òî

Tý
ip

;i = −ε0(F il;i F pl) .

Êðîìå òîãî, çäåñü èñïîëüçóåì óðàâíåíèÿ ýëåêòðî-
ìàãíèòíîãî ïîëÿ (60):

F il;i =
1

ε0c
jl − χ2T lnAn .

Ïîëó÷èì

Tý
ip

;i = −ε0
(

1

ε0c
jl − χ2T lnAn

)
F pl .

Îòñþäà

T ip;i =

(
1

c
jl − k2T lnAn

)
F pl .

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â ñîîòíîøåíèå (64), ïî-
ëó÷èì çàêîí ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà â ñëåäóþùåì âèäå:

ji;i = k2c

((
1

c
jl − k2T lnAn

)
F plAp + T ip(Ap);i

)
èëè

ji;i = k2ApF
p
lj
l − k4cApF

p
lT
lnAn + k2c T ip(Ap);i .

(65)
Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà çàïèøåì çàêîí ñîõðà-

íåíèÿ çàðÿäà â êîìïàêòíîì âèäå:

(ji − k2c T ipAp);i = 0 . (66)

Îòñþäà ñëåäóåò ýêâèâàëåíòíîñòü ìåæäó ïëîòíî-
ñòüþ ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà è òåíçîðîì ýíåðãèè-èìïóëüñà
â êîìáèíàöèè k2c T ipAp. Åñëè ââåñòè îáîáùåííóþ
ïëîòíîñòü òîêà

j”i = ji − k2c T ipAp ,

òî äëÿ íåå óðàâíåíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðèíè-
ìàåò âèä óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà

F li;l =
1

ε0c
j”i . (67)

3. Êàëèáðîâêà Ëîðåíöà

Äëÿ ïðîñòîòû êàëèáðîâêó Ëîðåíöà áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü äëÿ ñëó÷àÿ ïëîñêîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè,
êîãäà êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ñâîäèòñÿ ê ÷àñòíîé
ïðîèçâîäíîé.
Êàëèáðîâêà Ëîðåíöà � ýòî óðàâíåíèå

Ai,i = 0 , (68)

êîòîðîå äîáàâëÿåòñÿ ê óðàâíåíèþ Ìàêñâåëëà

F li,l =
1

ε0c
ji .

Îáîñíîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ íå ñóùåñòâóåò çà èñ-
êëþ÷åíèåì òîãî îáñòîÿòåëüñòâà, ÷òî, ïðèìåíÿÿ êàëèá-
ðîâêó Ëîðåíöà, óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà ìîæíî ïðèâå-
ñòè ê âèäó

∂2Ai

∂xl∂xl
=

1

ε0c
ji ,

ïîäòâåðæäàþùåìó ñóùåñòâîâàíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ
âîëí. Â îòëè÷èå îò óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà êàëèáðîâ-
êà Ëîðåíöà è óðàâíåíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí íå
ÿâëÿþòñÿ êàëèáðîâî÷íî èíâàðèàíòíûìè îòíîñèòåëü-
íî êàëèáðîâî÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ai = A′
i +

1

k

∂f

∂xi
.
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Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ïÿòèìåðíîé òåîðèè. Êàëèáðîâ-
êà Ëîðåíöà (68) ïîçâîëÿåò çàïèñàòü óðàâíåíèå ýëåê-
òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (67) â ñëåäóþùåì âèäå:

∂2Ai

∂xl∂xl
=

1

ε0c
(ji − k2c T ipAp) . (69)

Çäåñü êàëèáðîâêà Ëîðåíöà (68) è óðàâíåíèå ýëåê-
òðîìàãíèòíûõ âîëí (69) òàêæå íå ÿâëÿþòñÿ êàëèá-
ðîâî÷íî èíâàðèàíòíûìè îòíîñèòåëüíî êàëèáðîâî÷íî-
ãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (62). Ýòîò íåäîñòàòîê ìîæåò áûòü
óñòðàíåí, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî êàëèáðîâêà Ëîðåí-
öà èìååò âèä

Ai,i = Q , (70)

ãäå Q � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ ðàçìåðíîñòü
Âîëüò è ó÷àñòâóþùàÿ â êàëèáðîâî÷íîì ïðåîáðàçîâà-
íèè, ïðè÷åì ïîëíàÿ ñèñòåìà êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðà-

çîâàíèé èìååò âèä

Ai = A′
i +

1

k

∂f

∂xi
,

ji = j′i + µc2k
∂f

∂xm
dxm

ds

dxi

dt
,

Q = Q′ +
1

k

∂2f

∂xi∂xi
.

(71)

Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ
ïðèîáðåòàåò âèä

∂2Ai

∂xl∂xl
− ∂Q

∂xi
=

1

ε0c
(ji − k2c T ipAp) . (72)

Ïîñòðîåííûå òàêèì îáðàçîì óðàâíåíèå êàëèáðîâêè
(70) è óðàâíåíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (72) ÿâ-
ëÿþòñÿ êàëèáðîâî÷íî èíâàðèàíòíûìè îòíîñèòåëüíî
êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé (71).

V. ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÄÂÈÆÅÍÈß Â ÏßÒÈÌÅÐÍÎÌ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ â ïÿòèìåðíîé òåîðèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêîé, îáîáùåííîå íà ïÿ-
òèìåðíîå ïðîñòðàíñòâî

d2xI

ds2
+ Γ̄IKL

dxK

ds

dxL

ds
= 0 .

Äëÿ äâèæåíèÿ â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå èìååì

d2xi

ds2
+ Γ̄ikl

dxk

ds

dxl

ds
+ 2Γ̄ik0

dxk

ds

dx0

ds
= 0 .

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè (134), (135) è ïðèâåäåíèÿ èõ ê ðàçìåðíûì ïîòåíöèàëàì, ïîëó-
÷èì

d2xi

ds2
+

(
Γikl −

k2

2
AkFl

i − k2

2
AlFk

i

)
dxk

ds

dxl

ds
+ kF ik

dxk

ds

dx0

ds
= 0 . (73)

Óìíîæèì ýòî óðàâíåíèå íà êîýôôèöèåíò w
c è çàïèøåì åãî â ñëåäóþùåì âèäå:

w

c

d

dt

(
dxi

ds

)
dt

ds
+
w

c

(
Γikl −

k2

2
AkFl

i − k2

2
AlFk

i

)
dxk

ds

dxl

dt

dt

ds
+
w

c
kF ik

dxk

dt

dx0

ds

dt

ds
= 0 . (74)

Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (41), (42) è (44), ïîñëå óìíîæåíèÿ íà c ïîëó÷èì

µc
d

dt

(
dxi

ds

)
+ µcΓikl

dxk

ds

dxl

dt
− µc

(
k2

2
AkFl

i +
k2

2
AlFk

i

)
dxk

ds

dxl

dt
− 1

c
F ikj

k = 0 . (75)

Åñëè ó÷åñòü, ÷òî òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà

T kl = µc
dxk

ds

dxl

dt

ñèììåòðè÷åí ïî èíäåêñàì, òî âûðàæåíèå (75) ïðèîáðåòàåò âèä

µc
d

dt

(
dxi

ds

)
+ µcΓikl

dxk

ds

dxl

dt
− k2AkFl

iT kl − 1

c
F ikj

k = 0 . (76)
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Ñðàâíåíèå ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ ñ êëàññè÷åñêèì óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ ìàññèâíîé çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â
ýëåêòðîìàãíèòíîì è ãðàâèòàöèîííîì ïîëÿõ

µc
d

dt

(
dxi

ds

)
+ µcΓikl

dxk

ds

dxl

dt
− 1

c
F ikj

k = 0

ïîêàçûâàåò, ÷òî ïÿòèìåðíàÿ òåîðèÿ ïðåäñêàçûâàåò ïîÿâëåíèå äîïîëíèòåëüíîãî ñëàãàåìîãî

−k2AkFliT kl

â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ.
Äëÿ äâèæåíèÿ ïî ïÿòîé êîîðäèíàòå èìååì

d2x0

ds2
+ Γ̄0

kl

dxk

ds

dxl

ds
+ 2Γ̄0

k0

dxk

ds

dx0

ds
= 0 .

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè (132), (133) è ïðèâåäåíèÿ èõ ê ðàçìåðíûì ïîòåíöèàëàì, ïîëó-
÷èì

d2x0

ds2
−
(
kAm(Γmkl −

k2

2
AkFl

m − k2

2
AlFk

m)− k

2
ψkl

)
dxk

ds

dxl

ds
− k2(AmFmk)

dxk

ds

dx0

ds
= 0 . (77)

Óìíîæèì ýòî óðàâíåíèå íà êîýôôèöèåíò (−kw) è çàïèøåì åãî â ñëåäóþùåì âèäå:

− d

dt

(
kw

dx0

ds

)
dt

ds
+

(
kAm(Γmkl −

k2

2
AkFl

m − k2

2
AlFk

m)− k

2
ψkl

)
kw

dxk

ds

dxl

dt

dt

ds
+ k2(AmFmk)

dxk

dt
kw

dx0

ds

dt

ds
= 0 .

(78)
Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (41), (42) è (44), ïîëó÷èì

dρ

dt
+

(
kAm(Γmkl −

k2

2
AkFl

m − k2

2
AlFk

m)− k

2
ψkl

)
kµc2

dxk

ds

dxl

dt
− k2(AmFmk)j

k = 0 . (79)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà

T kl = µc
dxk

ds

dxl

dt

ñèììåòðè÷åí ïî èíäåêñàì, çàïèøåì ýòî ñîîòíîøåíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dρ

dt
= k2c T kl(Ak;l) + k4c T klAlFk

mAm + k2AmFmkj
k . (80)

Èç ñðàâíåíèÿ ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ñ ðàâåíñòâîì (65) âèäíî, ÷òî îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôîðìó çàïèñè çàêîíà
ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïî ïÿòîé êîîðäèíàòå â äèíàìè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè
åñòü ìîäèôèöèðîâàííûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà.

VI. G-ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÅ
ÝËÅÊÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÇÀÐßÄÎÂ

Óñèëåííîå óñëîâèå öèëèíäðè÷íîñòè g00 = 1 âûäåëÿ-
åò èç ïîëÿ ïÿòèìåðíîé òåîðèè ãðàâèòàöèîííîå è ýëåê-
òðîìàãíèòíîå ïîëÿ. Â îáùåì ñëó÷àå ïîëå ïÿòèìåðíîé
òåîðèè ïðåäñòàâëåíî êîìïîíåíòàìè ìåòðè÷åñêîãî òåí-
çîðà gik, îïðåäåëÿþùèìè ãðàâèòàöèîííîå ïîëå, ïîòåí-
öèàëàìè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ A0

i è êîìïîíåíòîé
g00, îïðåäåëÿþùåé G-ïîëå. Çäåñü ìû ðàññìîòðèì ñëó-
÷àé, êîãäà g00 = g00(x

i, x0). Åìó ñîîòâåòñòâóåò êâàä-

ðàò ëèíåéíîãî ýëåìåíòà îáùåãî âèäà

ds̄2 = (gik − g00 ·A0
i ·A0

k) · dxi · dxk −
−2g00 ·A0

k · dxk · dx0 − g00 · dx0 · dx0 . (81)

Åìó â ñâîþ î÷åðåäü ñîîòâåòñòâóåò äèôôåðåíöèàë
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äåéñòâèÿ, îáîáùàþùèé âûðàæåíèå (40)7

dS = −mcds+mck2g00A
0
iA

0
k
dxidxk

ds
−

−2

c
g00 e

0A0
idx

i − 1

ck
g00 e

0dx0 . (82)

Äëÿ ìàññû è çàðÿäà, ðàñïðåäåëåííûõ ïî îáúåìó,
äåéñòâèå, îáîáùàþùåå âûðàæåíèå (46), çàïèñûâàåòñÿ
òàê:

S = −
∫ (

µ
dxi
ds

dxi

dt
− µk2g00A

0
iA

0
k
dxi

ds

dxk

dt
+

+
2

c2
g00A

0
ij

0i +
1

c2k
g00j

00

)
dΩ . (83)

Ïîñëåäíèå ñëàãàåìûå â ôîðìóëàõ (82) è (83) óêà-
çûâàþò íà òî, ÷òî çàðÿä, äâèæóùèéñÿ ïî ïÿòîé êîîð-
äèíàòå(à ïîïðîñòó, âðàùàþùèéñÿ çàðÿä), âçàèìîäåé-
ñòâóåò ñ G-ïîëåì. Êîíñòðóêöèÿ ýòèõ ñëàãàåìûõ àíà-
ëîãè÷íà êîíñòðóêöèè ñëàãàåìîãî, îïèñûâàþùåãî âçà-
èìîäåéñòâèå çàðÿäà ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì. Êðî-
ìå òîãî, âòîðûå è òðåòüè ñëàãàåìûå â ïðèâåäåííûõ
ôîðìóëàõ óêàçûâàþò íà òî, ÷òî G-ïîëå âçàèìîäåé-
ñòâóåò ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì. Áîëåå òîãî, çàðÿä
âçàèìîäåéñòâóåò ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì ñ ïîìî-
ùüþ G-ïîëÿ êàê ïîñðåäíèêà. Çäåñü ýòîò âîïðîñ îñòà-
âèì â ñòîðîíå è îñòàíîâèìñÿ íà G-âçàèìîäåéñòâèè
ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûäåëèòü ýòî
âçàèìîäåéñòâèå â "÷èñòîì" âèäå, ïîëîæèì, ÷òî ãðà-
âèòàöèîííîå ïîëå îòñóòñòâóåò, òî åñòü ðèìàíîâà ìåò-
ðèêà ÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñâîäèòñÿ ê ïñåâ-
äîåâêëèäîâîé ìåòðèêå

gik = δik ,

à òàêæå îòñóòñòâóåò ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå, òî åñòü
A0

i = 0. Â ýòîì ñëó÷àå êâàäðàò ëèíåéíîãî ýëåìåíòà
ïðèîáðåòàåò ïðîñòåéøèé âèä:

ds̄2 = δik · dxi · dxk − g00 · dx0 · dx0 ,

à äèôôåðåíöèàë äåéñòâèÿ óïðîùàåòñÿ äî ñëåäóþùå-
ãî:

dS = −mcds− 1

ck
g00 e

0dx0 .

Ðàññìàòðèâàòü G-âçàèìîäåéñòâèå íà÷íåì ñ âûâîäà
óðàâíåíèÿ G-ïîëÿ.

7 Ñèìâîë çàðÿäà ñíàáæåí èíäåêñîì "0"â ñîîòâåòñòâèè ñ âûðà-
æåíèåì

e0 = −Wk
dx0

ds
.

1. Óðàâíåíèå G-ïîëÿ

Óðàâíåíèÿ ïîëÿ â êîâàðèàíòíûõ êîìïîíåíòàõ èìå-
þò âèä

R̄IK − 1

2
R̄ ḡIK = χT̄IK . (84)

Îíè ðàñïàäàþòñÿ íà ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíå-
íèé:

R̄ik −
1

2
R̄ ḡik = χT̄ik ,

R̄i0 −
1

2
R̄ ḡi0 = χT̄i0 ,

R̄00 −
1

2
R̄ ḡ00 = χT̄00 .

(85)

Èç ýòèõ òðåõ óðàâíåíèé íàñ èíòåðåñóåò ïîñëåäíåå,
òàê êàê ïåðâîå óðàâíåíèå � ýòî óðàâíåíèå ãðàâèòà-
öèîííîãî ïîëÿ, à âòîðîå óðàâíåíèå � ýòî óðàâíåíèå
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.
Òàê êàê â äàëüíåéøåì íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ïðå-

äåëüíûé ïåðåõîä ê ÷àñòèöàì, ìåäëåííî äâèæóùèìñÿ
â ãåîìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, òî çàïèøåì èíòåðåñó-
þùåå íàñ óðàâíåíèå â äðóãîì âèäå. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà
çàïèøåì îáùåå óðàâíåíèå (84) â äðóãîì âèäå. Íà÷íåì
ñ òîãî, ÷òî âûïîëíèì ñâåðòêó ýòîãî óðàâíåíèÿ

R̄IK ḡ
IK − 1

2
R̄ ḡIK ḡ

IK = χT̄IK ḡ
IK

èëè

R̄− 5

2
R̄ = χT̄ .

Îòñþäà

R̄ = −χ2
3
T̄ .

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â âûðàæåíèå (84), ïîëó-
÷èì óðàâíåíèå ïîëÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

R̄IK = χ(T̄IK − 1

3
T̄ ḡIK) . (86)

Òðåòüå óðàâíåíèå ñèñòåìû (85) ïðèîáðåòàåò âèä

R̄00 = χ(T̄00 −
1

3
T̄ ḡ00) . (87)

Ðàñêðîåì ñîäåðæàíèå êàæäîãî èç ñëàãàåìûõ, âõî-
äÿùèõ â ýòî óðàâíåíèå.
Ðàññìîòðèì êîìïîíåíòó òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà

T̄00:

T̄00 = ḡ00T̄
npA0

nA
0
p + 2ḡ00T̄

n0A0
n + T̄ 00ḡ00 ḡ00 .

Â íàøåì ñëó÷àå

T̄00 = T̄ 00ḡ00 ḡ00 .
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Èñïîëüçóÿ (147) è âûðàæåíèå (54), èìååì

T̄00 = −g00 g00
1

kc
j00 . (88)

Ðàññìîòðèì ñâåðòêó òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà T̄ :

T̄ = ḡIK T̄
IK = ḡikT̄

ik + 2ḡi0T̄
i0 + T̄ 00ḡ00 .

Ó÷èòûâàÿ ôîðìóëû (147), èìååì

T̄ = δikT̄
ik − T̄ 00g00 .

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (54), èìååì 8

T̄ = µc2 +
1

kc
j00g00 .

Â ýòîì âûðàæåíèè ïðåíåáðåæåì ïåðâûì ñëàãàå-
ìûì, ïîëàãàÿ

µc2 ≪ 1

kc
j00g00 .

Ýòî ïðåäïîëîæåíèå âïîëíå ðàçóìíî (ñì. ïðèëîæå-
íèå 4). Òàêèì îáðàçîì,

T̄ ≈ 1

kc
j00g00 . (89)

Ïîäñòàâëÿÿ ñîîòíîøåíèÿ (88), (89) è (153) â âûðà-
æåíèå (87), ïîëó÷èì óðàâíåíèå G-ïîëÿ â ñëåäóþùåì
âèäå:

1

2
g00

,m
,m − 1

2
g00

,m 1

2
g00 g00,m = −χ 2

3
g00 g00

1

kc
j00 .

(90)
Óäîáíî ââåñòè ôóíêöèþ ϕ èç óñëîâèÿ

g00 = 1− 2ϕ

è ðàññìàòðèâàòü åå êàê ïîòåíöèàë G-ïîëÿ. Äëÿ ïîòåí-
öèàëà ϕ óðàâíåíèå G-ïîëÿ ïðèíèìàåò âèä

ϕ,m,m+ϕ,m ·ϕ,m(1+2ϕ) = −χ 2

3
(1−2ϕ)2

1

kc
j00 . (91)

Óðàâíåíèå óïðîùàåòñÿ, åñëè ïîëîæèòü

2ϕ≪ 1

8 Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî

δikT̄
ik = δikT

ik = µc
dxi

ds

dxi

dt
= µc

ds

dt
≈ µc2 ,

ïðè ýòîì äëÿ ìåäëåííûõ äâèæåíèé ÷àñòèöû â ãåîìåòðè÷å-
ñêîì ïðîñòðàíñòâå

ds

dt
≈
∂s

∂t
= c .

è ðàññìàòðèâàòü ìåäëåííî ìåíÿþùååñÿ ïîëå, äëÿ êî-
òîðîãî

∂2

∂xm∂xm
=

∂2

c2∂t2
− ∂2

∂xa∂xa
≈ − ∂2

∂xa∂xa
.

Çäåñü èíäåêñ a ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 1, 2, 3 è xa = xa.
Òàêæå

∂

∂xm
· ∂

∂xm
=

∂

c∂t
· ∂

c∂t
− ∂

∂xa
· ∂

∂xa
≈ − ∂

∂xa
· ∂

∂xa
.

Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå G-ïîëÿ ïðèíèìàåò âèä

ϕ,a,a + ϕ,a · ϕ,a = −χ2
3

j00

k c
. (92)

Ïîëå, óäàëåííîå îò èñòî÷íèêà, ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíå-
íèþ

ϕ,a,a = −χ 2

3

j00

k c
. (93)

Ýòî îáùåèçâåñòíîå óðàâíåíèå Ïóàññîíà. Åãî ñôåðè-
÷åñêè ñèììåòðè÷íîå ðåøåíèå èìååò âèä

ϕ =
2

3
χ

∫ (
j00

kc

)
dV

4πr
.

Çäåñü èíòåãðèðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ïî òðåõìåðíîìó
îáúåìó, à r � ýòî ðàññòîÿíèå îò òî÷êè ñ ïëîòíîñòüþ
òîêà j00 äî òî÷êè îïðåäåëåíèÿ ïîëÿ. Äëÿ ñîñðåäîòî-
÷åííîãî çàðÿäà ðåøåíèå ïðèíèìàåò âèä

ϕ =
2

3
χ

(
e0

k

v0

c

)
1

4πr
. (94)

Çäåñü v0 � ñêîðîñòü äâèæåíèÿ çàðÿäà ïî ïÿòîé êîîð-
äèíàòå.

2. Äâèæåíèå çàðÿäà ïîä äåéñòâèåì G-ïîëÿ

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ çàðÿäà ïîä äåéñòâèåì G-ïîëÿ
åñòü óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêîé â ïÿòèìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå, ñïðîåöèðîâàííîå íà ÷åòûðåõìåðíîå ïðîñòðàí-
ñòâî:

d2xi

ds2
+ Γ̄i00

dx0

ds

dx0

ds
= 0 .

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè (150)
ïîëó÷èì

d2xi

ds2
+

1

2
g00

,i dx
0

ds

dx0

ds
(95)

Óìíîæèì ýòî óðàâíåíèå íà êîýôôèöèåíò w′

c è çà-
ïèøåì åãî â ñëåäóþùåì âèäå:

w′

c

d

dt

(
dxi

ds

)
dt

ds
+
w′

c

(
1

2
g00

,i

)
dx0

ds

dx0

dt

dt

ds
= 0 . (96)
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Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (41), (42) è (44), ïîëó÷èì

µ′c
d

dt

(
dxi

ds

)
=

(
j
′00

kc

)(
1

2
g00

,i

)
. (97)

Øòðèõîâàííûå âåëè÷èíû îòíîñÿòñÿ ê ñðåäå, âçàè-
ìîäåéñòâóþùåé ñ G-ïîëåì. Äëÿ ìåäëåííî äâèæóùåé-
ñÿ ÷àñòèöû dc ≈ cdt è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðèíèìà-
þò âèä

m′ d
2xi

dt2
=

(
e
′0

k

v
′0

c

)(
1

2
g00

,i

)
(98)

èëè ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîòåíöèàëà G-ïîëÿ

m′ d
2xi

dt2
= −

(
e
′0

k

v
′0

c

)
∂ϕ

∂xi
. (99)

Îòñþäà ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà çàðÿä ñî ñòîðîíû G-
ïîëÿ,

F i = −

(
e
′0

k

v
′0

c

)
∂ϕ

∂xi
,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïðåäñòàâëåíèþ î ϕ êàê î ïîòåí-
öèàëå G-ïîëÿ. Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ Ïóàññîíà (94), ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ñèëû
G-âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó äâóìÿ òî÷å÷íûìè çàðÿäà-
ìè:

F i =
2

3
χ

(
e
′0

k

v
′0

c

)(
e0

k

v0

c

)
1

4πr2
. (100)

3. Çàìå÷àíèå ê ïîëó÷åííîìó ðåçóëüòàòó

Ïÿòàÿ êîîðäèíàòà � ýòî êîîðäèíàòà, ïðîïîðöèî-
íàëüíàÿ ïðàâîìó óãëó ïîâîðîòà â ãåîìåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå (â òåîðåòè÷åñêîì ïëàíå ýòî ïîâîðîò â
ïëîñêîñòè 21).
Ìàññà ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì äâèæåíèÿ ýíåðãåòè÷å-

ñêîãî ïàêåòà âäîëü èíòåðâàëà ÷åòûðåõìåðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà. Ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä � ýòî ïàðàìåòð âðà-
ùåíèÿ ýíåðãåòè÷åñêîãî ïàêåòà âäîëü ïÿòîé êîîðäèíà-
òû.
Âðàùåíèå ñàìîãî çàðÿäà âäîëü ïÿòîé êîîðäèíà-

òû åñòü ýëåêòðè÷åñêèé òîê âäîëü ýòîé êîîðäèíàòû.
G-âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ ýòî âçàèìî-
äåéñòâèå òîêîâ, ïðîòåêàþùèõ ïî ïÿòîé êîîðäèíàòå.
Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî âðàùåíèå ýíåðãåòè÷åñêîãî ïàêå-

òà è âðàùåíèå çàðÿäà íåçàâèñèìû äðóã îòíîñèòåëüíî
äðóãà, òî èçìåíåíèå íàïðàâëåíèÿ âðàùåíèÿ çàðÿäà
ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ çíàêà òîêà ïî ïÿòîé êîîðäè-
íàòå. À èç âûðàæåíèé (99) è (100) ñëåäóåò, ÷òî òîêè
îäíîãî íàïðàâëåíèÿ îòòàëêèâàþòñÿ, à òîêè ðàçíûõ
íàïðàâëåíèé ïðèòÿãèâàþòñÿ, ïðè òîì ÷òî ñàìè çàðÿ-
äû ÿâëÿþòñÿ îäíîèìåííûìè. Âíåøíå ýòî âûãëÿäèò

òàê. Â ðåçóëüòàòå G-âçàèìîäåéñòâèÿ çàðÿäîâ îäíî-
ãî çíàêà â îäíîì ñëó÷àå ýòè çàðÿäû îòòàëêèâàþòñÿ,
à â äðóãîì ïðèòÿãèâàþòñÿ. Çàìåòèì, ÷òî ñâîéñòâà
G-âçàèìîäåéñòâèÿ àíàëîãè÷íû ñâîéñòâàì âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ðàçíîöâåòíûõ îäíîèìåííûõ çàðÿäîâ, êîòîðîå
ðàññìàòðèâàëîñü â Ãëàâàõ 3.4. è 4.6.

VII. ÔÈÇÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÎÑÒÎßÍÍÛÅ I

Â çòîì Ðàçäåëå âû÷èñëèì ôèçè÷åñêèå ïîñòîÿííûå,
ââåäåííûå â Ãëàâàõ 1.2, 1.3, 1.4. Ýòî, ïðåæäå âñåãî,
ïîñòîÿííàÿ äëèíû � L0 è ïîñòîÿííàÿ âðåìåíè � T .
Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî ââåäåì ôèçè÷åñêóþ ïîñòîÿííóþ

ñ ðàçìåðíîñòüþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà

Φ =
1

k
=

1

4
· c2
√
π · γ · ε0

. (101)

Íàçîâåì ýòó âåëè÷èíó ïîñòîÿííîé ïîòåíöèàëà.
Âû÷èñëèì çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé ïîòåíöèàëà, ïîäñòà-
âèâ â âûðàæåíèå (101) çíà÷åíèÿ

γ = 6, 67 · 10−11Í · ì2

êã2
,

ε0 = 8, 85 · 10−12 Êë

Â · ì
, c = 3 · 108 ì

ñåê
.

Ïîëó÷èì

Φ =
1

4

32 · 1016√
π · 6, 67 · 10−11 · 8, 85 · 10−12

= 5, 23 · 1026 Â .

Äàëåå îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïîòåíöèàë ýëåê-
òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ çàïèñàí â òðåõ ôîðìàõ: áåçðàç-
ìåðíûé ïîòåíöèàë, êèíåìàòè÷åñêèé ïîòåíöèàë è êà-
ëèáðîâî÷íûé ïîòåíöèàë. Äëÿ òîãî ÷òîáû èçáåæàòü ïó-
òàíèöû, ââåäåì äëÿ ýòèõ ôîðì ïîòåíöèàëà ñïåöèàëü-
íûå îáîçíà÷åíèÿ:
1) áåçðàçìåðíûé ïîòåíöèàë

(Ai)áåçðàç =
δx0

∂xi
,

2) êèíåìàòè÷åñêèé ïîòåíöèàë

(Ai)êèíåì =
δφ12

∂xi
,

3) êàëèáðîâî÷íûé ïîòåíöèàë

(Ai)êàëèáð =
δθ12
∂xi

.

Ýòè ôîðìû ïîòåíöèàëà ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ïî-
ñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Òàê êàê

x0 = L0 · φ12 ,

òî

(Ai)áåçðàç = L0 · (Ai)êèíåì . (102)
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Òàê êàê â îáùåì ñëó÷àå

φα =
gα · θα
S0

,

à â íàøåì ñëó÷àå

α = 12 , gα =
e

c
, S0 = ℏ

è

φ12 =
e

c · ℏ
· θ12 ,

òî

(Ai)êèíåì =
e

c · ℏ
· (Ai)êàëèáð . (103)

Êðîìå òîãî

(Ai)áåçðàç =
(Ai)êàëèáð

Φ
. (104)

Èç âûðàæåíèé (103) è (104) èìååì

(Ai)áåçðàç =
c · ℏ
e · Φ

· (Ai)êèíåì . (105)

Èç ñðàâíåíèÿ âûðàæåíèé (102) è (105) ïîëó÷èì âû-
ðàæåíèå äëÿ ïîñòîÿííîé äëèíû

L0 =
c · ℏ
e · Φ

=
4 · ℏ
e · c

· √π · γ · ε0 . (106)

Âû÷èñëèì çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé äëèíû, ïîäñòàâèâ â
âûðàæåíèå (106)

ℏ = 1, 054·10−34Äæ·ñåê , e = 1, 6·10−19Êë , c , Φ .

Ïîëó÷èì

L0 =
3 · 108 · 1, 054 · 10−34

1, 6 · 10−19 · 5, 23 · 1026
= 3, 78 · 10−34 ì .

Ïîñòîÿííóþ âðåìåíè

T =
L0

c

ïîëó÷èì, ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèå (106):

T =
4 · ℏ
e · c2

· √π · γ · ε0 . (107)

Åå çíà÷åíèå ðàâíî

T =
3, 78 · 10−34

3 · 108
= 1, 26 · 10−42ñåê .

Ðàñ÷åò ôèçè÷åñêèõ ïîñòîÿííûõ ìîæíî âûïîëíèòü
èç äðóãèõ ñîîáðàæåíèé. Ïóñòü W � ýòî ðàáîòà, âû-
ïîëíåíèå êîòîðîé â òå÷åíèå âðåìåíè T ïðèâîäèò ê
äåéñòâèþ, ðàâíîìó ïîñòîÿííîé Ïëàíêà, òî åñòü

W · T = ℏ .

Ïðèðàâíÿåì ýòó ðàáîòó ðàáîòå, ñîâåðøàåìîé çàðÿ-
äîì e ïðè ðàçìåùåíèè åãî â ïîëå Φ, òî åñòü

e · Φ · T = ℏ .
Îòñþäà

T =
ℏ

e · Φ
=

ℏ
e
·
4
√
π · γ · ε0
c2

,

÷òî ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì (107).
Âû÷èñëèì çíà÷åíèå ìàêñèìàëüíîãî óñêîðåíèÿ

A =
c

T
=
e

ℏ
· c3

4
√
π · γ · ε0

.

Çíà÷åíèå ìàêñèìàëüíîãî óñêîðåíèÿ ðàâíî

A =
3 · 108

1, 26 · 10−42
= 2, 38 · 1050 ì

ñåê2
.

Âû÷èñëèì çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòè

Ω =
2 · π
T

=
e

ℏ
· 2 · π · c2

4
√
π · γ · ε0

.

Çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòè ðàâíî

Ω =
2 · π

1, 26 · 10−42
= 4, 98 · 1042 Ãö .

Îòìåòèì, ÷òî ðàññìîòðåííûå ôèçè÷åñêèå ïîñòîÿí-
íûå ñëåäóåò îòíåñòè ê Ëåïòîííîìó Ìèðó. Ôèçè÷åñêèå
ïîñòîÿííûå Êâàðêîâîãî Ìèðà è Ñóïåðñèììåòðè÷íûõ
Ìèðîâ âåðîÿòíî èìåþò äðóãèå çíà÷åíèÿ.

1. Çàìå÷àíèå îòíîñèòåëüíî ïîñòîÿííîé äëèíû L0

Ñ ïîìîùüþ ôèçè÷åñêèõ ïîñòîÿííûõ ñêîðîñòè ñâåòà
c, ãðàâèòàöèîííîé ïîñòîÿííîé γ è ïîñòîÿííîé Ïëàíêà
ℏ ìîæíî ïîñòðîèòü ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó, èìåþùóþ
ðàçìåðíîñòü äëèíû,

lp =

√
ℏ · γ
c3

,

íàçûâàåìóþ ïëàíêîâñêîé äëèíîé. Çíà÷åíèå ïëàíêîâ-
ñêîé äëèíû òàêîâî

lp =

√
1, 054 · 10−34 · 6, 67 · 10−11

(3 · 108)3
= 1, 61 · 10−35 ì .

Ñðàâíèì ïëàíêîâñêóþ äëèíó ñ ïîñòîÿííîé äëèíû
L0 (106). Ïîëó÷èì

lp
2 =

1

4

(
e2

4 · π · ε0 · ℏ · c

)
· L0

2 .

Ó÷òåì, ÷òî âûðàæåíèå â ñêîáêàõ çòî ïîñòîÿííàÿ
òîíêîé ñòðóêòóðû

α =
e2

4 · π · ε0 · ℏ · c
.

Òàêèì îáðàçîì, ââåäåííàÿ íàìè ïîñòîÿííàÿ äëèíû
ñâÿçàíà ñ ïëàíêîâñêîé äëèíîé ñîîòíîøåíèåì

lp
2 =

α

4
· L0

2 .
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VIII. ÔÈÇÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÎÑÒÎßÍÍÛÅ II

Â ýòîì Ðàçäåëå ðàññìîòðèì ôèçè÷åñêèå ïîñòîÿí-
íûå â áîëåå ïîñëåäîâàòåëüíîì è ðàçâåðíóòîì âèäå.
Ôîðìèðîâàíèå ôèçè÷åñêèõ ïîñòîÿííûõ ðàññìîòðèì â
÷åòûðå ýòàïà.
1. Íà ïåðâîì ýòàïå èñõîäíûìè ÿâëÿþòñÿ ôèçè÷å-

ñêèå ïîñòîÿííûå, ñîïóòñòâóþùèå ýëåêòðè÷åñêèì è
ìàãíèòíûì ÿâëåíèÿì:

äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ ε0 = 8, 85 · 10−12 Êë

Â · ì
,

ìàãíèòíàÿ ïîñòîÿííàÿ µ0 = 4π · 10−7Â · ñåê
À · ì

.

2. Íà âòîðîì ýòàïå êðóã ôèçè÷åñêèõ ïîñòîÿííûõ
ðàñøèðÿåòñÿ çà ñ÷åò ïðèñîåäèíåíèÿ ê ðàíåå óêàçàí-
íûì èñõîäíûì ôèçè÷åñêèì ïîñòîÿííûì (ε0, µ0)

ãðàâèòàöèîííîé ïîñòîÿííîé γ = 6, 67 · 10−11Í · ì2

êã2
.

3. Íà òðåòüåì ýòàïå êðóã ôèçè÷åñêèõ ïîñòîÿííûõ
ðàñøèðÿåòñÿ çà ñ÷åò ïðèñîåäèíåíèÿ ê ðàíåå óêàçàí-
íûì èñõîäíûì ôèçè÷åñêèì ïîñòîÿííûì (ε0, µ0, γ) ïî-
ñòîÿííîé äåéñòâèÿ èëè

ïîñòîÿííîé Ïëàíêà ℏ = 1, 054 · 10−34Äæ · ñåê .

4. Íà ÷åòâåðòîì ýòàïå êðóã ôèçè÷åñêèõ ïîñòîÿííûõ
ðàñøèðÿåòñÿ çà ñ÷åò ïðèñîåäèíåíèÿ ê ðàíåå óêàçàí-
íûì èñõîäíûì ôèçè÷åñêèì ïîñòîÿííûì (ε0, µ0, γ, ℏ)
ïîñòîÿííîé ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà èëè

ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà ýëåêòðîíà e = 1, 6 · 10−19Êë .

1. Èñõîäíûå ôèçè÷åñêèå ïîñòîÿííûå (ε0, µ0)

1. Ïîñòîÿííàÿ ñêîðîñòè (ñêîðîñòü ñâåòà) c

c2 =
1

µ0 · ε0
.

Îòñþäà

c = 3 · 108 ì

ñåê

2. Ïîñòîÿííàÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ R9

R2 =
µ0

ε0
=

4π · 10−7

8, 85 · 10−12
· Â · ñåê
À · ì

· Â · ì
Êë

=

= 14, 2 · 104Îì2 .

9 Åñëè âåëè÷èíà
√

1
µ0·ε0

, èìåþùàÿ ðàçìåðíîñòü ñêîðîñòè, ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ êàê ôèçè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ (ïîñòîÿííàÿ ñêîðî-

ñòè), òî åñòåñòâåííî âåëè÷èíó
√

µ0
ε0
, èìåþùóþ ðàçìåðíîñòü

ýëåêòðè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ, òàêæå ðàññìàòðèâàòü êàê ôè-
çè÷åñêóþ ïîñòîÿííóþ (ïîñòîÿííóþ ýëåêòðè÷åñêîãî ñîïðîòèâ-
ëåíèÿ). Âîïðîñ î òîì, â êàêèõ ïðîöåññàõ ýòà âåëè÷èíà ñîõðà-
íÿåòñÿ, òðåáóåò ñïåöèàëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ.

Îòñþäà10

R = 380 Îì .

2. Èñõîäíûå ôèçè÷åñêèå ïîñòîÿííûå (ε0, µ0, γ)

3. Ýéíøòåéíîâñêàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ11

χ =
2 ·G
c4

=
8 · π · γ
c4

=

=
8 · π · 6, 67 · 10−11

34 · 1032
· Í · ì2

êã2
· ñåê

4

ì4
= 2, 07 · 10−43 ì

Äæ
.

4. Ïîñòîÿííàÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà Φ

Φ2 =
1

2 · χ · ε0
=

=
1

2 · 2, 07 · 10−43 · 8, 85 · 10−12
· Äæ
ì

· Â · ì
Êë

=

= 28 · 1052 Â2 .

Îòñþäà

Φ = 5, 23 · 1026 Â .

5. Ïîñòîÿííàÿ ýëåêòðè÷åñêîãî íàïðÿæåíèÿ U .

Ïîëîæèì

U ≡ Φ = 5, 23 · 1026 Â .

6. Ïîñòîÿííàÿ ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà I

I2 =
1

2 · χ · µ0
=
U2

R2
=

=
1

2 · 2, 07 · 10−43 · 4 · π · 10−7
· Äæ
ì

· A · ì
Â · ñåê

=

= 1, 93 · 1048 À2 .

Îòñþäà

I = 1, 39 · 1024 À .

10 Áîëüøèíñòâî ôèçè÷åñêèõ ïîñòîÿííûõ, ðàññìàòðèâàåìûõ äà-
ëåå, èìåþò ëèáî íåîáûêíîâåííî áîëüøîå, ëèáî íåîáûêíîâåí-
íî ìàëîå çíà÷åíèÿ. Â îòëè÷èå îò òàêèõ ôèçè÷åñêèõ ïîñòîÿí-
íûõ ïîñòîÿííàÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ èìååò âïîëíå
"çåìíîå" çíà÷åíèå.

11 Ïðè âû÷èñëåíèè ó÷òåíî, ÷òî

êã2 ·
ì4

ñåê4
= Äæ2 , Í · ì = Äæ .
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3. Èñõîäíûå ôèçè÷åñêèå ïîñòîÿííûå (ε0, µ0, γ, ℏ)

Ôèçè÷åñêèå ïîñòîÿííûå, ñôîðìèðîâàííûå ñ ïîìî-
ùüþ ïîñòîÿííîé Ïëàíêà, áóäåì íàçûâàòü ïëàíêîâñêè-
ìè à èõ îáîçíà÷åíèå ñíàáæàòü èíäåêñîì p.
7. Ïëàíêîâñêàÿ ïîñòîÿííàÿ äëèíû lp

(lp)
2 =

ℏ · γ
c3

=
ℏ · χ · c
8 · π

=

=
1, 054 · 10−34 · 6, 67 · 10−11

33 · 1024
Äæ · ñåêÍ · ì2

êã2
· ñåê

3

ì3
=

= 2, 6 · 10−70 ì2 .

Îòñþäà

lp = 1, 61 · 10−35 ì .

8. Ïëàíêîâñêàÿ ïîñòîÿííàÿ âðåìåíè Tp

(Tp)
2 =

(lp)
2

c2
=

ℏ · γ
c5

=
ℏ · χ

8 · π · c
.

Îòñþäà

Tp =
1, 61 · 10−35

3 · 108
ñåê = 5, 37 · 10−42 ñåê .

8. Ïëàíêîâñêàÿ ïîñòîÿííàÿ ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà
Qp

(Qp)
2 = I2 · (Tp)2 =

1

2 · χ · µ0
· ℏ · γ
c5

=
ℏ

16 · π · c · µ0
=

=
1, 054 · 10−34

16 · π · 3 · 108 · 4 · π · 10−7
Äæ · ñåê ñåê

ì
· À · ì
Â · ñåê

=

= 0, 557 · 10−30Êë2 .

Îòñþäà

Qp = 0, 75 · 10−15Êë .

8. Ïëàíêîâñêàÿ ïîñòîÿííàÿ ìàãíèòíîãî ïîòîêà Φp

(Φp)
2 = U2 · (Tp)2 =

1

2 · χ · ε0
· ℏ · γ
c5

=
ℏ

16 · π · c · ε0
.

Äëÿ ïîñòîÿííûõ Φp è Qp âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

(Φp)
2 · (Qp)2 =

ℏ2

(16 · π)2 · c2 · ε0 · µ0
=

ℏ2

(16 · π)2
.

Îòñþäà

Φp =
ℏ

16 · π ·Qp
.

9. Ïëàíêîâñêàÿ ïîñòîÿííàÿ åìêîñòè Cp

(Cp)
2 =

(Qp)
2

U2
=
ε0
µ0

· ℏ · γ
c5

=
(Tp)

2

R2
.

9. Ïëàíêîâñêàÿ ïîñòîÿííàÿ èíäóêòèâíîñòè Lp

(Lp)
2 =

(Φp)
2

I2
=
µ0

ε0
· ℏ · γ
c5

= (Tp)
2 ·R2 .

Äëÿ ïîñòîÿííûõ Cp è Lp âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

Cp · Lp = (Tp)
2 .

4. Èñõîäíûå ôèçè÷åñêèå ïîñòîÿííûå
(ε0, µ0, γ, ℏ, e)

10. Ïîñòîÿííàÿ âðåìåíè T
Ïîñòîÿííàÿ âðåìåíè T îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ

e · U · T = ℏ .

Îòñþäà

T 2 =
ℏ2

e2 · U2
=

ℏ2

e2
· 2 · χ · ε0 .

Ñðàâíèâàÿ ýòî âûðàæåíèå ñ (Tp)
2, ïîëó÷èì

(Tp)
2

T 2
=

ℏ · γ
c5

· e2

ℏ2 · 2 · χε0
=
γ · e2

c5 · ℏ
· c4

2 · 8 · π · γ
· 1

ε0
=

=

(
e2

4 · π · ε0 · ℏ · c

)
1

4
=
α

4
.

Îòñþäà

T 2 =
4

α
(Tp)

2 .

11. Ïîñòîÿííàÿ äëèíû L0

(L0)
2 = T 2 · c2 .

Òàê êàê (lp)
2 = (Tp)

2 · c2, òî èìååì

(L0)
2 =

4

α
(lp)

2 .

12. Ïîñòîÿííàÿ ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà Q

Q2 = I2 · T 2 = I2 · (Tp)2
4

α
= (Qp)

2 4

α
=

=
ℏ

16 · π · µ0
·4· 4 · π · ε0 · ℏ · c

e2
=

ℏ2

e2
· ε0
µ0

=
ℏ2 · (ε0)2 · c2

e2
.

Îòñþäà ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå, êîòîðîå ìû èñïîëü-
çóåì äàëåå

Q · e
ε0

= ℏ · c .

13. Ìàãíèòíûé ìîíîïîëü g0
Ñîãëàñíî Äèðàêó ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ìàãíèòíî-

ãî ìîíîïîëÿ ðàâíî

g0 =
ℏ · c
2 · e

.

Èñïîëüçóÿ âûøåïðèâåäåííîå ñîîòíîøåíèå, ïîëó-
÷èì

g0 =
Q

2 · ε0
.

14. Ïîñòîÿííàÿ ìàãíèòíîãî ïîòîêà Φ0
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Ïîñòîÿííàÿ ìàãíèòíîãî ïîòîêà Φ0 îïðåäåëÿåòñÿ ñî-
îòíîøåíèåì

Φ0 =
ℏ
e
.

Ñðàâíèâàÿ ïîòîê Φ0 ñ ïëàíêîâñêîé ïîñòîÿííîé ìàã-
íèòíîãî ïîòîêà ïîòîêà Φp, ïîëó÷èì

(Φp)
2

(Φ0)2
=

ℏ
16 · π · c · ε0

· e
2

ℏ2
=
α

4
.

Îòñþäà

(Φ0)
2 =

4

α
(Φp)

2 .

5. Çàìå÷àíèÿ îòíîñèòåëüíî ôèçè÷åñêèõ
ïîñòîÿííûõ

Ôèçè÷åñêèå ïîñòîÿííûå � ýòî äîñòóïíûé íàì ñëåä
îò ôèçè÷åñêîãî ìèðà, ñîñòàâëÿþùåãî ôóíäàìåíò ðå-
àëüíîñòè, â êîòîðîé ìû æèâåì. Ôèçè÷åñêèå ïîñòîÿí-
íûå ñâèäåòåëüñòâóþò î íåîáû÷íîñòè, çàãàäî÷íîñòè è
ìîùè óêàçàííîãî ôóíäàìåíòà. Åäèíñòâåííûé ñïîñîá
ïðîíèêíîâåíèÿ â ñòðóêòóðó óêàçàííîãî ôóíäàìåíòà
ñîñòîèò â ïîèñêå ïîíÿòèéíîé è ìàòåìàòè÷åñêîé ãàð-
ìîíèè ñâÿçåé ìåæäó ðåàëüíîñòüþ, â êîòîðîé ìû æè-
âåì, è óêàçàííûì ôóíäàìåíòîì.

IX. ÂÛÂÎÄÛ ÏÎ ÃËÀÂÅ

� Ïÿòèìåðíàÿ ãåîìåòðèÿ Êàëóöû � ýòî ÷àñòíûé
ñëó÷àé ãåîìåòðèè Ðèìàíà, ïîñòðîåííîé íà êèíå-
ìàòè÷åñêîé àëãåáðå â êàëèáðîâî÷íîì ïîëå.

� Ìàññà � ýòî õàðàêòåðèñòèêà ýíåðãåòè÷åñêîãî ïà-
êåòà, äâèæóùåãîñÿ â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå-âðåìåíè. Çàðÿä � ýòî õàðàêòåðèñòèêà ýíåð-
ãåòè÷åñêîãî ïàêåòà, äâèæóùåãîñÿ (âðàùàþùåãî-
ñÿ) âäîëü ïÿòîé êîîðäèíàòû.

� Ïÿòèìåðíàÿ òåîðèÿ êîððåêòèðóåò óðàâíåíèÿ
Ìàêñâåëëà. Óðàâíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïî-
ëÿ ïðèîáðåòàþò âèä

F li;l + χ2T ipAp =
1

ε0c
ji .

� Ïÿòèìåðíàÿ òåîðèÿ êîððåêòèðóåò óñëîâèÿ êà-
ëèáðîâî÷íîé èíâàðèàíòíîñòè óðàâíåíèé ôèçè-
êè. Êàëèáðîâî÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèíèìàþò

âèä

Ai = A′
i +

1

k

∂f

∂xi
,

dx0 = dx′0 − ∂f

∂xm
dxm ,

ji = j′i + µc2k
df

ds

dxi

dt
,

j0 = j′0 + µc2k
df

ds

dx0

dt
.

� Îòêàç îò óñèëåííîãî óñëîâèÿ öèëèíäðè÷íîñòè
ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ââåäåíèÿ íîâîãî ïîëÿ
� G-ïîëÿ è íîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó çàðÿ-
æåííûìè ÷àñòèöàìè.

X. ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ 1. ÃÅÎÌÅÒÐÈß
ÏßÒÈÌÅÐÍÎÃÎ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ

1. Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð

Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ḡIK ñîäåðæèò ñëåäóþùèå êîì-
ïîíåíòû:

ḡik = gik −AiAk , ḡ0k = −Ak , ḡ00 = −1 .
(108)

2. Îáðàòíûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð

Îáðàòíûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ḡIK ñîäåðæèò ñëå-
äóþùèå êîìïîíåíòû:

ḡik = gik , ḡ0k = −Ak , ḡ00 = −1+AiA
i . (109)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

ḡIM · ḡMK = δKI .

3. Êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè

Ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ ïåðâîãî ðîäà

Γ̄I,KL =
1

2
(ḡIK,L + ḡLI,K − ḡKL,I) .

Êîìïîíåíòû ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ ïðèíèìàþò âèä

Γ̄0,00 =
1

2
(ḡ00,0 + ḡ00,0 − ḡ00,0) = 0 ,

Γ̄i,00 =
1

2
(ḡi0,0 + ḡ0i,0 − ḡ00,i) = 0 ,

Γ̄0,0l =
1

2
(ḡ00,l + ḡl0,0 − ḡ0l,0) = 0 ,

Γ̄0,k0 = 0

(110)
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âñëåäñòâèå óñèëåííîãî óñëîâèÿ öèëèíäðè÷íîñòè.
Èç

Γ̄0,KL =
1

2
(ḡ0K,L + ḡL0,K − ḡKL,0) =

1

2
(ḡ0K,L + ḡL0,K)

ñëåäóåò

Γ̄0,kl =
1

2
(ḡ0k,l + ḡl0,k) =

1

2
(−Ak,l −Al,k) = −ψkl .

Çäåñü ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

ψkl =
1

2
(Ak,l +Al,k) .

Èç

Γ̄I,K0 =
1

2
(ḡIK,0 + ḡ0I,K − ḡK0,I) =

1

2
(ḡ0I,K − ḡK0,I)

ñëåäóåò

Γ̄i,k0 =
1

2
(ḡ0i,k − ḡk0,i) =

1

2
(−Ai,k +Ak,i) = −Fik .

Çäåñü ââåäåíî îáîçíà÷åíèå12

Fik =
1

2
(Ai,k −Ak,i) .

Àíàëîãè÷íî

Γ̄i,0l =
1

2
(−Ai,l +Al,i) = −Fil .

È, íàêîíåö,

Γ̄i,kl =
1

2
(ḡik,l + ḡli,k − ḡkl,i) =

1

2
((gik −AiAk),l + (gli −AlAi),k − (gkl −AkAl),i) =

= Γi,kl −
1

2
((AiAk),l + (AlAi),k − (AkAl),i) = Γi,kl −Aiψkl +AkFli −AlFik .

(111)

Ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ âòîðîãî ðîäà

Ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ âòîðîãî ðîäà âû÷èñëÿþòñÿ òàê:

Γ̄IKL = ḡIM · Γ̄M,KL = ḡIm · Γ̄m,KL + ḡI0 · Γ̄0,KL .

Îòñþäà ñ ó÷åòîì (110) ñëåäóåò

Γ̄0
00 = ḡ0m · Γ̄m,00 + ḡ00 · Γ̄0,00 = 0 .

Γ̄i00 = ḡim · Γ̄m,00 + ḡi0 · Γ̄0,00 = 0 .

Γ̄0
k0 = ḡ0m · Γ̄m,k0 + ḡ00 · Γ̄0,k0 = AmFmk .

Òàêæå

Γ̄0
0l = ḡ0m · Γ̄m,0l + ḡ00 · Γ̄0,0l = AmFml .

Γ̄0
kl = ḡ0m · Γ̄m,kl + ḡ00 · Γ̄0,kl = −AmΓmkl −AkFlmA

m −AlFkmA
m + ψkl . (112)

Γ̄i0l = ḡim · Γ̄m,0l + ḡi0 · Γ̄0,0l = −F il .
Â ÷àñòíîì ñëó÷àå

Γ̄l0l = 0 .

Γ̄ikl = ḡim · Γ̄m,kl + ḡi0 · Γ̄0,kl = Γikl +AkFl
i +AlFk

i .

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå

Γ̄lkl = ḡlm · Γ̄m,kl + ḡl0 · Γ̄0,kl = Γlkl + Fk
lAl .

12 Çàìåòèì, ÷òî, åñëè êîýôôèöèåíòû Ai ðàññìàòðèâàòü êàê
ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîòåíöèàëû, òî ââåäåííûé òåíçîð Fik ñâÿ-
çàí ñ òåíçîðîì ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (ÒÝÏ) ñëåäóþùèì
ñîîòíîøåíèåì:

Fik = −
ÒÝÏ

2
.
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4. Òåíçîð Ðè÷÷è

Òåíçîð Ðè÷÷è. Îáà èíäåêñà îïóùåíû

Â ýòîì ñëó÷àå òåíçîð Ðè÷÷è âû÷èñëÿåòñÿ òàê

R̄IK = Γ̄LIK,L − Γ̄LIL,K + Γ̄LIK Γ̄MLM − Γ̄MILΓ̄
L
KM .

Îòñþäà äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà èìååì

Êîìïîíåíòà R̄00

R̄00 = Γ̄L00,L − Γ̄L0L,0 + Γ̄L00Γ̄
M
LM − Γ̄M0LΓ̄

L
0M =

= Γ̄l00,l − Γ̄l0l,0 + Γ̄l00Γ̄
M
lM − Γ̄M0l Γ̄

l
0M + Γ̄0

00,0 − Γ̄0
00,0 + Γ̄0

00Γ̄
M
0M − Γ̄M00Γ̄

0
0M =

= Γ̄l00,l − Γ̄l0l,0 + Γ̄l00Γ̄
m
lm − Γ̄m0l Γ̄

l
0m + Γ̄0

00,0 − Γ̄0
00,0 + Γ̄0

00Γ̄
m
0m − Γ̄m00Γ̄

0
0m + Γ̄l00Γ̄

0
l0 − Γ̄0

0lΓ̄
l
00 + Γ̄0

00Γ̄
0
00 − Γ̄0

00Γ̄
0
00 .
(113)

Èñïîëüçóÿ âûâåäåííûå ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ, ïîëó÷èì13

R̄00 = −Γ̄m0l Γ̄
l
0m = −Fml F lm .

Êîìïîíåíòà R̄i0

R̄i0 = Γ̄Li0,L − Γ̄LiL,0 + Γ̄Li0Γ̄
M
LM − Γ̄MiLΓ̄

L
0M =

= Γ̄li0,l − Γ̄lil,0 + Γ̄li0Γ̄
M
lM − Γ̄Mil Γ̄

l
0M + Γ̄0

i0,0 − Γ̄0
i0,0 + Γ̄0

i0Γ̄
M
0M − Γ̄Mi0 Γ̄

0
0M =

= Γ̄li0,l − Γ̄lil,0 + Γ̄li0Γ̄
m
lm − Γ̄mil Γ̄

l
0m + Γ̄0

i0,0 − Γ̄0
i0,0 + Γ̄0

i0Γ̄
m
0m − Γ̄mi0Γ̄

0
0m + Γ̄li0Γ̄

0
l0 − Γ̄0

ilΓ̄
l
00 + Γ̄0

i0Γ̄
0
00 − Γ̄0

i0Γ̄
0
00 .
(114)

Èñïîëüçóÿ âûâåäåííûå ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ, ïîëó÷èì

R̄i0 = Γ̄li0,l + Γ̄li0Γ̄
m
lm − Γ̄mil Γ̄

l
0m =

= −F li,l + (−F li)(Γmlm +AmFl
m)− (Γmil +AiFl

m +AlFi
m) · (−F lm) = −F li;l +AiFl

mF lm .
(115)

Êîìïîíåíòà R̄ik

R̄ik = Γ̄Lik,L − Γ̄LiL,k + Γ̄LikΓ̄
M
LM − Γ̄MiLΓ̄

L
kM =

= Γ̄lik,l − Γ̄lil,k + Γ̄likΓ̄
M
lM − Γ̄Mil Γ̄

l
kM + Γ̄0

ik,0 − Γ̄0
i0,k + Γ̄0

ikΓ̄
M
0M − Γ̄Mi0 Γ̄

0
kM =

= Γ̄lik,l − Γ̄lil,k + Γ̄likΓ̄
m
lm − Γ̄mil Γ̄

l
km + Γ̄0

ik,0 − Γ̄0
i0,k + Γ̄0

ikΓ̄
m
0m − Γ̄mi0Γ̄

0
km + Γ̄likΓ̄

0
l0 − Γ̄0

ilΓ̄
l
k0 + Γ̄0

ikΓ̄
0
00 − Γ̄0

i0Γ̄
0
k0 .
(116)

Èñïîëüçóÿ âûâåäåííûå ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ, ïîëó÷èì

R̄ik = Γ̄lik,l − Γ̄lil,k + Γ̄likΓ̄
m
lm − Γ̄mil Γ̄

l
km − Γ̄0

i0,k − Γ̄mi0Γ̄
0
km + Γ̄likΓ̄

0
l0 − Γ̄0

ilΓ̄
l
k0 − Γ̄0

i0Γ̄
0
k0 . (117)

Âû÷èñëèì êàæäîå èç ñëàãàåìûõ â îòäåëüíîñòè:

13 Çàìåòèì, ÷òî åñëè òåíçîð ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ îáîçíà÷èòü F, òî

R̄00 =
Fml · Fml

4
.
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Γ̄lik,l = Γlik,l + (AiFk
l +AkFi

l),l ,

−Γ̄lil,k = −Γlil,k − (Fi
lAl),k ,

Γ̄likΓ̄
m
lm = (Γlik +AiFk

l +AkFi
l) · (Γmlm + Fl

mAm) =

= ΓlikΓ
m
lm + (AiFk

l +AkFi
l)Γmlm + (Γlik +AiFk

l +AkFi
l)Fl

mAm ,
(118)

−Γ̄mil Γ̄
l
km = −(Γmil +AiFl

m +AlFi
m) · (Γlkm +AkFm

l +AmFk
l) =

= −(Γmil +AiFl
m +AlFi

m) · Γlkm − (Γmil +AiFl
m +AlFi

m) · (AkFml +AmFk
l) =

= −ΓmilΓ
l
km − (AiFl

m +AlFi
m) · Γlkm − Γmil(AkFm

l +AmFk
l)− (AiFl

m +AlFi
m) · (AkFml +AmFk

l) ,
(119)

−Γ̄0
i0,k = −(FmiA

m),k ,

−Γ̄mi0Γ̄
0
km = −(Fmi) · (AlΓlkm +AkFmlA

l +AmFklA
l − ψkm) , (120)

+Γ̄likΓ̄
0
l0 = (Γlik +AiFk

l +AkFi
l) · (FmlAm) ,

−Γ̄0
ilΓ̄

l
k0 = −(AmΓmil +AiFlmA

m +AlFimA
m − ψil) · F lk , (121)

−Γ̄0
i0Γ̄

0
k0 = −(FmiA

m) · (FnkAn) .

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè è ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

R̄ik = Rik + (Ai),lFk
l +Ai(Fk

l);l + (Ak),lFi
l +Ak(Fi

l);l − (AiFl
m +AlFi

m) · (AkFml +AmFk
l)−

− (Fmi) · (AkFmlAl +AmFklA
l − ψkm)− (AiFlmA

m +AlFimA
m − ψil) · F lk − (FmiA

m) · (FnkAn) . (122)

Ïîñëå äàëüíåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî

(Ai),lFk
l + ψil F

l
k = Fil Fk

l ,

ïîëó÷èì

R̄ik = Rik +Ai(Fk
l);l +Ak(Fi

l);l + 2Fil Fk
l −AiAk(Fl

mFm
l) . (123)

Òåíçîð Ðè÷÷è. Îäèí èíäåêñ ïîäíÿò

Â ýòîì ñëó÷àå òåíçîð Ðè÷÷è âû÷èñëÿåòñÿ òàê:

R̄IK = ḡIN · R̄NK = ḡIn · R̄nK + ḡI0 · R̄0K .

Îòñþäà äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà èìååì

Êîìïîíåíòà R̄0
0

R̄0
0 = ḡ0n · R̄n0 + ḡ00 · R̄00 = (−An)(−F ln;l +AnFl

mF lm) + (−1 +AnAn)(−FmlF lm) = AnF ln;l − Fml Fm
l . (124)
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Êîìïîíåíòà R̄0
k

R̄0
k = ḡ0n · R̄nk + ḡ00 · R̄0k = (−An)(Rnk +An(Fk

l);l +Ak(Fn
l);l + 2Fnl Fk

l −AnAk(Fl
mFm

l)) +

+ (−1 +AnAn)(−F lk;l +AkFl
mF lm) = −AnRnk −AnAk(Fn

l);l − 2AnFnl Fk
l + F lk;l −AkFl

mF lm . (125)

Êîìïîíåíòà R̄i
0

R̄i0 = ḡin · R̄n0 + ḡi0 · R̄00 = gin(−F ln;l +AnFl
mF lm) + (−Ai)(−FmlF lm) = −F li;l . (126)

Êîìïîíåíòà R̄i
k

R̄ik = ḡin · R̄nk + ḡi0 · R̄0k = gin(Rnk +An(Fk
l);l +Ak(Fn

l);l + 2Fnl Fk
l −AnAk(Fl

mFm
l)) +

+ (−Ai)(−F lk;l +AkFl
mF lm) = Rik +AkF

il
;l + 2F il Fk

l . (127)

Òåíçîð Ðè÷÷è. Îáà èíäåêñà ïîäíÿòû

Â ýòîì ñëó÷àå òåíçîð Ðè÷÷è âû÷èñëÿåòñÿ òàê:

R̄IK = R̄IP · ḡKP .

Îòñþäà äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà èìååì

Êîìïîíåíòà R̄00

R̄00 = R̄0
p · ḡ0p + R̄0

0 · ḡ00 = (−AnRnp −AnAp(Fn
l);l − 2AnFnl Fp

l + F lp;l −ApFl
mF lm)(−Ap) +

+ (AnF ln;l − Fml Fm
l)(−1 +ApAp) = An(Rnp + 2Fnl Fp

l)Ap − 2AnF ln;l + Fml Fm
l . (128)

Êîìïîíåíòà R̄i0

R̄i0 = R̄ip ·ḡ0p+R̄i0 ·ḡ00 = (Rip+ApF
il
;l+2F il Fp

l)(−Ap)+(−F li;l)(−1+ApA
p) = −(Rip+2F il Fp

l)Ap+F li;l . (129)

Êîìïîíåíòà R̄ik

R̄ik = R̄ip · ḡkp + R̄i0 · ḡk0 = (Rip +ApF
il
;l + 2F il Fp

l)gkp + (−Ak)(−F li;l) = Rik + 2F il F
kl . (130)

5. Ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà

R̄ = R̄II = R̄ii + R̄0
0 = Rii +AiF

il
;l + 2F il Fi

l +AnF ln;l − Fml Fm
l = R+ F il Fi

l . (131)
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XI. ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ 2. ÏÐÈÂÅÄÅÍÈÅ Ê ÒÅÍÇÎÐÓ ÝËÅÊÒÐÎÌÀÃÍÈÒÍÎÃÎ ÏÎËß

Ââåäåííûé òåíçîð Fik èìååò âèä

Fik =
1

2
(Ai,k −Ak,i) ,

â òî âðåìÿ êàê òåíçîð ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ çàïèñûâàåòñÿ êàê Ak,i − Ai,k. Ïîýòîìó äëÿ ïðèâåäåíèÿ ïîëó-
÷åííûõ êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè è êîìïîíåíò òåíçîðà Ðè÷÷è ê òåíçîðó ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ íåîáõîäèìî
âûïîëíèòü çàìåíó (ñì. çàìå÷àíèå íà ñòð. 424)

Fik → −1

2
Fik .

Ïî òåì æå ïðè÷èíàì òàêîå ïðèâåäåíèå íåîáõîäèìî ñîïðîâîäèòü çàìåíîé

ψik → 1

2
ψik .

1. Ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ ïåðâîãî ðîäà

Γ̄0,k0 = 0 , Γ̄0,00 = 0 , Γ̄0,kl = −1

2
ψkl .

Çäåñü ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

ψkl = Ak,l +Al,k .

Γ̄i,k0 =
1

2
Fik .

Àíàëîãè÷íî

Γ̄i,0l =
1

2
Fil .

È, íàêîíåö,

Γ̄i,kl = Γi,kl −
1

2
Aiψkl −

1

2
AkFli +

1

2
AlFik .

2. Ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ âòîðîãî ðîäà

Γ̄0
00 = 0 , Γ̄i00 = 0 .

Γ̄0
k0 = −1

2
AmFmk . (132)

Òàêæå

Γ̄0
0l = −1

2
AmFml .

Γ̄0
kl = −AmΓmkl +

1

2
AkFlmA

m +
1

2
AlFkmA

m +
1

2
ψkl . (133)

Γ̄i0l =
1

2
F il . (134)

Γ̄ikl = Γikl −
1

2
AkFl

i − 1

2
AlFk

i . (135)
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3. Òåíçîð Ðè÷÷è

Òåíçîð Ðè÷÷è. Îáà èíäåêñà îïóùåíû

R̄00 =
Fml Fm

l

4
. (136)

R̄i0 = +
1

2
F li;l +Ai

Fl
mF lm
4

. (137)

R̄ik = Rik −
1

2
Ai(Fk

l);l −
1

2
Ak(Fi

l);l +
1

2
Fil Fk

l +
1

4
AiAk(Fl

mF lm) . (138)

Òåíçîð Ðè÷÷è. Îäèí èíäåêñ ïîäíÿò

R̄0
0 = −1

2
AnF ln;l −

1

4
Fml Fm

l . (139)

R̄0
k = −AnRnk +

1

2
AnAk(Fn

l);l −
1

2
AnFnl Fk

l − 1

2
F lk;l −

1

4
AkFl

mF lm . (140)

R̄i0 =
1

2
F li;l . (141)

R̄ik = Rik −
1

2
AkF

il
;l +

1

2
F il Fk

l . (142)

Òåíçîð Ðè÷÷è. Îáà èíäåêñà ïîäíÿòû

R̄00 = An(Rnp +
1

2
Fnl Fp

l)Ap +AnF ln;l +
1

4
Fml Fm

l . (143)

R̄i0 = −(Rip +
1

2
F il Fp

l)Ap − 1

2
F li;l . (144)

R̄ik = Rik +
1

2
F il F

kl . (145)

4. Ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà

R̄ = R+
1

4
F il Fi

l . (146)
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XII. ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ 3. ÃÅÎÌÅÒÐÈß ÏßÒÈÌÅÐÍÎÃÎ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ Ñ G-ÏÎËÅÌ

1. Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð

Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ḡIK ñîäåðæèò ñëåäóþùèå êîìïîíåíòû:

ḡik = δik , ḡ0k = 0 , ḡ00 = −g00 . (147)

2. Îáðàòíûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð

Îáðàòíûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ḡIK ñîäåðæèò ñëåäóþùèå êîìïîíåíòû:

ḡik = δik , ḡ0k = 0 , ḡ00 = −g00 . (148)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

ḡIM · ḡMK = δKI .

3. Êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè

Ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ ïåðâîãî ðîäà

Γ̄I,KL =
1

2
(ḡIK,L + ḡLI,K − ḡKL,I)

Êîìïîíåíòû ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ ïðèíèìàþò âèä

Γ̄0,00 =
1

2
(ḡ00,0 + ḡ00,0 − ḡ00,0) = −1

2
g00,0 ,

Γ̄i,00 =
1

2
(ḡi0,0 + ḡ0i,0 − ḡ00,i) =

1

2
g00,i ,

Γ̄0,0l =
1

2
(ḡ00,l + ḡl0,0 − ḡ0l,0) = −1

2
g00,l ,

Γ̄0,k0 = −1

2
g00,k .

(149)

Èç

Γ̄0,KL =
1

2
(ḡ0K,L + ḡL0,K − ḡKL,0)

ñëåäóåò

Γ̄0,kl =
1

2
(ḡ0k,l + ḡl0,k − ḡkl,0) = 0 .

Èç

Γ̄I,K0 =
1

2
(ḡIK,0 + ḡ0I,K − ḡK0,I)

ñëåäóåò

Γ̄i,k0 = 0 .

Àíàëîãè÷íî

Γ̄i,0l = 0 .

È, íàêîíåö,

Γ̄i,kl =
1

2
(ḡik,l + ḡli,k − ḡkl,i) = 0 .
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Ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ âòîðîãî ðîäà

Ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ âòîðîãî ðîäà âû÷èñëÿþòñÿ òàê:

Γ̄IKL = ḡIM · Γ̄M,KL = ḡIm · Γ̄m,KL + ḡI0 · Γ̄0,KL .

Îòñþäà ñ ó÷åòîì (149) ñëåäóåò

Γ̄0
00 = ḡ0m · Γ̄m,00 + ḡ00 · Γ̄0,00 = ḡ00 · Γ̄0,00 =

1

2
g00g00,0 .

Γ̄i00 = ḡim · Γ̄m,00 + ḡi0 · Γ̄0,00 = ḡim · Γ̄m,00 =
1

2
g00

,i . (150)

Γ̄0
k0 = ḡ0m · Γ̄m,k0 + ḡ00 · Γ̄0,k0 = ḡ00 · Γ̄0,k0 =

1

2
g00g00,k .

Òàêæå

Γ̄0
0l =

1

2
g00g00,l ,

Γ̄0
kl = ḡ0m · Γ̄m,kl + ḡ00 · Γ̄0,kl = 0 ,

Γ̄i0l = ḡim · Γ̄m,0l + ḡi0 · Γ̄0,0l = 0 ,

Γ̄ikl = ḡim · Γ̄m,kl + ḡi0 · Γ̄0,kl = 0 ,

(151)

4. Òåíçîð Ðè÷÷è

Òåíçîð Ðè÷÷è. Îáà èíäåêñà îïóùåíû

Â ýòîì ñëó÷àå òåíçîð Ðè÷÷è âû÷èñëÿåòñÿ òàê:

R̄IK = Γ̄LIK,L − Γ̄LIL,K + Γ̄LIK Γ̄MLM − Γ̄MILΓ̄
L
KM .

Îòñþäà äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà èìååì

Êîìïîíåíòà R̄00

R̄00 = Γ̄L00,L − Γ̄L0L,0 + Γ̄L00Γ̄
M
LM − Γ̄M0LΓ̄

L
0M = Γ̄l00,l − Γ̄l0l,0 + Γ̄l00Γ̄

M
lM − Γ̄M0l Γ̄

l
0M + Γ̄0

00,0 − Γ̄0
00,0 + Γ̄0

00Γ̄
M
0M − Γ̄M00Γ̄

0
0M =

= Γ̄l00,l − Γ̄l0l,0 + Γ̄l00Γ̄
m
lm − Γ̄m0l Γ̄

l
0m + Γ̄0

00,0 − Γ̄0
00,0 + Γ̄0

00Γ̄
m
0m − Γ̄m00Γ̄

0
0m + Γ̄l00Γ̄

0
l0 − Γ̄0

0lΓ̄
l
00 + Γ̄0

00Γ̄
0
00 − Γ̄0

00Γ̄
0
00 .
(152)

Èñïîëüçóÿ âûâåäåííûå ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ, ïîëó÷èì

R̄00 = Γ̄m00,m − Γ̄m00Γ̄
0
0m =

1

2
g00

,m
,m − 1

2
g00

,m · 1
2
g00g00,m . (153)

Êîìïîíåíòà R̄i0

R̄i0 = Γ̄Li0,L − Γ̄LiL,0 + Γ̄Li0Γ̄
M
LM − Γ̄MiLΓ̄

L
0M = Γ̄li0,l − Γ̄lil,0 + Γ̄li0Γ̄

M
lM − Γ̄Mil Γ̄

l
0M + Γ̄0

i0,0 − Γ̄0
i0,0 + Γ̄0

i0Γ̄
M
0M − Γ̄Mi0 Γ̄

0
0M =

= Γ̄li0,l − Γ̄lil,0 + Γ̄li0Γ̄
m
lm − Γ̄mil Γ̄

l
0m + Γ̄0

i0,0 − Γ̄0
i0,0 + Γ̄0

i0Γ̄
m
0m − Γ̄mi0Γ̄

0
0m + Γ̄li0Γ̄

0
l0 − Γ̄0

ilΓ̄
l
00 + Γ̄0

i0Γ̄
0
00 − Γ̄0

i0Γ̄
0
00 .

(154)
Èñïîëüçóÿ âûâåäåííûå ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ, ïîëó÷èì

R̄i0 = 0 . (155)
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Êîìïîíåíòà R̄ik

R̄ik = Γ̄Lik,L − Γ̄LiL,k + Γ̄LikΓ̄
M
LM − Γ̄MiLΓ̄

L
kM = Γ̄lik,l − Γ̄lil,k + Γ̄likΓ̄

M
lM − Γ̄Mil Γ̄

l
kM + Γ̄0

ik,0 − Γ̄0
i0,k + Γ̄0

ikΓ̄
M
0M − Γ̄Mi0 Γ̄

0
kM =

= Γ̄lik,l − Γ̄lil,k + Γ̄likΓ̄
m
lm − Γ̄mil Γ̄

l
km + Γ̄0

ik,0 − Γ̄0
i0,k + Γ̄0

ikΓ̄
m
0m − Γ̄mi0Γ̄

0
km + Γ̄likΓ̄

0
l0 − Γ̄0

ilΓ̄
l
k0 + Γ̄0

ikΓ̄
0
00 − Γ̄0

i0Γ̄
0
k0 .
(156)

Èñïîëüçóÿ âûâåäåííûå ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ, ïîëó÷èì

R̄ik = −Γ̄0
i0,k − Γ̄0

i0Γ̄
0
k0 = −1

2
(g00g00,i),k −

1

2
g00g00,i

1

2
g00g00,k =

= −1

2
g00,kg00,i −

1

2
g00g00,i,k −

1

2
g00g00,i

1

2
g00g00,k = −1

2
g00g00,i,k +

1

2
g00g00,i

1

2
g00g00,k .

(157)

Çäåñü èñïîëüçîâàíî

g00,kg00 + g00g00,k = 0 .

Òåíçîð Ðè÷÷è. Îäèí èíäåêñ ïîäíÿò

Â ýòîì ñëó÷àå òåíçîð Ðè÷÷è âû÷èñëÿåòñÿ òàê:

R̄IK = ḡIN · R̄NK = ḡIn · R̄nK + ḡI0 · R̄0K .

Îòñþäà äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà èìååì

Êîìïîíåíòà R̄0
0

R̄0
0 = ḡ0n · R̄n0 + ḡ00 · R̄00 = ḡ00 · R̄00 = −g00(1

2
g00

,m
,m − 1

2
g00

,m · 1
2
g00g00,m) . (158)

Êîìïîíåíòà R̄0
k

R̄0
k = ḡ0n · R̄nk + ḡ00 · R̄0k = 0 . (159)

Êîìïîíåíòà R̄i
0

R̄i0 = ḡin · R̄n0 + ḡi0 · R̄00 = 0 . (160)

Êîìïîíåíòà R̄i
k

R̄ik = ḡin · R̄nk + ḡi0 · R̄0k = = δin · R̄nk = −1

2
g00g00

,i
,k +

1

2
g00g00

,i 1

2
g00g00,k . (161)
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XIII. ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ 4. ÑÐÀÂÍÅÍÈÅ ÑËÀÃÀÅÌÛÕ ÑÂÅÐÒÊÈ ÒÅÍÇÎÐÀ
ÝÍÅÐÃÈÈ-ÈÌÏÓËÜÑÀ

Íà ïðèìåðå ýëåêòðîíà ïîêàæåì, ÷òî â ñâåðòêå òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà

T̄ = µc2 +
1

kc
j00g00

âòîðîå ñëàãàåìîå ìíîãî áîëüøå ïåðâîãî, òî åñòü

µc2 ≪ 1

kc
ρ0
dx0

dt
g00 . (162)

Ïðè ñðàâíåíèè ñëàãàåìûõ áóäåì ïîëàãàòü

dx0

dt
= c , g00 = 1 .

Äëÿ ÷àñòèö ñ ñîñðåäîòî÷åííîé ìàññîé è çàðÿäîì íåðàâåíñòâî (162) ïðèîáðåòàåò âèä

mc2 ≪ e

k
. (163)

Ó÷òåì, ÷òî

k =

√
2Gε0
c2

.

Òîãäà íåðàâåíñòâî (163) ñâîäèòñÿ ê

m≪ e√
2Gε0

. (164)

Çäåñü

G = 4πγ = 4π · 6, 67 · 10−11Í · ì2

êã2
, ε0 = 8, 85 · 10−12 Êë

Â · ì
.

Äëÿ ýëåêòðîíà

m = 0, 9 · 10−30êã , e = 1, 6 · 10−19Êë .

Ïîäñòàâëÿÿ ïðèâåäåííûå äàííûå â (164), óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî ÷èñëî, ñòîÿùåå ñëåâà, ìåíüøå ïðàâîãî â 1021

ðàç.
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I. ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÛÅ ÇÀÌÅ×ÀÍÈß

Íàðÿäó ñ äðóãèìè åäèíàÿ òåîðèÿ âçàèìîäåéñòâèé
äîëæíà ïðîÿñíèòü ñëåäóþùèé âîïðîñ. Ñóùåñòâóåò
íåâåðîÿòíîå ðàçëè÷èå ìåæäó ñèëàìè ãðàâèòàöèîííîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ è äðóãèõ âçàèìîäåéñòâèé, â ïåðâóþ
î÷åðåäü ýëåêòðè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû îáà âçàèìîäåéñòâèÿ, ãðàâèòàöèîííîå è ýëåê-
òðè÷åñêîå, ïîä÷èíÿþòñÿ çàêîíó îáðàòíûõ êâàäðàòîâ,
÷òî ìîæíî ðàñöåíèòü, êàê óêàçàíèå íà åäèíñòâî ïðè-
ðîäû ãðàâèòàöèè è ýëåêòðîìàãíåòèçìà. Íàñòîÿùàÿ
Ãëàâà ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ óêàçàííîé ïðîáëåìû. Ïðè
ýòîì ìû îòòàëêèâàåìñÿ îò óðàâíåíèé ïîëåé âíåøíåé
è âíóòðåííåé ñèììåòðèé, ïîëó÷åííûõ â Ðàçäåëå IV.
Ãëàâû 3.2.

1. Óðàâíåíèÿ ïîëÿ âíåøíåé ñèììåòðèè

1.1. Ïåðâîå óðàâíåíèå ïîëÿ âíåøíåé ñèììåòðèè

Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì VI.1. Ãëàâû 3.2. ïåðâîå
óðàâíåíèå ïîëÿ âíåøíåé ñèììåòðèè èìååò âèä (ôîð-
ìóëà (89) Ðàçäåëà VI.1. Ãëàâû 3.2.)

∂

∂xK
ΓKK1

K2
− ΓKK1

K3
· ΓK3

K2K =

=
1

C2
(TK1

K2
+ C1 · lK1

I · lIK2
) .

Ýòî óðàâíåíèå ôîðìóëèðóåòñÿ ïî îòíîøåíèþ ê ïåð-
âîé ïðîèçâîäíîé îò êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè ïî-
ëÿ âíåøíåé ñèììåòðèè ΓKK1

K2
. Èñòî÷íèêîì ïîëÿ

êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè ÿâëÿåòñÿ òåíçîð ýíåðãèè-
èìïóëüñà TK1

K2
.

1.2. Âòîðîå óðàâíåíèå ïîëÿ âíåøíåé ñèììåòðèè

Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì VI.2. Ãëàâû 3.2. âòîðîå
óðàâíåíèå ïîëÿ âíåøíåé ñèììåòðèè èìååò âèä (ôîð-
ìóëà (101) Ðàçäåëà VI.2. Ãëàâû 3.2.)

∂

∂xK
RKK2K1

K3
−RKK2K1

K4
· ΓK4

K3K =

=
1

C3

(
mK2K1

K3 + C2 · ΓK2K1
K3

)
.

Ýòî óðàâíåíèå ôîðìóëèðóåòñÿ ïî îòíîøåíèþ êî
âòîðîé ïðîèçâîäíîé îò êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè ïî-
ëÿ âíåøíåé ñèììåòðèè ΓKK1

K2
èëè ïåðâîé ïðîèçâîä-

íîé îò îáúåêòà (òåíçîðà) êðèâèçíû RKK2K1
K3
. Èñ-

òî÷íèêîì ïîëÿ îáúåêòà (òåíçîðà) êðèâèçíû ÿâëÿåòñÿ
ìîìåíò mK2K1

K3
.

2. Óðàâíåíèÿ ïîëÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè

2.1. Ïåðâîå óðàâíåíèå ïîëÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè

Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì V.1. Ãëàâû 3.2. ïåð-
âîå óðàâíåíèå ïîëÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè èìååò âèä
(ôîðìóëà (70) Ðàçäåëà V.1. Ãëàâû 3.2.)

∂

∂xK
AKK1

K2
−AKK1

K3
·AK3

K2K =

=
1

K2
(QK1

K2
+K1 · LK1

I · LIK2
) .

Îíî ôîðìóëèðóåòñÿ ïî îòíîøåíèþ ê ïåðâîé ïðî-
èçâîäíîé îò ïîòåíöèàëà ïîëÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè
AKK1

K2 . Èñòî÷íèêîì ïîëÿ ïîòåíöèàëà ÿâëÿåòñÿ òåí-
çîð çàðÿäà QK1

K2 .
Çàïèñàííîå óðàâíåíèå ñîîòâåòñòâóåò ãðóïïå è àë-

ãåáðå âíóòðåííåé ñèììåòðèè ñàìîãî îáùåãî âèäà. Åãî
ìîæíî ïåðåïèñàòü, åñëè ðå÷ü èäåò î ïîäãðóïïå è ïî-
äàëãåáðå. Ïðè ýòîì íóæíî ïåðåéòè îò ïîòåíöèàëîâ îá-
ùåãî âèäà ê ïîòåíöèàëàì ÷àñòíîãî ïîëÿ è îò òåíçîðà
çàðÿäà ê çàðÿäó ÷àñòíîãî âèäà. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðâîå
óðàâíåíèå ïîëÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè çàïèñûâàåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì (ôîðìóëà (77) Ðàçäåëà V.1. Ãëà-
âû 3.2.):

∂

∂xK
AKα − rC

β
γα ·AKβ ·AγK =

1

K2
(Qα +K1 · Lα) .

2.2. Âòîðîå óðàâíåíèå ïîëÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè

Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðàçäåëîì V.2. Ãëàâû 3.2. âòî-
ðîå óðàâíåíèå ïîëÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè èìååò âèä
(ôîðìóëà (81) Ðàçäåëà V.2. Ãëàâû 3.2.)

∂

∂xK
FKK2K1

K3
− FKK2K1

K4
·AK4

K3K =

=
1

K3

(
IK2K1

K3
+K2 ·AK2K1

K3

)
.

Ýòî óðàâíåíèå ôîðìóëèðóåòñÿ ïî îòíîøåíèþ ê âòî-
ðîé ïðîèçâîäíîé îò ïîòåíöèàëà ïîëÿ âíóòðåííåé ñèì-
ìåòðèè AKK1

K2 èëè ïåðâîé ïðîèçâîäíîé îò îáúåê-
òà (òåíçîðà) ïîëÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè FKK2K1

K3 .
Èñòî÷íèêîì ïîëÿ îáúåêòà FKK2K1

K3 ÿâëÿåòñÿ òîê
IK2K1

K3 .
Çàïèñàííîå óðàâíåíèå ñîîòâåòñòâóåò ãðóïïå è àë-

ãåáðå âíóòðåííåé ñèììåòðèè ñàìîãî îáùåãî âèäà. Åãî
ìîæíî ïåðåïèñàòü, åñëè ðå÷ü èäåò î ïîäãðóïïå è ïî-
äàëãåáðå. Ïðè ýòîì íóæíî ïåðåéòè îò ïîòåíöèàëîâ îá-
ùåãî âèäà ê ïîòåíöèàëàì ÷àñòíîãî ïîëÿ, îò îáúåêòà
ïîëÿ îáùåãî âèäà ê îáúåêòó ïîëÿ ÷àñòíîãî ïîëÿ è îò
òîêà îáùåãî âèäà ê òîêó ÷àñòíîãî âèäà. Â ýòîì ñëó÷àå
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âòîðîå óðàâíåíèå ïîëÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè çàïè-
ñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì (ôîðìóëà (84) Ðàçäåëà
V.2. Ãëàâû 3.2.):

∂
∂xK F

KK2
α − rC

β
γα · FKK2

β ·AγK =
1
K3

(IK2
α +K2 ·AK2

α) .

3. Ñèëüíàÿ ãðàâèòàöèÿ è ñëàáûé
ýëåêòðîìàãíåòèçì

Íà îñíîâàíèè âûøåñêàçàííîãî èñõîäèì èç ïðåäïî-
ëîæåíèÿ î òîì, ÷òî ïîëÿ, êàê ãðàâèòàöèîííîå, òàê
è ýëåêòðîìàãíèòíîå, îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè äâóõ
òèïîâ. Óðàâíåíèÿ ïåðâîãî òèïà ôîðìóëèðóþòñÿ ïî
îòíîøåíèþ ê ïåðâîé ïðîèçâîäíîé îò êîýôôèöèåíòîâ
ñâÿçíîñòè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ Γikl èëè ïîòåíöèàëîâ
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ Ai. Óðàâíåíèÿ âòîðîãî òèïà
ôîðìóëèðóþòñÿ ïî îòíîøåíèþ ê âòîðîé ïðîèçâîäíîé
îò óêàçàííûõ âåëè÷èí èëè ïî îòíîøåíèþ ê ïåðâîé
ïðîèçâîäíîé îò òåíçîðà êðèâèçíû èëè òåíçîðà ýëåê-
òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïðè ýòîì ïåðâîìó òèïó óðàâíå-
íèé ñîîòâåòñòâóåò ñëàáàÿ ãðàâèòàöèÿ è ñëàáûé ýëåê-
òðîìàãíåòèçì, à âòîðîìó òèïó óðàâíåíèé ñîîòâåòñòâó-
åò ñèëüíàÿ ãðàâèòàöèÿ è ñèëüíûé ýëåêòðîìàãíåòèçì.
Ïîëüçóÿñü ýòîé òåðìèíîëîãèåé, îòìåòèì, ÷òî ñîâðå-
ìåííîé ôèçèêå ñèëüíàÿ ãðàâèòàöèÿ è ñëàáûé ýëåêòðî-
ìàãíèòèçì íåèçâåñòíû, îíà îïåðèðóåò òîëüêî ñî ñëà-
áîé ãðàâèòàöèåé è ñèëüíûì ýëåêòðîìàãíåòèçìîì. Îò-
ñþäà è âîçíèêàåò ñòîëü ðàçèòåëüíîå ðàçëè÷èå ìåæäó
èçâåñòíûìè ñèëàìè ãðàâèòàöèîííîãî è ýëåêòðè÷åñêî-
ãî âçàèìîäåéñòâèé. Ïðè÷èíà òîãî, ÷òî ñèëüíàÿ ãðà-
âèòàöèÿ íàì íåèçâåñòíà, âèäèìî, ñîñòîèò â òîì, ÷òî
â ñâîåé ïðàêòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè ìû íå ñòàëêèâà-
åìñÿ ñ ïðèðîäíûì èñòî÷íèêîì ñèëüíîé ãðàâèòàöèè â
êîíöåíòðèðîâàííîì âèäå. Ïðè÷èíà òîãî, ÷òî ñëàáûé
ýëåêòðîìàãíåòèçì íàì íåèçâåñòåí, ñîñòîèò, âèäèìî, â
òîì, ÷òî ìû íå èìååì ñðåäñòâ äëÿ îáíàðóæåíèÿ ñòîëü
ìàëûõ ñèë íà ôîíå ñèëüíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî âçà-
èìîäåéñòâèÿ.

4. Èñõîäíûå ïðåäñòàâëåíèÿ î ãðàâèòàöèè è
ýëåêòðîìàãíåòèçìå

Èçâåñòíîå íàì ãðàâèòàöèîííîå âçàèìîäåéñòâèå (â
íàøåé òåðìèíîëîãèè ñëàáîå ãðàâèòàöèîííîå âçàèìî-
äåéñòâèå) îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì1

µ c
d

dt

(
dxi

ds

)
+ µ cΓikl

dxk

ds

dxl

dt
= 0 . (1)

Êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè Γikl, çàâèñÿùèå îò èñòî÷-
íèêîâ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ, ñ êîòîðûìè âçàèìîäåé-
ñòâóåò ïëîòíîñòü ìàññû µ, îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì

1 óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ.

Ýéíøòåéíà

Rik −
1

2
Rgik = χTik . (2)

Çäåñü

χ =
2G

c4
,

ãäå

G = 80 · 10−11Í · ì2

êã2
− ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ ,

c � ñêîðîñòü ñâåòà.
Åñëè ãðàâèòàöèîííîå ïîëå âûçâàíî ðàñïðåäåëåííîé

ïëîòíîñòüþ ìàññû, òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà èìååò
âèä

T ik = µ1c
dxi

ds

dxk

dt
, (3)

ãäå µ1 ïëîòíîñòü ìàññû, ñ êîòîðîé âçàèìîäåéñòâóåò
ïëîòíîñòü ìàññû µ.
Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (1) ñëåäóåò èç âàðèàöèîííîãî

ïðèíöèïà

δS = −δ
∫ (

µ c
dxi
ds

dxi

dt

) √
−g
c

dΩ = 0 (4)

ïðè âàðüèðîâàíèè êîîðäèíàò ïëîòíîñòè ìàññû.
Óðàâíåíèå ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ (2) ñëåäóåò èç âà-

ðèàöèîííîãî ïðèíöèïà

δ(Sg + Smg) (5)

ïðè âàðüèðîâàíèè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà. Çäåñü Sg �
äåéñòâèå ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ. Äëÿ íåãî

δSg = − 1

2χ

∫ (
Rik −

1

2
Rgik

)
δgik

√
−g
c

dΩ . (6)

Smg � äåéñòâèå, îòâåòñòâåííîå çà âçàèìîäåéñòâèå
ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ è ìàòåðèè. Äëÿ íåãî

δSmg =
1

2

∫
Tikδg

ik

√
−g
c

dΩ . (7)

Èçâåñòíîå íàì ýëåêòðîìàãíèòíîå âçàèìîäåéñòâèå (â
íàøåé òåðìèíîëîãèè ñèëüíîå ýëåêòðîìàãíèòíîå âçàè-
ìîäåéñòâèå) îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ

µ c
d

dt

(
dxi

ds

)
− 1

c
F ikj

k = 0 . (8)

Òåíçîð ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ F ik, çàâèñÿùèé îò
èñòî÷íèêîâ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, ñ êîòîðûìè âçà-
èìîäåéñòâóåò ïëîòíîñòü òîêà jk, îïðåäåëÿåòñÿ óðàâ-
íåíèåì Ìàêñâåëëà

F li,l =
1

ε0c
ji1 . (9)
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Çäåñü ε0 = 8, 85 · 10−12 À · ñåê
Â · ì

� äèýëåêòðè÷åñêàÿ

ïîñòîÿííàÿ, ji1 � ïëîòíîñòü òîêà, ñ êîòîðîé âçàèìî-
äåéñòâóåò ïëîòíîñòü òîêà ji.
Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (8) ñëåäóåò èç âàðèàöèîííîãî

ïðèíöèïà

δS = −δ
∫ (

µ c
dxi
ds

dxi

dt
+

1

c
Ai j

i

)
1

c
dΩ = 0 (10)

ïðè âàðüèðîâàíèè êîîðäèíàò ïëîòíîñòè ìàññû è çà-
ðÿäà.
Óðàâíåíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (9) ñëåäóåò èç

âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà

δS = −δ
∫ (

1

c
Ai j

i
1 + ε0

Fik F
ik

4

)
1

c
dΩ = 0 (11)

ïðè âàðüèðîâàíèè ïîòåíöèàëîâ ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ.
Èç âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà ñëåäóåò âûðàæåíèå

äëÿ òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïî-
ëÿ

Tik = ε0

(
−Fil Fkl + gik

Flm F
lm

4

)
. (12)

Â íàñòîÿùåé Ãëàâå îñòàíîâèìñÿ íà ñèëüíîé ãðàâè-
òàöèè è ñëàáîì ýëåêòðîìàãíåòèçìå. Äëÿ íàøåãî èñ-
ñëåäîâàíèÿ êëþ÷åâîé ÿâëÿåòñÿ àíàëîãèÿ ìåæäó ýëåê-
òðîìàãíèòíûì è ãðàâèòàöèîííûì âçàèìîäåéñòâèÿìè,
êîòîðóþ ìû ñôîðìóëèðóåì, èñõîäÿ èç ãðóïï ýëåêòðî-
ìàãíèòíîãî è ãðàâèòàöèîííîãî âçàèìîäåéñòâèé.

II. ÃÐÓÏÏÀ ÃÐÀÂÈÒÀÖÈÈ È
ÝËÅÊÒÐÈ×ÅÑÊÀß ÃÐÓÏÏÀ

Ñîãëàñíî ñóùåñòâóþùèì ïðåäñòàâëåíèÿì êàæäî-
ìó òèïó âçàèìîäåéñòâèé ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåííàÿ
ãðóïïà � ãðóïïà âçàèìîäåéñòâèÿ. Çäåñü ìû áóäåì
ãîâîðèòü î äâóõ òèïàõ âçàèìîäåéñòâèé � ãðàâèòàöè-
îííîì è ýëåêòðîìàãíèòíîì � è ñîîòâåòñòâåííî î äâóõ
ãðóïïàõ � ãðàâèòàöèîííîé è ýëåêòðè÷åñêîé.

1. Ãðóïïà ãðàâèòàöèè

Ñ íàøåé òî÷êè çðåíèÿ ãðóïïû âçàèìîäåéñòâèé ÿâ-
ëÿþòñÿ ïîäãðóïïàìè îáùåé ãðóïïû ëèíåéíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé, ïðèìåíÿåìûõ ê îáîáùåííîìó ïðîñòðàí-
ñòâó äåéñòâèÿ è îáîáùåííîìó ïðîñòðàíñòâó-âðåìåíè.
Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî íàøå ïðåäñòàâëåíèå î ãðóï-
ïàõ âíåøíåé è âíóòðåííåé ñèììåòðèé ñîñòîèò â òîì,
÷òî íåîáõîäèìî ðàçëè÷àòü ëåâóþ ãðóïïó ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé, êîãäà ïîñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå
(2) óìíîæåíî íà èñõîäíîå (1) ñëåâà

ll = l2 ◦ l1 ,

è ïðàâóþ ãðóïïó ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, êîãäà ïî-
ñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå (2) óìíîæåíî íà èñõîäíîå
(1) ñïðàâà

rl = l1 ◦ l2 .

Ïðè ýòîì âíåøíèå ñèììåòðèè ñîñòàâëÿþò ëåâóþ
ãðóïïó ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è, íàïðîòèâ, âíóò-
ðåííèå ñèììåòðèè ñîñòàâëÿþò ïðàâóþ ãðóïïó ëèíåé-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Òàêîé âûâîä ñëåäóåò èç ðåçóëü-
òàòîâ Ðàçäåëà V.3. Ãëàâû 1.5.
Ñîãëàñíî Ýéíøòåéíó ãðàâèòàöèÿ èçìåíÿåò äëèíó

ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî âåêòîðà. Îòñþäà ãðóïïà,
èçìåíÿþùàÿ äëèíó âåêòîðà, òî åñòü ãðóïïà ãðàâèòà-
öèè, íå ìîæåò áûòü îðòîãîíàëüíîé. Òàêèì îáðàçîì,
ãðóïïà ãðàâèòàöèè � ýòî ëåâàÿ ãðóïïà íåîðòîãîíàëü-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé H. Îáîçíà÷èì ìàòðèöó íåîðòî-
ãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

hik ,

ãäå èíäåêñû i, k ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 1, 2, 3, 4.

2. Ýëåêòðè÷åñêàÿ ãðóïïà

Èç Ðàçäåëà VI.2. Ãëàâû 1.5. ñëåäóåò, ÷òî ýëåêòðè÷å-
ñêîé ãðóïïîé ñëåäóåò ñ÷èòàòü ïðàâóþ ãðóïïó ïîâîðî-
òîâ â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè. Ìàòðèöà
ïðåîáðàçîâàíèé ýëåêòðè÷åñêîé ãðóïïû èìååò âèä

uik ,

ãäå èíäåêñû i, k ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 1, 2, 3, 4. Â ÷àñò-
íîì ñëó÷àå ýëåêòðè÷åñêàÿ ãðóïïà � ýòî ãðóïïà ïðàâûõ
ïîâîðîòîâ â ïëîñêîñòè 12. Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà ïðå-
îáðàçîâàíèÿ èìååò âèä 2

u12 .

Ó÷àñòèå ýëåêòðè÷åñêîé ãðóïïû uik è ãðàâèòàöèîí-
íîé ãðóïïû hik "íà ðàâíûõ" â ãðóïïå ëèíåéíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé, ñ íàøåé òî÷êè çðåíèÿ, åñòü ôîðìà, â êî-
òîðóþ âîïëîùàåòñÿ ìûñëü î åäèíñòâå ýëåêòðîìàãíå-
òèçìà è ãðàâèòàöèèè.

2 Íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, òîëüêî ïðèâëåêàÿ ïðàâîå óìíîæå-
íèå, ìîæíî âûâåñòè ìàòðèöó

i · δKL ,

îòâåòñòâåííóþ çà ýëåêòðîìàãíèòíîå âçàèìîäåéñòâèå â òåîðèè
Äèðàêà. Çäåñü i � ìíèìàÿ åäèíèöà, èíäåêñû K, L íóìåðóþò
êîìïîíåíòû âåêòîðà â àëãåáðå Êëèôôîðäà. Èìåííî ýòà ìàò-
ðèöà ïðåäñòàâëÿåò áàçèñíûé âåêòîð

e12 .
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III. ÃÐÀÂÈÒÀÖÈß È ÑËÀÁÛÉ
ÝËÅÊÒÐÎÌÀÃÍÅÒÈÇÌ

1. Ãåîìåòðèÿ ãðàâèòàöèè è ñëàáîãî
ýëåêòðîìàãíåòèçìà

1.1. Êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè

Çàïèøåì

Γikl = {ikl}+ [ikl] ,

ãäå

{ikl} = Γ<ik>l + Γ<li>k − Γ<kl>i ,

Γ<ik>l =
1

2
(Γikl + Γkil) ,

è

[ikl] = Γi[kl] + Γk[li] − Γl[ik] ,

Γi[kl] =
1

2
(Γikl − Γilk) .

Äåéñòâèòåëüíî,

{ikl}+ [ikl] =
1

2
(Γikl + Γkil + Γlik + Γilk − Γkli − Γlki) +

+
1

2
(Γikl − Γilk + Γkli − Γkil − Γlik + Γlki) = Γikl .

Äàëåå áóäåì ïîëàãàòü

Γ<ik>l =
1

2
gik,l .

Â ðåçóëüòàòå êîýôôèöèåíòû

{ikl} =
1

2
(gik,l + gli,k − gkl,i)

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ. Çàìå-
òèì, ÷òî

{ikl} = {ilk} .

Êðîìå òîãî, áóäåì ïîëàãàòü

Γi[kl] =
1

2
Di ukl .

ÇäåñüD � äèôôåðåíöèàë â èñêðèâëåííîì ïðîñòðàí-
ñòâå (ñì. Ãëàâó 2.2.).
Â ðåçóëüòàòå êîýôôèöèåíòû

[ikl] =
1

2
(Di ukl +Dk uli −Dl uik)

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèìâîëû Ðè÷÷è. Çàìåòèì, ÷òî

[ikl] = −[kil] .

Íàëîæèì îãðàíè÷åíèå íà ñèìâîëû Ðè÷÷è, ïîëàãàÿ,
÷òî èìååò ìåñòî óñëîâèå

Dkuik = 0 .

Ýòî óñëîâèå çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:[
k
ik

]
= 0 . (13)

Ñäåëàåì ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ. Áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ êàê êîýôôèöèåíòû
ñâÿçíîñòè ãåîìåòðèè ãðàâèòàöèè. Èëè ïðîùå � ãðà-
âèòàöèîííûå êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè. Äëÿ ýòèõ
êîýôôèöèåíòîâ ââåäåì îáîçíà÷åíèå

Γikl(h) ≡ {ikl} .

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèìâîëû Ðè÷÷è ñ óñëîâèåì
(13) êàê êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè ãåîìåòðèè ýëåê-
òðîìàãíåòèçìà. Èëè ïðîùå � ýëåêòðè÷åñêèå êîýôôè-
öèåíòû ñâÿçíîñòè. Äëÿ ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ ââåäåì
îáîçíà÷åíèå

Γikl(u) ≡ [ikl] .

Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ïðàâûõ ïîâîðîòîâ â ïëîñêîñòè
12 ýëåêòðè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè ïðèîáðå-
òàþò âèä

Γi12(u) =
1

2
Diu12 .

1.2. Òåíçîð êðèâèçíû

Äëÿ òåíçîðà êðèâèçíû èìååì

Rmikl = Γmil,k − Γmik,l + ΓmnkΓ
n
il − ΓmnlΓ

n
ik .

Ðàçîáüåì êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè íà ñèìâîëû
Êðèñòîôôåëÿ è ñèìâîëû Ðè÷÷è

Γmil = {mil}+ [mil]

è âûäåëèì äâà êðàéíèõ ñëó÷àÿ.
1.

uik = δik , [mil] = 0 , Γmil = {mil} .

Ýòîò ñëó÷àé ìû ñâÿæåì ñ îïèñàíèåì ãðàâèòàöèè.
Ñîîòâåòñòâóþùèé åìó òåíçîð êðèâèçíû íàçîâåì ãðà-
âèòàöèîííûì

Rmikl(h) = {mil},k − {mik},l + {mnk} { nil} − {mnl} { nik} .

2.

hik = δik , {mil} = 0 , Γmil = [mil] .

Ýòîò ñëó÷àé ìû ñâÿæåì ñ îïèñàíèåì ñëàáîãî ýëåê-
òðîìàãíåòèçìà. Ñîîòâåòñòâóþùèé åìó òåíçîð êðèâèç-
íû íàçîâåì ýëåêòðè÷åñêèì

Rmikl(u) = [mil],k − [mik],l + [mnk] [
n
il]− [mnl] [

n
ik] .
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1.3. Òåíçîð Ðè÷÷è

Ñâåðòêà òåíçîðîâ êðèâèçíû ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì
âûðàæåíèÿì äëÿ òåíçîðà Ðè÷÷è äëÿ ñëó÷àåâ
ãðàâèòàöèè:

Ril(h) =
{
k
il

}
,k
−
{
k
ik

}
,l
+
{
k
nk

}
{ nil} −

{
k
nl

}
{ nik}

è ñëàáîãî ýëåêòðîìàãíåòèçìà:

Ril(u) =
[
k
il

]
,k
−
[
k
ik

]
,l
+
[
k
nk

]
[ nil]−

[
k
nl

]
[ nik] .

Ñ ó÷åòîì ïðèíÿòîãî íàìè óñëîâèÿ (13) èìååì

Ril(u) =
[
k
il

]
,k
−
[
k
nl

]
[ nik] .

1.4. Ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà

Äëÿ ãðàâèòàöèè:

R(h) = gilRil(h) = gil(
{
k
il

}
,k
−
{
k
ik

}
,l
+

+
{
k
nk

}
{ nil} −

{
k
nl

}
{ nik}) .

Âàðèàöèÿ ñêàëÿðíîé êðèâèçíû

δR(h) = δgilRil(h) .

Äëÿ ñëàáîãî ýëåêòðîìàãíåòèçìà:

R(u) = uilRil(u) = uil(
[
k
il

]
,k
−
[
k
nl

]
[ nik]) .

Âàðèàöèÿ ñêàëÿðíîé êðèâèçíû

δR(u) = δuilRil(u) = δuil
[
k
il

]
,k
. (14)

2. Àíàëîãèÿ ìåæäó ãðàâèòàöèåé è ñëàáûì
ýëåêòðîìàãíåòèçìîì

Âàðèàöèîííîìó ïðèíöèïó äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïî-
ëÿ (5)

δ(Sg + Smg) = 0

ïîñòàâèì â àíàëîãè÷íîå ñîîòâåòñòâèå âàðèàöèîííûé
ïðèíöèï äëÿ ñëàáîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

δ(Swe + Smwe) = 0 ,

ãäå Swe � äåéñòâèå ñëàáîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ,
ïîñòàâëåííîå â ñîîòâåòñòâèå äåéñòâèþ ãðàâèòàöèîí-
íîãî ïîëÿ Sg, à Smwe � äåéñòâèå, îòâåòñòâåííîå çà âçà-
èìîäåéñòâèå ñëàáîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ è ìàòå-
ðèè, ïîñòàâëåííîå â ñîîòâåòñòâèå äåéñòâèþ Smg.
Ñíà÷àëà èñïîëüçóåì äåêëàðèðóåìîå ñîîòâåòñòâèå

äëÿ îïðåäåëåíèÿ äåéñòâèÿ Swe. Èñõîäíîé äëÿ íàñ ÿâ-
ëÿåòñÿ âàðèàöèÿ äåéñòâèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ δSg.
Ñîãëàñíî âûðàæåíèÿ (6) èìååì

δSg = − 1

2χ

∫ (
Rik −

1

2
Rgik

)
δgik

√
−g
c

dΩ . (15)

Äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ïåðåïèøåì
ýòî âûðàæåíèå èíà÷å:

δSg = − 1

2χ

∫
Rik(h) 2 δh

ik

√
−g
c

dΩ+R(h)δ
√
−g 1

c
dΩ .

(16)
Çäåñü ïåðåïèñàíî âòîðîå ñëàãàåìîå è ó÷òåíî, ÷òî3

δgik = 2 δhik .

Âîñïîëüçîâàâøèñü àíàëîãèåé

δhik ∼ δuik , Rik(h) ∼ Rik(u) ,

ïîëó÷èì âàðèàöèþ äåéñòâèÿ äëÿ ñëàáîãî ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî ïîëÿ4

δSwe = − 1

χ

∫
Rik(u)δu

ik 1

c
dΩ . (17)

Òåïåðü èñïîëüçóåì äåêëàðèðóåìîå ñîîòâåòñòâèå äëÿ
îïðåäåëåíèÿ äåéñòâèÿ Smwe. Èñõîäíîé ÿâëÿåòñÿ âà-
ðèàöèÿ äåéñòâèÿ, îòâåòñòâåííîãî çà âçàèìîäåéñòâèå
ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ è ìàòåðèè δSmg. Ñîãëàñíî âû-
ðàæåíèÿ (7) èìååì

δSmg =
1

2

∫
Tikδg

ik

√
−g
c

dΩ .

Òàêæå äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ïåðå-
ïèøåì ýòî âûðàæåíèå èíà÷å:

δSmg =

∫
Tik δh

ik

√
−g
c

dΩ .

Âîñïîëüçîâàâøèñü àíàëîãèåé

δhik ∼ δuik ,

ïîëó÷èì âàðèàöèþ äåéñòâèÿ, îòâåòñòâåííîãî çà âçàè-
ìîäåéñòâèå ñëàáîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ è ìàòå-
ðèè

δSmwe =

∫
Qik δu

ik 1

c
dΩ . (18)

Çäåñü òåíçîð Qik � ýòî ýëåêòðîìàãíèòíûé àíàëîã
òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà Tik

Qik ∼ Tik .

Îí òàêæå èìååò ðàçìåðíîñòü

[Qik] =
Äæ

ì3
,

íî àíòèñèììåòðè÷åí ïðè ïåðåñòàíîâêå èíäåêñîâ:

Qik = −Qki .

3 Ýòî ñîîòíîøåíèå îáîáùàåò ñîîòíîøåíèå (57) Ðàçäåëà VI. Ãëà-
âû 1.5.

4 Ïðè ýòîì ó÷òåíî, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå â (16) íå èìååò àíàëî-
ãè÷íîãî ñëàãàåìîãî â δSwe, òàê êàê äëÿ ãåîìåòðèè ýëåêòðî-
ìàãíèòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ −g = 1 è δ

√
−g = 0.
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3. Óðàâíåíèÿ ñëàáîãî ýëåêòðìàãíèòíîãî ïîëÿ

Óðàâíåíèÿ ñëàáîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ñëåäó-
þò èç âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà

δ(Swe + Smwe) = 0 .

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âûðàæåíèÿ (17) è (18), ïîëó÷èì
óðàâíåíèÿ ñëàáîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â ñëåäó-
þùåì âèäå:

R[ik](u) = χQik .

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (14), ýòî óðàâíåíèå ìîæíî çà-
ïèñàòü èíà÷å: [

l
ik

]
,l
= χQik .

Ïðåäñòàâëåííîå óðàâíåíèå ñîîòâåòñòâóåò ãðóïïå
ïðàâûõ ïîâîðîòîâ â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè. Êëàññè÷å-
ñêîìó ïðåäñòàâëåíèþ îá ýëåêòðîìàãíèòíîì âçàèìî-
äåéñòâèè ñîîòâåòñòâóåò ïîäãðóïïà ïðàâûõ ïîâîðîòîâ
â ïëîñêîñòè 12. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ óðàâíåíèÿ ñëàáîãî
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ çàïèñûâàþòñÿ òàê:[

i
12

]
,i
= χQ12 . (19)

Ïîñòóëèðóåì ñëåäóþùåå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýëåê-
òðîìàãíèòíûìè êîýôôèöèåíòàìè ñâÿçíîñòè

[
i
12

]
è

ïîòåíöèàëàìè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ Ai:[
i
12

]
=
k

r
·Ai , (20)

ãäå r � ïîñòîÿííàÿ, èìåþùàÿ ðàçìåðíîñòü äëèíû, à
êîýôôèöèåíò

k =
√
χ · ε0 . (21)

Êðîìå òîãî, ïîñòóëèðóåì ñëåäóþùåå ñîîòâåòñòâèå
ìåæäó êîìïîíåíòîé òåíçîðà Q12 è ïëîòíîñòüþ ýëåê-
òðè÷åñêîãî çàðÿäà ρ:

Q12 =
1

k
· ρ . (22)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (20) è (22) â óðàâíåíèå (19),
ïîëó÷èì óðàâíåíèå ñëàáîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â
ñëåäóþùåì âèäå:

Ai,i = χ · r
k2

· ρ . (23)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ äëÿ k èç ñîîòíîøå-
íèÿ (21), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì óðàâíåíèå ñëàáîãî
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

Ai,i =
r

ε0
· ρ . (24)

Äëÿ ñâîáîäíîãî ñëàáîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ
óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ ê êàëèáðîâêå Ëîðåíöà

Ai,i = 0 .

4. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ â ñëàáîì
ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ â ñëàáîì ýëåêòðîìàãíèòíîì
ïîëå ñëåäóþò èç âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà

δ(Sm + Smwe) = 0 .

Çäåñü Sm � äåéñòâèå ðàñïðåäåëåííîé ïëîòíîñòè ìàñ-
ñû

Sm = −
∫ (

µc
dxi
ds

dxi

dt

)
1

c
dΩ , (25)

à Sme � äåéñòâèå, îòâåòñòâåííîå çà âçàèìîäåéñòâèå ìà-
òåðèè ñî ñëàáûì ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì. Èç ïðåäû-
äóùåãî ðàçäåëà ñëåäóåò

Smwe =

∫
Q12 u

12 1

c
dΩ .

Îòñþäà âàðèàöèîííûé ïðèíöèï çàïèñûâàåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì

−δ
∫ (

µc
dxi
ds

dxi

dt
−Q12 u

12

)
1

c
dΩ = 0

ïðè âàðüèðîâàíèè êîîðäèíàò ïëîòíîñòè ìàññû5. Â
íàñòîÿùåé Ãëàâå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ â ñëàáîì ýëåê-
òðîìàãíèòíîì ïîëå âûâåäåì, ïîëüçóÿñü àíàëîãèåé
ìåæäó ãðàâèòàöèîííûì è ýëåêòðîìàãíèòíûì âçàèìî-
äåéñòâèåì. Äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
ïëîòíîñòè ìàññû â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå (1) ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì

µc
d

dt

(
dxi

ds

)
+ Γikl(h)T

kl = 0 , (26)

Çäåñü T kl � òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà, âçàèìîäåé-
ñòâóþùèé ñ ãðàâèòàöèîííûì ïîëåì. Ïîëüçóÿñü àíà-
ëîãèåé

Γikl(h) ∼ Γikl(u), T kl ∼ Qkl ,

çàïèøåì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ çàðÿæåííîé ïëîòíîñòè
ìàññû â ñëàáîì ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå

µc
d

dt

(
dxi

ds

)
+ Γikl(u)Q

kl = 0

èëè

µc
d

dt

(
dxi

ds

)
+
[
i
kl

]
Qkl = 0 .

5 Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âûâîäà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âàðèàöèîííûé
ïðèíöèï äîëæåí áûòü îáîáùåí íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ëè-
íåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.
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Êëàññè÷åñêîìó ïðåäñòàâëåíèþ îá ýëåêòðîìàãíå-
òèçìå ñîîòâåòñòâóåò ïîäãðóïïà ïðàâûõ ïîâîðîòîâ â
ïëîñêîñòè 12. Ïîýòîìó óðàâíåíèå äâèæåíèÿ â ñëàáîì
ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

µc
dui
dt

+Q12
[
i
12

]
= 0 .

Ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèÿ (20) è (22), ïîëó÷èì îêîí÷à-
òåëüíî

µc
dui

dt
+
ρ

r
·Ai = 0 . (27)

5. Ïîëíîå äåéñòâèå äëÿ ìàòåðèè è
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

S = −
∫ (

µc
dxi
ds

dxi

dt

)
1

c
dΩ+

∫
Qik u

ik 1

c
dΩ−

− 1

χ

∫
Rik(u)u

ik 1

c
dΩ−

−
∫ (

1

c
Ai j

i + ε0
Fik F

ik

4

)
1

c
dΩ .

6. Ïîëíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

Ai,i =
r

ε0
· ρ , (28)

F li,l =
1

ε0c
ji . (29)

7. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû â
ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå

µc
d

dt

(
dxi

ds

)
+
ρ

r
·Ai − 1

c
F ikj

k = 0 . (30)

IV. ÝËÅÊÒÐÎÌÀÃÍÅÒÈÇÌ È ÑÈËÜÍÀß
ÃÐÀÂÈÒÀÖÈß

1. Ãåîìåòðèÿ ýëåêòðîìàãíåòèçìà è ñèëüíîé
ãðàâèòàöèè

1.1. Êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (15) Ãëàâû 2.2. êîýôôè-
öèåíòû ñâÿçíîñòè â îáùåì ñëó÷àå ìîãóò áûòü çàïèñà-

íû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Γkk1k2 = l̃ki
Dlik1
∂xk2

. (31)

Çäåñü lik1 � ìàòðèöà ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

Dyi = lik1 · dx
k1 ,

à l̃ki � ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ê ìàòðèöå lik1 , òî åñòü äëÿ
íåå èìååò ìåñòî

l̃ki · lik1 = δkk1 .

Âáëèçè åäèíèöû ãðóïïû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé,
òî åñòü ïðè

l̃ki = δki ,

êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè ïðèíèìàþò âèä

Γik1k2 =
Dlik1
∂xk2

.

Èìåÿ â âèäó, ÷òî ìàòðèöà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

lik = hin · unk ,

ãäå hin � ìàòðèöà ãðàâèòàöèîííîé ãðóïïû, à u
n
k � ìàò-

ðèöà ýëåêòðè÷åñêîé ãðóïïû, äàëåå áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü äâà êðàéíèõ ñëó÷àÿ.
1.

unk = δnk , Γink(u) = 0 , Γink(h) =
Dhin
∂xk

.

Ýòîò ñëó÷àé ñâÿæåì ñ îïèñàíèåì ñèëüíîé ãðàâèòà-
öèè.
2.

hnk = δnk , Γink(h) = 0 , Γink(u) =
Duin
∂xk

.

Ýòîò ñëó÷àé ñâÿæåì ñ îïèñàíèåì ýëåêòðîìàãíåòèçìà.
Êëàññè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå îá ýëåêòðîìàãíèòíîì

âçàèìîäåéñòâèè ñîîòâåòñòâóåò ïîäãðóïïå ïðàâûõ ïî-
âîðîòîâ â ïëîñêîñòè 12. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ýëåêòðè÷å-
ñêèå êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè ïðèîáðåòàþò âèä

Γ1
2k =

Du12
∂xk

.

Ïîäîáíî âûðàæåíèþ (20) ïîñòóëèðóåì ñëåäóþùåå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýëåêòðè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòà-
ìè ñâÿçíîñòè è ïîòåíöèàëàìè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïî-
ëÿ:

Γ1
2k =

k

r
·Ak . (32)
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1.2. Òåíçîð êðèâèçíû

Äëÿ òåíçîðà êðèâèçíû èìååì

Rlmik = Γlmk,i − Γlmi,k + Γlni · Γnmk − Γlnk · Γnmi .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçáèåíèåì êîýôôèöèåíòîâ ñâÿç-
íîñòè, ðàññìîòðåííîì â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, âûäå-
ëèì äâà êðàéíèõ ñëó÷àÿ.

1.

unk = δnk , Γink(u) = 0 , Γink(h) =
Dhin
∂xk

.

Ýòîò ñëó÷àé ñâÿæåì ñ îïèñàíèåì ñèëüíîé ãðàâèòà-
öèè. Ñîîòâåòñòâóþùèé åìó òåíçîð êðèâèçíû íàçîâåì
ãðàâèòàöèîííûì:

Rlmik(h) =
(
Γlmk(h)

)
,i
−
(
Γlmi(h)

)
,k
+

+Γlni(h) · Γnmk(h)− Γlnk(h) · Γnmi(h) . (33)

2.

hnk = δnk , Γink(h) = 0 , Γink(u) =
Duin
∂xk

.

Ýòîò ñëó÷àé ñâÿæåì ñ îïèñàíèåì ýëåêòðîìàãíåòèç-
ìà. Ñîîòâåòñòâóþùèé åìó òåíçîð êðèâèçíû íàçîâåì
ýëåêòðè÷åñêèì:

Rlmik(u) =
(
Γlmk(u)

)
,i
−
(
Γlmi(u)

)
,k
+

+Γlni(u) · Γnmk(u)− Γlnk(u) · Γnmi(u) .

Êëàññè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå îá ýëåêòðîìàãíèòíîì
âçàèìîäåéñòâèè ñîîòâåòñòâóåò ïîäãðóïïå ïðàâûõ ïî-
âîðîòîâ â ïëîñêîñòè 12. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ýëåêòðè÷å-
ñêèé òåíçîð êðèâèçíû ïðèîáðåòàåò âèä

R1
2ik(u) =

(
Γ1

2k(u)
)
,i
−
(
Γ1

2i(u)
)
,k
+

+Γ1
ni(u) · Γn2k(u)− Γ1

nk(u) · Γn2i(u)

èëè

R1
2ik(u) =

∂Γ1
2k(u)

∂xi
− ∂Γ1

2i(u)

∂xk
.

Îòñþäà, âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòâåòñòâèåì ìåæäó
ýëåêòðè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè ñâÿçíîñòè è ïîòåí-
öèàëàìè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (32), ïîëó÷èì ñîîò-
âåòñòâèå ìåæäó ýëåêòðè÷åñêèì òåíçîðîì êðèâèçíû è
òåíçîðîì ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

R1
2ik(u) =

k

r
· ∂Ak
∂xi

− k

r
· ∂Ai
∂xk

=
k

r
· Fik . (34)

Çäåñü Fik � òåíçîð ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

2. Àíàëîãèÿ ìåæäó ýëåêòðîìàãíåòèçìîì è
ñèëüíîé ãðàâèòàöèåé

Âàðèàöèîííîìó ïðèíöèïó äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ

δ(Se + Sme) = 0

ïîñòàâèì â àíàëîãè÷íîå ñîîòâåòñòâèå âàðèàöèîííûé
ïðèíöèï äëÿ ñèëüíîãî ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ

δ(Ssg + Smsg) = 0 ,

ãäå Ssg � äåéñòâèå ñèëüíîãî ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ, ïî-
ñòàâëåííîå â ñîîòâåòñòâèå äåéñòâèþ ýëåêòðîìàãíèò-
íîãî ïîëÿ Se, à Smsg � äåéñòâèå, îòâåòñòâåííîå çà âçà-
èìîäåéñòâèå ñèëüíîãî ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ è ìàòå-
ðèè, ïîñòàâëåííîå â ñîîòâåòñòâèå äåéñòâèþ Sme.
Ñíà÷àëà èñïîëüçóåì äåêëàðèðóåìîå ñîîòâåòñòâèå

äëÿ îïðåäåëåíèÿ äåéñòâèÿ Ssg. Èñõîäíîé ÿâëÿåòñÿ
âàðèàöèÿ äåéñòâèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ δSe. Ñî-
ãëàñíî âûðàæåíèþ (11) èìååì

Se = −
∫
ε0
Fik F

ik

4

1

c
dΩ . (35)

Âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì

Fik =
r

k
·R1

2ik(u) ,

âûòåêàþùèì èç âûðàæåíèÿ (34), è ïåðåïèøåì äåé-
ñòâèå (35) ïî îòíîøåíèþ ê ýëåêòðè÷åñêîìó òåíçîðó
êðèâèçíû:

Se = −
∫
ε0
r2

k2
R1

2ik R1
2ik

4

1

c
dΩ . (36)

Çäåñü ó÷òåì âûðàæåíèå (21) äëÿ k. Ïîëó÷èì

Se = −r
2

χ

∫
R1

2ik R1
2ik

4

1

c
dΩ . (37)

Âîñïîëüçóåìñÿ àíàëîãèåé ìåæäó ýëåêòðè÷åñêèìè è
ãðàâèòàöèîííûìè âåëè÷èíàìè è, â ÷àñòíîñòè,

R1
2ik(u) ∼ Rlmik(h) .

Ïîëó÷èì äåéñòâèå äëÿ ñèëüíîãî ãðàâèòàöèîííîãî
ïîëÿ

Ssg = −r
2

χ

∫
Rlmik(h)Rl

mik(h)

4

√
−g
c

dΩ . (38)

Òåïåðü èñïîëüçóåì äåêëàðèðóåìîå ñîîòâåòñòâèå äëÿ
îïðåäåëåíèÿ äåéñòâèÿ Smsg. Èñõîäíûì ÿâëÿåòñÿ äåé-
ñòâèå, îòâåòñòâåííîå çà âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî ïîëÿ è ìàòåðèè Sme. Ñîãëàñíî âûðàæåíèþ
(11) èìååì

Sme = −
∫

1

c
Aij

i

√
−g
c

dΩ . (39)
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Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì

Ai =
r

k
· Γ1

2i(u) , (40)

âûòåêàþùèì èç âûðàæåíèÿ (32), è àíàëîãèåé ìåæäó
ýëåêòðè÷åñêèìè è ãðàâèòàöèîííûìè âåëè÷èíàìè è, â
÷àñòíîñòè,

Γ1
2i(u) ∼ Γlmi(h) .

Â ðåçóëüòàòå äåéñòâèþ Sme ïîñòàâèì à ñîîòâåòñòâèå
äåéñòâèå

Smsg = −
∫

Γlmi(h) ·Ml
mi(h)

√
−g
c

dΩ . (41)

Çäåñü Ml
mi(h) � ïëîòíîñòü òåíçîðà ìîìåíòà. Îíà

èìååò ðàçìåðíîñòü

[Ml
mi(h)] =

Äæ

ì2
.

Èíà÷å ãîâîðÿ, ïîñòóëèðóåì ñëåäóþùåå àíàëîãè÷íîå
ñîîòâåòñòâèå:

1

c

r

k
· Γ1

2i(u) j
i ∼ Γlmi(h) ·Ml

mi(h)

èëè

ji ∼ c · k
r

Ml
mi(h) .

3. Óðàâíåíèÿ ñèëüíîãî ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ

Íà îñíîâàíèè àíàëîãèè ìåæäó ýëåêòðîìàãíåòèçìîì
è ñèëüíîé ãðàâèòàöèåé, ðàññìîòðåííîé â ïðåäûäóùåì
ðàçäåëå, äåéñòâèå, ïîçâîëÿþùåå íàéòè óðàâíåíèÿ ïî-
ëÿ ñèëüíîé ãðàâèòàöèè, èìååò âèä

S = Smsg + Ssg =

−
∫ [

Γlmi(h)Ml
mi(h) +

r2

χ

Rlmik(h)Rl
mik(h)

4

] √
−g
c

dΩ .

Óðàâíåíèÿ ïîëÿ ñèëüíîé ãðàâèòàöèè ñëåäóþò èç âà-
ðèàöèîííîãî ïðèíöèïà

δS = 0

ïðè âàðüèðîâàíèè êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè. Òàêèì
îáðàçîì,

δS = −
∫ [

δΓlmi(h) ·Ml
mi(h) +

+
r2

χ

δRlmik(h)Rl
mik(h)

2

] √
−g
c

dΩ .

Ïðè âàðüèðîâàíèè âòîðîãî ñëàãàåìîãî â âûðàæåíèè
äëÿ äåéñòâèÿ ó÷òåíî, ÷òî

Rlmik(h) δRl
mik(h) = δRlmik(h)Rl

mik(h) .

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ òåíçîðà êðèâèçíû (33),
âû÷èñëèì âàðèàöèþ òåíçîðà êðèâèçíû

δRlmik =
∂δΓlmk
∂xi

− ∂δΓlmi
∂xk

+

+δΓlni · Γnmk + Γlni · δΓnmk −
−δΓlnk · Γnmi − Γlnk · δΓnmi .

Èñïîëüçóÿ ýòó âàðèàöèþ, çàïèøåì âûðàæåíèå
δRlmik(h)Rl

mik(h) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

δRlmik Rl
mik =

=

(
∂(δΓlmk)

∂xi
+ δΓlni · Γnmk + Γlni · δΓnmk

)
Rl

mik −

−
(
∂(δΓlmi)

∂xk
+ δΓlnk · Γnmi + Γlnk · δΓnmi

)
Rl

mik .

Â ïåðâîì ñëàãàåìîì â ïðàâîé ÷àñòè ïîìåíÿåì ìå-
ñòàìè èíäåêñû i è k, è ó÷òåì, ÷òî

Rl
mki = −Rlmik .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

δRlmik Rl
mik =

= −2

(
∂(δΓlmi)

∂xk
+ δΓlnk · Γnmi + Γlnk · δΓnmi

)
Rl

mik .

Èñïîëüçóÿ ýòî âûðàæåíèå, ïåðåïèøåì âàðèàöèþ
äåéñòâèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

δS = −
∫ [

δΓlmi(h) ·Ml
mi(h)− r2

χ

(
∂(δΓlmi)

∂xk
+

+ δΓlnk · Γnmi + Γlnk · δΓnmi

)
Rl

mik

] √
−g
c

dΩ .

Ïðåîáðàçóåì âòîðîå ñëàãàåìîå ïîäèíòåãðàëüíîãî
âûðàæåíèÿ â äâà ýòàïà.
1. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ÷àñòü ýòîãî ñëà-

ãàåìîãî:

∂(δΓlmi)

∂xk
Rl

mik√−g .

Èñïîëüçóÿ äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì, çàïèøåì
åå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂(δΓlmiRl
mik√−g)

∂xk
− ∂(Rl

mik√−g)
∂xk

δΓlmi .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé Ãàóññà èíòåãðèðîâàíèå
ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â ýòîì âûðàæåíèè ñâîäèòñÿ ê èí-
òåãðèðîâàíèþ ïî ãèïåðïîâåðõíîñòè, îãðàíè÷èâàþùåé
4-îáúåì Ω. Êàê îáû÷íî, ïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà ãåîìåò-
ðè÷åñêîé ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè ïîëå îòñóòñòâóåò, à
âðåìåííûõ ãðàíèöàõ ïîëå íå ìåíÿåòñÿ, òî åñòü âàðè-
àöèÿ êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè ðàâíà íóëþ. Ïîýòîìó
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âêëàä ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â âàðèàöèþ äåéñòâèÿ îòñóò-
ñòâóåò è ïîýòîìó äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî
âòîðîå ñëàãàåìîå â ýòîì âûðàæåíèè

−∂(Rl
mik√−g)
∂xk

δΓlmi .

Â íåì âûïîëíèì íåîáõîäèìîå äèôôåðåíöèðîâàíèå

−∂Rl
mik

∂xk
√
−gδΓlmi −

1√
−g

∂
√
−g

∂xk
Rl

mik√−gδΓlmi

è ó÷òåì, ÷òî

1√
−g

∂
√
−g

∂xk
= Γnkn .

Â ðåçóëüòàòå ðàññìàòðèâàåìàÿ ÷àñòü âòîðîãî ñëàãà-
åìîå ïîäèíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ ïðèîáðåòàåò âèä

−(Rl
mik

,k + ΓknkRl
min) δΓlmi

√
−g . (42)

2. Òåïåðü ðàññìîòðèì äðóãóþ ÷àñòü ýòîãî ñëàãàåìî-
ãî

(δΓlnk · ΓnmiRlmik + Γlnk · δΓnmiRlmik)
√
−g .

Ïîñëå ïåðåîáîçíà÷åíèÿ èíäåêñîâ ïîëó÷èì

−(−ΓnlkRn
mik + ΓmnkRl

nik) δΓlmi
√
−g . (43)

Îáúåäèíÿÿ îáå ÷àñòè (42) è (43) ñëàãàåìîãî, ïîëó-
÷èì6

−(Rl
mik

,k − ΓnlkRn
mik + ΓmnkRl

nik +

+ΓinkRl
mnk + ΓknkRl

min) δΓlmi
√
−g

èëè

−Rlmik;k δΓlmi
√
−g .

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ýòîãî âûðàæåíèÿ â âàðèàöèþ
äåéñòâèÿ, ïîëó÷èì âàðèàöèîííûé ïðèíöèï â ñëåäó-
þùåì âèäå:

δS = −
∫ (

Ml
mi +

r2

χ
Rl

mik
;k

)
δΓlmi

√
−g
c

dΩ = 0 .

Îòñþäà ñëåäóåò óðàâíåíèå ñèëüíîãî ãðàâèòàöèîí-
íîãî ïîëÿ

Rl
mik

;k = − χ

r2
·Ml

mi . (44)

6 Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî

Γi
nkRl

mnk = 0 ,

òàê êàê êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè ñèììåòðè÷íû ïî èíäåêñàì
n è k, à òåíçîð êðèâèçíû àíòèñèììåòðè÷åí ïî ýòèì èíäåêñàì.

4. Çàìå÷àíèå îòíîñèòåëüíî ïîñòîÿííîé r

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèÿ ñëàáîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ è ñèëüíîãî ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ

Ai,i =
r

ε0
· ρ ,

Rl
mik

;k = − χ

r2
·Ml

mi .

Èç íèõ âèäíî, ÷òî ÷åì ìåíüøå ïîñòîÿííàÿ r, òåì
ñëàáåå ñëàáûé ýëåêòðîìàãíåòèçì è òåì ñèëüíåå ñèëü-
íàÿ ãðàâèòàöèÿ.

5. Òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ãðàâèòàöèîííîãî
ïîëÿ

Àíàëîãèÿ ìåæäó ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì è ïî-
ëåì ñèëüíîé ãðàâèòàöèè ïîçâîëÿåò çàïèñàòü âûðàæå-
íèå äëÿ òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà ãðàâèòàöèîííîãî
ïîëÿ, àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèþ äëÿ òåíçîðà ýíåðãèè-
èìïóëüñà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (12). Íàïîìíèì,
÷òî äëÿ äåéñòâèÿ ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû, çàïèñàííîãî â
âèäå

S =

∫
Λ

√
−g
c

dΩ ,

òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà â ÷àñòíîì ñëó÷àå çàïèñûâà-
åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Tik = 2
∂Λ

∂gik
+

2√
−g

∂
√
−g

∂gik
Λ .

Åñëè ó÷åñòü, ÷òî

∂
√
−g

∂gik
= −

√
−g
2

gik ,

òî èìååì7

Tik = 2
∂Λ

∂gik
− gikΛ .

Äëÿ ïîëÿ ñèëüíîé ãðàâèòàöèè èìååì

Λ = −r
2

χ

Rlmik Rpstr g
lp gms git gkr

4
.

Îòñþäà ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ òåíçîðà ýíåðãèè-
èìïóëüñà ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ8

Tik =
r2

χ

(
−2RilmnRk

lmn + gik
RlmnpRl

mnp

4

)
. (45)

7 Â îáùåì ñëó÷àå òåíçîð ýíåðãèè èìïóëüñà çàïèñûâàåòñÿ òàê:

Tik = 2
∂Λ

∂gik
+

2
√
−g

∂
√
−g

∂gik
Λ−

∂

∂xl

√
−g

∂Λ

∂ ∂gik

∂xl

 .

Îäíàêî ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå äëÿ ïîëÿ ñèëüíîé ãðàâèòàöèè
ðàâíî íóëþ.

8 Ïðè âûâîäå ó÷òåíî, ÷òî Riklm = Rlmik.
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6. Ïîëíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ãðàâèòàöèîííîãî
ïîëÿ

Ñîáåðåì âìåñòå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå êàê ñëà-
áóþ òàê è ñèëüíóþ ãðàâèòàöèþ:

Rik −
1

2
Rgik = χTik , (46)

Rl
mik

;k = − χ

r2
·Ml

mi . (47)

7. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû â
ãðàâèòàöèîííîì ïîëå

Àíàëîãèÿ ìåæäó ñèëüíûì ãðàâèòàöèîííûì ïîëåì è
ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì ïîçâîëÿåò, îòòàëêèâàÿñü îò
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàðÿæåííîé ïëîòíîñòè ìàññû â
ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå (8), îáîáùèòü óðàâíåíèå äâè-
æåíèÿ ïëîòíîñòè ìàññû â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå (1). Â
ðåçóëüòàòå èìååì

µc
d

dt

(
dxi

ds

)
+ µcΓikl

dxk

ds

dxl

dt
−Rlm

i
kMl

mk = 0 . (48)

V. ÂÛÂÎÄÛ ÏÎ ÃËÀÂÅ

� Ïðèðàâíèâàíèå íóëþ âàðèàöèè äåéñòâèÿ ïðè
âàðüèðîâàíèè êèíåìàòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ äàåò
óðàâíåíèÿ ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî ôóíäàìåíòàëü-
íûì îáúåêòîì.

� Ïðèðàâíèâàíèå íóëþ âàðèàöèè äåéñòâèÿ ïðè âà-
ðüèðîâàíèè ëåâûõ êèíåìàòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ
l äàåò óðàâíåíèÿ ïîëÿ âíåøíåé ñèììåòðèè, ñî-
çäàâàåìîãî ôóíäàìåíòàëüíûì îáúåêòîì. Èñòî÷-
íèêàìè ýòîãî ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ âíåøíèå äèíàìè-
÷åñêèå ïàðàìåòðû ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà �
èìïóëüñ è ìîìåíò.

� Ïðèðàâíèâàíèå íóëþ âàðèàöèè äåéñòâèÿ ïðè
âàðüèðîâàíèè ïðàâûõ êèíåìàòè÷åñêèõ ïåðåìåí-
íûõ L äàåò óðàâíåíèÿ ïîëÿ âíóòðåííåé ñèì-
ìåòðèè, ñîçäàâàåìîãî ôóíäàìåíòàëüíûì îáúåê-
òîì. Èñòî÷íèêàìè ýòîãî ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ âíóòðåí-
íèå äèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû ôóíäàìåíòàëüíî-
ãî îáúåêòà � çàðÿä è òîê.



Ãëàâà 5.8 Ýëåêòðî-ãðàâèòàöèîííîå ïîëå

I. ÍÀÂÎÄßÙÈÅ ÑÎÎÁÐÀÆÅÍÈß

1. Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå

Â òåîðèè çëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ èìååò ìåñòî ñî-
îòíîøåíèå

µ0 · ε0 =
1

c2
. (1)

Çäåñü ε0 � äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü âàêóóìà
� êîýôôèöèåíò, âõîäÿùèé â óðàâíåíèå ýëåêòðè÷åñêî-
ãî ïîëÿ

∇ ·E =
1

ε0
· ρ ,

ãäå ∇ � îïåðàòîð íàáëà, E � íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè-
÷åñêîãî ïîëÿ, ρ � ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà.
µ0 � ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü âàêóóìà � êîýôôè-

öèåíò, âõîäÿùèé â óðàâíåíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ

∇×B = µ0 · j ,

ãäå B � ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ, j � ïëîòíîñòü ýëåêòðè-
÷åñêîãî òîêà.
c � ñêîðîñòü ñâåòà. Òî, ÷òî c � ñêîðîñòü, õîòÿ è

íåîáû÷íàÿ, çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì1:

c ∼ dxa

dt
.

Ñîîòíîøåíèþ (1) â òåîðèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ
ñîîòâåòñòâóåò âîëíîâîé îïåðàòîð � îïåðàòîð Äàëàì-
áåðà

− ∂2

∂xa∂xa
+ µ0 · ε0

∂2

∂t2
. (2)

Ñîîòíîøåíèÿ (1) è (2) ÿâëÿþòñÿ ñâèäåòåëüñòâîì òî-
ãî, ÷òî ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿ ñîñòàâëÿþò
åäèíûé îáúåêò � ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå.

2. Ýëåêòðî-ãðàâèòàöèîííîå ïîëå

Íà îñíîâàíèè ôîðìóë (55) è (101) Ãëàâû 5.6. ìîæíî
çàïèñàòü ñîîòíîøåíèå

2χ · ε0 =
1

Φ2
. (3)

1 Íàïîìíèì, ÷òî èíäåêñû a, b, c ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 1, 2, 3 è
íóìåðóþò êîîðäèíàòû è âåêòîðû ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà.

Ýòî ñîîòíîøåíèå ïî ñâîåé ñòðóêòóðå ïîõîæå íà ñî-
îòíîøåíèå (1). Îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî χ ýòî ýéí-
øòåéíîâñêàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ � êîýôôè-
öèåíò, âõîäÿùèé â óðàâíåíèå ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ
Ýéíøòåéíà2

Rik −
1

2
Rgik = χTik . (4)

Φ � ýòî ôèçè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ, èìåþùàÿ ðàçìåð-
íîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà (ñì. Ãëàâà 5.5. Ðàç-
äåë VII.). Òî, ÷òî Φ � ïîòåíöèàë, õîòÿ è íåîáû÷íûé,
çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì3:

Φ ∼ δθ

dxi
≡ δθ21

dxi
.

Ðàññóæäàÿ ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì Ðàçäåëîì,
ñîîòíîøåíèþ (3) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå âîëíîâîé
îïåðàòîð

− ∂2

∂xi∂xi
+

1

2χ · ε0
∂2

∂θ2
.

Èëè èíà÷å

− ∂2

∂xa∂xa
+ µ0 · ε0

∂2

∂t2
+

1

2χ · ε0
∂2

∂θ2
. (5)

Ñîîòíîøåíèÿ (3) è (5) ÿâëÿþòñÿ ñâèäåòåëüñòâîì òî-
ãî, ÷òî ýëåêòðè÷åñêîå, ìàãíèòíîå è ãðàâèòàöèîííîå
ïîëÿ ñîñòàâëÿþò åäèíûé îáúåêò � ýëåêòðî-ãðàâèòàöè-
îííîå ïîëå.

Èñïîëüçóÿ óêàçàííûå íàâîäÿùèå ñîîáðàæåíèÿ, ðàñ-
ñìîòðèì âûâîä óðàâíåíèé ýëåêòðî-ãðàâèòàöèîííîãî
ïîëÿ. Ïðåäâàðèòåëüíî ðàññìîòðèì òðè ôîðìû çàïè-
ñè óðàâíåíèé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ � âåêòîðíóþ,
ïîòåíöèàëüíóþ è òåíçîðíóþ.

2 Íàïîìíèì, ÷òî

χ =
2G

c4
,

ãäå ïîñòîÿííàÿ G âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ãðàâèòàöèîííóþ ïîñòî-
ÿííóþ γ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

G = 4πγ , γ = 6, 67 · 10−11Í · ì2

êã2
.

Îòñþäà

G = 80 · 10−11Í · ì2

êã2
.

3 Íàïîìíèì, ÷òî èíäåêñû i, k, l ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 1, 2, 3,
4 è íóìåðóþò êîîðäèíàòû è âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè
ÑÒÎ.
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II. ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÝËÅÊÒÐÎÌÀÃÍÈÒÍÎÃÎ
ÏÎËß Â ÂÅÊÒÎÐÍÎÉ ÔÎÐÌÅ

1. Àëãåáðà ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà â
òåîðèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

Îáîçíà÷èì áàçèñíûå âåêòîðû ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà ea, à ÷åðåç e0 îáîçíà÷èì ÷èñëîâóþ åäèíèöó.
Òîãäà óìíîæåíèå óêàçàííûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùåé òàáëèöåé:

óìíîæåíèå ÷èñåë

e0 · e0 = e0 èëè e0 · e0 = e0 · C0
00, C

0
00 = 1 ,

óìíîæåíèå ÷èñëà íà âåêòîð

e0 · ea = ea èëè e0 · ea = eb · Cb0a, Cb0a = δba ,

óìíîæåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî

ea · e0 = ea èëè ea · e0 = eb · Cba0, Cba0 = δba ,

ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå âåêòîðîâ

ea · eb = gab èëè ea · eb = e0 · C0
ab, C

0
ab = gab = δab ,

âåêòîðíîå óìíîæåíèå âåêòîðîâ

ea × eb = ec · gcd · εdab èëè ea × eb = ec · Ccab,
Ccab = gcd · εdab ,

ãäå êîíòðàâàðèàíòíûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð gcd îïðå-
äåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

gcd · gdb = δcb ,

à εdab � ýòî àíòèñèììåòðè÷íûé åäèíè÷íûé ÷èñëîâîé
òåíçîð òðåòüåãî ðàíãà. Äëÿ íåãî

ε123 = ε231 = ε312 = −ε132 = −ε213 = −ε321 = 1 .

Òàáëèöó óìíîæåíèÿ ìîæíî óíèôèöèðîâàòü, åñëè
1) ââåñòè îáîáùåííûé áàçèñíûé âåêòîð eA, ãäå èí-

äåêñ A ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ {0, a}, òî åñòü

eA ∼ {e0, ea} ;

2) ââåñòè óíèâåðñàëüíîå óìíîæåíèå, îáîçíà÷àåìîå
ñèìâîëîì ◦: eA ◦ eB , â ÷àñòíîñòè

ea ◦ eb = ea · eb + ea × eb = gab + ec · Ccab .

Òîãäà âûøåóêàçàííóþ òàáëèöó óìíîæåíèÿ ìîæíî
ñâåñòè ê ïðîèçâåäåíèþ

eA ◦ eB = eC · CCAB .

2. Óðàâíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â
âåêòîðíîé ôîðìå

Ïî îòíîøåíèþ ê âåêòîðó íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè-
÷åñêîãî ïîëÿ E è âåêòîðó ìàãíèòíîé èíäóêöèè B

óðàâíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ çàïèñûâàþòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì

∇ ·E =
1

ε0
· ρ , (6)

∇ ·B = 0 , (7)

∇×E = −∂B
∂t

, (8)

∇×B = µ0 · j+ µ0 · ε0 ·
∂E

∂t
. (9)

Ïëîòíîñòü òîêà j è ïëîòíîñòü çàðÿäà ρ ñâÿçàíû
ìåæäó ñîáîé çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà

∇ · j+ ∂ρ

∂t
= 0 . (10)

Îòìåòèì ðàçìåðíîñòè âåëè÷èí, âõîäÿùèõ â óðàâíå-
íèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

[E] =
Â

ì
, [ε0] =

Êë

Â · ì
, [ρ] =

Êë

ì3
, [∇] =

1

ì
,

[B] =
Â · ñåê
ì2

, [µ0] =
Â · ñåê
À · ì

, [ j ] =
À

ì2
.

2.1. Ýëåêòðè÷åñêèé òîê

Ïðåäñòàâëåíèå î òîêå êàê î äâèæóùåìñÿ çàðÿäå íà-
õîäèò âûðàæåíèå â ôîðìóëå

j = ρ · v ≡ ρ · dx
dt
. (11)

Ïëîòíîñòü çàðÿäà ρ ðàñïðåäåëåíà â ãåîìåòðè÷å-
ñêîì ïðîñòðàíñòâå è çàâèñèò îò âðåìåíè, òî åñòü

ρ = ρ(x, t) .

Ïîýòîìó çàêîí ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà (10) ñ ó÷åòîì âû-
ðàæåíèÿ (11) ïðèîáðåòàåò âèä

dρ(x(t), t)

dt
= 0 .

2.2. Óðàâíåíèå ñâîáîäíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ

Óðàâíåíèÿ ñâîáîäíîãî (â îòñóòñòâèè çàðÿäîâ è òî-
êîâ) ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ èìåþò âèä

∇ ·E = 0 , (12)

∇ ·B = 0 , (13)

∇×E = −∂B
∂t

, (14)

∇×B = µ0 · ε0 ·
∂E

∂t
. (15)

Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå îïåðàòîðà íà-
áëà è óðàâíåíèÿ (14)

∇× (∇×E) = −∂∇×B

∂t
. (16)
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Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ, èñïîëü-
çóÿ òîæäåñòâî

A× (B×C) = B · (A ·C)− (A ·B) ·C .

Ïîëó÷èì

∇× (∇×E) = ∇ · (∇ ·E)−∇2E .

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèå (16) è ó÷è-
òûâàÿ óðàâíåíèÿ (12) è (15), ïîëó÷èì óðàâíåíèå ñâî-
áîäíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ(

−∇2 + µ0 · ε0 ·
∂2

∂t2

)
E = 0 .

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå � ýòî âîëíîâîå óðàâíåíèå ïî
îòíîøåíèþ ê âåêòîðó íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîëÿ, à îïåðàòîð

−∇2 + µ0 · ε0 ·
∂2

∂t2
(17)

� ýòî âåêòîðíàÿ çàïèñü âîëíîâîãî îïåðàòîðà (2).

2.3. Óðàâíåíèå ñâîáîäíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ

Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå îïåðàòîðà íà-
áëà è óðàâíåíèÿ (15)

∇× (∇×B) = µ0 · ε0 ·
∂∇×E

∂t
. (18)

Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ, èñïîëü-
çóÿ òîæäåñòâî, ïðèâåäåííîå â ïðåäûäóùåì Ðàçäåëå, è
è ó÷èòûâàÿ óðàâíåíèÿ (13) è (14), ïîëó÷èì óðàâíåíèå
ñâîáîäíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ(

−∇2 + µ0 · ε0 ·
∂2

∂t2

)
B = 0 .

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå � ýòî âîëíîâîå óðàâíåíèå ïî
îòíîøåíèþ ê âåêòîðó ìàãíèòíîé èíäóêöèè.

3. Êîîðäèíàòíàÿ ôîðìà óðàâíåíèé
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â
êîîðäèíàòíîé ôîðìå. Äëÿ ýòîãî ó÷òåì, ÷òî

E = ea · Ea , B = ea ·Ba , j = ea · ja , ∇ = ea ·
∂

∂xa
,

ãäå

∂

∂xa
= gab · ∂

∂xb
.

Òîãäà âìåñòî óðàâíåíèé (6) ÷ (9) èìååì

∂Ea

∂xa
=

1

ε0
· ρ , (19)

∂Ba

∂xa
= 0 , (20)

Cabc
∂Ec

∂xb
= −∂B

a

∂t
, (21)

Cabc
∂Bc

∂xb
= µ0 · ja + µ0 · ε0 ·

∂Ea

∂t
. (22)

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà (10) çàïèñûâàåòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

∂ja

∂xa
+
∂ρ

∂t
= 0 , (23)

à âîëíîâîé îïåðàòîð (17) â êîîðäèíàòíîé çàïèñè ïðè-
îáðåòàåò âèä ñîîòíîøåíèÿ (2).

III. ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÝËÅÊÒÐÎÌÀÃÍÈÒÍÎÃÎ
ÏÎËß Â ÏÎÒÅÍÖÈÀËÜÍÎÉ ÔÎÐÌÅ

Äîñòîèíñòâî óðàâíåíèé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ
â ïîòåíöèàëüíîé ôîðìå ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå âîëíîâàÿ ïðèðîäà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ
èñòî÷íèêàìè ïðåäñòàâëÿåòñÿ î÷åâèäíî. Íåäîñòàòêîì
ïîòåíöèàëüíîé ôîðìû óðàâíåíèé ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ ñëåäóåò ñ÷èòàòü òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå óðàâíåíèå (7) è çàêîí ýëåêòðîìàãíèòíîé èí-
äóêöèè (8) íå ðàññìàòðèâàþòñÿ, òàê êàê îíè âûïîë-
íÿþòñÿ òîæäåñòâåííî.

1. Ýëåêòðè÷åñêèé è ìàãíèòíûé ïîòåíöèàëû

Ââåäåì ñêàëÿðíóþ âåëè÷èíó, êîòîðàÿ îáîçíà÷àåòñÿ
φ è íàçûâàåòñÿ ýëåêòðè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì, è âåê-
òîðíóþ âåëè÷èíó, êîòîðàÿ îáîçíà÷àåòñÿ A è íàçûâà-
åòñÿ ìàãíèòíûì ïîòåíöèàëîì. Ïîòåíöèàëû ñâÿçûâà-
þòñÿ ñ âåêòîðîì íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ
è âåêòîðîì ìàãíèòíîé èíäóêöèè ñëåäóþùèìè ñîîòíî-
øåíèÿìè:

E = −∇φ− ∂A

∂t
, (24)

B = ∇×A . (25)

Â êîîðäèíàòíîé ôîðìå ñîîòíîøåíèÿ (24) è (25) ïðè-
íèìàþò âèä

Ea = − ∂φ

∂xa
− ∂Aa

∂t
, (26)

Ba = Cabc
∂Ac

∂xb
. (27)

Îòñþäà ñëåäóþò ðàçìåðíîñòè ïîòåíöèàëîâ

[φ] = Â , [A] =
Â · ñåê
ì

.
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Åñëè â (27) ó÷åñòü, ÷òî

Cabc = gaa · εabc ,

òî äëÿ êîîðäèíàò âåêòîðà ìàãíèòíîé èíäóêöèè èìååì

B1 =
∂A3

∂x2
− ∂A2

∂x3
,

B2 =
∂A1

∂x3
− ∂A3

∂x1
, (28)

B3 =
∂A2

∂x1
− ∂A1

∂x2
.

Êëþ÷åâîå çíà÷åíèå âûáîðà ñîîòíîøåíèé (24) è (25)
ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî ïîëÿ (7) è (8) âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâåííî.
Äåéñòâèòåëüíî, âåêòîðíîå óìíîæåíèå îïåðàòîðà íà-
áëà íà ñîîòíîøåíèå (24) äàåò

∇×E = −∇×∇φ− ∂∇×A

∂t
.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ (25) è òîæäåñòâî

∇×∇φ ≡ 0 ,

ïîëó÷èì óðàâíåíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (8). Êðî-
ìå òîãî, ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå îïåðàòîðà íàáëà íà ñî-
îòíîøåíèå (25) äàåò

∇ ·B = ∇ · (∇×A) .

Ó÷èòûâàÿ òîæäåñòâî

∇ · (∇×A) ≡ 0 ,

ïîëó÷èì óðàâíåíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (7).

2. Êàëèáðîâêà Ëîðåíöà

Ñîîòíîøåíèÿ (24) è (25) íå ïîçâîëÿþò îäíîçíà÷-
íî îïðåäåëèòü ïîòåíöèàëû φ è A ïî âåêòîðó íàïðÿ-
æåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è âåêòîðó ìàãíèòíîé
èíäóêöèè. Îäíîçíà÷íîñòè â óêàçàííîì îïðåäåëåíèè
ìîæíî äîñòè÷ü, åñëè íà ïîòåíöèàëû φ è A íàëî-
æèòü äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå. Èç âñåõ âîçìîæíûõ
äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé âûäåëÿåòñÿ óñëîâèå, íàçû-
âàåìîå êàëèáðîâêîé Ëîðåíöà. Îíî çàìå÷àòåëüíî òåì,
÷òî ïîçâîëÿåò î÷åâèäíî âûÿâèòü âîëíîâóþ ïðèðîäó
ïîëåé ïîòåíöèàëîâ φ è A è ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â
öåëîì. Êàëèáðîâêîé Ëîðåíöà íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå
óñëîâèå:

∇ ·A+ µ0 · ε0 ·
∂ φ

∂t
= 0 (29)

èëè â êîîðäèíàòíîé ôîðìå

∂Aa

∂xa
+

1

c2
· ∂ φ
∂t

= 0 . (30)

3. Óðàâíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â
ïîòåíöèàëüíîé ôîðìå

Òàê êàê óðàâíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â ïî-
òåíöèàëüíîé ôîðìå (7) è (8) âûïîëíÿþòñÿ òîæäå-
ñòâåííî, òî îñòàåòñÿ çàïèñàòü â ïîòåíöèàëüíîé ôîðìå
óðàâíåíÿ (6) è (9).

3.1. Ïåðâîå óðàâíåíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â
ïîòåíöèàëüíîé ôîðìå

Ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå (6) ñîîòíîøåíèå (24). Ïîëó-
÷èì

−∇2φ− ∂∇ ·A
∂t

=
1

ε0
· ρ . (31)

Èñïîëüçóÿ êàëèáðîâêó Ëîðåíöà (29), ïîëó÷èì ïåð-
âîå óðàâíåíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â ïîòåíöèàëü-
íîé ôîðìå

−∇2φ+ µ0 · ε0 ·
∂2φ

∂t2
=

1

ε0
· ρ (32)

èëè â êîîðäèíàòíîé ôîðìå(
− ∂2

∂xa∂xa
+ µ0 · ε0

∂2

∂t2

)
φ =

1

ε0
· ρ . (33)

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå � ýòî âîëíîâîå óðàâíåíèå ïî
îòíîøåíèþ ê ýëåêòðè÷åñêîìó ïîòåíöèàëó.

3.2. Âòîðîå óðàâíåíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â
ïîòåíöèàëüíîé ôîðìå

Ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå (9) ñîîòíîøåíèÿ (25) è (24).
Ïîëó÷èì

∇× (∇×A) = µ0 · j+ µ0 · ε0 ·
∂

∂t

(
−∇φ− ∂A

∂t

)
. (34)

Èëè

∇ · (∇ ·A)−∇2A =

= µ0 · j− µ0 · ε0 · ∇
∂φ

∂t
− µ0 · ε0 ·

∂2A

∂t2
.

Ó÷èòûâàÿ êàëèáðîâêó Ëîðåíöà (29), ïîëó÷èì âòî-
ðîå óðàâíåíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â ïîòåíöèàëü-
íîé ôîðìå

−∇2A+ µ0 · ε0 ·
∂2A

∂t2
= µ0 · j . (35)

Èëè â êîîðäèíàòíîé ôîðìå(
− ∂2

∂xa∂xa
+ µ0 · ε0

∂2

∂t2

)
Ab = µ0 · jb . (36)

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ýòî âîëíîâîå óðàâíåíèå ïî
îòíîøåíèþ ê ìàãíèòíîìó ïîòåíöèàëó.
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IV. ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÝËÅÊÒÐÎÌÀÃÍÈÒÍÎÃÎ
ÏÎËß Â ×ÅÒÛÐÅÕÌÅÐÍÎÌ

ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÈ

1. Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ÑÒÎ

Ñèììåòðèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ãåî-
ìåòðè÷åñêèõ êîîðäèíàò è âåëè÷èíû c t çàñòàâëÿåò
ââåñòè ÷åòûðåõìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî � ïðî-
ñòðàíñòâî-âðåìÿ ÑÒÎ X4 � êàê îáîáùåíèå ãåîìåòðè-
÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.
Âåêòîðû â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ÑÒÎ èìååþò ÷å-

òûðå êîîðäèíàòû4

xi ∼ {xa, c t} ,

òî åñòü

x4 = c t .

Â êà÷åñòâå áàçèñíûõ âåêòîðîâ ei â ïðîñòðàíñòâå-
âðåìåíè ÑÒÎ X4 ðàññìàòðèâàþòñÿ áàçèñíûå âåêòîðû
ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ea è äîïîëíèòåëüíûé
âåêòîð e4, íóìåðóþùèé âåêòîðû âäîëü ÷åòâåðòîãî íà-
ïðàâëåíèÿ,

ei ∼ {ea, e4} .

×åòûðåõìåðíûé âåêòîð x ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè
ÑÒÎ X4 ðàçëàãàåòñÿ ïî áàçèñíûì âåêòîðàì

x = ei · xi ≡ e1 · x1 + e2 · x2 + e3 · x3 + e4 · x4 .

Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ÑÒÎ X4 íàäåëÿåòñÿ ñêàëÿð-
íûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-
íèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ îïðåäåëÿåò êîâàðèàíòíûé ìåò-
ðè÷åñêèé òåíçîð

gik = ei · ek ∼ {gab, e4 · e4} .

Èç âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò óñëîâèå

e4 · e4 = −1 .

Òàêèì îáðàçîì5,

gik ∼ {δab, −1} .

Êîíòðàâàðèàíòíûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð gik îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

gik · gkl = δil .

4 Èíäåêñû i, k, l ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 1, 2, 3, 4.
5 Â îáùåïðèíÿòîé ëèòåðàòóðå ïðèíèìàåòñÿ äðóãîå, îòëè÷àþ-
ùååñÿ çíàêîì, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ

e1 · e1 = e2 · e2 = e3 · e3 = −1, e4 · e4 = 1 .

Ñ íàøåé òî÷êè çðåíèÿ òàêîå îïðåäåëåíèå ñêàëÿðíîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ìåíåå åñòåñòâåííûì è
ìåíåå ñòðîãèì.

Îí èìååò êîìïîíåíòû

gik ∼ {gab, g44} = {δab, −1} .

Ââåäåíèå ÷åòûðåõìåðíûõ âåêòîðîâ ïîçâîëÿåò óíè-
ôèöèðîâàòü çàïèñü óðàâíåíèé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïî-
ëÿ, ÷òî îñîáåííî âàæíî ïðè âûïîëíåíèèè òåîðåòè÷å-
ñêèõ ïîñòðîåíèé.

2. Ýëåêòðîìàãíèòíûé ïîòåíöèàë

Ñ ïîìîùüþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà φ è ìàã-
íèòíîãî ïîòåíöèàëà A ñôîðìèðóåì ÷åòûðåõìåðíûé
âåêòîð, êîòîðûé îáîçíà÷èì A è íàçîâåì ýëåêòðîìàã-
íèòíûì ïîòåíöèàëîì. Êîîðäèíàòû ýëåêòðîìàãíèò-
íîãî ïîòåíöèàëà îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ai ∼ {cAa, φ} ,

òî åñòü

Aa = cAa, A4 = φ . (37)

Îòñþäà ñëåäóåò ðàçìåðíîñòü ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîòåíöèàëà

[A] = Â .

Çàïèøåì êàëèáðîâêó Ëîðåíöà (30) ÷åðåç êîîðäè-
íàòû ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà. Èñïîëüçóÿ (37),
ïîëó÷èì

∂Aa

∂xa
+

1

c

∂φ

∂t
= 0

èëè

∂Ai

∂xi
= 0 . (38)

3. ×åòûðåõìåðíûé âåêòîð ïëîòíîñòè òîêà

Ñ ïîìîùüþ ïëîòíîñòè çàðÿäà ρ è ïëîòíîñòè òîêà j
ñôîðìèðóåì ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð, êîòîðûé îáîçíà-
÷èì j è íàçîâåì ÷åòûðåõìåðíîé ïëîòíîñòüþ òîêà.
Êîîðäèíàòû ÷åòûðåõìåðíîé ïëîòíîñòè òîêà ji îïðå-
äåëèì èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé. Ðàññìàòðèâàÿ ji

êàê êîîðäèíàòû ïëîòíîñòè òîêà äâèæóùåãîñÿ çàðÿäà,
îáîáùèì ñîîòíîøåíèå (11) íà ÷åòûðåõìåðíûé ñëó÷àé
è ïðèìåì

ji = ρ · dx
i

dx4
. (39)

Îòñþäà

ja =
ρ

c
· dx

a

dt
=

1

c
ja, j4 = ρ (40)
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èëè â äðóãîì âèäå

ji ∼
{
1

c
ja, ρ

}
.

Îòñþäà ñëåäóåò ðàçìåðíîñòü ÷åòûðåõìåðíîé ïëîò-
íîñòè òîêà

[j] = Êë .

Çàïèøåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà (23) ÷åðåç êî-
îðäèíàòû ÷åòûðåõìåðíîé ïëîòíîñòè òîêà. Èñïîëüçóÿ
(40), ïîëó÷èì

c
∂ja

∂xa
+ c

∂ρ

∂(c t)
= 0

èëè

∂ji

∂xi
= 0 . (41)

4. Óðàâíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

Çàïèøåì óðàâíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â ïî-
òåíöèàëüíîé ôîðìå (33) è (36) ÷åðåç ÷åòûðåõìåðíûé
ýëåêòðîìàãíèòíûé ïîòåíöèàë è ÷åòûðåõìåðíóþ ïëîò-
íîñòü òîêà. Äëÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (33) èìååì(

− ∂2

∂xa∂xa
− g44

∂2

c2∂t2

)
φ =

1

ε0
· ρ

èëè (
− ∂2

∂xa∂xa
− ∂2

∂x4∂x4

)
A4 =

1

ε0
· j4 .

Îòñþäà îêîí÷àòåëüíî

− ∂2

∂xi∂xi
A4 =

1

ε0
· j4 . (42)

Äëÿ âòîðîãî óðàâíåíèÿ (36) ñ ó÷åòîì (37) è (40)
èìååì (

− ∂2

∂xa∂xa
− g44

∂2

c2∂t2

)
Ab

c
= µ0 · c · jb

èëè (
− ∂2

∂xa∂xa
− ∂2

∂x4∂x4

)
Ab = µ0 · c2 · jb .

Îòñþäà ñ ó÷åòîì (1) îêîí÷àòåëüíî

− ∂2

∂xi∂xi
Ab =

1

ε0
· jb . (43)

Óðàâíåíèÿ (42) è (43) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå îäíîãî
óðàâíåíèÿ

− ∂2

∂xi∂xi
Ak =

1

ε0
· jk , (44)

ãäå èíäåêñ k ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 1, 2, 3, 4. Â ýòîì è
ñîñòîèò óêàçàííàÿ ðàíåå óíèôèêàöèÿ óðàâíåíèé ýëåê-
òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, äîñòèãàåìàÿ ïðè ÷åòûðåõìåðíîì
ïðåäñòàâëåíèè.

5. Òåíçîð ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

Èç ñîîòíîøåíèé (26) è (28) ñëåäóåò, ÷òî òðåõìåð-
íûå âåêòîðû íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è
ìàãíèòíîé èíäóêöèè â ÷åòûðåõìåðíîì ïðåäñòàâëåíèè
ñîñòàâëÿþò êîìïîíåíòû àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà
âòîðîãî ðàíãà. Ýòîò òåíçîð îáîçíà÷àåòñÿ F ik è íàçû-
âàåòñÿ òåíçîðîì ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïî îïðåäå-
ëåíèþ

F ik =
∂Ak

∂xi
− ∂Ai

∂xk
= gii

∂Ak

∂xi
− gkk

∂Ai

∂xk
.

Ðàçîáúåì òåíçîð ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ íà äâå
êîìïîíåíòû

F ik ∼ {F 4b, F ab}

è âû÷èñëèì êàæäóþ èç ýòèõ êîìïîíåíò.
1. F 4b

F 4b = g44
∂Ab

∂x4
− ∂A4

∂xb
= −∂A

b

c ∂t
− ∂A4

∂xb
. (45)

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (37), ïîëó÷èì

F 4b = −∂A
b

∂t
− ∂φ

∂xb
.

Ñðàâíèâàÿ ýòî ñîîòíîøåíèå ñ âûðàæåíèåì (26),
óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî6

F 4b = Eb .

2. F ab

F ab =
∂Ab

∂xa
− ∂Aa

∂xb
= c ·

(
∂Ab

∂xa
− ∂Aa

∂xb

)
. (46)

Ñðàâíèâàÿ ýòî ñîîòíîøåíèå ñ âûðàæåíèåì (28),
óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî

F 23 = c ·B1 , F 31 = c ·B2 , F 12 = c ·B3 .

6 Çàìåòèì, ÷òî

Ai = giiA
i ∼ {gbbAb, g44A

4} = {Ab, −φ} ,

ïîýòîìó

F4b =
∂Ab

∂x4
−
∂A4

∂xb
=
∂Ab

c ∂t
−
∂A4

∂xb
.

Èñïîëüçóÿ (37), ïîëó÷èì

F4b =
∂Ab

∂t
+

∂φ

∂xb
= −Eb ,

à

Fb4 = Eb .
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5.1. Óðàâíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

Ïîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ
èñïîëüçîâàíèåì òåíçîðà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ çà-
ïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂

∂xk
F ik =

1

ε0
· ji . (47)

Ðàçîáúåì ýòî óðàâíåíèå íà äâà

∂

∂xk
F ik =

1

ε0
· ji ∼

∼
{

∂

∂xk
F 4k =

1

ε0
· j4, ∂

∂xk
F bk =

1

ε0
· jb
}

è ðàññìîòðèì êàæäîå èç óðàâíåíèé â îòäåëüíîñòè.
Ïåðâîå óðàâíåíèå.

∂

∂xk
F 4k =

1

ε0
· j4

èëè

∂

∂xb
F 4b =

1

ε0
· j4 .

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âûðàæåíèå êîìïîíåíò òåíçîðà
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (45), ïîëó÷èì

g44
∂

∂x4

(
∂Ab

∂xb

)
− ∂2A4

∂xb∂xb
=

1

ε0
· j4 .

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ êàëèáðîâêîé Ëîðåíöà (38) è
ïîëó÷èì óðàâíåíèå

−g44 ∂

∂x4

(
∂A4

∂x4

)
− ∂2A4

∂xb∂xb
=

1

ε0
· j4 ,

êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðâîå óðàâíåíèå ýëåê-
òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (42).
Âòîðîå óðàâíåíèå.

∂

∂xk
F bk =

1

ε0
· jb

èëè

∂

∂xa
F ba +

∂

∂x4
F b4 =

1

ε0
· jb .

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âûðàæåíèå êîìïîíåíò òåíçîðà
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (45) (46), ïîëó÷èì

∂

∂xa

(
∂Aa

∂xb
− ∂Ab

∂xa

)
+

∂

∂x4

(
−g44 ∂A

b

∂x4
+
∂A4

∂xb

)
=

1

ε0
· jb

èëè

∂

∂xb

(
∂Aa

∂xa

)
− ∂2Ab

∂xa∂xa
− ∂2Ab

∂x4∂x4
+

∂

∂xb

(
∂A4

∂x4

)
=

1

ε0
·jb.

Ó÷èòûâàÿ êàëèáðîâêó Ëîðåíöà (38), ïîëó÷èì âòî-
ðîå óðàâíåíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (43).

Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíîå óðàâíåíèå (47) îáúåäèíÿåò
îáà óðàâíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ è ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé îáúåäèíåííîå óðàâíåíèå (44). Ê ýòîìó âûâî-
äó ìîæíî ïðèéòè íåïîñðåäñâåííî ïóòåì ïðÿìîãî âû-
÷èñëåíèÿ ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (47)

∂

∂xk

(
∂Ak

∂xi

)
− ∂

∂xk

(
∂Ai

∂xk

)
=

1

ε0
· ji

èëè

∂

∂xi

(
∂Ak

∂xk

)
− ∂2Ai

∂xk∂xk
=

1

ε0
· ji.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ êàëèáðîâêó Ëîðåíöà (38), ïîëó-
÷èì óðàâíåíèå ýëåêòîìàãíèòíîãî ïîëÿ (44).

6. Ñëàãàåìûå äåéñòâèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ
è òîêà

Äåéñòâèå äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ è òîêà çàïè-
øåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

S = S1 + S2 = −
∫ (

Ai j
i + ε0

F kiFik
4

)
dΩ

c
, (48)

ãäå dΩ = c dt dx1dx2dx3 � ýëåìåíò ÷åòûðåõìåðíîãî
îáúåìà. Ïåðâîå ñëàãàåìîå îáóñëîâëåíî âîçäåéñòâèåì
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ïëîòíîñòü òîêà, âòîðîå
ñëàãàåìîå îáóñëîâëåíî ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì â îò-
ñóòñòâèè ìàòåðèè7. Äàäèì ïîÿñíåíèÿ êàæäîìó èç ñëà-
ãàåìûõ äåéñòâèÿ.

6.1. Ñëàãàåìîå S1

Ïîëüçóÿñü ïîäõîäîì, óêàçàííûì â Ðàçäåëå V.2. Ãëà-
âû 3.2, çàïèøåì S1 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

S1 = −
∫
∂S1

δθ
· δθ
dxi

· dxi .

Çäåñü θ � ýòî ïÿòàÿ êîîðäèíàòà, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ
ïðàâîìó óãëó â ïëîñêîñòè 21. Ó÷òåì, ÷òî

δθ

dxi
= Ai

7 Â Ãëàâå 3.2. Ðàçäåë V áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñëàãàåìûì äåé-
ñòâèÿ ëîãè÷íî äàâàòü ñëåäóþùóþ èíòåðïðåòàöèþ. Ïåðâîå
ñëàãàåìîå îòðàæàåò âîçäåéñòâèå âíåøíåãî ïîëÿ íà èñòî÷íèê,
ïðåäñòàâëåííûé ïëîòíîñòüþ òîêà. Âòîðîå ñëàãàåìîå îòðàæà-
åò âîçäåéñòâèå âíåøíåãî ïîëÿ íà ïîëå, ñîçäàâàåìîå ýòèì èñ-
òî÷íèêîì. Îäíàêî çäåñü ìû áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ óêàçàí-
íîé êëàññè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ.
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� ÷åòûðåõìåðíûé ïîòåíöèàë8 è ïîëîæèì, ÷òî9

∂S1

δθ
=

1

c
· q , (49)

ãäå q � ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä, íàõîäÿùèéñÿ â ýëåêòðî-
ìàãíèòíîì ïîëå. Òîãäà èìååì

S1 = −
∫

1

c
· q ·Ai · dxi .

Ðàññìàòðèâàÿ ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä ðàñïðåäåëåí-
íûì ïî ãåîìåòðè÷åñêîìó îáúåìó V , ïåðåéäåì ê èíòå-
ãðèðîâàíèþ ïî ÷åòûðåõìåðíîìó îáúåìó Ω

S1 = −
∫

1

c
· dq
dV

·Ai ·
dxi

c dt
dΩ .

Åñëè ó÷åñòü, ÷òî

dq

dV
= ρ

� ïëîòíîñòü çàðÿäà, à

ρ · dx
i

c dt
= ρ · dx

i

dx4
= ji

� ïëîòíîñòü òîêà10, òî ïîëó÷èì

S1 = −
∫
Ai · ji ·

dΩ

c
.

Âûÿñíèì ðàçìåðíîñòü ïîäèíòåãðàëüíîãî âûðàæå-
íèÿ11

[A · j] = Â · Êë
ì3

=
Äæ

ì3
.

8 Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê ðàçìåðíîñòü [A] = Â, òî ðàçìåðíîñòü
[θ] = Â · ì.

9 Ó÷èòûâàÿ ïðè ýòîì, ÷òî ðàçìåðíîñòü[
∂S1

δθ

]
=
Äæ · ñåê
Â · ì

= Êë
ñåê

ì
.

10 Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè òîêà
îòëè÷íî îò òîãî, êîòîðîå ïðèíÿòî â Ãëàâàõ 5.5 è 5.6

ji = ρ ·
dxi

dt
,

÷òî íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ïðè ñðàâíåíèè ðåçóëüòàòîâ ýòèõ
Ãëàâ ñ ðåçóëüòàòàìè íàñòîÿùåé Ãëàâû.

11 Òàê êàê ðàçìåðíîñòü [
Ω

c

]
= ñåê · ì3 ,

òî äëÿ ðàçìåðíîñòè äåéñòâèÿ èìååì òî, ÷òî íåîáõîäèìî

[S1] = Äæ · ñåê .

6.2. Ñëàãàåìîå S2

S2 = −
∫
ε0 ·

F ki · Fik
4

· dΩ
c
.

Â âûðàæåíèè äëÿ S2 ó÷òåíî, ÷òî ïåðåõîä îò êîâàðè-
àíòíîãî òåíçîðà ê êîíòðàâàðèàíòíîìó ñîïðîâîæäàåò-
ñÿ íå òîëüêî ïîäíÿòèåì èíäåêñîâ, íî è èçìåíåíèåì ïî-
ðÿäêà ðàñïîëîæåíèÿ èíäåêñîâ. Íóæíî îòìåòèòü, ÷òî
ó÷åò ýòîãî ïðàâèëà êîððåñïîíäèðóåòñÿ ñ ïðèíÿòîé íà-
ìè ñèãíàòóðîé ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà.
Âûÿñíèì ðàçìåðíîñòü ïîäèíòåãðàëüíîãî âûðàæå-

íèÿ

[ε0 · F · F ] = Êë

Â · ì
· Â
ì

· Â
ì

=
Äæ

ì3
.

6.3. Âûâîä óðàâíåíèé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

Ðàññìîòðèì âûâîä óðàâíåíèé ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ, èñõîäÿ èç âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà. À èìåííî,
âûâåäåì óðàâíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, ïðèðàâ-
íèâàÿ íóëþ âàðèàöèþ äåéñòâèÿ ïðè âàðüèðîâàíèè
ïîòåíöèàëà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.
Èòàê, ðàññìîòðèì âàðèàöèþ äåéñòâèÿ (48)

δS = −
∫ (

δAi j
i +

1

4
ε0 δF

ki Fik +
1

4
ε0 F

ki δFik

)
dΩ

c
,

ãäå δAi � âàðèàöèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà,
δF ki è δFik � âàðèàöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ òåíçîðîâ ïðè
âàðüèðîâàíèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà.
Ó÷òåì, ÷òî

δF ki Fik = δFki F
ik = δFik F

ki .

Ïîýòîìó èìååì

δS = −
∫ (

δAi j
i +

1

2
ε0 F

ki δFik

)
dΩ

c
. (50)

Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå

F ki δFik = F ki
(
∂δAk
∂xi

− ∂δAi
∂xk

)
=

= F ki
∂δAk
∂xi

− F ki
∂δAi
∂xk

. (51)

Â ïåðâîì ñëàãàåìîì ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ âûïîë-
íèì ïåðåîáîçíà÷åíèå èíäåêñîâ. Ïîëó÷èì

F ki δFik = F ik
∂δAi
∂xk

− F ki
∂δAi
∂xk

= −2F ki
∂δAi
∂xk

.

Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â (50)

δS = −
∫ (

δAi j
i − ε0 F

ki ∂δAi
∂xk

)
dΩ

c
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è äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ïåðåïèøåì ïîñëåä-
íåå ñëàãàåìîå â ñëåäóþùåì âèäå:

δS = −
∫ (

δAi j
i + ε0

∂F ki

∂xk
δAi − ε0

∂(F ki δAi)

∂xk

)
dΩ

c
,

à çàòåì çàïèøåì âàðèàöèþ äåéñòâèÿ â âèäå ñóììû
äâóõ èíòåãðàëîâ

δS = −
∫ (

δAi j
i + ε0

∂F ki

∂xk
δAi

)
dΩ

c
+

+

∫
ε0
∂(F ki δAi)

∂xk
dΩ

c
.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé Ãàóññà ïîñëåäíèé èíòå-
ãðàë ïî 4-îáúåìó ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç èíòåãðàë ïî
3-ãèïåðïîâåðõíîñòè, îõâàòûâàþùåé ýòîò 4-îáúåì. Ïî
ïðåäïîëîæåíèþ ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå íà 3-ãèïåðïî-
âåðõíîñòè îòñóòñòâóåò, ïîýòîìó èíòåãðàë ïî 3-ãèïåð-
ïîâåðõíîñòè ðàâåí íóëþ è ïîýòîìó∫

ε0
∂(F ki δAi)

∂xk
dΩ

c
= 0 .

Òàêèì îáðàçîì,

δS = −
∫ (

ji + ε0
∂F ki

∂xk

)
δAi

dΩ

c
.

Èñïîëüçóÿ âàðèàöèîííûé ïðèíöèï

δS = 0 ,

ïîëó÷èì óðàâíåíèå

ji + ε0
∂F ki

∂xk
= 0

èëè

ji − ε0
∂F ik

∂xk
= 0 ,

êîòîðîå åñòü íå ÷òî èíîå êàê óðàâíåíèå ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî ïîëÿ (47).

V. ÝËÅÊÒÐÎ-ÃÐÀÂÈÒÀÖÈÎÍÍÎÅ ÏÎËÅ

Â ýòîì Ðàçäåëå ðàññìîòðèì îáîáùåíèå ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî ïîëÿ, âûçâàííîå óâåëè÷åíèåì ÷èñëà èçìåðå-
íèé ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè çà ñ÷åò äîáàâëåíèÿ ê ÷åòû-
ðåì êîîðäèíàòàì ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ÑÒÎ äîïîë-
íèòåëüíîé ïÿòîé êîîðäèíàòû.

1. Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ïÿòèìåðíîå îáîáùåíèå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ââåë
Êàëóöà12, ñíàáäèâ òåîðèþ óñëîâèåì öèëèíäðè÷íîñòè,

12 Ñìûñë ïÿòîé êîîðäèíàòû â òåîðèè Êàëóöû íå ðàññìàòðèâà-
åòñÿ.

ñîãëàñíî êîòîðîìó ðàññìàòðèâàåìûå â òåîðèè ôèçè-
÷åñêèå âåëè÷èíû íå çàâèñÿò îò ïÿòîé êîîðäèíàòû. Â
ðåçóëüòàòå òåîðèÿ èñêðèâëåííîãî ïÿòèìåðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà âûëèâàåòñÿ â îáùåïðèíÿòóþ, èìåâøóþ ìå-
ñòî äî òåîðèè Êàëóöû, êîìáèíàöèþ òåîðèè ãðàâèòà-
öèè Ýéíøòåéíà è òåîðèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ áåç
êàêèõ-ëèáî äîïîëíèòåëüíûõ ýôôåêòîâ. Â òîì ñëó÷àå,
åñëè â òåîðèè Êàëóöû èñêðèâëåíèå îòíîñèòñÿ òîëüêî
ê ïÿòîé êîîðäèíàòå è íå çàòðàãèâàåò ÷åòûðåõìåðíîå
ïðîñòðàíñòâî, òåîðèÿ Êàëóöû ñâîäèòñÿ ê òåîðèè ýëåê-
òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, ðàññìîòðåííîé â Ðàçäåëå IV.
Ñìûñë ïÿòîé êîîðäèíàòû óñòàíîâëåí â Ãëàâå 5.2.

Ðàçäåë VI.1. íà îñíîâàíèè àíàëèçà óðàâíåíèÿ Äèðà-
êà. Èç ýòîãî àíàëèçà ñëåäóåò, ÷òî ïÿòîé êîîðäèíàòîé
íóæíî ñ÷èòàòü ïðàâûé óãîë ïîâîðîòà â ïëîñêîñòè 21.
Çäåñü íåîáõîäèìî âñïîìíèòü, ÷òî ïîâîðîòû âõîäÿò â
ñîñòàâ êîîðäèíàò îáîáùåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè,
ðàññìîòðåííîãî â Ãëàâå 1.3. Ðàçäåë IV.1. Ïîýòîìó ââå-
äåíèå ïÿòîé êîîðäèíàòû êàê ïîâîðîòà â ïëîñêîñòè 21
ÿâëÿåòñÿ äâèæåíèåì â ñòîðîíó óêàçàííîãî îáîáùåí-
íîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.
Â Ãëàâå 5.5. ðàññìàòðèâàëàñü ïÿòèìåðíàÿ òåîðèÿ

ãðàâèòàöèè è ýëåêòðîìàãíåòèçìà ñ ó÷åòîì óêàçàííîãî
ñìûñëà ïÿòîé êîîðäèíàòû.
Äàëåå, â îòëè÷èå îò Ãëàâû 5.5,
1) áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èñêðèâëåíèå îòíîñèòñÿ òîëüêî

ê ïÿòîé êîîðäèíàòå è íå çàòðàãèâàåò ÷åòûðåõìåðíîå
ïðîñòðàíñòâî,
2) íå áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ óñëîâèÿ öèëèíäðè÷íî-

ñòè, èíà÷å ãîâîðÿ, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàññìàòðèâàå-
ìûå â òåîðèè ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû çàâèñÿò îò ïÿòîé
êîîðäèíàòû; óñëîâèå öèëèíäðè÷íîñòè áóäåì ñ÷èòàòü
óäîáíûì ïðèáëèæåíèåì.

2. Ïÿòèìåðíîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ

Ââåäåì ïÿòèìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî X5 êàê
îáîáùåíèå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ÑÒÎ.
Âåêòîðû â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè X5 èìåþò ïÿòü

êîîðäèíàò. Ê íèì îòíîñÿòñÿ êîîðäèíàòû ãåîìåòðè÷å-
ñêîãî ïðîñòðàíñòâà xa, êîîðäèíàòà âäîëü îñè âðåìåíè
x4 = c t è ïÿòàÿ êîîðäèíàòà, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ ïðà-
âîìó óãëó ïîâîðîòà â ïëîñêîñòè 2113 x0 = L0 ·φ21. Äëÿ
óêàçàííûõ êîîðäèíàò ââåäåì îáùåå îáîçíà÷åíèå14 xA.
Â ðåçóëüòàòå èìååì

xA ∼ {xa, x4, x0} .
Â êà÷åñòâå áàçèñíûõ âåêòîðîâ eA â ïðîñòðàíñòâå-

âðåìåíè X5 ðàññìàòðèâàþòñÿ áàçèñíûå âåêòîðû ãåî-
ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ea, âåêòîð e4, íóìåðóþ-
ùèé âåêòîðû âäîëü ÷åòâåðòîãî íàïðàâëåíèÿ è äîïîë-
íèòåëüíûé âåêòîð e0 ≡ e21.

eA ∼ {ea, e4, e0} .

13 Ñì. Ãëàâà 5.5. Ðàçäåë I.
14 Äàëåå èíäåêñû A,B,C ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 1, 2, 3, 4, 0.
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Ïÿòèìåðíûé âåêòîð x ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè X5

ðàçëàãàåòñÿ ïî áàçèñíûì âåêòîðàì

x = eA · xA≡ e1 · x1+ e2 · x2+ e3 · x3+ e4 · x4+ e0 · x0.

Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿX5 íàäåëÿåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðî-
èçâåäåíèåì âåêòîðîâ. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå áàçèñ-
íûõ âåêòîðîâ îïðåäåëÿåò êîâàðèàíòíûé ìåòðè÷åñêèé
òåíçîð

gAB = eA · eB ∼ {gab, e4 · e4, e0 · e0} .

Èç Ãëàâû 1.3. Ðàçäåë III. ñëåäóåò óñëîâèå

e0 · e0 ≡ e21 · e21 = −1 .

Òàêèì îáðàçîì,

gAB ∼ {δab, −1, −1} .

Êîíòðàâàðèàíòíûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð gAB îïðå-
äåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

gAB · gBC = δAC .

Îí èìååò êîìïîíåíòû

gAB ∼ {gab, g44, g00} = {δab, −1, −1} .

3. Ïÿòèìåðíûé ýëåêòðîìàãíèòíûé ïîòåíöèàë

3.1. Êîâàðèàíòíûé ïîòåíöèàë

×åòûðåõìåðíûé ýëåêòðîìàãíèòíûé ïîòåíöèàë âõî-
äèò â ñîñòàâ ïÿòèìåðíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîòåí-
öèàëà. Â áåçðàçìåðíîé ôîðìå ÷åòûðåõìåðíûé êîâà-
ðèàíòíûé ïîòåíöèàë çàïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïÿòîé
êîîðäèíàòû ñëåäóþùèì îáðàçîì15:

(Ai)áåçðàç =
δx0

∂xi
.

Ïåðåõîä ê ðàçìåðíîìó ÷åòûðåõìåðíîìó ïîòåíöèàëó
îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ

Ai = Φ · (Ai)áåçðàç = Φ · δx
0

∂xi
,

ãäå Φ � ôèçè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ,

Φ =
1√

2χ ε0
.

Ðàçìåðíîñòè [Φ] = Â è [A] = Â. Ïðè çàïèñè ÷åòû-
ðåõìåðíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà Ai óäîáíî
ïåðåéòè îò ïÿòîé êîîðäèíàòû x0 ê ïàðàìåòðó

θ = Φ · x0

15 Ñì. Ãëàâà 5.5. Ðàçäåë VII.

ñ ðàçìåðíîñòüþ [θ] = Â · ì. Òîãäà

Ai =
δθ

∂xi
.

Çàìåòèì, ÷òî ââåäåíèå ïàðàìåòðà θ ïîçâîëÿåò çàïè-
ñàòü íàáîð êîîðäèíàò â X5 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

xA ∼ {xa, c t, θ
Φ
} . (52)

Îòêàç îò óñëîâèÿ öèëèíäðè÷íîñòè ïðèâîäèò ê òîìó,
÷òî ïîìèìî ÷åòûðåõìåðíîãî ïîòåíöèàëà íåîáõîäèìî
ðàññìàòðèâàòü åùå îäíó (ïÿòóþ) êîìïîíåíòó ïîòåí-
öèàëà, êîòîðóþ îáîçíà÷èì

G0 ≡ (A0)áåçðàç =
δx0

∂x0
.

Ïåðåõîä ê ðàçìåðíîé ïÿòîé êîîðäèíàòå ïîòåíöèàëà
îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ

A0 = Φ ·G0 =
δθ

∂x0
.

Òàêèì îáðàçîì, êîîðäèíàòû ïÿòèìåðíîãî êîâàðè-
àíòíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà çàïèñûâàþò-
ñÿ òàê:

AA ∼ {cAa, φ, Φ ·G0} .

Äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ óäîáíî ââåñòè âåëè÷è-
íó G0 â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèåì

G0 = c ·G0 .

Ñ ó÷åòîì ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ êîîðäèíàòû ïÿòèìåð-
íîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà çàïèñûâàþòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

AA ∼ {cAa, φ, Φ · c ·G0} . (53)

3.2. Êîíòðàâàðèàíòíûé ïîòåíöèàë

Êîíòðàâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîòåíöèàëà îáðàçóþòñÿ èç êîâàðèàíòíûõ êîìïîíåíò16

ïóòåì ïîäíÿòèÿ è îïóñêàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ èíäåê-
ñîâ è çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

AA ∼ {Aa, A4, A0} =

= {cAa, φ, Φ · c ·G0} . (54)

16 Çàìåòèì, ÷òî ïåðåõîä îò êîíòðàâàðèàíòíûõ êîìïîíåíò ïî-
òåíöèàëà ê êîâàðèàíòíûì îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ

AB = gBB AB g00 ∼ {−δbb Ab, φ, Φ · c ·G0} .
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3.3. Îáîáùåííàÿ êàëèáðîâêà Ëîðåíöà

Îáîáùèì êàëèáðîâêó Ëîðåíöà (30) äëÿ ïÿòèìåðíî-
ãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà è çàïèøåì åå ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

∂AA

∂xA
= 0 . (55)

Ðàñêðîåì ýòî óðàâíåíèå, ïîëüçóÿñü êîîðäèíàòàìè
âåêòîðà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè (52) è êîîðäèíàòàìè
ïÿòèìåðíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà (54)

∂Aa

∂xa
+

∂φ

∂x4
+
∂A0

∂x0
= 0

èëè

c
∂Aa

∂xa
+

1

c

∂φ

∂t
+Φ

∂(c · Φ ·G0)

∂θ
= 0 .

Îòñþäà ñëåäóåò

∂Aa

∂xa
+

1

c2
∂φ

∂t
+Φ2 ∂G

0

∂θ
= 0 (56)

è ñ ó÷åòîì (1) è (3)

∂Aa

∂xa
+ µ0 · ε0 ·

∂φ

∂t
+

1

2χ · ε0
∂G0

∂θ
= 0 . (57)

4. Ïÿòèìåðíûé âåêòîð ïëîòíîñòè òîêà

Êîîðäèíàòû ïÿòèìåðíîé ïëîòíîñòè òîêà jA îïðå-
äåëèì èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé. Ðàññìàòðèâàÿ jA

êàê êîîðäèíàòû ïëîòíîñòè òîêà äâèæóùåãîñÿ çàðÿ-
äà, îáîáùèì ñîîòíîøåíèå (39) íà ïÿòèìåðíûé ñëó÷àé
è ïðèìåì

jA = ρ · dx
A

dx4
. (58)

Îòñþäà

ja =
ρ

c
· dx

a

dt
=

1

c
ja, j4 = ρ

dx4

dx4
= ρ, (59)

j0 = ρ
dx0

dx4
=

ρ

Φ c

dθ

dt
=

1

Φ c
j0 , (60)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå17

j0 = ρ
dθ

dt
.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì

jA ∼
{
1

c
ja, ρ,

1

cΦ
j0
}
.

17 Îòñþäà ñëåäóþò ðàçìåðíîñòè

[j] =
Êë

ì3
, [j] =

[
ρ
θ

t

]
=
Êë

ì3

Â · ì
ñåê

=
Âò

ì2
.

4.1. Îáîáùåííûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà

Îáîáùèì çàêîí ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà (41) äëÿ ïÿòè-
ìåðíîé ïëîòíîñòè òîêà è çàïèøåì åãî ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

∂jA

∂xA
= 0 (61)

èëè

∂ja

∂xa
+
∂j4

∂x4
+
∂j0

∂x0
= 0 .

Èñïîëüçóÿ (52), (59) è (60), çàïèøåì çàêîí ñîõðàíå-
íèÿ çàðÿäà (61) ÷åðåç êîîðäèíàòû òðåõìåðíîé ïëîò-
íîñòè òîêà ja. Ïîëó÷èì

1

c

∂ja

∂xa
+

∂ρ

∂(c t)
+

1

cΦ

∂j0

∂θ
Φ = 0

èëè

∂ja

∂xa
+
∂ρ

∂t
+
∂j0

∂θ
= 0 . (62)

5. Òåíçîð ýëåêòðî-ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ

Ââåäåì àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà,
êîòîðûé îáîçíà÷èì FAB è íàçîâåì òåíçîðîì ýëåêòðî-
ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ. Ðàññìàòðèâàÿ ýòîò òåíçîð êàê
îáîáùåíèå òåíçîðà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ F ik, áó-
äåì ïîëàãàòü

FAB =
∂AB

∂xA
− ∂AA

∂xB
= gAA

∂AB

∂xA
− gBB

∂AA

∂xB
. (63)

Ðàçîáúåì òåíçîð ýëåêòðî-ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ íà
òðè êîìïîíåíòû

FAB ∼ {F 4B , F aB , F 0B}

è âû÷èñëèì êàæäóþ èç ýòèõ êîìïîíåíò.
1. F 4B .
Ýòà êîìïîíåíòà âêëþ÷àåò äâå ñîñòàâëÿþùèõ

F 4B ∼ {F 4b, F 40} .

1.1. F 4b.
Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (52), ïîëó÷èì

F 4b = g44
∂Ab

∂x4
− ∂A4

∂xb
= −∂A

b

c ∂t
− ∂A4

∂xb
. (64)

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (54), ïîëó÷èì

F 4b = −∂A
b

∂t
− ∂φ

∂xb
. (65)

1.2. F 40.
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Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (52), ïîëó÷èì

F 40 = g44
∂A0

∂x4
− g00

∂A4

∂x0
= −∂A

0

c ∂t
+Φ

∂A4

∂θ
. (66)

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (54), ïîëó÷èì

F 40 = Φ

(
−∂G

0

∂t
+
∂φ

∂θ

)
. (67)

2. F aB .
Ýòà êîìïîíåíòà âêëþ÷àåò òðè ñîñòàâëÿþùèõ

F aB ∼ {F ab, F a4, F a0} .

2.1. F ab.
Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (52) è (54), ïîëó÷èì

F ab =
∂Ab

∂xa
− ∂Aa

∂xb
= c ·

(
∂Ab

∂xa
− ∂Aa

∂xb

)
. (68)

2.2. F a4.
Ýòà ñîñòàâëÿþùàÿ îòëè÷àåòñÿ îò âûðàæåíèÿ (65)

çíàêîì

F a4 =
∂Aa

∂t
+

∂φ

∂xa
. (69)

2.3. F a0.
Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (52), ïîëó÷èì

F a0 =
∂A0

∂xa
− g00

∂Aa

∂x0
=
∂A0

∂xa
+Φ

∂Aa

∂θ
. (70)

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (54), ïîëó÷èì

F a0 = cΦ

(
∂G0

∂xa
+
∂Aa

∂θ

)
. (71)

3. F 0B .
Ýòà êîìïîíåíòà âêëþ÷àåò äâå ñîñòàâëÿþùèõ

F 0B ∼ {F 0b, F 04} .

3.1. F 0b.
Ýòà ñîñòàâëÿþùàÿ îòëè÷àåòñÿ îò âûðàæåíèÿ (71)

çíàêîì

F 0b = cΦ

(
−∂A

b

∂θ
− ∂G0

∂xb

)
. (72)

3.2. F 04.
Ýòà ñîñòàâëÿþùàÿ îòëè÷àåòñÿ îò âûðàæåíèÿ (67)

çíàêîì

F 04 = Φ

(
∂G0

∂t
− ∂φ

∂θ

)
. (73)

6. Óðàâíåíèÿ ýëåêòðî-ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ

Óðàâíåíèÿ ýëåêòðî-ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ââåäåì
êàê îáîáùåíèå óðàâíåíèé (47) íà ïÿòèìåðíûé ñëó÷àé

∂

∂xB
FAB =

1

ε0
· jA . (74)

Ðàçîáúåì ýòî óðàâíåíèå íà òðè

∂

∂xB
F 4B =

1

ε0
· j4 , (75)

∂

∂xB
F aB =

1

ε0
· ja , (76)

∂

∂xB
F 0B =

1

ε0
· j0 . (77)

è ðàññìîòðèì êàæäîå èç óðàâíåíèé â îòäåëüíîñòè.

6.1. Ïåðâîå óðàâíåíèå

Çàïèøåì ïåðâîå óðàâíåíèå (75), ðàñêðûâàÿ ñóììè-
ðîâàíèå

∂

∂xb
F 4b +

∂

∂x0
F 40 =

1

ε0
· j4 . (78)

Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ, èñïîëüçóÿ
ñíà÷àëà ñîîòíîøåíèå (52), à çàòåì ñîîòíîøåíèÿ (65)
è (67):

∂

∂xB
F 4B =

∂

∂xb
F 4b +Φ

∂

∂θ
F 40 =

=
∂

∂xb

(
−∂A

b

∂t
− ∂φ

∂xb

)
+Φ2 ∂

∂θ

(
−∂G

0

∂t
+
∂φ

∂θ

)
.

Èëè

∂

∂xB
F 4B = − ∂

∂t

(
∂Ab

∂xb
+Φ2 ∂G

0

∂θ

)
−

− ∂2φ

∂xb∂xb
+Φ2 ∂

2φ

∂θ2
.

Ó÷èòûâàÿ îáîáùåííóþ êàëèáðîâêó Ëîðåíöà (56),
ïîëó÷èì

∂

∂xB
F 4B = − ∂2φ

∂xb∂xb
+

1

c2
∂2φ

∂t2
+Φ2 ∂

2φ

∂θ2
.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ñîîòíîøåíèå â âûðàæåíèå (78) ó÷è-
òûâàÿ (59), ïîëó÷èì ïåðâîå óðàâíåíèå ýëåêòðîìàãíèò-
íî-ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ

− ∂2φ

∂xb∂xb
+

1

c2
∂2φ

∂t2
+Φ2 ∂

2φ

∂θ2
=

1

ε0
· ρ . (79)

Îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå ïîëÿ ýëåêòðè÷å-
ñêîãî ïîòåíöèàëà, îáîáùåííîå íà ñëó÷àé, êîãäà ýëåê-
òðè÷åñêèé ïîòåíöèàë φ çàâèñèò îò ïÿòîé êîîðäèíàòû.
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Óêàçàíèå íà òî, ÷òî ïåðâîå óðàâíåíèå � ýòî óðàâíåíèå
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ñîñòîèò â òîì, ëåâàÿ ïîëåâàÿ
÷àñòü óðàâíåíèÿ ñâÿçàíà ñ èñòî÷íèêîì ïîëÿ ρ äèýëåê-
òðè÷åñêîé ïîñòîÿííîé ε0.
Ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèÿìè (1) è (3), çàïèøåì ïåðâîå

óðàâíåíèå â äðóãîì âèäå:

− ∂2φ

∂xb∂xb
+ µ0 ε0

∂2φ

∂t2
+

1

2χ ε0

∂2φ

∂θ2
=

1

ε0
· ρ . (80)

6.2. Âòîðîå óðàâíåíèå

Çàïèøåì âòîðîå óðàâíåíèå (76), ðàñêðûâàÿ ñóììè-
ðîâàíèå

∂

∂xb
F ab +

∂

∂x4
F a4 +

∂

∂x0
F a0 =

1

ε0
· ja . (81)

Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ, èñïîëüçóÿ
ñíà÷àëà âûðàæåíèå (52) à çàòåì âûðàæåíèÿ (68), (69)
è (71):

∂

∂xB
F aB =

∂

∂xb
F ab +

1

c

∂

∂t
F a4 +Φ

∂

∂θ
F a0 =

= c
∂

∂xb

(
∂Ab

∂xa
− ∂Aa

∂xb

)
+

1

c

∂

∂t

(
∂Aa

∂t
+

∂φ

∂xa

)
+

+cΦ2 ∂

∂θ

(
∂G0

∂xa
+
∂Aa

∂θ

)
.

Èëè

∂

∂xB
F aB = c

∂

∂xa

(
∂Ab

∂xb
+

1

c2
∂φ

∂t
+Φ2 ∂G

0

∂θ

)
+

+c

(
− ∂2Aa

∂xb∂xb
+

1

c2
∂2Aa

∂t2
+Φ2 ∂

2Aa

∂θ2

)
.

Ó÷èòûâàÿ îáîáùåííóþ êàëèáðîâêó Ëîðåíöà (56),
ïîëó÷èì

∂

∂xB
F aB = c

(
− ∂2Aa

∂xb∂xb
+

1

c2
∂2Aa

∂t2
+Φ2 ∂

2Aa

∂θ2

)
.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ñîîòíîøåíèå â âûðàæåíèå (81) ó÷è-
òûâàÿ (59), ïîëó÷èì âòîðîå óðàâíåíèå ýëåêòðîìàãíèò-
íî-ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ

c

(
− ∂2Aa

∂xb∂xb
+

1

c2
∂2Aa

∂t2
+Φ2 ∂

2Aa

∂θ2

)
=

1

ε0 c
· ja .

Èëè

− ∂2Aa

∂xb∂xb
+

1

c2
∂2Aa

∂t2
+Φ2 ∂

2Aa

∂θ2
=

1

ε0 c2
· ja .

èëè ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ (1)

− ∂2Aa

∂xb∂xb
+

1

c2
∂2Aa

∂t2
+Φ2 ∂

2Aa

∂θ2
= µ0 · ja . (82)

Îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå ïîëÿ ìàãíèòíîãî
ïîòåíöèàëà, îáîáùåííîå íà ñëó÷àé, êîãäà ìàãíèòíûé
ïîòåíöèàëAa çàâèñèò îò ïÿòîé êîîðäèíàòû. Óêàçàíèå
íà òî, ÷òî âòîðîå óðàâíåíèå ýòî óðàâíåíèå ìàãíèòíî-
ãî ïîëÿ, ñîñòîèò â òîì, ëåâàÿ ïîëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ
ñâÿçàíà ñ èñòî÷íèêîì ïîëÿ ja ìàãíèòíîé ïîñòîÿííîé
µ0.
Ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèÿìè (1) è (3), çàïèøåì âòîðîå

óðàâíåíèå â äðóãîì âèäå:

− ∂2Aa

∂xb∂xb
+ µ0 ε0

∂2Aa

∂t2
+

1

2χ ε0

∂2Aa

∂θ2
= µ0 · ja . (83)

6.3. Òðåòüå óðàâíåíèå

Çàïèøåì òðåòüå óðàâíåíèå (77), ðàñêðûâàÿ ñóììè-
ðîâàíèå

∂

∂xb
F 0b +

∂

∂x4
F 04 =

1

ε0
· j0 . (84)

Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ, èñïîëüçóÿ
ñíà÷àëà âûðàæåíèå (52) à çàòåì âûðàæåíèÿ (72) è
(73):

∂

∂xB
F 0B =

∂

∂xb
F 0b +

1

c

∂

∂t
F 04 =

= cΦ
∂

∂xb

(
−∂A

b

∂θ
− ∂G0

∂xb

)
+

Φ

c

∂

∂t

(
∂G0

∂t
− ∂φ

∂θ

)
.

Èëè

∂

∂xB
F 0B = −cΦ ∂

∂θ

(
∂Ab

∂xb
+

1

c2
∂φ

∂t

)
−

−cΦ ∂2G0

∂xb∂xb
+

Φ

c

∂2G0

∂t2
.

Ó÷èòûâàÿ îáîáùåííóþ êàëèáðîâêó Ëîðåíöà (56),
ïîëó÷èì

∂

∂xB
F 4B = cΦ

(
− ∂2G0

∂xb∂xb
+

1

c2
∂2G0

∂t2
+Φ2 ∂

2G0

∂θ2

)
.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ñîîòíîøåíèå â âûðàæåíèå (84), è
ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèå (60), ïîëó÷èì òðåòüå óðàâíåíèå
ýëåêòðîìàãíèòíî-ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ:

cΦ

(
− ∂2G0

∂xb∂xb
+

1

c2
∂2G0

∂t2
+Φ2 ∂

2G0

∂θ2

)
=

1

ε0 cΦ
· j0 .

Èëè

− ∂2G0

∂xb∂xb
+

1

c2
∂2G0

∂t2
+Φ2 ∂

2G0

∂θ2
=

1

ε0 c2 Φ2
· j0 .

Èëè ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ (3)

− ∂2G0

∂xb∂xb
+

1

c2
∂2G0

∂t2
+Φ2 ∂

2G0

∂θ2
=

2χ

c2
· j0 .
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Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âûðàæåíèå äëÿ χ

χ =
2G

c4
,

ïîëó÷èì

− ∂2G0

∂xb∂xb
+

1

c2
∂2G0

∂t2
+Φ2 ∂

2G0

∂θ2
= G

4 j0

c6
. (85)

Ëåâàÿ ïîëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ñâÿçàíà ñ èñòî÷íè-
êîì ïîëÿ j0 ãðàâèòàöèîííîé ïîñòîÿííîé G, ïîýòîìó
ñëåäóåò ñ÷èòàòü, ÷òî òðåòüå óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé óðàâíåíèå ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ, ñîçäàâàåìî-
ãî ýëåêòðè÷åñêèì çàðÿäîì, äâèæóùèìñÿ âäîëü ïÿòîé
êîîðäèíàòû. Èìåííî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî îïðàâäûâàåò
íàçâàíèå íàñòîÿùåé Ãëàâû.
Ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèÿìè (1) è (3), çàïèøåì òðåòüå

óðàâíåíèå â äðóãîì âèäå:

− ∂2G0

∂xb∂xb
+ µ0 ε0

∂2G0

∂t2
+

1

2χ ε0

∂2G0

∂θ2
= G

4 j0

c6
. (86)

VI. ÀÍÒÈÃÐÀÂÈÒÀÖÈß

Â ýòîì Ðàçäåëå ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêîå óðàâíåíèå
ñòàòè÷åñêîãî ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ è ñðàâíèì åãî ñ
óðàâíåíèåì G0-ïîëÿ (86) äëÿ ñòàòè÷åñêîãî ñëó÷àÿ.

1. Óðàâíåíèå ñòàòè÷åñêîãî ãðàâèòàöèîííîãî
ïîëÿ

Ïóñòü φã � ïîòåíöèàë ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ, à µ
� ïëîòíîñòü ìàññû. Äëÿ íèõ êëàññè÷åñêîå óðàâíåíèå
ñòàòè÷åñêîãî ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ âûãëÿäèò ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

∂2φã
∂xb∂xb

= G · µ . (87)

Îòñþäà ñëåäóåò îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ

φã = − G

4π

∫
µdV

r
= −γ

∫
µdV

r
.

Îòñþäà äëÿ ïîòåíöèàëà ñîñðåäîòî÷åííîé ìàññû
m =

∫
µdV èìååì

φã = −γ
r

∫
µdV = −γm

r
.

Îòñþäà ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ìàññó M , íàõîäÿùó-
þñÿ â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå φã ðàâíà

F = −M ∂φã
∂r

= −γ M m

r2
.

Ýòî âûðàæåíèå äëÿ ñèëû ãðàâèòàöèîííîãî âçàèìî-
äåéñòâèÿ ìåæäó ìàññàìèM èm ñîñòàâëÿåò çàêîí òÿ-
ãîòåíèÿ Íüþòîíà. Çäåñü äëÿ íàñ âàæíî, ÷òî çíàê ìè-
íóñ îòðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî ñèëà F ÿâëÿåòñÿ ñèëîé
ïðèòÿæåíèÿ ìåæäó ìàññàìè.

Âûÿñíèì ðàçìåðíîñòü ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà
φã. Ðàçìåðíîñòü ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (87)

[G · µ] = Í · ì2

êã2
· êã
ì3

=
1

ñåê2
.

Îòñþäà ðàçìåðíîñòü

[φã] =
ì2

ñåê2
, (88)

òî åñòü, [φã] èìååò ðàçìåðíîñòü êâàäðàòà ñêîðîñòè.
Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî Ðàçäåëà çàïèøåì óðàâíåíèå

(87) â âèäå, óäîáíîì äëÿ äàëüíåéøåãî ñðàâíåíèÿ

− ∂2φã
∂xb∂xb

= −G · µ . (89)

2. Óðàâíåíèÿ ñòàòè÷åñêîãî G0 ïîëÿ

Äëÿ ñòàòè÷åñêîãî ñëó÷àÿ óðàâíåíèå (86) ïðèîáðåòà-
åò âèä

− ∂2G0

∂xb∂xb
= G

4 j0

c6
. (90)

Âûÿñíèì ðàçìåðíîñòü ïîòåíöèàëà G0. Ðàçìåðíîñòü
ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (90)[

G

c4

]
·
[
j0

c

]
·
[
1

c

]
=
Í · ì2 · ñåê4

êã2 · ì4
· Âò · ñåê
ì2 · ì

· ñåê
ì

=

=
Äæ · ì
Äæ2 · Äæ

ì3
· ñåê
ì

=
ñåê

ì3
.

Îòñþäà ðàçìåðíîñòü ïîòåíöèàëà G0

[G0] =
ñåê

ì
.

Èç ñðàâíåíèÿ åå ñ ðàçìåðíîñòüþ ãðàâèòàöèîííîãî
ïîòåíöèàëà [φã] ñëåäóåò, ÷òî ïîòåíöèàë G0 ñâÿçàí ñ
φã êîýôôèöèåíòîì, ïðîïîðöèîíàëüíûì êóáó ñêîðî-
ñòè. Èìåÿ ýòî â âèäó, ïîëîæèì

G0 =
φ0
ã

c3
. (91)

Âåëè÷èíó φ0
ã íàçîâåì ãðàâèòàöèîííûì ïîòåíöèàëîì

ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî ýëåêòðè÷åñêèì çàðÿäîì, äâèæó-
ùèìñÿ âäîëü ïÿòîé êîîðäèíàòû.
Ïîäñòàâèì ñîîòíîøåíèå (91) â óðàâíåíèå (90). Ïî-

ëó÷èì óðàâíåíèå ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ýëåêòðè÷å-
ñêîãî çàðÿäà â ñëåäóþùåì âèäå:

− ∂2φ0
ã

∂xb∂xb
= G

4 j0

c3
. (92)

Èëè èíà÷å

− ∂2φ0
ã

∂xb∂xb
= G

4

c3
ρ
dθ

dt
. (93)
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Ñðàâíåíèå óðàâíåíèé (89) è (93) ïîêàçûâàåò, ÷òî
óðàâíåíèå ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî ýëåê-
òðè÷åñêèì çàðÿäîì, îòëè÷àåòñÿ îò óðàâíåíèÿ ãðàâè-
òàöèîííîãî ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî ìàññîé, ïðåæäå âñåãî
òåì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ èìååò ïîëîæèòåëü-
íûé çíàê. À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèëà ãðàâèòàöèè, ñîçäà-
âàåìàÿ ïîëîæèòåëüíûì çàðÿäîì, èìååò çíàê, ïðîòè-
âîïîëîæíûé çíàêó ñèëû òÿãîòåíèÿ, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ
ñèëîé îòòàëêèâàíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, îáùåå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (93) èìååò âèä

φ0
ã =

G

4π

4

c3

∫
dθ

dt

ρ dV

r
= γ

4

c3

∫
dθ

dt

ρ dV

r
.

Îòñþäà äëÿ ïîòåíöèàëà ñîñðåäîòî÷åííîãî çàðÿäà
q =

∫
ρ dV èìååì

φ0
ã = γ

4

c3
q

r

dθ

dt
.

Îòñþäà ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ìàññó M , íàõîäÿùó-
þñÿ â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå φ0

ã ,

F = −M ∂φ0
ã

∂r
= γ

M

r2
4

c3
q
dθ

dt
. (94)

Ýòî âûðàæåíèå äëÿ ñèëû ãðàâèòàöèîííîãî âçàèìî-
äåéñòâèÿ ìåæäó ìàññîé M è çàðÿäîì q, äâèæóùèìñÿ
âäîëü ïÿòîé êîîðäèíàòû. Â òîì ñëó÷àå, åñëè óêàçàí-
íûé çàðÿä ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, îí îòòàëêèâà-
åòñÿ îò ìàññû M . Ìû èìååì äåëî ñ àíòèãðàâèòàöè-
åé. È, íàïðîòèâ, åñëè çàðÿä, äâèæóùèéñÿ âäîëü ïÿòîé
êîîðäèíàòû ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíûì, ñèëà F ÿâëÿåò-
ñÿ ñèëîé ïðèòÿæåíèÿ ìåæäó ìàññîé M è óêàçàííûì
çàðÿäîì.

2.1. Ýêâèâàëåíòíàÿ ìàññà

Ââåäåì âåëè÷èíó

w0 =
4 j0

c
=

4

c
ρ
dθ

dt
, (95)

êîòîðóþ íàçîâåì ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè çàðÿäà, äâèæó-
ùåãîñÿ âäîëü ïÿòîé êîîðäèíàòû, èìåÿ â âèäó, ÷òî ðàç-
ìåðíîñòü

[w0] =
Äæ

ì3
.

Äàëåå, ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé Ýéíøòåéíà, ââåäåì
ïëîòíîñòü ýêâèâàëåíòíîé ìàññû

µý =
w0

c2
. (96)

Åñëè ïëîòíîñòü ýêâèâàëåíòíîé ìàññû ñîñðåäîòî÷å-
íà, òî ýêâèâàëåíòíàÿ ìàññà

mý =

∫
µý dV .

Ñ ó÷åòîì ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ñèëà F (94) ïðèíèìàåò
âèä çàêîíà Íüþòîíà

F = γ
M mý

r2
.

VII. ÎÁÎÁÙÅÍÈÅ
ÝËÅÊÒÐÎ-ÃÐÀÂÈÒÀÖÈÎÍÍÎÃÎ ÏÎËß

Ðàññìîòðåííàÿ âûøå ïÿòèìåðíàÿ òåîðèÿ ãðàâè-
òàöèè è ýëåêòðîìàãíåòèçìà äîïóñêàåò åñòåñòâåííîå
îáîáùåíèå, çàêëþ÷àþùååñÿ â ïðèâëå÷åíèè ïîìèìî
ïðàâûõ ïîâîðîòîâ â ïëîñêîñòè 21 (ïîìèìî ïÿòîé êîîð-
äèíàòû) ïðàâûõ ïîâîðîòîâ â äâóõ äðóãèõ ïëîñêîñòÿõ
13 è 32. Óêàçàííûå ïîâîðîòû ñîñòàâëÿþò àëãåáðó, êî-
òîðóþ îáîçíà÷èì rU . Äàëåå ðàññìîòðèì îáîáùåíèå
óðàâíåíèé ýëåêòðî-ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ äëÿ òðåõ-
ìåðíîé àëãåáðû ïðàâûõ ïîâîðîòîâ.

1. Àëãåáðà ïðàâûõ ïîâîðîòîâ rU

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûäåëèòü âåêòîðû àëãåáðû rU áó-
äåì îáîçíà÷àòü èõ áóêâàìè êðàñíîãî öâåòà. Áàçèñíûå
âåêòîðû àëãåáðû ïðàâûõ ïîâîðîòîâ rU îáîçíà÷èì
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

e21, e13, e32 .

Ââåäåì èíäåêñû, îáîçíà÷àåìûå ãðå÷åñêèìè áóêâà-
ìè α, β, γ. Îíè ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ

α ∼ {21, 13, 32} .

Òîãäà

eα ∼ {e21, e13, e32} .

Âåêòîð àëãåáðû rU çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

x = eα · xα ≡ e21x
21 + e13x

13 + e32x
13 .

Íà âåêòîðàõ àëãåáðû rU èìåþò ìåñòî

ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå âåêòîðîâ

eα · eβ = gαβ ,

âåêòîðíîå óìíîæåíèå âåêòîðîâ

eα × eβ = eγ · Cγαβ .

Êîâàðèàíòíûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð

gαβ ∼ {e21 · e21, e13 · e13, e32 · e32}

îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

e21 · e21 = e13 · e13 = e32 · e32 = −1 .

Òàêèì îáðàçîì,

gαβ = −δαβ ∼ {−1, −1, −1} .

Êîíòðàâàðèàíòíûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð gαβ îïðå-
äåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

gαβ · gβγ = δαγ .
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Ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå Cγαβ , îïðåäåëÿþùèå âåê-
òîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ,

Cγαβ = gγγ · εγαβ ,

ãäå εγαβ � àíòèñèììåòðè÷íûé åäèíè÷íûé ÷èñëîâîé
òåíçîð òðåòüåãî ðàíãà. Äëÿ íåãî

εγαβ = εαβγ = εβγα = −εγβα = −εβαγ = −εαγβ = 1 .

1.1. Êâàäðàò ëèíåéíîãî ýëåìåíòà â àëãåáðå rU

Ââåäåì â àëãåáðå rU ëèíåéíûé ýëåìåíò

dx = eα · dxα

è ðàññìîòðèì êâàäðàò ëèíåéíîãî ýëåìåíòà

dx · dx = gαβ · dxα · dxβ = −δαβ · dxα · dxβ .

Ââåäåì êîîðäèíàòó äëèíû âåêòîðà x, îáîçíà÷èâ åå
x0 è ïîä÷èíèâ åå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

dx = e0 · dx0 è e0 · e0 = −1 .

Òîãäà ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

(dx0)2 = δαβ · dxα · dxβ , (97)

êîòîðîå îïðàâäûâàåò íàçâàíèå êîîðäèíàòû x0.

1.2. θ-ïàðàìåòðû

Íàðÿäó ñ êîîðäèíàòàìè xα è x0 áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü θ-ïàðàìåòðû â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèÿìè

θα = Φ · xα è θ0 = Φ · x0 , (98)

ãäå

Φ =
1√

2χ ε0
.

Ñ ïîìîùüþ θ-ïàðàìåòðîâ êâàäðàò ëèíåéíîãî ýëå-
ìåíòà (97) çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(dθ0)2 = δαβ · dθα · dθβ .

1.3. Îïåðàòîð íàáëà â àëãåáðå rU

Â àëãåáðå rU ââåäåì îïåðàòîð íàáëà ∇ â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì

∇ =
δ

∂x
= eα

δ

∂xα
= eα g

αβ δ

∂xβ
. (99)

Ýòèì îïåðàòîðîì ìû âîñïîëüçóåìñÿ äëÿ îïðåäåëå-
íèÿ êîìïîíåíò ïîòåíöèàëà ýëåêòðî-ãðàâèòàöèîííîãî
ïîëÿ.

2. Âîñüìèìåðíîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ

Ââåäåì âîñüìèìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî X8

êàê îáîáùåíèå ïÿòèìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè
X5.
Âåêòîðû â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè X8 èìåþò âîñåìü

êîîðäèíàò. Ê íèì îòíîñÿòñÿ êîîðäèíàòû ãåîìåòðè÷å-
ñêîãî ïðîñòðàíñòâà xa, êîîðäèíàòà âäîëü îñè âðåìåíè
x4 = c t, êîîðäèíàòà äëèíû âåêòîðà x0 è òðè êîîðäèíà-
òû ïðàâûõ ïîâîðîòîâ â ïëîñêîñòÿõ 21, 13, 32 � xα. Äëÿ
óêàçàííûõ êîîðäèíàò ââåäåì îáùåå îáîçíà÷åíèå18 xA.
Â ðåçóëüòàòå èìååì

xA ∼ {xa, x4, x0, xα} .

Â êà÷åñòâå áàçèñíûõ âåêòîðîâ eA â ïðîñòðàíñòâå-
âðåìåíè X8 ðàññìàòðèâàþòñÿ áàçèñíûå âåêòîðû ãåî-
ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ea, âåêòîð e4, íóìåðóþ-
ùèé âåêòîðû âäîëü ÷åòâåðòîãî íàïðàâëåíèÿ, âåêòîð
e0 ≡ e0 è áàçèñíûå âåêòîðû eα ≡ eα.

eA ∼ {ea, e4, e0, eα} .

Âîñüìèìåðíûé âåêòîð x ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè X8

ðàçëàãàåòñÿ ïî áàçèñíûì âåêòîðàì òàê:

x = eA · xA≡ ea · xa + e4 · x4+ e0 · x0 + eα · xα.

Ñ ïîìîùüþ θ-ïàðàìåòðîâ (98) íàáîð êîîðäèíàò â
X8 çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

xA ∼ {xa, c t, θ
Φ
,
θα

Φ
} . (100)

Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿX8 íàäåëÿåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðî-
èçâåäåíèåì âåêòîðîâ. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå áàçèñ-
íûõ âåêòîðîâ îïðåäåëÿåò êîâàðèàíòíûé ìåòðè÷åñêèé
òåíçîð

gAB = eA · eB ∼ {gab, e4 · e4, e0 · e0, gαβ}

èëè

gAB ∼ {δab, −1, −1, −δαβ} .

Êîíòðàâàðèàíòíûé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð gAB îïðå-
äåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

gAB · gBC = δAC .

Îí èìååò êîìïîíåíòû

gAB ∼ {gab, g44, g00, gαβ} = {δab, −1, −1, −δαβ} .

18 Äàëåå èíäåêñû A,B,C ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ
1, 2, 3, 4, 0, 21, 13, 32.



464 ÃËÀÂÀ 5.8 Ýëåêòðî-ãðàâèòàöèîííîå ïîëå

3. Êîìïîíåíòû ýëåêòðî-ãðàâèòàöèîííîãî
ïîòåíöèàëà

3.1. Êîâàðèàíòíûå ïîòåíöèàëû

Êîâàðèàíòíûå ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîòåíöèàëû â
áåçðàçìåðíîé ôîðìå çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì19:

(Aαi )áåçðàç =
δxα

∂xi
.

Ââåäåì êîâàðèàíòíûå ãðàâèòàöèîííûå ïîòåíöèàëû
â áåçðàçìåðíîé ôîðìå

(A0)áåçðàç è (Aα)áåçðàç ,

èñïîëüçóÿ îïåðàòîð íàáëà (99).
Ïåðâóþ êîìïîíåíòó (A0)áåçðàç îïðåäåëèì ÷åðåç óêà-

çàííîå íèæå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

(A0)áåçðàç = ∇ · x = eα g
αα δ

∂xα
(eβ · xβ) =

= gαβg
αα δx

β

∂xα
=
δxα

∂xα
.

Òðè äðóãèå êîìïîíåíòû (Aα)áåçðàç îïðåäåëèì êàê
êîîðäèíàòû íèæåóêàçàííîãî âåêòîðíîãî ïðîèçâåäå-
íèÿ

(A)áåçðàç = ∇× x =

(
eβ g

ββ δ

∂xβ

)
× (eγ · xγ) =

= eαg
ααεαβγ

δxβ

∂xγ
gγγ .

Îòñþäà

(Aα)áåçðàç = εαβγ
δxβ

∂xγ
gγγ .

Îòñþäà äëÿ (A21)áåçðàç èìååì

(A21)áåçðàç = ε21,32,13
δx32

∂x13
g13,13 + ε21,13,32

δx13

∂x32
g32,32 .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

ε21,32,13 = −ε21,13,32 = 1 , g13,13 = g32,32 = −1 ,

ïîëó÷èì

(A21)áåçðàç =
δx13

∂x32
− δx32

∂x13
.

19 Ýòè ïîòåíöèàëû îáîáùàþò ðàíåå ðàññìîòðåííûé ýëåêòðîìàã-
íèòíûé ïîòåíöèàë

(Ai)áåçðàç =
δx21

∂xi
.

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿþòñÿ

(A13)áåçðàç =
δx32

∂x21
− δx21

∂x32

è

(A32)áåçðàç =
δx21

∂x13
− δx13

∂x21
.

Â ðåçóëüòàòå èìååì ñëåäóþùèé íàáîð êîìïîíåíò
ýëåêòðî-ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà:

(AA)áåçðàç ∼ {Aβa , A
β
4 , A0, Aα}áåçðàç .

Äàëåå âûïîëíèì äâóõýòàïíîå ïðåîáðàçîâàíèå. Ñíà-
÷àëà ïåðåéäåì îò áåçðàçìåðíûõ êîìïîíåíò (AA)áåçðàç
ê ðàçìåðíûì êîìïîíåíòàì AA â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîò-
íîøåíèåì

AA = Φ · (AA)áåçðàç .

Çàòåì ïåðåéäåì îò ðàçìåðíûõ êîìïîíåíò AA ê êîì-
ïîíåíòàì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà φβ , êîìïîíåí-
òàì ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà Aβ

a è êîìïîíåíòàì ãðà-
âèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà G0 è Gα â ñîîòâåòñòâèè ñ
âûðàæåíèÿìè

Aβa = Φ · (Aβa)áåçðàç = cAβ
a ,

Aβ4 = Φ · (Aβ4 )áåçðàç = φβ ,

A0 = Φ · (A0)áåçðàç = Φ · c ·G0 ,

Aα = Φ · (Aα)áåçðàç = Φ · c ·Gα .

Â ðåçóëüòàòå íàáîð êîâàðèàíòíûõ êîìïîíåíò ýëåê-
òðî-ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà ïðèîáðåòàåò âèä:

AA ∼ {cAβ
a , φ

β , Φ · c ·G0, Φ · c ·Gα} . (101)

3.2. Êîíòðàâàðèàíòíûå ïîòåíöèàëû

Êîíòðàâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû ýëåêòðî-ãðàâèòà-
öèîííîãî ïîòåíöèàëà îáðàçóþòñÿ èç êîâàðèàíòíûõ
êîìïîíåíò ïóòåì ïîäíÿòèÿ è îïóñêàíèÿ ñîîòâåòñòâó-
þùèõ èíäåêñîâ è çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

AA ∼ {Aaβ , A4
β , A

0, Aα} =

= {cAa
β , φβ , Φ · c ·G0, Φ · c ·Gα} . (102)

Âûðàæåíèå êîâàðèàíòíûõ êîìïîíåíò ÷åðåç êîíòðà-
âàðèàíòíûå êîìïîíåíòû âûïîëíÿåòñÿ íà îñíîâàíèè
ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:

Aβa = gββAaβgaa = −Aaβ ,

Aβ4 = gββA4
βg

44 = A4
β ,

A0 = g00A
0 = −A0 ,

Aα = gααAα = −Aα .
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3.3. Îáîáùåííàÿ êàëèáðîâêà Ëîðåíöà

Îáîáùèì êàëèáðîâêó Ëîðåíöà (56) äëÿ ýëåêòðî-
ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà è çàïèøåì åå ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

∂AA

∂xA
= 0 . (103)

Ðàñêðîåì ýòî óðàâíåíèå, ïîëüçóÿñü êîîðäèíàòàìè
âåêòîðà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè (100) è êîîðäèíàòàìè
ïÿòèìåðíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà (102)

∂Aa

∂xa
+
∂A4

∂x4
+
∂A0

∂x0
+
∂Aα

∂xα
= 0

èëè

c
∂Aa

β

∂xa
+

1

c

∂φβ
∂t

+Φ
∂(c · Φ ·G0)

∂θ
+Φ

∂(c · Φ ·Gα)

∂θα
= 0 .

Îòñþäà ñëåäóåò

∂Aa
β

∂xa
+

1

c2
∂φβ
∂t

+Φ2 ∂G
0

∂θ
+Φ2 ∂G

α

∂θα
= 0 , (104)

è ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé (1) è (3)

∂Aa
β

∂xa
+ µ0 · ε0 ·

∂φβ
∂t

+
1

2χ · ε0
∂G0

∂θ
+

1

2χ · ε0
∂Gα

∂θα
= 0 .

(105)

4. Âîñüìèìåðíûé âåêòîð ïëîòíîñòè òîêà

Èç ôîðìóëû (49) ñëåäóåò âûðàæåíèå äëÿ ýëåêòðè-
÷åñêîãî çàðÿäà â ïÿòèìåðíîé òåîðèè

q21 = c · ∂S1

δθ21
.

Ïðè îáðàùåíèè ê òðåõìåðíîé àëãåáðå ïðàâûõ ïî-
âîðîòîâ rU ýòî âûðàæåíèå íåîáõîäèìî îáîáùèòü è
çàïèñàòü

qα = c · ∂S1

δθα
.

Òî åñòü, ïðè îáðàùåíèè ê àëãåáðå rU çàðÿä íåîáõî-
äèìî ðàññìàòðèâàòü êàê âåêòîðíóþ òðåõêîìïîíåíò-
íóþ âåëè÷èíó

q = eαg
ααqα .

Ïëîòíîñòü çàðÿäà òàêæå äîëæíà ðàññìàòðèâàòüñÿ
êàê âåêòîð

ρ =
dq

dV
= eαg

αα dqα
dV

= eαg
ααρα .

×åòûðå êîîðäèíàòû ïëîòíîñòè ýëåêòðîìàãíèòíîãî
òîêà îïðåäåëèì, îáîáùàÿ ñîîòíîøåíèå (40)

jiβ = ρβ · dx
i

dx4
. (106)

Îòñþäà

jaβ =
ρβ
c

· dx
a

dt
=

1

c
jaβ , j4β = ρβ

dx4

dx4
= ρβ , (107)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

jaβ = ρβ
dxa

dt
.

×åòûðå êîîðäèíàòû ïëîòíîñòè ãðàâèòàöèîííîãî òî-
êà j0 è jα îïðåäåëèì, èñïîëüçóÿ ñêàëÿðíîå è âåêòîð-
íîå ïðîèçâåäåíèÿ. Ïåðâóþ êîîðäèíàòó j0 îïðåäåëèì
÷åðåç óêàçàííîå íèæå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

j0 = ρ · dx
dx4

= gααρα(eα · eβ)
dxβ

dx4
= ρα · dx

α

dx4

èëè ñ èñïîëüçîâàíèåì θ-ïàðàìåòðîâ (98)

j0 = ρα
dxα

dx4
=
ρα
Φ c

dθα

dt
=

1

Φ c
j0 , (108)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

j0 = ρα
dθα

dt
.

Òðè äðóãèå êîîðäèíàòû jα îïðåäåëèì êàê êîîðäè-
íàòû íèæåñëåäóþùåãî âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

j = ρ× dx

dx4
= gββρβ(eβ × eγ)

dxγ

dx4
= gββρβeαC

α
βγ
dxγ

dx4
.

Îòñþäà

jα = ρβg
ββgαα · εαβγ

dxγ

dx4

èëè ñ èñïîëüçîâàíèåì θ-ïàðàìåòðîâ (98)

jα =
ρβ
Φ c

gββgαα · εαβγ
dθγ

dt
=

1

Φ c
jα , (109)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

jα = ρβ g
ββgαα · εαβγ

dθγ

dt
.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êîîðäèíàò âîñüìèìåðíîãî âåê-
òîðà ïëîòíîñòè òîêà èìååì

jA ∼
{
1

c
jaβ , ρβ ,

1

cΦ
j0,

1

cΦ
jα
}
. (110)

4.1. Îáîáùåííûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà

Îáîáùèì çàêîí ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà (61) äëÿ âîñü-
ìèìåðíîé ïëîòíîñòè òîêà è çàïèøåì åãî ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

∂jA

∂xA
= 0 (111)
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èëè

∂jaβ
∂xa

+
∂j4β
∂x4

+
∂j0

∂x0
+
∂jα

∂xα
= 0 .

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (110), çàïèøåì çàêîí ñîõðà-
íåíèÿ çàðÿäà (111) ÷åðåç êîîðäèíàòû ïëîòíîñòè òîêà
jaβ è θ-ïàðàìåòðû. Ïîëó÷èì

1

c

∂jaβ
∂xa

+
∂ρβ
∂(c t)

+
1

cΦ

∂j0

∂θ0
Φ+

1

cΦ

∂jα

∂θα
Φ = 0

èëè

∂jaβ
∂xa

+
∂ρβ
∂t

+
∂j0

∂θ0
+
∂jα

∂θα
= 0 . (112)

5. Òåíçîð ýëåêòðî-ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ

Ââåäåì àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà,
êîòîðûé îáîçíà÷èì FAB è íàçîâåì òåíçîðîì ýëåê-
òðî-ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ. Ðàññìàòðèâàÿ ýòîò òåíçîð
êàê îáîáùåíèå òåíçîðà ýëåêòðî-ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ
(63), áóäåì ïîëàãàòü

FAB =
∂AB

∂xA
− ∂AA

∂xB
= gAA

∂AB

∂xA
− gBB

∂AA

∂xB
. (113)

Ðàçîáúåì òåíçîð ýëåêòðî-ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ íà
÷åòûðå êîìïîíåíòû

FAB ∼ {F 4B , F aB , F 0B , FαB}

è âû÷èñëèì êàæäóþ èç ýòèõ êîìïîíåíò.
1. F 4B .
Ýòà êîìïîíåíòà âêëþ÷àåò òðè ñîñòàâëÿþùèõ

F 4B ∼ {F 4b, F 40, F 4β} .

1.1. F 4b.
Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (100), ïîëó÷èì

F 4b = g44
∂Abγ
∂x4

−
∂A4

γ

∂xb
= −

∂Abγ
c ∂t

−
∂A4

γ

∂xb
. (114)

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (101), ïîëó÷èì

F 4b = −
∂Ab

γ

∂t
− ∂φγ
∂xb

. (115)

1.2. F 40.
Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (100), ïîëó÷èì

F 40 = g44
∂A0

∂x4
− g00

∂A4
γ

∂x0
= −∂A

0

c ∂t
+Φ

∂A4
γ

∂θ0
. (116)

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (101), ïîëó÷èì

F 40 = Φ

(
−∂G

0

∂t
+
∂φγ
∂θ0

)
. (117)

1.3. F 4β .
Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (100), ïîëó÷èì

F 4β = g44
∂Aβ

∂x4
− gββ

∂A4
γ

∂xβ
= −∂A

β

c ∂t
+Φ

∂A4
γ

∂θβ
δββ . (118)

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (101), ïîëó÷èì

F 4β = Φ

(
−∂G

β

∂t
+
∂φγ
∂θβ

δββ
)
. (119)

2. F aB .
Ýòà êîìïîíåíòà âêëþ÷àåò ÷åòûðå ñîñòàâëÿþùèõ

F aB ∼ {F ab, F a4, F a0, F aβ} .

2.1. F ab.
Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (101) è (102), ïîëó÷èì

F ab =
∂Abγ
∂xa

−
∂Aaγ
∂xb

= c ·

(
∂Ab

γ

∂xa
−
∂Aa

γ

∂xb

)
. (120)

2.2. F a4.
Ýòà ñîñòàâëÿþùàÿ îòëè÷àåòñÿ îò âûðàæåíèÿ (115)

çíàêîì

F a4 =
∂Aa

γ

∂t
+
∂φγ
∂xa

. (121)

2.3. F a0.
Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (101), ïîëó÷èì

F a0 =
∂A0

∂xa
− g00

∂Aaγ
∂x0

=
∂A0

∂xa
+Φ

∂Aaγ
∂θ0

. (122)

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (102), ïîëó÷èì

F a0 = cΦ

(
∂G0

∂xa
+
∂Aa

γ

∂θ0

)
. (123)

2.4. F aβ .
Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (101), ïîëó÷èì

F aβ =
∂Aβ

∂xa
− gββ

∂Aaγ
∂xβ

=
∂Aβ

∂xa
+Φ

∂Aaγ
∂θβ

δββ . (124)

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (102), ïîëó÷èì

F aβ = cΦ

(
∂Gβ

∂xa
+
∂Aa

γ

∂θβ
δββ
)
. (125)

3. F 0B .
Ýòà êîìïîíåíòà âêëþ÷àåò òðè ñîñòàâëÿþùèõ

F 0B ∼ {F 0b, F 04, F 0β} .

3.1. F 0b.
Ýòà ñîñòàâëÿþùàÿ îòëè÷àåòñÿ îò âûðàæåíèÿ (123)

çíàêîì

F 0b = cΦ

(
−
∂Ab

γ

∂θ0
− ∂G0

∂xb

)
. (126)
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3.2. F 04.

Ýòà ñîñòàâëÿþùàÿ îòëè÷àåòñÿ îò âûðàæåíèÿ (117)
çíàêîì

F 04 = Φ

(
∂G0

∂t
− ∂φγ
∂θ0

)
. (127)

3.3. F 0β .

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (101), ïîëó÷èì

F 0β=g00
∂Aβ

∂x0
− gββ

∂A0

∂xβ
= −Φ

∂Aβ

∂θ0
+Φ

∂A0

∂θβ
δββ. (128)

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (102), ïîëó÷èì

F 0β = Φ2 c

(
−∂G

β

∂θ0
+
∂G0

∂θβ
δββ
)
. (129)

4. FαB .

Ýòà êîìïîíåíòà âêëþ÷àåò ÷åòûðå ñîñòàâëÿþùèõ

FαB ∼ {Fαb, Fα4, Fα0, Fαβ} .

4.1. Fαb.

Ýòà ñîñòàâëÿþùàÿ îòëè÷àåòñÿ îò âûðàæåíèÿ (125)
çíàêîì

Fαb = cΦ

(
−∂G

α

∂xb
−
∂Ab

γ

∂θα
δαα

)
. (130)

4.2. Fα4.

Ýòà ñîñòàâëÿþùàÿ îòëè÷àåòñÿ îò âûðàæåíèÿ (119)
çíàêîì

Fα4 = Φ

(
∂Gα

∂t
− ∂φγ
∂θα

δαα
)
. (131)

4.3. Fα0.

Ýòà ñîñòàâëÿþùàÿ îòëè÷àåòñÿ îò âûðàæåíèÿ (129)
çíàêîì

Fα0 = Φ2 c

(
∂Gα

∂θ0
− ∂G0

∂θα
δαα
)
. (132)

4.4. Fαβ .

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (101), ïîëó÷èì

Fαβ = gαα
∂Aβ

∂xα
− gββ

∂Aα

∂xβ
= −Φ

∂Aβ

∂θα
δαα +Φ

∂Aα

∂θβ
δββ .

(133)

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (102), ïîëó÷èì

Fαβ = cΦ2

(
−∂G

β

∂θα
δαα +

∂Gα

∂θβ
δββ
)
. (134)

6. Óðàâíåíèÿ ýëåêòðî-ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ

Óðàâíåíèÿ ýëåêòðî-ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ââåäåì
êàê îáîáùåíèå óðàâíåíèé (75) íà âîñüìèìåðíûé ñëó-
÷àé

∂

∂xB
FAB =

1

ε0
· jA . (135)

Ðàçîáúåì ýòî óðàâíåíèå íà ÷åòûðå

∂

∂xB
F 4B =

1

ε0
· j4 , (136)

∂

∂xB
F aB =

1

ε0
· ja , (137)

∂

∂xB
F 0B =

1

ε0
· j0 , (138)

∂

∂xB
FαB =

1

ε0
· jα , (139)

è ðàññìîòðèì êàæäîå èç óðàâíåíèé â îòäåëüíîñòè.

6.1. Ïåðâîå óðàâíåíèå

Çàïèøåì ïåðâîå óðàâíåíèå (136), ðàñêðûâàÿ ñóììè-
ðîâàíèå

∂

∂xb
F 4b +

∂

∂x0
F 40 +

∂

∂xβ
F 4β =

1

ε0
· j4 . (140)

Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ, èñïîëüçóÿ
ñíà÷àëà âûðàæåíèå (100) à çàòåì âûðàæåíèÿ (115),
(117) è (119)

∂

∂xB
F 4B =

∂

∂xb
F 4b +Φ

∂

∂θ0
F 40 +Φ

∂

∂θβ
F 4β =

=
∂

∂xb

(
−
∂Ab

γ

∂t
− ∂φγ
∂xb

)
+Φ2 ∂

∂θ0

(
−∂G

0

∂t
+
∂φγ
∂θ0

)
+

+Φ2 ∂

∂θβ

(
−∂G

β

∂t
+
∂φγ
∂θβ

δββ
)

èëè

∂

∂xB
F 4B = − ∂

∂t

(
∂Ab

γ

∂xb
+Φ2 ∂G

0

∂θ0
+Φ2 ∂G

β

∂θβ

)
−

− ∂2φγ
∂xb∂xb

+Φ2 ∂
2φγ

∂(θ0)2
+Φ2 ∂

2φγ
∂(θβ)2

δββ .

Ó÷èòûâàÿ îáîáùåííóþ êàëèáðîâêó Ëîðåíöà (104),
ïîëó÷èì

∂

∂xB
F 4B =

= − ∂2φγ
∂xb∂xb

+
1

c2
∂2φγ
∂t2

+Φ2 ∂
2φγ

∂(θ0)2
+Φ2 ∂

2φγ
∂(θβ)2

δββ .



468 ÃËÀÂÀ 5.8 Ýëåêòðî-ãðàâèòàöèîííîå ïîëå

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ñîîòíîøåíèå â âûðàæåíèå (140) è
ó÷èòûâàÿ (110), ïîëó÷èì ïåðâîå óðàâíåíèå ýëåêòðî-
ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ

− ∂2φγ
∂xb∂xb

+
1

c2
∂2φγ
∂t2

+Φ2 ∂
2φγ

∂(θ0)2
+Φ2 ∂

2φγ
∂(θβ)2

δββ =
1

ε0
·ργ .

(141)
Ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèÿìè (1) è (3), çàïèøåì ïåðâîå

óðàâíåíèå â äðóãîì âèäå:

− ∂2φγ
∂xb∂xb

+ µ0 ε0
∂2φγ
∂t2

+
1

2χ ε0

∂2φγ
∂(θ0)2

+

+
1

2χ ε0

∂2φγ
∂(θβ)2

δββ =
1

ε0
· ργ . (142)

Êàæäûé èç òðåõ (γ) ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ (ργ) ÿâ-
ëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì ïîëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ýëåêòðè-
÷åñêîãî ïîòåíöèàëà (φγ).

6.2. Âòîðîå óðàâíåíèå

Çàïèøåì âòîðîå óðàâíåíèå (137), ðàñêðûâàÿ ñóììè-
ðîâàíèå

∂

∂xb
F ab+

∂

∂x4
F a4+

∂

∂x0
F a0+

∂

∂xβ
F aβ =

1

ε0
·ja . (143)

Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ, èñïîëüçóÿ
ñíà÷àëà âûðàæåíèå (100) à çàòåì âûðàæåíèÿ (120),
(121), (123) è (125)

∂

∂xB
F aB=

∂

∂xb
F ab+

1

c

∂

∂t
F a4+Φ

∂

∂θ0
F a0+Φ

∂

∂θβ
F aβ=

= c
∂

∂xb

(
∂Ab

γ

∂xa
−
∂Aa

γ

∂xb

)
+

1

c

∂

∂t

(
∂Aa

γ

∂t
+
∂φγ
∂xa

)
+

+cΦ2 ∂

∂θ0

(
∂G0

∂xa
+
∂Aa

γ

∂θ0

)
+ cΦ2 ∂

∂θβ

(
∂Gβ

∂xa
+
∂Aa

γ

∂θβ
δββ
)

èëè

∂

∂xB
F aB=c

∂

∂xa

(
∂Ab

γ

∂xb
+

1

c2
∂φγ
∂t

+Φ2 ∂G
0

∂θ0
+Φ2 ∂G

β

∂θβ

)
+

+c

(
−
∂2Aa

γ

∂xb∂xb
+

1

c2
∂2Aa

γ

∂t2
+Φ2

∂2Aa
γ

(∂θ0)2
+Φ2

∂2Aa
γ

(∂θβ)2
δββ

)
.

Ó÷èòûâàÿ îáîáùåííóþ êàëèáðîâêó Ëîðåíöà (104),
ïîëó÷èì

∂

∂xB
F aB=

= c

(
−
∂2Aa

γ

∂xb∂xb
+

1

c2
∂2Aa

γ

∂t2
+Φ2

∂2Aa
γ

(∂θ0)2
+Φ2

∂2Aa
γ

(∂θβ)2
δββ

)
.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ñîîòíîøåíèå â âûðàæåíèå (143), è
ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèå (110), ïîëó÷èì âòîðîå óðàâíå-

íèå ýëåêòðî-ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ:

c

(
−
∂2Aa

γ

∂xb∂xb
+

1

c2
∂2Aa

γ

∂t2
+Φ2

∂2Aa
γ

(∂θ0)2
+Φ2

∂2Aa
γ

(∂θβ)2
δββ

)
=

=
1

ε0 c
· jaγ

èëè

−
∂2Aa

γ

∂xb∂xb
+

1

c2
∂2Aa

γ

∂t2
+Φ2

∂2Aa
γ

(∂θ0)2
+Φ2

∂2Aa
γ

(∂θβ)2
δββ=

1

ε0 c2
·jaγ

èëè ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ (1)

−
∂2Aa

γ

∂xb∂xb
+

1

c2
∂2Aa

γ

∂t2
+Φ2

∂2Aa
γ

(∂θ0)2
+Φ2

∂2Aa
γ

(∂θβ)2
δββ = µ0 ·jaγ .

(144)
Ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèÿìè (1) è (3), çàïèøåì âòîðîå

óðàâíåíèå â äðóãîì âèäå:

−
∂2Aa

γ

∂xb∂xb
+ µ0 ε0

∂2Aa
γ

∂t2
+

1

2χ ε0

∂2Aa
γ

(∂θ0)2
+

+
1

2χ ε0

∂2Aa
γ

(∂θβ)2
δββ = µ0 · jaγ . (145)

Êàæäûé èç òðåõ (γ) òîêîâ (jaγ) ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì
ïîëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà (Aa

γ).

6.3. Òðåòüå óðàâíåíèå

Çàïèøåì òðåòüå óðàâíåíèå (138), ðàñêðûâàÿ ñóììè-
ðîâàíèå

∂

∂xb
F 0b +

∂

∂x4
F 04 +

∂

∂xβ
F 0β =

1

ε0
· j0 . (146)

Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ, èñïîëüçóÿ
ñíà÷àëà âûðàæåíèå (100) à çàòåì âûðàæåíèÿ (126),
(127) è (129)

∂

∂xB
F 0B =

∂

∂xb
F 0b +

1

c

∂

∂t
F 04 +Φ

∂

∂θβ
F 0β =

= cΦ
∂

∂xb

(
−
∂Ab

γ

∂θ0
− ∂G0

∂xb

)
+

Φ

c

∂

∂t

(
∂G0

∂t
− ∂φγ
∂θ0

)
+

+cΦ3 ∂

∂θβ

(
−∂G

β

∂θ0
+
∂G0

∂θβ
δββ
)
.

Èëè

∂

∂xB
F 0B = −cΦ ∂

∂θ0

(
∂Ab

γ

∂xb
+

1

c2
∂φγ
∂t

+Φ2 ∂G
β

∂θβ

)
−

−cΦ ∂2G0

∂xb∂xb
+

Φ

c

∂2G0

∂t2
+ cΦ3 ∂

2G0

(∂θβ)2
δββ .
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Ó÷èòûâàÿ îáîáùåííóþ êàëèáðîâêó Ëîðåíöà (104),
ïîëó÷èì

∂

∂xB
F 4B =

= cΦ

(
− ∂2G0

∂xb∂xb
+

1

c2
∂2G0

∂t2
+Φ2 ∂

2G0

(∂θ0)2
+Φ2 ∂

2G0

(∂θβ)2
δββ
)
.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ñîîòíîøåíèå â âûðàæåíèå (146), è
ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå (110), ïîëó÷èì òðåòüå óðàâíå-
íèå ýëåêòðî-ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ

cΦ

(
− ∂2G0

∂xb∂xb
+

1

c2
∂2G0

∂t2
+Φ2 ∂

2G0

(∂θ0)2
+Φ2 ∂

2G0

(∂θβ)2
δββ
)
=

=
1

ε0 cΦ
· j0

èëè

− ∂2G0

∂xb∂xb
+

1

c2
∂2G0

∂t2
+Φ2 ∂

2G0

(∂θ0)2
+Φ2 ∂

2G0

(∂θβ)2
δββ =

=
1

ε0 c2 Φ2
· j0

èëè ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ (3)

− ∂2G0

∂xb∂xb
+

1

c2
∂2G0

∂t2
+Φ2 ∂

2G0

(∂θ0)2
+Φ2 ∂

2G0

(∂θβ)2
δββ =

=
2χ

c2
· j0 .

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âûðàæåíèå äëÿ χ

χ =
2G

c4
,

ïîëó÷èì

− ∂2G0

∂xb∂xb
+

1

c2
∂2G0

∂t2
+Φ2 ∂

2G0

(∂θ0)2
+Φ2 ∂

2G0

(∂θβ)2
δββ =

= G
4 j0

c6
. (147)

Ââåäåì ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë

φ0
ã = c3 ·G0 .

â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (91) è ýêâèâàëåíòíóþ ìàñ-
ñó

µý =
w0

c2
, ãäå w0 =

4 j0

c

â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè (96) è (95) è ïðåîáðàçóåì
óðàâíåíèå (147) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

− ∂2φ0
ã

∂xb∂xb
+

1

c2
∂2φ0

ã

∂t2
+Φ2 ∂

2φ0
ã

(∂θ0)2
+Φ2 ∂

2φ0
ã

(∂θβ)2
δββ =

= Gµý . (148)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî òðåòüå óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé óðàâíåíèå ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ïîòåíöèà-
ëà φ0

ã , èñòî÷íèêîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ýëåêòðè÷åñêèé

çàðÿä. Ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèÿìè (1) è (3), çàïèøåì
ãðàâèòàöèîííîå óðàâíåíèå â äðóãîì âèäå

− ∂2φ0
ã

∂xb∂xb
+ µ0 ε0

∂2φ0
ã

∂t2
+

1

2χ ε0

∂2φ0
ã

(∂θ0)2
+

+
1

2χ ε0

∂2φ0
ã

(∂θβ)2
δββ = Gµý . (149)

6.4. ×åòâåðòîå óðàâíåíèå

Çàïèøåì ÷åòâåðòîå óðàâíåíèå (139), ðàñêðûâàÿ
ñóììèðîâàíèå

∂

∂xb
Fαb+

∂

∂x4
Fα4+

∂

∂x0
Fα0+

∂

∂xβ
Fαβ =

1

ε0
·jα . (150)

Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ, èñïîëüçóÿ
ñíà÷àëà âûðàæåíèå (100), à çàòåì âûðàæåíèÿ (120),
(121), (123) è (125):

∂

∂xB
FαB=

∂

∂xb
Fαb+

1

c

∂

∂t
Fα4+Φ

∂

∂θ
Fα0+Φ

∂

∂θβ
Fαβ=

= cΦ
∂

∂xb

(
−∂G

α

∂xb
−
∂Ab

γ

∂θα
δαα

)
+

+
Φ

c

∂

∂t

(
∂Gα

∂t
− ∂φγ
∂θα

δαα
)
+

+cΦ3 ∂

∂θ0

(
∂Gα

∂θ0
− ∂G0

∂θα
δαα
)
+

+cΦ3 ∂

∂θβ

(
−∂G

β

∂θα
δαα +

∂Gα

∂θβ
δββ
)

èëè

∂

∂xB
F aB=

= −cΦ ∂

∂xα

(
∂Ab

γ

∂xb
+

1

c2
∂φγ
∂t

+Φ2 ∂G
0

∂θ0
+Φ2 ∂G

β

∂θβ

)
δαα +

+cΦ

(
− ∂2Gα

∂xb∂xb
+

1

c2
∂2Gα

∂t2
+Φ2 ∂

2Gα

(∂θ0)2
+Φ2 ∂

2Gα

(∂θβ)2
δββ
)
.

Ó÷èòûâàÿ îáîáùåííóþ êàëèáðîâêó Ëîðåíöà (104),
ïîëó÷èì

∂

∂xB
F aB=

= cΦ

(
− ∂2Gα

∂xb∂xb
+

1

c2
∂2Gα

∂t2
+Φ2 ∂

2Gα

(∂θ0)2
+Φ2 ∂

2Gα

(∂θβ)2
δββ
)
.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ñîîòíîøåíèå â âûðàæåíèå (150),
è ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå (110), ïîëó÷èì ÷åòâåðòîå
óðàâíåíèå ýëåêòðî-ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ:

cΦ

(
− ∂2Gα

∂xb∂xb
+

1

c2
∂2Gα

∂t2
+Φ2 ∂

2Gα

(∂θ0)2
+Φ2 ∂

2Gα

(∂θβ)2
δββ
)
=

=
1

ε0 cΦ
· jα
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èëè

− ∂2Gα

∂xb∂xb
+

1

c2
∂2Gα

∂t2
+Φ2 ∂

2Gα

(∂θ0)2
+Φ2 ∂

2Gα

(∂θβ)2
δββ =

=
1

ε0 c2 Φ2
· jα

èëè ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (3)

− ∂2Gα

∂xb∂xb
+

1

c2
∂2Gα

∂t2
+Φ2 ∂

2Gα

(∂θ0)2
+Φ2 ∂

2Gα

(∂θβ)2
δββ =

=
2χ

c2
· jα . (151)

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âûðàæåíèå äëÿ χ

χ =
2G

c4
,

ïîëó÷èì

− ∂2Gα

∂xb∂xb
+

1

c2
∂2Gα

∂t2
+Φ2∂

2Gα

(∂θ0)2
+Φ2 ∂

2Gα

(∂θβ)2
δββ =

= G
4 jα

c6
. (152)

Ââåäåì òðåõêîìïîíåíòíûé ãðàâèòàöèîííûé ïîòåí-
öèàë

φαã = c3 ·Gα

è òðåõêîìïîíåíòíóþ ýêâèâàëåíòíóþ ìàññó

µαý =
wα

c2
, ãäå wα =

4 jα

c

è çàïèøåì óðàâíåíèå (152) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

− ∂2φαã
∂xb∂xb

+
1

c2
∂2φαã
∂t2

+Φ2 ∂
2φαã

(∂θ0)2
+Φ2 ∂

2φαã
(∂θβ)2

δββ =

= Gµαý . (153)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ÷åòâåðòîå óðàâíåíèå ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ òðåõ-
êîìïîíåíòíîãî ïîòåíöèàëà φαã , èñòî÷íèêîì êîòîðî-
ãî ÿâëÿåòñÿ òðåõêîìïîíåíòíûé ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä.
Ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèÿìè (1) è (3), çàïèøåì ÷åòâåð-
òîå ãðàâèòàöèîííîå óðàâíåíèå â äðóãîì âèäå:

− ∂2φαã
∂xb∂xb

+ µ0 ε0
∂2φαã
∂t2

+
1

2χ εα

∂2φ0
ã

(∂θ0)2
+

+
1

2χ ε0

∂2φαã
(∂θβ)2

δββ = Gµαý . (154)

7. Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ðåçóëüòàòû ýòîãî Ðàçäåëà ãàðìîíèðóþò ñ ïðåäñòàâ-
ëåíèåì î ïîêîëåíèÿõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö, èçëî-
æåííîì â Ðàçäåëå IV Ãëàâû 4.2 è Ðàçäåëå III Ãëàâû

4.4. Ñîãëàñíî íàñòîÿùåìó Ðàçäåëó ñóùåñòâóþò òðè
ðàçíîâèäíîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà q21, q13, q32.
Èñïîëüçóÿ ýòîò âûâîä è îáðàùàÿñü ê ñîîáðàæåíèÿì
Ðàçäåëà III Ãëàâû 4.4, íåîáõîäèìî çàðÿä ýëåêòðîíà
îòîæäåñòâèòü ñ e21, çàðÿä ìþîíà îòîæäåñòâèòü ñ e13,
à çàðÿä òàó-ëåïòîíà îòîæäåñòâèòü ñ e32.
Äàëåå ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåãî Ðàçäåëà ïîçâîëÿþò

îáúÿñíèòü ðàçëè÷èå ìàññ ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö
îäíîãî àðîìàòà, íî ðàçíûõ ïîêîëåíèé. Â ÷àñòíîñòè,
ìàññó çëåêòðîíà èëè åå ÷àñòü íåîáõîäèìî îòîæäå-
ñòâèòü ñ êîìïîíåíòîé ýêâèâàëåíòíîé ìàññû m21

ý , ìàñ-
ñó ìþîíà èëè åå ÷àñòü íåîáõîäèìî îòîæäåñòâèòü ñ
êîìïîíåíòîé ýêâèâàëåíòíîé ìàññû m13

ý , ìàññó òàó-
ëåïòîíà èëè åå ÷àñòü íåîáõîäèìî îòîæäåñòâèòü ñ êîì-
ïîíåíòîé ýêâèâàëåíòíîé ìàññû m32

ý .

VIII. ÝÊÑÒÀÇ

Óòðîì èç ïîäìîñêîâíîãî êîñìîïîðòà ñòàðòóåò àïïà-
ðàò. Áåç ãðîõîòà, îãíÿ è ïåðåãðóçîê, îòòàëêèâàÿñü îò
Çåìëè. Â àïïàðàòå ñåìüÿ, ðåøèâøàÿ ïðîâåñòè âûõîä-
íîé íà Ëóíå. Ïîëïóòè àïïàðàò äâèæåòñÿ óñêîðåííî, à
ïîëïóòè çàìåäëåííî. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ óñêîðåíèå ðàâ-
íî g, ïîýòîìó ïóòåøåñòâåííèêè íå èñïûòûâàþò äèñ-
êîìôîðòà, ñâÿçàííîãî ñ íåâåñîìîñòüþ. Âðåìÿ ïîëåòà
äî Ëóíû ñîñòàâëÿåò 2 ÷àñà. Ðàçâëåêøèñü è ñíÿâ ëóí-
íûé çàêàò, ñåìüÿ ê âå÷åðó âîçâðàùàåòñÿ äîìîé20.

IX. ÂÛÂÎÄÛ ÏÎ ÃËÀÂÅ

� Ââîäèìóþ â òåîðèè Êàëóöû ïÿòóþ êîîðäèíàòó
íåîáõîäèìî îòîæäåñòâèòü ñ ïðàâûì óãëîì ïîâî-
ðîòà â ïëîñêîñòè 21.

� Îòêàç îò óñèëåííîãî óñëîâèÿ öèëèíäðè÷íîñòè21

ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ââåäåíèÿ íîâîãî G-
ïîëÿ è ââåäåíèÿ íîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó
çàðÿäàìè, äâèæóùèìèñÿ âäîëü ïÿòîé êîîðäèíà-
òû.

� Âûøåóêàçàííîå íîâîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó çà-
ðÿäàìè, äâèæóùèìèñÿ âäîëü ïÿòîé êîîðäèíàòû,
åñòü ãðàâèòàöèîííîå âçàèìîäåéñòâèå.

� G-ïîëå îñóùåñòâëÿåò òàêæå âçàèìîäåéñòâèå ìåæ-
äó çàðÿäîì, äâèæóùèìèñÿ âäîëü ïÿòîé êîîðäè-
íàòû, è ìàññîé.

20 Ýòî ïàðàôðàç íà Ýêñòàç Ì. À. Áóëãàêîâà: "Ìîñêâà! ß âèæó
òåáÿ â íåáîñêðåáàõ!"(Ì. À. Áóëãàêîâ, "Íàêàíóíå" , 12 èþíÿ
1924)

21 Óñèëåííîå óñëîâèå öèäèíäðè÷íîñòè � ýòî óñëîâèå öèëèíäðè÷-
íîñòè (òî åñòü, óñëîâèå íåçàâèñèìîñòè ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí
îò ïÿòîé êîîðäèíàòû), äîïîëíåííîå òðåáîâàíèåì g00 = 1.
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� Ïîëîæèòåëüíûé çàðÿä, äâèæóùèéñÿ âäîëü ïÿ-
òîé êîîðäèíàòû, îòòàëêèâàåòñÿ îò ìàññû. Â ðå-
çóëüòàòå èìååò ìåñòî ÿâëåíèå, íàçâàííîå çäåñü
àíòèãðàâèòàöèåé.

� Ïÿòèìåðíàÿ òåîðèÿ ãðàâèòàöèè è ýëåêòðîìàãíå-
òèçìà äîïóñêàåò åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå, çàêëþ-
÷àþùååñÿ â ïðèâëå÷åíèè, ïîìèìî ïðàâûõ ïîâî-
ðîòîâ â ïëîñêîñòè 21 (ïîìèìî ïÿòîé êîîðäèíà-
òû), ïðàâûõ ïîâîðîòîâ â äâóõ äðóãèõ ïëîñêîñòÿõ
13 è 32. Óêàçàííûå ïîâîðîòû ñîñòàâëÿþò àëãåá-
ðó rU .

� Âûøåóêàçàííîå îáîáùåíèå ïðèâîäèò ê íåîáõî-
äèìîñòè ââåäåíèÿ òðåõ òèïîâ ýëåêòðè÷åñêèõ
çàðÿäîâ q21, q13, q32, òðåõ òèïîâ ãðàâèòàöèîí-
íûõ Gα-ïîëåé è òðåõ òèïîâ ýêâèâàëåíòíûõ ìàññ
m21, m13, m32.

� Âûøåóêàçàííîå îáîáùåíèå ïîäòâåðæäàåò ïðåä-
ñòàâëåíèå î ïîêîëåíèÿõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷à-
ñòèö, èçëîæåííîå â Ðàçäåëå IV Ãëàâû 4.2 è Ðàç-
äåëå III Ãëàâû 4.4. Ïðè ýòîì çàðÿä ýëåêòðî-
íà íåîáõîäèìî îòîæäåñòâèòü ñ e21, çàðÿä ìþ-
îíà îòîæäåñòâèòü ñ e13, à çàðÿä òàó-ëåïòîíà
îòîæäåñòâèòü ñ e32. Ïðåäñòàâëåíèå î òðåõ òèïàõ
ãðàâèòàöèîííûõ Gα-ïîëåé ïîçâîëÿåò îáúÿñíèòü
ðàçëè÷èå ìàññ ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö îäíî-
ãî àðîìàòà, íî ðàçíûõ ïîêîëåíèé. Â ÷àñòíîñòè,
ìàññó çëåêòðîíà èëè åå ÷àñòü íåîáõîäèìî îòîæ-
äåñòâèòü ñ êîìïîíåíòîé ýêâèâàëåíòíîé ìàññû
m21

ý , ìàññó ìþîíà èëè åå ÷àñòü íåîáõîäèìî îòîæ-
äåñòâèòü ñ êîìïîíåíòîé ýêâèâàëåíòíîé ìàññû
m13

ý , ìàññó òàó-ëåïòîíà èëè åå ÷àñòü íåîáõîäè-
ìî îòîæäåñòâèòü ñ êîìïîíåíòîé ýêâèâàëåíòíîé
ìàññû m32

ý .



×àñòü 6

Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè

Ãëàâà 6.1 Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè I. Âàðèàöèîííûé ïðèíöèï

I. ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß ËÅÂÛÕ
ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ

ÔÈÇÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÎÁÚÅÊÒÀ

Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèÿ ëåâûõ äèíàìè÷åñêèõ
ïàðàìåòðîâ ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà è ëåâûõ êèíåìàòè-
÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, èìåÿ â âèäó, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ
ïðàâûõ äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ôèçè÷åñêîãî îáú-
åêòà è ïðàâûõ êèíåìàòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ óñòàíàâ-
ëèâàþòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.

1. Ëåâûå êèíåìàòè÷åñêèå ïåðåìåííûå

Ëåâûå êèíåìàòè÷åñêèå ïåðåìåííûå îïðåäåëåíû èñ-
õîäÿ èç ðàçëîæåíèÿ ëåâûõ êîîðäèíàò èñêðèâëåííîãî
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè â ðÿä Òåéëîðà ïî êîîðäèíàòàì
ñèñòåìû îòñ÷åòà

yI(xK + dxK) = yI(xK) + lIK · dxK +

+lIK1K2 · d1xK1 · d2xK2 +

+lIK1K2K3
· d1xK1 · d2xK2 · d3xK3 . . . , . (1)

Âåëè÷èíû

yI(x) , lIK(x) , lIK1K2
(x) , lIK1K2K3

(x)

íàçîâàíû êèíåìàòè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè. Äëÿ óäîá-
ñòâà èñïîëüçîâàíèÿ êîìïàêòíîãî èçëîæåíèÿ � èçëî-
æåíèÿ â áåçèíäåêñíîé ôîðìå � âûïîëíèì ñëåäóþùèå
ïåðåîáîçíà÷åíèÿ:

xK → x0
K ,

yI → xI , lIK → lIK , l
I
K1K2

→ aIK1K2
,

lIK1K2K3
→ bIK1K2K3

.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå ïåðåîáîçíà÷åíèÿ èìååì ñëå-
äóþùèå êèíåìàòè÷åñêèå ïåðåìåííûå:

xI , lIK , aIK1K2
, bIK1K2K3

.

Â áåçèíäåêñíîé ôîðìå îíè çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

x , l , a , b .

Äëÿ èõ êîìïàêòíîãî îáîçíà÷åíèÿ ââåäåì ñèìâîë z,
òî åñòü

z ∼ (x , l , a) .

Êèíåìàòè÷åñêèå ïåðåìåííûå z áóäåì ñ÷èòàòü âåëè-
÷èíàìè, çàâèñÿùèìè îò äðóãèõ êèíåìàòè÷åñêèõ ïåðå-
ìåííûõ, êîòîðûå áóäåì ñ÷èòàòü íåçàâèñèìûìè è îáî-
çíà÷àòü

z0 ∼ (x0 , l0 , a0) .

Ïðåîáðàçîâàíèå ëåâûõ êèíåìàòè÷åñêèõ ïåðåìåí-
íûõ â îáùåì ñëó÷àå çàïèøåì òàê:

z = Z(z0)

èëè â ðàçâåðíóòîì âèäå

x = X (x0, l0, a0) ,

l = L(x0, l0, a0) ,
a = A(x0, l0, a0) .

Èç âûðàæåíèÿ (1) ñëåäóåò ñâÿçü ìåæäó äèôôåðåíöè-
àëàìè çàâèñèìûõ è íåçàâèñèìûõ êèíåìàòè÷åñêèõ ïå-
ðåìåííûõ

Dx = l · dx0 ,
Dl = dl0 + a · dx0 ,
Da = da0 + b · dx0 . (2)

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå ïðîèç-
âîäíûå

Dx

∂x0
,

Dl

∂x0
,

Da

∂x0
,

Dx

∂l0
,

Dl

∂l0
,

Da

∂l0
,

Dx

∂a0
,

Dl

∂a0
,

Da

∂a0
.

Âû÷èñëèì èõ çíà÷åíèÿ.
1. z(x0)

Dx

∂x0
= l èëè

DyI

∂xK
= lIK .

Dl

∂x0
= a èëè

DlIK1

∂xK2
= lIK1K2

.

Da

∂x0
= b èëè

DlIK1K2

∂xK3
= lIK1K2K3

.
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2. z(l0)

Dx

∂l0
= 0 .

Dl

∂l0
= δ èëè

DlIK

∂l0
M
N

= δIM · δNK .

Da

∂l0
= 0 .

3. z(a0)

Dx

∂a0
= 0 .

Dl

∂a0
= 0 .

Da

∂a0
= δ èëè

DlIK1K2

∂l0
M
N1N2

= δIM · δN1
K1

· δN2
K2
.

2. Ïðåîáðàçîâàíèÿ ëåâûõ äèíàìè÷åñêèõ
ïàðàìåòðîâ ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà

Ðàññìîòðèì äåéñòâèå1 ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà êàê
ôóíêöèþ êèíåìàòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ

S(x0, l0, a0) .

Îáîçíà÷èì ïðåîáðàçîâàííîå äåéñòâèå ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

S′(x, l, a) .

Ïðåîáðàçîâàíèå

S(x0, l0, a0) → S′(x, l, a)

ïðåäñòàâèì â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðåîáðàçîâà-
íèé

S(x0, l0, a0)
1→ S(x, l, a)

2
⇝ S′(x, l, a) ,

ãäå îáîçíà÷åíèå
1→ îòðàæàåò ïðåîáðàçîâàíèå àðãóìåí-

òà, à
2
⇝ � ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè. Èíà÷å ãîâîðÿ,

1→
åñòü ïðåîáðàçîâàíèå êèíåìàòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, à
2
⇝ � ïðåîáðàçîâàíèå äèíàìè÷åñêîãî ïàðàìåòðà � äåé-
ñòâèÿ � S.

1 Çäåñü è äàëåå îáîçíà÷åíèå S è òåðìèí "äåéñòâèå" îòíîñÿòñÿ
ê âåêòîðó äåéñòâèÿ.

Ïðåîáðàçîâàíèå äåéñòâèÿ çàäàäèì â âèäå

S′(x, l, a) = S(x, l, a, S(x, l, a))

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

S′(x, 1, 0) = S(x, 1, 0, S(x, 1, 0)) = S(x, 1, 0) .

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ââåäåì ïðåîáðàçîâàíèÿ äðóãèõ
äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ � èìïóëüñà, ìîìåíòà è âòî-
ðîãî ìîìåíòà ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà

p(x, l, a) = −P (S) = −∂S(x, l, a)
Dx

,

m(x, l, a) = −M(S) = −∂S(x, l, a)
Dl

,

w(x, l, a) = −W (S) = −∂S(x, l, a)
Da

.

Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ çàäàäèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

p′(z) = P(z, S(z), p(z),m(z), w(z)) ,

m′(z) = M(z, S(z), p(z),m(z), w(z)) ,

w′(z) = W(z, S(z), p(z),m(z), w(z)) ,

ãäå êèíåìàòè÷åñêèå ïåðåìåííûå (x, l, a) îáîçíà÷åíû
ñèìâîëîì z. Ê ïðåîáðàçîâàíèÿì äèíàìè÷åñêèõ ïàðà-
ìåòðîâ íåîáõîäèìî äîáàâèòü ïðåîáðàçîâàíèÿ êèíåìà-
òè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ: z = Z(z0) èëè â ðàçâåðíóòîì
âèäå

x = X (x0, l0, a0) ,

l = L(x0, l0, a0) ,
a = A(x0, l0, a0) .

Íàçîâåì ñëó÷àé, êîãäà z = (x), ïåðâûì ïðèáëèæå-
íèåì. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèÿ òàêîâû:

S′(x) = S(x, S(x)) ,
p′(x) = P(x, S(x), p(x)) ,

x(x0) = X (x0) .

Íàçîâåì ñëó÷àé, êîãäà z = (x, l), âòîðûì ïðèáëè-
æåíèåì. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèÿ òàêîâû:

S′(x, l) = S(x, l, S(x, l)) ,
p′(x, l) = P(x, l, S(x, l), p(x, l),m(x, l)) ,

m′(x, l) = M(x, l, S(x, l), p(x, l),m(x, l)) ,

x = X (x0, l0) ,

l = L(x0, l0) .

È, íàêîíåö, îáùèé ñëó÷àé, êîãäà z = (x, l, a), íàçî-
âåì òðåòüèì ïðèáëèæåíèåì:

S′(z) = S(z, S(z)) ,
p′(z) = P(z, S(z), p(z),m(z), w(z)) ,

m′(z) = M(z, S(z), p(z),m(z), w(z)) ,

w′(z) = W(z, S(z), p(z),m(z), w(z)) ,

x = X (x0, l0, a0) ,

l = L(x0, l0, a0) ,
a = A(x0, l0, a0) .
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II. ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÄÈÍÀÌÈÊÈ È
ÂÀÐÈÀÖÈÎÍÍÛÉ ÏÐÈÍÖÈÏ

1. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ïàðàìåòðîâ
ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

Èñõîäíûì äëÿ âûâîäà óðàâíåíèé äèíàìèêè ïàðà-
ìåòðîâ ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿð-
íîå äåéñòâèå äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

S (x0, l0, a0) =

∫
L (x0, l0, a0) · dΩ . (3)

Çäåñü ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì2:

L (x0, l0, a0) = −p0(z(x0))−m0(z(l0))−w0(z(a0)) . (4)

Îïðåäåëèì êàæäîå èç ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè.
1.

p0(z(x0)) = − d

dx0
· S(z(x0)) .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

d

dx0
= EI · d

dxI0
,

à òàêæå

S(z(x0)) = eK · SK(z(x0))

è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ (ôîðìó-
ëà (78) Ãëàâû 1.6.)

EI · eK = δIK ,

ïîëó÷èì

p0(z(x0)) = −dS
K(z(x0))

dxK0
.

Îòñþäà â áåçèíäåêñíîé ôîðìå

p0(z(x0)) = −∂S(z)
Dx

Dx

dx0
− ∂S(z)

Dl

Dl

dx0
− ∂S(z)

Da

Da

dx0
,

èëè

p0(z(x0)) = p
Dx

dx0
+m

Dl

dx0
+ w

Da

dx0
.

Èìåííî ýòè ñîîòíîøåíèÿ èñïîëüçîâàëèñü â Ãëàâå 3.2.

2 Çàìåòèì, ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà, ââåäåííàÿ â Ãëàâå 3.2. Ðàçäåë
III., ñâîäèòñÿ ê ïåðâîìó ñëàãàåìîìó â ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíî-
øåíèÿ (4)

L (x0) ≡ −p0(z(x0)) .

2.

m0(z(l0)) = − d

dl0
· S(z(l0)) .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

d

dl0
= KL

K · d

dl0
L
K

,

à òàêæå

S(z(l0)) = eN · SN (z(l0))

è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ (ôîðìó-
ëà (79) Ãëàâû 1.6.)

KL
K · eN = CLKN ,

ïîëó÷èì

m0(z(l0)) = −CLKN · dS
N (z(l0))

dl0
L
K

.

Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíîå äåéñòâèå

SLK = CLKN · SN . (5)

Èñïîëüçóÿ åãî, ïîëó÷èì

m0(z(l0)) = −dS
L
K(z(l0))

dl0
L
K

. (6)

Â áåçèíäåêñíîé ôîðìå, êîãäà

SLK ∼ S , l0
L
K ∼ l0 ,

èìååì

m0(z(l0)) = −dS(z(l0))
dl0

,

èëè â ðàçâåðíóòîì âèäå

m0(z(l0)) = −∂S(z)
Dx

Dx

dl0
− ∂S(z)

Dl

Dl

dl0
− ∂S(z)

Da

Da

dl0
.

Îñíîâûâàÿñü íà âñïîìîãàòåëüíîì äåéñòâèè, ââåäåì
âñïîìîãàòåëüíûé èìïóëüñ

pLKI = −∂S
L
K(z)

DxI
= CLKN · pNI , (7)

âñïîìîãàòåëüíûé ìîìåíò

mLK
P
I = −∂S

L
K(z)

DlIP
= CLKN ·mNP

I (8)

è âñïîìîãàòåëüíûé âòîðîé ìîìåíò

wLK
QP

I = −∂S
L
K(z)

DaIPQ
= CLKN · wNQPI . (9)
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Ââåäåííûå çäåñü âñïîìîãàòåëüíûå äèíàìè÷åñêèå
ïàðàìåòðû S, p, m, w ïîçâîëÿþò â äàëüíåéøåì çàïè-
ñàòü óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà â óíèôèöèðîâàííîì âèäå.
Èñïîëüçóÿ âñïîìîãàòåëüíûå äèíàìè÷åñêèå ïàðà-

ìåòðû â áåçèíäåêñíîé ôîðìå, çàïèøåì

m0(z(l0)) = p
Dx

dl0
+m

Dl

dl0
+ w

Da

dl0
.

3.

w0(z(a0)) = − d

da0
· S(z(a0)) .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

d

da0
= LLKM · d

da0LKM
,

à òàêæå

S(z(a0)) = eN · SN (z(a0))

è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ (ôîðìó-
ëà (80) Ãëàâû 1.6.)

LLKM · eN = CLKMN ,

ïîëó÷èì

w0(z(a0)) = −CLKMN · dS
N (z(a0))

da0LKM
.

Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíîå äåéñòâèå

S
L
KM = CLKMN · SN . (10)

Èñïîëüçóÿ åãî, ïîëó÷èì

w0(z(a0)) = −dS
L
KM (z(a0))

da0LKM
. (11)

Â áåçèíäåêñíîé ôîðìå, êîãäà

S
L
KM ∼ S , a0

L
KM ∼ a0 ,

èìååì

w0(z(a0)) = −dS(z(a0))
da0

,

èëè â ðàçâåðíóòîì âèäå

w0(z(a0)) = −∂S(z)
Dx

Dx

da0
− ∂S(z)

Dl

Dl

da0
− ∂S(z)

Da

Da

da0
.

Îñíîâûâàÿñü íà âñïîìîãàòåëüíîì äåéñòâèè, ââåäåì
âñïîìîãàòåëüíûé èìïóëüñ

p
L
KMI = −∂S

L
KM (z)

DxI
= CLKMN · pNI , (12)

âñïîìîãàòåëüíûé ìîìåíò

m
L
KM

P
I = −∂S

L
KM (z)

DlIP
= CLKMN ·mNP

I (13)

è âñïîìîãàòåëüíûé âòîðîé ìîìåíò

w
L
KM

QP
I = −∂S

L
KM (z)

DaIPQ
= CLKMN · wNQPI . (14)

Ââåäåííûå çäåñü âñïîìîãàòåëüíûå äèíàìè÷åñêèå
ïàðàìåòðû S, p, m, w ïîçâîëÿþò â äàëüíåéøåì çàïè-
ñàòü óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà â óíèôèöèðî-
âàííîì âèäå.
Èñïîëüçóÿ âñïîìîãàòåëüíûå äèíàìè÷åñêèå ïàðà-

ìåòðû â áåçèíäåêñíîé ôîðìå, çàïèøåì

w0(z(a0)) = p
Dx

da0
+m

Dl

da0
+w

Da

da0
.

Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ïàðàìåòðîâ ôóíäàìåíòàëüíî-
ãî îáúåêòà ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì ðàâåíñòâà íóëþ âà-
ðèàöèè ñêàëÿðíîãî äåéñòâèÿ

δS = 0 (15)

èëè, òàê êàê òðàíñôîðìàöèîííûå ñâîéñòâà ýëåìåíòà
îáúåìà dΩ íå ðàññìàòðèâàþòñÿ, ñëåäñòâèåì ðàâåíñòâà
íóëþ âàðèàöèè ôóíêöèè Ëàãðàíæà

δL = 0 . (16)

Äëÿ òîãî ÷òîáû âûäåëèòü âàðèàöèþ ñêàëÿðíîãî
äåéñòâèÿ δS , ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå ñêàëÿðíîãî
äåéñòâèÿ êàê ôóíêöèè êèíåìàòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ

S (x0, l0, a0) .

Îáîçíà÷èì ïðåîáðàçîâàííîå ñêàëÿðíîå äåéñòâèå
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

S ′(x, l, a) .

Ïðåîáðàçîâàíèå

S (x0, l0, a0) → S ′(x, l, a)

ïðåäñòàâèì â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðåîáðàçîâà-
íèé

S (x0, l0, a0)
1→ S (x, l, a)

2
⇝ S ′(x, l, a) ,

ãäå îáîçíà÷åíèå
1→ îòðàæàåò ïðåîáðàçîâàíèå àðãóìåí-

òà, à
2
⇝ � ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè. Èíà÷å ãîâîðÿ,

1→
åñòü ïðåîáðàçîâàíèå êèíåìàòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, à
2
⇝ � ïðåîáðàçîâàíèå äèíàìè÷åñêîãî ïàðàìåòðà � ñêà-
ëÿðíîãî äåéñòâèÿ � S . Èíôèíèòåçèìàëüíîå ïðåîáðà-
çîâàíèå

S (x0, l0, a0) → S ′(x, l, a)
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îáîçíà÷èì DS . Èíôèíèòåçèìàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå

S (x0, l0, a0)
1→ S (x, l, a)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèôôåðåíöèàë ñêàëÿðíîãî äåé-
ñòâèÿ dS . Èíôèíèòåçèìàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå

S (x, l, a)
2
⇝ S ′(x, l, a)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âàðèàöèþ ñêàëÿðíîãî äåéñòâèÿ
δS . Òàêèì îáðàçîì, èìååì

DS = δS +dS . (17)

Ïðåîáðàçîâàíèå ñêàëÿðíîãî äåéñòâèÿ çàäàäèì â âè-
äå ôóíêöèè

S ′(x, l, a) = S(x, l, a,S (x, l, a))

èëè ñîêðàùåííî

S ′(z) = S(z, S (z))

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

S ′(z, 1, 0) = S(z, 1, 0,S (z, 1, 0)) = S (z, 1, 0) .

Äèôôåðåíöèðóÿ ïðåîáðàçîâàíèå ñêàëÿðíîãî äåé-
ñòâèÿ, ïîëó÷èì

DS (z) =
∂S(z, S )

Dz
·Dz + ∂S(z, S )

dS
· dS .

Èç ñðàâíåíèÿ ñ âûðàæåíèåì (17) ïîëó÷èì

δS =
∂S(z, S )

Dz
·Dz , ∂S(z, S )

dS
= 1 .

Èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ è âûðàæåíèÿ (16) ñëåäóåò,
÷òî óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà
âûòåêàþò èç óñëîâèÿ

∂S(z, S )

Dz
= 0 .

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äëÿ òîãî, ÷òîáû âûäåëèòü
âàðèàöèþ ôóíêöèè Ëàãðàíæà δL , ðàññìîòðèì ïðå-
îáðàçîâàíèå ôóíêöèè Ëàãðàíæà

L (x0, l0, a0) .

Îáîçíà÷èì ïðåîáðàçîâàííóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

L ′(x, l, a) .

Ïðåîáðàçîâàíèå

L (x0, l0, a0) → L ′(x, l, a)

ïðåäñòàâèì â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðåîáðàçîâà-
íèé

L (x0, l0, a0)
1→ L (x, l, a)

2
⇝ L ′(x, l, a) ,

ãäå îáîçíà÷åíèå
1→ îòðàæàåò ïðåîáðàçîâàíèå àðãó-

ìåíòà, à
2
⇝ � ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè. Èíà÷å ãîâîðÿ,

1→ åñòü ïðåîáðàçîâàíèå êèíåìàòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ,

à
2
⇝ � ïðåîáðàçîâàíèå äèíàìè÷åñêîãî ïàðàìåòðà �

ôóíêöèè Ëàãðàíæà � L . Èíôèíèòåçèìàëüíîå ïðåîá-
ðàçîâàíèå

L (x0, l0, a0) → L ′(x, l, a)

îáîçíà÷èì DL . Èíôèíèòåçèìàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå

L (x0, l0, a0)
1→ L (x, l, a)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèôôåðåíöèàë dL . Èíôèíèòåçè-
ìàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå

L (x, l, a)
2
⇝ L ′(x, l, a)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âàðèàöèþ ôóíêöèè Ëàãðàíæà
δL . Òàêèì îáðàçîì, èìååì

DL = δL +dL . (18)

Ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè Ëàãðàíæà çàäàäèì â âèäå

L ′(z) = L(z, S(z), p(z), m(z), w(z), L (z)) . (19)

Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî ïðåîáðàçîâàíèå, ïîëó÷èì

DL (z) =
∂L(z, S(z), p(z), m(z), w(z), L )

Dz
·Dz +

+
∂L(z, S(z), p(z), m(z), w(z), L )

dL
· dL .

Èç ñðàâíåíèÿ ñ âûðàæåíèåì (8) ïîëó÷èì

δL (z) =
∂L(z, S(z), p(z), m(z), w(z), L )

Dz
·Dz ,

∂L(z, S(z), p(z), m(z), w(z), L )

dL
= 1 .

Èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âàðèàöèîííûé
ïðèíöèï

δL (z) = 0

çàïèñûâàåòñÿ â âèäå òðåõ ñîîòíîøåíèé

δL (x, l, a)

Dx
= 0 ,

δL (x, l, a)

Dl
= 0 ,

δL (x, l, a)

Da
= 0 ,

(20)
èëè

∂L(z, S(z), p(z), m(z), w(z), L )

Dx
= 0 , (21)

∂L(z, S(z), p(z), m(z), w(z), L )

Dl
= 0 , (22)

∂L(z, S(z), p(z), m(z), w(z), L )

Da
= 0 . (23)
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Ñëåäñòâèåì ñîîòíîøåíèÿ (21) ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ
äèíàìèêè èìïóëüñà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáüåêòà, ñëåä-
ñòâèåì ñîîòíîøåíèÿ (22) ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ äèíà-
ìèêè ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáüåêòà½ ñëåäñòâè-
åì ñîîòíîøåíèÿ (23) ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ äèíàìèêè
âòîðîãî ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáüåêòà.
Âàðèàöèîííûé ïðèíöèï ìîæíî çàïèñàòü èíà÷å, åñ-

ëè ó÷åñòü, ÷òî

δL = DL −dL ,

à èíòåãðèðîâàíèå ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà dL ñâî-
äèòñÿ ê çíà÷åíèþ îáðàçóþùåé ôóíêöèè íà ãðàíè-
öå èíòåãðèðîâàíèÿ � çíà÷åíèþ, êîòîðîå ïðèíèìàåòñÿ
ðàâíûì íóëþ. Ïîýòîìó âàðèàöèîííûé ïðèíöèï ìîæåò
áûòü çàïèñàí òàê:

DL (z) = 0 .

Îòñþäà ñëåäóþò òðè ñîîòíîøåíèÿ, ýêâèâàëåíòíûå âû-
ðàæåíèÿì (20)

DL (x, l, a)

Dx
= 0 ,

DL (x, l, a)

Dl
= 0 ,

DL (x, l, a)

Da
= 0 .

(24)
Ñëåäñòâèåì ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ óðàâíå-

íèÿ äèíàìèêè èìïóëüñà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáüåêòà,
ñëåäñòâèåì âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ
äèíàìèêè ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáüåêòà½ ñëåä-
ñòâèåì òðåòüåãî ñîîòíîøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ äè-
íàìèêè âòîðîãî ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáüåê-
òà.

1.1. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ ïàðàìåòðîâ
ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ ïàðàìåòðîâ ôóí-
äàìåíòàëüíîãî îáúåêòà âûòåêàþò èç âàðèàöèè ïåðâî-
ãî ñëàãàåìîãî ôóíêöèè Ëàãðàíæà (4)

p0(z(x0)) = − dSK

dx0K
(z(x0)) .

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûäåëèòü âàðèàöèþ ôóíêöèè δp0,
ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè

p0(x0, l0, a0) .

Îáîçíà÷èì ïðåîáðàçîâàííóþ ôóíêöèþ p0 ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

p′0(x, l, a) .

Ïðåîáðàçîâàíèå

p0(x0, l0, a0) → p′0(x, l, a)

ïðåäñòàâèì â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðåîáðàçîâà-
íèé

p0(x0, l0, a0)
1→ p0(x, l, a)

2
⇝ p′0(x, l, a) ,

ãäå îáîçíà÷åíèå
1→ îòðàæàåò ïðåîáðàçîâàíèå àðãóìåí-

òà, à
2
⇝ � ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè. Èíà÷å ãîâîðÿ,

1→
åñòü ïðåîáðàçîâàíèå êèíåìàòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, à
2
⇝ � ïðåîáðàçîâàíèå äèíàìè÷åñêîãî ïàðàìåòðà � p0.
Èíôèíèòåçèìàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå

p0(x0, l0, a0) → p′0(x, l, a)

îáîçíà÷èì Dp0. Èíôèíèòåçèìàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå

p0(x0, l0, a0)
1→ p0(x, l, a)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèôôåðåíöèàë dp0. Èíôèíèòåçè-
ìàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå

p0(x, l, a)
2
⇝ p′0(x, l, a)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âàðèàöèþ δp0. Òàêèì îáðàçîì,
èìååì

Dp0 = δp0 + dp0 . (25)

Ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè p0 çàäàäèì â âèäå

p′0(z) = P(z, S(z), p(z), m(z), w(z), p0(z)) . (26)

Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî ïðåîáðàçîâàíèå, ïîëó÷èì

Dp0(z) =
∂P(z, S(z), p(z), m(z), w(z), p0)

Dz
·Dz +

+
∂P(z, S(z), p(z), m(z), w(z), p0)

dp0
· dp0 .

Èç ñðàâíåíèÿ ñ âûðàæåíèåì (25) ïîëó÷èì

δp0(z) =
∂P(z, S(z), p(z), m(z), w(z), p0)

Dz
·Dz ,

∂P(z, S(z), p(z), m(z), w(z), p0)

dp0
= 1 .

Èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âàðèàöèîííûé
ïðèíöèï

δp0(z) = 0

çàïèñûâàåòñÿ â âèäå òðåõ ñîîòíîøåíèé

δp0(x, l, a)

Dx
= 0 ,

δp0(x, l, a)

Dl
= 0 ,

δp0(x, l, a)

Da
= 0 ,

(27)
èëè

∂P(z, S(z), p(z), m(z), w(z), p0)

Dx
= 0 , (28)

∂P(z, S(z), p(z), m(z), w(z), p0)

Dl
= 0 , (29)

∂P(z, S(z), p(z), m(z), w(z), p0)

Da
= 0 , (30)
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êîòîðûìè îïðåäåëÿþòñÿ òðè óðàâíåíèÿ äèíàìèêè
ñäâèãà � äëÿ èìïóëüñà, ìîìåíòà è âòîðîãî ìîìåíòà
ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà ñîîòâåòñòâåííî.
Âàðèàöèîííûé ïðèíöèï ìîæíî çàïèñàòü èíà÷å, åñ-

ëè ó÷åñòü, ÷òî

δp0 = Dp0 − dp0 ,

à èíòåãðèðîâàíèå ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà dp0 ñâî-
äèòñÿ ê çíà÷åíèþ îáðàçóþùåé ôóíêöèè íà ãðàíè-
öå èíòåãðèðîâàíèÿ � çíà÷åíèþ, êîòîðîå ïðèíèìàåòñÿ
ðàâíûì íóëþ. Ïîýòîìó âàðèàöèîííûé ïðèíöèï ìîæåò
áûòü çàïèñàí òàê:

Dp0(z) = 0 .

Îòñþäà ñëåäóþò òðè ñîîòíîøåíèÿ, ýêâèâàëåíòíûå
âûðàæåíèÿì (27)

Dp0(x, l, a)

Dx
= 0 ,

Dp0(x, l, a)

Dl
= 0 ,

Dp0(x, l, a)

Da
= 0 ,

(31)
êîòîðûìè îïðåäåëÿþòñÿ òðè óðàâíåíèÿ äèíàìèêè
ñäâèãà � äëÿ èìïóëüñà, ìîìåíòà è âòîðîãî ìîìåí-
òà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè
óðàâíåíèÿ âûâåäåíû â Ãëàâå 6.2. Â ýòîé Ãëàâå ïî-
êàæåì, ÷òî óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà ïðåäñòàâëÿ-
þò ñîáîé óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ïàðàìåòðîâ ôóíäà-
ìåíòàëüíîãî îáúåêòà ïðè èíôèíèòåçèìàëüíîì ñäâèãå
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.

1.2. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ
ïàðàìåòðîâ ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

Ïðåäâàðèòåëüíî çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ äèíàìè-
êè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ ôóí-
äàìåíòàëüíîãî îáúåêòà áóäåì âûïîëíÿòü â äâà ýòà-
ïà. Íà ïåðâîì ýòàïå óêàçàííûå óðàâíåíèÿ âûâîäÿò-
ñÿ äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ
ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà S, p,m, w. Íà âòîðîì ýòàïå
îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì
ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà S, p,m, w íà îñíîâàíèè ñî-
îòíîøåíèé (5), (7), (8), (9). Òàêîé äâóõýòàïíûé ïîäõîä
öåëåñîîáðàçåí ïîòîìó, ÷òî âûâîä óðàâíåíèé äèíàìè-
êè äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ
ÿâëÿåòñÿ óíèôèöèðîâàííûì.
Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

äëÿ ïàðàìåòðîâ ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà âûòåêàþò
èç âàðèàöèè âòîðîãî ñëàãàåìîãî ôóíêöèè Ëàãðàíæà
(4), êîòîðîå çàïèøåì â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèåì
(6)

m0(z(l0)) = − dS

dl0
(z(l0)) .

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûäåëèòü âàðèàöèþ ôóíêöèè δm0,
ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè

m0(x0, l0, a0) .

Îáîçíà÷èì ïðåîáðàçîâàííóþ ôóíêöèþ m0 ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

m′
0(x, l, a) .

Ïðåîáðàçîâàíèå

m0(x0, l0, a0) → m′
0(x, l, a)

ïðåäñòàâèì â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðåîáðàçîâà-
íèé

m0(x0, l0, a0)
1→ m0(x, l, a)

2
⇝ m′

0(x, l, a) ,

ãäå îáîçíà÷åíèå
1→ îòðàæàåò ïðåîáðàçîâàíèå àðãóìåí-

òà, à
2
⇝ � ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè. Èíà÷å ãîâîðÿ,

1→
åñòü ïðåîáðàçîâàíèå êèíåìàòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, à
2
⇝ � ïðåîáðàçîâàíèå äèíàìè÷åñêîãî ïàðàìåòðà � m0.
Èíôèíèòåçèìàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå

m0(x0, l0, a0) → m′
0(x, l, a)

îáîçíà÷èì Dm0. Èíôèíèòåçèìàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå

m0(x0, l0, a0)
1→ m0(x, l, a)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèôôåðåíöèàë dm0. Èíôèíèòåçè-
ìàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå

m0(x, l, a)
2
⇝ m′

0(x, l, a)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âàðèàöèþ δm0. Òàêèì îáðàçîì,
èìååì

Dm0 = δm0 + dm0 . (32)

Ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè m0 çàäàäèì â âèäå

m′
0(z) = M(z, S(z), p(z), m(z), w(z), m0(z)) . (33)

Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî ïðåîáðàçîâàíèå, ïîëó÷èì

Dm0(z) =
∂M(z, S(z), p(z), m(z), w(z), m0)

Dz
·Dz +

+
∂M(z, S(z), p(z), m(z), w(z), m0)

dm0
· dm0 .

Èç ñðàâíåíèÿ ñ âûðàæåíèåì (32) ïîëó÷èì

δm0(z) =
∂M(z, S(z), p(z), m(z), w(z), m0)

Dz
·Dz ,

∂M(z, S(z), p(z), m(z), w(z), m0)

dm0
= 1 .

Èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âàðèàöèîííûé
ïðèíöèï

δm0(z) = 0

çàïèñûâàåòñÿ â âèäå òðåõ ñîîòíîøåíèé

δm0(x, l, a)

Dx
= 0 ,

δm0(x, l, a)

Dl
= 0 ,

δm0(x, l, a)

Da
= 0 ,

(34)
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èëè

∂M(z, S(z), p(z), m(z), w(z), m0)

Dx
= 0 , (35)

∂M(z, S(z), p(z), m(z), w(z), m0)

Dl
= 0 , (36)

∂M(z, S(z), p(z), m(z), w(z), m0)

Da
= 0 , (37)

êîòîðûìè îïðåäåëÿþòñÿ òðè óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëè-
íåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ � äëÿ èìïóëüñà, ìîìåíòà è
âòîðîãî ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà.
Âàðèàöèîííûé ïðèíöèï ìîæíî çàïèñàòü èíà÷å, åñ-

ëè ó÷åñòü, ÷òî

δm0 = Dm0 − dm0 ,

à èíòåãðèðîâàíèå ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà dm0 ñâî-
äèòñÿ ê çíà÷åíèþ îáðàçóþùåé ôóíêöèè íà ãðàíè-
öå èíòåãðèðîâàíèÿ � çíà÷åíèþ, êîòîðîå ïðèíèìàåòñÿ
ðàâíûì íóëþ. Ïîýòîìó âàðèàöèîííûé ïðèíöèï ìîæåò
áûòü çàïèñàí òàê:

Dm0(z) = 0 .

Îòñþäà ñëåäóþò òðè ñîîòíîøåíèÿ, ýêâèâàëåíòíûå âû-
ðàæåíèÿì (34)

Dm0(x, l, a)

Dx
= 0 ,

Dm0(x, l, a)

Dl
= 0 ,

Dm0(x, l, a)

Da
= 0 ,

(38)
êîòîðûìè îïðåäåëÿþòñÿ òðè óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëè-
íåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ � äëÿ èìïóëüñà, ìîìåíòà è
âòîðîãî ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà.
Ýòè óðàâíåíèÿ âûâåäåíû â Ãëàâå 6.2. Â ýòîé Ãëàâå

ïîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óðàâíåíèÿ äèíàìèêè
ïàðàìåòðîâ ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà ïðè èíôèíè-
òåçèìàëüíîì ëèíåéíîì ïðåîáðàçîâàíèè ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè.

1.3. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ ôóíäàìåíòàëüíîãî

îáúåêòà

Ïðåäâàðèòåëüíî çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ äèíàìèêè
âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ
ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà áóäåì âûïîëíÿòü â äâà
ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå óêàçàííûå óðàâíåíèÿ âûâî-
äÿòñÿ äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåò-
ðîâ ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà S, p, m, w. Íà âòî-
ðîì ýòàïå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê äèíàìè÷åñêèì
ïàðàìåòðàì ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà S, p, m, w
íà îñíîâàíèè ñîîòíîøåíèé (10), (12), (13), (14). Òàêîé
äâóõýòàïíûé ïîäõîä öåëåñîîáðàçåí ïîòîìó, ÷òî âûâîä
óðàâíåíèé äèíàìèêè äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ äèíàìè-
÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ÿâëÿåòñÿ óíèôèöèðîâàííûì.

Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà
âûòåêàþò èç âàðèàöèè òðåòüåãî ñëàãàåìîãî ôóíêöèè
Ëàãðàíæà (4), êîòîðîå çàïèøåì â ñîîòâåòñòâèè ñ ñî-
îòíîøåíèåì (11)

w0(z(a0)) = − dS

da0
(z(a0)) .

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûäåëèòü âàðèàöèþ ôóíêöèè δw0,
ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè

w0(x0, l0, a0) .

Îáîçíà÷èì ïðåîáðàçîâàííóþ ôóíêöèþ w0 ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

w′
0(x, l, a) .

Ïðåîáðàçîâàíèå

w0(x0, l0, a0) → w′
0(x, l, a)

ïðåäñòàâèì â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðåîáðàçîâà-
íèé

w0(x0, l0, a0)
1→ w0(x, l, a)

2
⇝ w′

0(x, l, a) ,

ãäå îáîçíà÷åíèå
1→ îòðàæàåò ïðåîáðàçîâàíèå àðãóìåí-

òà, à
2
⇝ � ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè. Èíà÷å ãîâîðÿ,

1→
åñòü ïðåîáðàçîâàíèå êèíåìàòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, à
2
⇝ � ïðåîáðàçîâàíèå äèíàìè÷åñêîãî ïàðàìåòðà � w0.
Èíôèíèòåçèìàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå

w0(x0, l0, a0) → w′
0(x, l, a)

îáîçíà÷èì Dw0. Èíôèíèòåçèìàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå

w0(x0, l0, a0)
1→ w0(x, l, a)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèôôåðåíöèàë dw0. Èíôèíèòåçè-
ìàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå

w0(x, l, a)
2
⇝ w′

0(x, l, a)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âàðèàöèþ δw0. Òàêèì îáðàçîì,
èìååì

Dw0 = δw0 + dw0 . (39)

Ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè w0 çàäàäèì â âèäå

w′
0(z) = W(z, S(z), p(z), m(z), w(z), w0(z)) . (40)

Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî ïðåîáðàçîâàíèå, ïîëó÷èì

Dw0(z) =
∂W(z, S(z), p(z), m(z), w(z), w0)

Dz
·Dz +

+
∂W(z, S(z), p(z), m(z), w(z), w0)

dw0
· dw0 .
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Èç ñðàâíåíèÿ ñ âûðàæåíèåì (39) ïîëó÷èì

δw0(z) =
∂W(z, S(z), p(z), m(z), w(z), w0)

Dz
·Dz ,

∂W(z, S(z), p(z), m(z), w(z), w0)

dw0
= 1 .

Èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âàðèàöèîííûé
ïðèíöèï

δw0(z) = 0

çàïèñûâàåòñÿ â âèäå òðåõ ñîîòíîøåíèé

δw0(x, l, a)

Dx
= 0 ,

δw0(x, l, a)

Dl
= 0 ,

δw0(x, l, a)

Da
= 0 ,

(41)
èëè

∂W(z, S(z), p(z), m(z), w(z), w0)

Dx
= 0 , (42)

∂W(z, S(z), p(z), m(z), w(z), w0)

Dl
= 0 , (43)

∂W(z, S(z), p(z), m(z), w(z), w0)

Da
= 0 , (44)

êîòîðûìè îïðåäåëÿþòñÿ òðè óðàâíåíèÿ äèíàìèêè
âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ � äëÿ èìïóëüñà,
ìîìåíòà è âòîðîãî ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáú-
åêòà.
Âàðèàöèîííûé ïðèíöèï ìîæíî çàïèñàòü èíà÷å, åñ-

ëè ó÷åñòü, ÷òî

δw0 = Dw0 − dw0 ,

à èíòåãðèðîâàíèå ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà dw0 ñâî-
äèòñÿ ê çíà÷åíèþ îáðàçóþùåé ôóíêöèè íà ãðàíè-
öå èíòåãðèðîâàíèÿ � çíà÷åíèþ, êîòîðîå ïðèíèìàåòñÿ
ðàâíûì íóëþ. Ïîýòîìó âàðèàöèîííûé ïðèíöèï ìîæåò
áûòü çàïèñàí òàê:

Dw0(z) = 0 .

Îòñþäà ñëåäóþò òðè ñîîòíîøåíèÿ, ýêâèâàëåíòíûå âû-
ðàæåíèÿì (41)

Dw0(x, l, a)

Dx
= 0 ,

Dw0(x, l, a)

Dl
= 0 ,

Dw0(x, l, a)

Da
= 0 ,

(45)
êîòîðûìè îïðåäåëÿþòñÿ òðè óðàâíåíèÿ äèíàìèêè
âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ � äëÿ èìïóëüñà,
ìîìåíòà è âòîðîãî ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáú-
åêòà.
Ýòè óðàâíåíèÿ âûâåäåíû â Ãëàâå 6.2. Â ýòîé Ãëàâå

ïîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óðàâíåíèÿ äèíà-
ìèêè ïàðàìåòðîâ ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà ïðè èí-
ôèíèòåçèìàëüíîì âòîðîì ëèíåéíîì ïðåîáðàçîâàíèè
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.

2. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ïàðàìåòðîâ
ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà

Èñõîäíûì äëÿ âûâîäà óðàâíåíèé äèíàìèêè ïàðà-
ìåòðîâ ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíîå
äåéñòâèå äëÿ ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà

S 1(x0, l0, a0) =

∫
L 1(x0, l0, a0) · dΩ . (46)

Çäåñü ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì

L 1(x0, l0, a0) = −p01(z(x0))−m01(z(l0))−w01(z(a0)) .
(47)

Îïðåäåëèì êàæäîå èç ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè.
1.

p01(z(x0)) = − d

dx0
· S(z(x0)) .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

d

dx0
= EL · d

dxL0
,

à òàêæå

S(z(x0)) = IPN · SNP (z(x0))

è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ (ôîðìó-
ëà (81) Ãëàâû 1.6.)

EL · IPN = CLPN ,

ïîëó÷èì

p01(z(x0)) = −CLPN · dS
N
P (z(x0))

dxL0
.

Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíîå äåéñòâèå

SL1 = CLPN · SNP . (48)

Èñïîëüçóÿ åãî, ïîëó÷èì

p01(z(x0)) = −dS
L
1 (z(x0))

dxL0
. (49)

Â áåçèíäåêñíîé ôîðìå, êîãäà

SL1 ∼ S1, xL0 ∼ x0 ,

èìååì

p01(z(x0)) = −dS1(z(x0))
dx0

,

èëè â ðàçâåðíóòîì âèäå

p01(z(x0)) = −∂S1(z)
Dx

Dx

dx0
− ∂S1(z)

Dl

Dl

dx0
− ∂S1(z)

Da

Da

dx0
.
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Îñíîâûâàÿñü íà âñïîìîãàòåëüíîì äåéñòâèè, ââåäåì
âñïîìîãàòåëüíûé èìïóëüñ

pL1I = −∂S
L
1 (z)

DxI
= −CLKN ·∂S

N
K

DxI
= CLKN ·pNKI , (50)

âñïîìîãàòåëüíûé ìîìåíò

mLP1 I = −∂S
L
1 (z)

DlIP
= −CLKN · ∂S

N
K(z)

DlIP
= CLKN ·mN

K
P
I

(51)
è âñïîìîãàòåëüíûé âòîðîé ìîìåíò

w
LQP
1 I = −∂S

L
1 (z)

DaIPQ
= −CLKN ·∂S

N
K(z)

DaIPQ
= CLKN ·wNKQPI .

(52)
Ââåäåííûå çäåñü âñïîìîãàòåëüíûå äèíàìè÷åñêèå

ïàðàìåòðû S1, p1, m1, w1 ïîçâîëÿþò â äàëüíåéøåì çà-
ïèñàòü óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà ïðîìåæóòî÷íîãî
îáúåêòà â óíèôèöèðîâàííîì âèäå.
Èñïîëüçóÿ âñïîìîãàòåëüíûå äèíàìè÷åñêèå ïàðà-

ìåòðû â áåçèíäåêñíîé ôîðìå, çàïèøåì

p01(z(x0)) = p1
Dx

dx0
+ m1

Dl

dx0
+ w1

Da

dx0
.

2.

m01(z(l0)) = − d

dl0
· S(z(l0)) .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

d

dl0
= KL

K · d

dl0
L
K

,

à òàêæå

S(z(l0)) = IPN · SNP (z(l0))

è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ (ôîðìó-
ëà (82) Ãëàâû 1.6.)

KL
K · IPN = δPK · δLN ,

ïîëó÷èì

m01(z(l0)) = −δPK · δLN · dS
N
P (z(l0))

dl0
L
K

.

Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíîå äåéñòâèå

SL1K = δPK · δLN · SNP ≡ SLK . (53)

Èñïîëüçóÿ åãî, ïîëó÷èì

m01(z(l0)) = −dS
L
1K(z(l0))

dl0
L
K

. (54)

Â áåçèíäåêñíîé ôîðìå, êîãäà

SL1K ∼ S1 , l0
L
K ∼ l0 ,

èìååì

m01(z(l0)) = −dS1(z(l0))
dl0

,

èëè â ðàçâåðíóòîì âèäå

m01(z(l0)) = −∂S1(z)
Dx

Dx

dl0
− ∂S1(z)

Dl

Dl

dl0
− ∂S1(z)

Da

Da

dl0
.

Îñíîâûâàÿñü íà âñïîìîãàòåëüíîì äåéñòâèè, ââåäåì
âñïîìîãàòåëüíûé èìïóëüñ

pL1KI = −∂S
L
1K(z)

DxI
= −∂S

L
K(z)

DxI
= pLKI , (55)

âñïîìîãàòåëüíûé ìîìåíò

mL1K
P
I = −∂S

L
1K(z)

DlIP
= −∂S

L
K(z)

DlIP
= mL

K
P
I (56)

è âñïîìîãàòåëüíûé âòîðîé ìîìåíò

wL1K
QP

I = −∂S
L
1K(z)

DaIPQ
= −∂S

L
K(z)

DaIPQ
= wLK

QP
I . (57)

Ââåäåííûå çäåñü âñïîìîãàòåëüíûå äèíàìè÷åñêèå
ïàðàìåòðû S1, p1, m1, w1 ïîçâîëÿþò â äàëüíåéøåì
çàïèñàòü óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà â óíèôèöèðîâàííîì
âèäå.
Èñïîëüçóÿ âñïîìîãàòåëüíûå äèíàìè÷åñêèå ïàðà-

ìåòðû â áåçèíäåêñíîé ôîðìå, çàïèøåì

m01(z(l0)) = p1
Dx

dl0
+m1

Dl

dl0
+ w1

Da

dl0
.

3.

w01(z(a0)) = − d

da0
· S(z(a0)) .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

d

da0
= LLKM · d

da0LKM
,

à òàêæå

S(z(a0)) = IPN · SNP (z(a0))

è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ (ôîðìó-
ëà (83) Ãëàâû 1.6.)

LLKM · IPN = δPM · CLKN ,

ïîëó÷èì

w01(z(a0)) = −CLKN · dS
N
P (z(a0))

da0LKM
δPM .

Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíîå äåéñòâèå

S
L
1KM = CLKN · SNP · δPM . (58)
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Èñïîëüçóÿ åãî, ïîëó÷èì

w01(z(a0)) = −dS
L
1KM (z(a0))

da0LKM
. (59)

Â áåçèíäåêñíîé ôîðìå, êîãäà

S
L
1KM ∼ S1 , a0

L
KM ∼ a0 ,

èìååì

w01(z(a0)) = −dS1(z(a0))

da0
,

èëè â ðàçâåðíóòîì âèäå

w01(z(a0)) = −∂S1(z)

Dx

Dx

da0
− ∂S1(z)

Dl

Dl

da0
− ∂S1(z)

Da

Da

da0
.

Îñíîâûâàÿñü íà âñïîìîãàòåëüíîì äåéñòâèè, ââåäåì
âñïîìîãàòåëüíûé èìïóëüñ

p
L
1KMI = −∂S

L
1KM (z)

DxI
=

= −CLKN · ∂S
N
M (z)

DxI
= CLKN · pNMI , (60)

âñïîìîãàòåëüíûé ìîìåíò

m
L
1KM

P
I = −∂S

L
1KM (z)

DlIP
=

= −CLKN · ∂S
N
M (z)

DlIP
= CLKN ·mN

M
P
I (61)

è âñïîìîãàòåëüíûé âòîðîé ìîìåíò

w
L
1KM

QP
I = −∂S

L
1KM (z)

DaIPQ
=

= −CLKN · ∂S
N
M (z)

DaIPQ
= CLKN · wNMQPI . (62)

Ââåäåííûå çäåñü âñïîìîãàòåëüíûå äèíàìè÷åñêèå
ïàðàìåòðû S1, p1, m1, w1 ïîçâîëÿþò â äàëüíåéøåì
çàïèñàòü óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà â óíèôèöèðî-
âàííîì âèäå.
Èñïîëüçóÿ âñïîìîãàòåëüíûå äèíàìè÷åñêèå ïàðà-

ìåòðû â áåçèíäåêñíîé ôîðìå, çàïèøåì

w01(z(a0)) = p1
Dx

da0
+m1

Dl

da0
+w1

Da

da0
.

Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ïàðàìåòðîâ ïðîìåæóòî÷íîãî
îáúåêòà ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì ðàâåíñòâà íóëþ âàðèà-
öèè äåéñòâèÿ

δS 1 = 0 , (63)

èëè, òàê êàê òðàíñôîðìàöèîííûå ñâîéñòâà ýëåìåíòà
îáúåìà dΩ íå ðàññìàòðèâàþòñÿ, ñëåäñòâèåì ðàâåíñòâà
íóëþ âàðèàöèè ôóíêöèè Ëàãðàíæà

δL 1 = 0 . (64)

Äëÿ òîãî ÷òîáû âûäåëèòü âàðèàöèþ ôóíêöèè Ëàãðàí-
æà δL 1, ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè Ëàãðàí-
æà

L 1(x0, l0, a0) .

Îáîçíà÷èì ïðåîáðàçîâàííóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

L ′
1(x, l, a) .

Ïðåîáðàçîâàíèå

L 1(x0, l0, a0) → L ′
1(x, l, a)

ïðåäñòàâèì â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðåîáðàçîâà-
íèé

L 1(x0, l0, a0)
1→ L 1(x, l, a)

2
⇝ L ′

1(x, l, a) ,

ãäå îáîçíà÷åíèå
1→ îòðàæàåò ïðåîáðàçîâàíèå àðãó-

ìåíòà, à
2
⇝ � ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè. Èíà÷å ãîâîðÿ,

1→ åñòü ïðåîáðàçîâàíèå êèíåìàòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ,

à
2
⇝ � ïðåîáðàçîâàíèå äèíàìè÷åñêîãî ïàðàìåòðà �

ôóíêöèè Ëàãðàíæà � L 1. Èíôèíèòåçèìàëüíîå ïðå-
îáðàçîâàíèå

L 1(x0, l0, a0) → L ′
1(x, l, a)

îáîçíà÷èì DL 1. Èíôèíèòåçèìàëüíîå ïðåîáðàçîâà-
íèå

L 1(x0, l0, a0)
1→ L 1(x, l, a)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèôôåðåíöèàë dL 1. Èíôèíèòå-
çèìàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå

L 1(x, l, a)
2
⇝ L ′

1(x, l, a)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âàðèàöèþ ôóíêöèè Ëàãðàíæà
δL 1. Òàêèì îáðàçîì, èìååì

DL 1 = δL 1 + dL 1 . (65)

Ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè Ëàãðàíæà çàäàäèì â âèäå

L ′
1(z) = L1(z, S1(z), p1(z), m1(z), w1(z), L 1(z)) .

(66)
Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî ïðåîáðàçîâàíèå, ïîëó÷èì

DL 1(z) =
∂L1(z, S1(z), p1(z), m1(z), w1(z), L 1)

Dz
·Dz+

+
∂L1(z, S1(z), p1(z), m1(z), w1(z), L 1)

dL 1
· dL 1 .

Èç ñðàâíåíèÿ ñ âûðàæåíèåì (66) ïîëó÷èì

δL 1(z) =
∂L1(z, S1(z), p1(z), m1(z), w1(z), L 1)

Dz
·Dz ,

∂L1(z, S1(z), p1(z), m1(z), w1(z), L 1)

dL 1
= 1 .
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Èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âàðèàöèîííûé
ïðèíöèï

δL 1(z) = 0

çàïèñûâàåòñÿ â âèäå òðåõ ñîîòíîøåíèé

δL 1(x, l, a)

Dx
= 0 ,

δL 1(x, l, a)

Dl
= 0 ,

δL 1(x, l, a)

Da
= 0 ,

(67)
èëè

∂L1(z, S1(z), p1(z), m1(z), w1(z), L 1)

Dx
= 0 , (68)

∂L1(z, S1(z), p1(z), m1(z), w1(z), L 1)

Dl
= 0 , (69)

∂L1(z, S1(z), p1(z), m1(z), w1(z), L 1)

Da
= 0 . (70)

Ñëåäñòâèåì ñîîòíîøåíèÿ (68) ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ
äèíàìèêè èìïóëüñà ïðîìåæóòî÷íîãî îáüåêòà, ñëåä-
ñòâèåì ñîîòíîøåíèÿ (69) ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ äèíà-
ìèêè ìîìåíòà ïðîìåæóòî÷íîãî îáüåêòà, ñëåäñòâèåì
ñîîòíîøåíèÿ (70) ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âòî-
ðîãî ìîìåíòà ïðîìåæóòî÷íîãî îáüåêòà.
Âàðèàöèîííûé ïðèíöèï ìîæíî çàïèñàòü èíà÷å, åñ-

ëè ó÷åñòü, ÷òî

δL 1 = DL 1 − dL 1 ,

à èíòåãðèðîâàíèå ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà dL 1 ñâî-
äèòñÿ ê çíà÷åíèþ îáðàçóþùåé ôóíêöèè íà ãðàíè-
öå èíòåãðèðîâàíèÿ � çíà÷åíèþ, êîòîðîå ïðèíèìàåòñÿ
ðàâíûì íóëþ. Ïîýòîìó âàðèàöèîííûé ïðèíöèï ìîæåò
áûòü çàïèñàí òàê

DL 1(z) = 0 .

Îòñþäà ñëåäóþò òðè ñîîòíîøåíèÿ, ýêâèâàëåíòíûå
âûðàæåíèÿì (67)

DL 1(x, l, a)

Dx
= 0 ,

DL 1(x, l, a)

Dl
= 0 ,

DL 1(x, l, a)

Da
= 0 ,

(71)
Ñëåäñòâèåì ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ óðàâ-

íåíèÿ äèíàìèêè èìïóëüñà ïðîìåæóòî÷íîãî îáüåêòà,
ñëåäñòâèåì âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ
äèíàìèêè ìîìåíòà ïðîìåæóòî÷íîãî îáüåêòà, ñëåä-
ñòâèåì òðåòüåãî ñîîòíîøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ äè-
íàìèêè âòîðîãî ìîìåíòà ïðîìåæóòî÷íîãî îáüåêòà.

2.1. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ ïàðàìåòðîâ
ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà

Ïðåäâàðèòåëüíî çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ äèíàìèêè
ñäâèãà äëÿ ïàðàìåòðîâ ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà áó-
äåì âûïîëíÿòü â äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå óêàçàí-
íûå óðàâíåíèÿ âûâîäÿòñÿ äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ äè-
íàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà S1,

p1, m1, w1. Íà âòîðîì ýòàïå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê
äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà
S1, p1, m1, w1 íà îñíîâàíèè ñîîòíîøåíèé (48), (50),
(51), (52). Òàêîé äâóõýòàïíûé ïîäõîä öåëåñîîáðàçåí
ïîòîìó, ÷òî âûâîä óðàâíåíèé äèíàìèêè äëÿ âñïîìî-
ãàòåëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ÿâëÿåòñÿ óíè-
ôèöèðîâàííûì.
Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ ïàðàìåòðîâ ïðî-

ìåæóòî÷íîãî îáúåêòà âûòåêàþò èç âàðèàöèè ïåðâîãî
ñëàãàåìîãî ôóíêöèè Ëàãðàíæà (47)

p01(z(x0)) = −dS1
dx0

(z(x0)) .

Äëÿ òîãî ÷òîáû âûäåëèòü âàðèàöèþ ôóíêöèè δp01,
ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè

p01(x0, l0, a0) .

Îáîçíà÷èì ïðåîáðàçîâàííóþ ôóíêöèþ p01 ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

p′01(x, l, a) .

Ïðåîáðàçîâàíèå

p01(x0, l0, a0) → p′01(x, l, a)

ïðåäñòàâèì â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðåîáðàçîâà-
íèé

p01(x0, l0, a0)
1→ p01(x, l, a)

2
⇝ p′01(x, l, a) ,

ãäå îáîçíà÷åíèå
1→ îòðàæàåò ïðåîáðàçîâàíèå àðãóìåí-

òà, à
2
⇝ � ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè. Èíà÷å ãîâîðÿ,

1→
åñòü ïðåîáðàçîâàíèå êèíåìàòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, à
2
⇝ � ïðåîáðàçîâàíèå äèíàìè÷åñêîãî ïàðàìåòðà � p01.
Èíôèíèòåçèìàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå

p01(x0, l0, a0) → p′01(x, l, a)

îáîçíà÷èì Dp01. Èíôèíèòåçèìàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå

p01(x0, l0, a0)
1→ p01(x, l, a)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèôôåðåíöèàë dp01. Èíôèíèòåçè-
ìàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå

p01(x, l, a)
2
⇝ p′01(x, l, a)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âàðèàöèþ δp01. Òàêèì îáðàçîì,
èìååì

Dp01 = δp01 + dp01 . (72)

Ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè p01 çàäàäèì â âèäå:

p′01(z) = P1(z, S1(z), p1(z), m1(z), w1(z), p01(z)) . (73)
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Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî ïðåîáðàçîâàíèå, ïîëó÷èì

Dp01(z) =
∂P1(z, S1(z), p1(z), m1(z), w1(z), p01)

Dz
·Dz+

+
∂P1(z, S1(z), p1(z), m1(z), w1(z), p01)

dp01
· dp01 .

Èç ñðàâíåíèÿ ñ âûëàæåíèÿìè (72) ïîëó÷èì

δp01(z) =
∂P1(z, S1(z), p1(z), m1(z), w1(z), p01)

Dz
·Dz ,

∂P1(z, S1(z), p1(z), m1(z), w1(z), p01)

dp01
= 1 .

Èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âàðèàöèîííûé
ïðèíöèï

δp01(z) = 0

çàïèñûâàåòñÿ â âèäå òðåõ ñîîòíîøåíèé

δp01(x, l, a)

Dx
= 0 ,

δp01(x, l, a)

Dl
= 0 ,

δp01(x, l, a)

Da
= 0 ,

(74)
èëè

∂P1(z, S1(z), p1(z), m1(z), w1(z), p01)

Dx
= 0 , (75)

∂P1(z, S1(z), p1(z), m1(z), w1(z), p01)

Dl
= 0 , (76)

∂P1(z, S1(z), p1(z), m1(z), w1(z), p01)

Da
= 0 , (77)

êîòîðûìè îïðåäåëÿþòñÿ òðè óðàâíåíèÿ äèíàìèêè
ñäâèãà � äëÿ èìïóëüñà, ìîìåíòà è âòîðîãî ìîìåíòà
ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà ñîîòâåòñòâåííî.
Âàðèàöèîííûé ïðèíöèï ìîæíî çàïèñàòü èíà÷å, åñ-

ëè ó÷åñòü, ÷òî

δp01 = Dp01 − dp01 ,

à èíòåãðèðîâàíèå ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà dp01 ñâî-
äèòñÿ ê çíà÷åíèþ îáðàçóþùåé ôóíêöèè íà ãðàíè-
öå èíòåãðèðîâàíèÿ � çíà÷åíèþ, êîòîðîå ïðèíèìàåòñÿ
ðàâíûì íóëþ. Ïîýòîìó âàðèàöèîííûé ïðèíöèï ìîæåò
áûòü çàïèñàí òàê:

Dp01(z) = 0 .

Îòñþäà ñëåäóþò òðè ñîîòíîøåíèÿ, ýêâèâàëåíòíûå
âûðàæåíèÿì (74)

Dp01(x, l, a)

Dx
= 0 ,

Dp01(x, l, a)

Dl
= 0 ,

Dp01(x, l, a)

Da
= 0,

(78)
êîòîðûìè îïðåäåëÿþòñÿ òðè óðàâíåíèÿ äèíàìèêè
ñäâèãà � äëÿ èìïóëüñà, ìîìåíòà è âòîðîãî ìîìåí-
òà ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà, èíà÷å ãîâîðÿ óðàâíåíèÿ
äèíàìèêè ïàðàìåòðîâ ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà ïðè
èíôèíèòåçèìàëüíîì ñäâèãå ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.

2.2. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ
ïàðàìåòðîâ ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà

Ïðåäâàðèòåëüíî çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ äèíàìèêè
ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ ïðîìåæó-
òî÷íîãî îáúåêòà áóäåì âûïîëíÿòü â äâà ýòàïà. Íà
ïåðâîì ýòàïå óêàçàííûå óðàâíåíèÿ âûâîäÿòñÿ äëÿ
âñïîìîãàòåëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ïðîìå-
æóòî÷íîãî îáúåêòà S1, p1, m1, w1. Íà âòîðîì ýòàïå
îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì
ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà S1, p1, m1, w1 íà îñíîâàíèè
ñîîòíîøåíèé (53), (55), (56), (57). Òàêîé äâóõýòàïíûé
ïîäõîä öåëåñîîáðàçåí ïîòîìó, ÷òî âûâîä óðàâíåíèé
äèíàìèêè äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ ïàðà-
ìåòðîâ ÿâëÿåòñÿ óíèôèöèðîâàííûì.
Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

äëÿ ïàðàìåòðîâ ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà âûòåêàþò
èç âàðèàöèè âòîðîãî ñëàãàåìîãî ôóíêöèè Ëàãðàíæà
(47)

m01(z(l0)) = −dS1
dl0

(z(l0)) .

Äëÿ òîãî ÷òîáû âûäåëèòü âàðèàöèþ ôóíêöèè δm01,
ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè

m01(x0, l0, a0) .

Îáîçíà÷èì ïðåîáðàçîâàííóþ ôóíêöèþ m01 ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

m′
01(x, l, a) .

Ïðåîáðàçîâàíèå

m01(x0, l0, a0) → m′
01(x, l, a)

ïðåäñòàâèì â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðåîáðàçîâà-
íèé

m01(x0, l0, a0)
1→ m01(x, l, a)

2
⇝ m′

01(x, l, a) ,

ãäå îáîçíà÷åíèå
1→ îòðàæàåò ïðåîáðàçîâàíèå àðãóìåí-

òà, à
2
⇝ � ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè. Èíà÷å ãîâîðÿ,

1→
åñòü ïðåîáðàçîâàíèå êèíåìàòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, à
2
⇝ � ïðåîáðàçîâàíèå äèíàìè÷åñêîãî ïàðàìåòðà � m01.
Èíôèíèòåçèìàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå

m01(x0, l0, a0) → m′
01(x, l, a)

îáîçíà÷èì Dm01. Èíôèíèòåçèìàëüíîå ïðåîáðàçîâà-
íèå

m01(x0, l0, a0)
1→ m01(x, l, a)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèôôåðåíöèàë dm01. Èíôèíèòå-
çèìàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå

m01(x, l, a)
2
⇝ m′

01(x, l, a)
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ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âàðèàöèþ δm01. Òàêèì îáðàçîì,
èìååì

Dm01 = δm01 + dm01 . (79)

Ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè m01 çàäàäèì â âèäå

m′
01(z) = M1(z, S1(z), p1(z), m1(z), w1(z), m01(z)) .

(80)
Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî ïðåîáðàçîâàíèå, ïîëó÷èì

Dm01(z)=
∂M1(z,S1(z), p1(z),m1(z),w1(z),m01)

Dz
·Dz+

+
∂M1(z, S1(z), p1(z), m1(z), w1(z), m01)

dm01
· dm01 .

Èç ñðàâíåíèÿ ñ âûðàæåíèåì (79) ïîëó÷èì

δm01(z)=
∂M1(z,S1(z), p1(z),m1(z),w1(z),m01)

Dz
·Dz,

∂M1(z, S1(z), p1(z), m1(z), w1(z), m01)

dm01
= 1 .

Èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âàðèàöèîííûé
ïðèíöèï

δm01(z) = 0

çàïèñûâàåòñÿ â âèäå òðåõ ñîîòíîøåíèé

δm01(x, l, a)

Dx
= 0 ,

δm01(x, l, a)

Dl
= 0 ,

δm01(x, l, a)

Da
= 0, ,

(81)
èëè

∂M1(z,S1(z), p1(z),m1(z),w1(z),m01)

Dx
= 0 , (82)

∂M1(z,S1(z), p1(z),m1(z),w1(z),m01)

Dl
= 0 , (83)

∂M1(z,S1(z), p1(z),m1(z),w1(z),m01)

Da
= 0 , (84)

êîòîðûìè îïðåäåëÿþòñÿ òðè óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëè-
íåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ � äëÿ èìïóëüñà, ìîìåíòà è
âòîðîãî ìîìåíòà ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà ñîîòâåò-
ñòâåííî.
Âàðèàöèîííûé ïðèíöèï ìîæíî çàïèñàòü èíà÷å, åñ-

ëè ó÷åñòü, ÷òî

δm01 = Dm01 − dm01 ,

à èíòåãðèðîâàíèå ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà dm01 ñâî-
äèòñÿ ê çíà÷åíèþ îáðàçóþùåé ôóíêöèè íà ãðàíè-
öå èíòåãðèðîâàíèÿ � çíà÷åíèþ, êîòîðîå ïðèíèìàåòñÿ
ðàâíûì íóëþ. Ïîýòîìó âàðèàöèîííûé ïðèíöèï ìîæåò
áûòü çàïèñàí òàê:

Dm01(z) = 0 .

Îòñþäà ñëåäóþò òðè ñîîòíîøåíèÿ, ýêâèâàëåíòíûå
âûðàæåíèÿì (81)

Dm01(x, l, a)

Dx
= 0,

Dm01(x, l, a)

Dl
= 0,

Dm01(x, l, a)

Da
= 0,

(85)
êîòîðûìè îïðåäåëÿþòñÿ òðè óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëè-
íåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ - äëÿ èìïóëüñà, ìîìåíòà è
âòîðîãî ìîìåíòà ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà, èíà÷å ãî-
âîðÿ óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ïàðàìåòðîâ ïðîìåæóòî÷íî-
ãî îáúåêòà ïðè èíôèíèòåçèìàëüíîì ëèíåíîì ïðåîáðà-
çîâàíèè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.

2.3. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ ïðîìåæóòî÷íîãî

îáúåêòà

Ïðåäâàðèòåëüíî çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ äèíàìè-
êè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ
ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà áóäåì âûïîëíÿòü â äâà ýòà-
ïà. Íà ïåðâîì ýòàïå óêàçàííûå óðàâíåíèÿ âûâîäÿòñÿ
äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ïðî-
ìåæóòî÷íîãî îáúåêòà S1, p1, m1, w1. Íà âòîðîì ýòàïå
îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì
ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà S1, p1, m1, w1 íà îñíîâàíèè
ñîîòíîøåíèé (58), (60), (61), (62). Òàêîé äâóõýòàïíûé
ïîäõîä öåëåñîîáðàçåí ïîòîìó, ÷òî âûâîä óðàâíåíèé
äèíàìèêè äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ ïàðà-
ìåòðîâ ÿâëÿåòñÿ óíèôèöèðîâàííûì.
Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçî-

âàíèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà âû-
òåêàþò èç âàðèàöèè òðåòüåãî ñëàãàåìîãî ôóíêöèè
Ëàãðàíæà (47)

w01(z(a0)) = −dS1

da0
(z(a0)) .

Äëÿ òîãî ÷òîáû âûäåëèòü âàðèàöèþ ôóíêöèè δw01,
ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè

w01(x0, l0, a0) .

Îáîçíà÷èì ïðåîáðàçîâàííóþ ôóíêöèþ w01 ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

w′
01(x, l, a) .

Ïðåîáðàçîâàíèå

w01(x0, l0, a0) → w′
01(x, l, a)

ïðåäñòàâèì â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðåîáðàçîâà-
íèé

w01(x0, l0, a0)
1→ w01(x, l, a)

2
⇝ w′

01(x, l, a) ,

ãäå îáîçíà÷åíèå
1→ îòðàæàåò ïðåîáðàçîâàíèå àðãóìåí-

òà, à
2
⇝ � ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè. Èíà÷å ãîâîðÿ,

1→
åñòü ïðåîáðàçîâàíèå êèíåìàòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, à
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2
⇝ � ïðåîáðàçîâàíèå äèíàìè÷åñêîãî ïàðàìåòðà � w01.
Èíôèíèòåçèìàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå

w01(x0, l0, a0) → w′
01(x, l, a)

îáîçíà÷èì Dw01. Èíôèíèòåçèìàëüíîå ïðåîáðàçîâà-
íèå

w01(x0, l0, a0)
1→ w01(x, l, a)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèôôåðåíöèàë dw01. Èíôèíèòå-
çèìàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå

w01(x, l, a)
2
⇝ w′

01(x, l, a)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âàðèàöèþ δw01. Òàêèì îáðàçîì,
èìååì

Dw01 = δw01 + dw01 . (86)

Ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè w01 çàäàäèì â âèäå

w′
01(z) = W1(z, S1(z), p1(z), m1(z), w1(z), w01(z)) .

(87)
Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî ïðåîáðàçîâàíèå, ïîëó÷èì

Dw01(z)=
∂W1(z,S1(z),p1(z),m1(z),w1(z), w01)

Dz
·Dz+

+
∂W1(z, S1(z), p1(z), m1(z), w1(z), w01)

dw01
· dw01 .

Èç ñðàâíåíèÿ ñ âûðàæåíèåì (86) ïîëó÷èì

δw01(z) =
∂W1(z,S1(z),p1(z),m1(z),w1(z), w01)

Dz
·Dz,

∂W1(z, S1(z), p1(z), m1(z), w+1 (z), w01)

dw01
= 1 .

Èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âàðèàöèîííûé
ïðèíöèï

δw01(z) = 0

çàïèñûâàåòñÿ â âèäå òðåõ ñîîòíîøåíèé

δw01(x, l, a)

Dx
= 0 ,

δw01(x, l, a)

Dl
= 0 ,

δw01(x, l, a)

Da
= 0 ,

(88)
èëè

∂W1(z,S1(z),p1(z),m1(z),w1(z), w01)

Dx
= 0 , (89)

∂W1(z,S1(z),p1(z),m1(z),w1(z), w01)

Dl
= 0 , (90)

∂W1(z,S1(z),p1(z),m1(z),w1(z), w01)

Da
= 0 , (91)

êîòîðûìè îïðåäåëÿþòñÿ òðè óðàâíåíèÿ äèíàìèêè
âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ � äëÿ èìïóëüñà,

ìîìåíòà è âòîðîãî ìîìåíòà ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà
ñîîòâåòñòâåííî.
Âàðèàöèîííûé ïðèíöèï ìîæíî çàïèñàòü èíà÷å, åñ-

ëè ó÷åñòü, ÷òî

δw01 = Dw01 − dw01 ,

à èíòåãðèðîâàíèå ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà dw01 ñâî-
äèòñÿ ê çíà÷åíèþ îáðàçóþùåé ôóíêöèè íà ãðàíè-
öå èíòåãðèðîâàíèÿ � çíà÷åíèþ, êîòîðîå ïðèíèìàåòñÿ
ðàâíûì íóëþ. Ïîýòîìó âàðèàöèîííûé ïðèíöèï ìîæåò
áûòü çàïèñàí òàê

Dw01(z) = 0 .

Îòñþäà ñëåäóþò òðè ñîîòíîøåíèÿ, ýêâèâàëåíòíûå
(88)

Dw01(x, l, a)

Dx
= 0 ,

Dw01(x, l, a)

Dl
= 0 ,

Dw01(x, l, a)

Da
= 0 ,

(92)
êîòîðûìè îïðåäåëÿþòñÿ òðè óðàâíåíèÿ äèíàìèêè
âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ � äëÿ èìïóëüñà,
ìîìåíòà è âòîðîãî ìîìåíòà ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà,
èíà÷å ãîâîðÿ óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ïàðàìåòðîâ ïðîìå-
æóòî÷íîãî îáúåêòà ïðè èíôèíèòåçèìàëüíîì âòîðîì
ëèíåéíîì ïðåîáðàçîâàíèè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.

3. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ïàðàìåòðîâ âòîðîãî
ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà

Èñõîäíûì äëÿ âûâîäà óðàâíåíèé äèíàìèêè ïàðà-
ìåòðîâ âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà ÿâëÿåòñÿ
ñêàëÿðíîå äåéñòâèå äëÿ âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáú-
åêòà

S 2(x0, l0, a0) =

∫
L 2(x0, l0, a0)dΩ . (93)

Çäåñü ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

L 2(x0, l0, a0) = −p02(z(x0))−m02(z(l0))−w02(z(a0)).
(94)

Îïðåäåëèì êàæäîå èç ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè.
1.

p02(z(x0)) = − d

dx0
·S(z(x0)) .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

d

dx0
= EL · d

dxL0
,

à òàêæå

S(z(x0)) = JQPN · SNPQ(z(x0))

è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ (ôîðìó-
ëà (84) Ãëàâû 1.6.)

EL · JQPN = CLQPN ,
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ïîëó÷èì

p02(z(x0)) = −CLQPN · dS
N
PQ(z(x0))

dxL0
.

Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíîå äåéñòâèå

SL2 = CLQPN · SNPQ . (95)

Èñïîëüçóÿ åãî, ïîëó÷èì

p02(z(x0)) = −dS
L
2 (z(x0))

dxL0
. (96)

Â áåçèíäåêñíîé ôîðìå, êîãäà

SL2 ∼ S2, xL0 ∼ x0 ,

èìååì

p02(z(x0)) = −dS2(z(x0))
dx0

,

èëè â ðàçâåðíóòîì âèäå

p02(z(x0)) = −∂S2(z)
Dx

Dx

dx0
− ∂S2(z)

Dl

Dl

dx0
− ∂S2(z)

Da

Da

dx0
.

Îñíîâûâàÿñü íà âñïîìîãàòåëüíîì äåéñòâèè, ââåäåì
âñïîìîãàòåëüíûé èìïóëüñ

pL2I = −∂S
L
2 (z)

DxI
= −CLQPN · ∂S

N
PQ

DxI
= CLQPN · pNPQI ,

(97)
âñïîìîãàòåëüíûé ìîìåíò

mLK2 I = −∂S
L
2 (z)

DlIK
= −CLQPN · ∂S

N
PQ(z)

DlIK
=

= CLQPN ·mN
PQ

K
I (98)

è âñïîìîãàòåëüíûé âòîðîé ìîìåíò

wLTS2 I = −∂S
L
2 (z)

DaIST
= −CLQPN · ∂S

N
PQ(z)

DaIST
=

= CLQPN · wNPQSTI . (99)

Ââåäåííûå çäåñü âñïîìîãàòåëüíûå äèíàìè÷åñêèå
ïàðàìåòðû S2, p2, m2, w2 ïîçâîëÿþò â äàëüíåéøåì
çàïèñàòü óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà âòîðîãî ïðîìå-
æóòî÷íîãî îáúåêòà â óíèôèöèðîâàííîì âèäå.
Èñïîëüçóÿ âñïîìîãàòåëüíûå äèíàìè÷åñêèå ïàðà-

ìåòðû â áåçèíäåêñíîé ôîðìå, çàïèøåì

p02(z(x0)) = p2
Dx

dx0
+ m2

Dl

dx0
+ w2

Da

dx0
.

2.

m02(z(l0)) = − d

dl0
·S(z(l0)) .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

d

dl0
= KL

K · d

dl0
L
K

,

à òàêæå

S(z(l0)) = JQPN · SNPQ(z(l0))

è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ (ôîðìó-
ëà (85) Ãëàâû 1.6.)

KL
K · JQPN = δQK · CLPN ,

ïîëó÷èì

m02(z(l0)) = −CLPN · dS
N
PQ(z(l0))

dl0
L
K

· δQK .

Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíîå äåéñòâèå

SL2K = CLPN · SNPK . (100)

Èñïîëüçóÿ åãî, ïîëó÷èì

m02(z(l0)) = −dS
L
2K(z(l0))

dl0
L
K

. (101)

Â áåçèíäåêñíîé ôîðìå, êîãäà

SL2K ∼ S2 , l0
L
K ∼ l0 ,

èìååì

m02(z(l0)) = −dS2(z(l0))
dl0

,

èëè â ðàçâåðíóòîì âèäå

m02(z(l0)) = −∂S2(z)
Dx

Dx

dl0
− ∂S2(z)

Dl

Dl

dl0
− ∂S2(z)

Da

Da

dl0
.

Îñíîâûâàÿñü íà âñïîìîãàòåëüíîì äåéñòâèè, ââåäåì
âñïîìîãàòåëüíûé èìïóëüñ

pL2KI = −∂S
L
2K(z)

DxI
= −CLMN · ∂S

N
MK(z)

DxI
=

= CLMN · pNMKI , (102)

âñïîìîãàòåëüíûé ìîìåíò

mL2K
P
I = −∂S

L
2K(z)

DlIP
= −CLMN · ∂S

N
MK(z)

DlIP
=

= CLMN ·mN
MK

P
I (103)

è âñïîìîãàòåëüíûé âòîðîé ìîìåíò

wL2K
QP

I = −∂S
L
2K(z)

DaIPQ
= −CLMN · ∂S

N
MK(z)

DaIPQ
=

= CLMN · wNMK
QP

I . (104)

Ââåäåííûå çäåñü âñïîìîãàòåëüíûå äèíàìè÷åñêèå
ïàðàìåòðû S2, p2, m2, w2 ïîçâîëÿþò â äàëüíåéøåì
çàïèñàòü óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà â óíèôèöè-
ðîâàííîì âèäå.
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Èñïîëüçóÿ âñïîìîãàòåëüíûå äèíàìè÷åñêèå ïàðà-
ìåòðû â áåçèíäåêñíîé ôîðìå, çàïèøåì

m02(z(l0)) = p2
Dx

dl0
+m2

Dl

dl0
+ w2

Da

dl0
.

3.

w02(z(a0)) = − d

da0
·S(z(a0)) .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

d

da0
= LLKM · d

da0LKM
,

à òàêæå

S(z(a0)) = JQPN · SNPQ(z(a0))

è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ (ôîðìó-
ëà (86) Ãëàâû 1.6.)

LLKM · JQPN = δQM · δQM · δLN · δPK ,

ïîëó÷èì

w02(z(a0)) = −δLN · dS
N
PM (z(a0))

da0LKM
· δQM · δPK .

Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíîå äåéñòâèå

S
L
2KM = δLN · SNPM · δQM · δPK ≡ SLKM . (105)

Èñïîëüçóÿ åãî, ïîëó÷èì

w01(z(a0)) = −dS
L
2KM (z(a0))

da0LKM
. (106)

Â áåçèíäåêñíîé ôîðìå, êîãäà

S
L
2KM ∼ S1 , a0

L
KM ∼ a0 ,

èìååì

w02(z(a0)) = −dS2(z(a0))

da0
,

èëè â ðàçâåðíóòîì âèäå

w02(z(a0)) = −∂S2(z)

Dx

Dx

da0
− ∂S2(z)

Dl

Dl

da0
− ∂S2(z)

Da

Da

da0
.

Îñíîâûâàÿñü íà âñïîìîãàòåëüíîì äåéñòâèè, ââåäåì
âñïîìîãàòåëüíûé èìïóëüñ

p
L
2KMI = −∂S

L
2KM (z)

DxI
= −∂S

L
KM (z)

DxI
= pLKMI ,

(107)
âñïîìîãàòåëüíûé ìîìåíò

m
L
2KM

P
I = −∂S

L
2KM (z)

DlIP
= −∂S

L
KM (z)

DlIP
= mL

KM
P
I

(108)

è âñïîìîãàòåëüíûé âòîðîé ìîìåíò

w
L
2KM

QP
I = −∂S

L
2KM (z)

DaIPQ
=
∂SLKM (z)

DaIPQ
= wLKM

QP
I .

(109)
Ââåäåííûå çäåñü âñïîìîãàòåëüíûå äèíàìè÷åñêèå

ïàðàìåòðû S2, p2, m2, w2 ïîçâîëÿþò â äàëüíåéøåì
çàïèñàòü óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà â óíè-
ôèöèðîâàííîì âèäå.
Èñïîëüçóÿ âñïîìîãàòåëüíûå äèíàìè÷åñêèå ïàðà-

ìåòðû â áåçèíäåêñíîé ôîðìå, çàïèøåì

w02(z(a0)) = p2
Dx

da0
+m2

Dl

da0
+w21

Da

da0
.

Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ïàðàìåòðîâ âòîðîãî ïðîìåæó-
òî÷íîãî îáúåêòà ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì ðàâåíñòâà íóëþ
âàðèàöèè äåéñòâèÿ

δS 2 = 0 , (110)

èëè, òàê êàê òðàíñôîðìàöèîííûå ñâîéñòâà ýëåìåíòà
îáúåìà dΩ íå ðàññìàòðèâàþòñÿ, ñëåäñòâèåì ðàâåíñòâà
íóëþ âàðèàöèè ôóíêöèè Ëàãðàíæà

δL 2 = 0 . (111)

Äëÿ òîãî ÷òîáû âûäåëèòü âàðèàöèþ ôóíêöèè Ëàãðàí-
æà δL 2, ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè Ëàãðàí-
æà

L 2(x0, l0, a0) .

Îáîçíà÷èì ïðåîáðàçîâàííóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

L ′
2(x, l, a) .

Ïðåîáðàçîâàíèå

L 2(x0, l0, a0) → L ′
2(x, l, a)

ïðåäñòàâèì â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðåîáðàçîâà-
íèé:

L 2(x0, l0, a0)
1→ L 2(x, l, a)

2
⇝ L ′

2(x, l, a) ,

ãäå îáîçíà÷åíèå
1→ îòðàæàåò ïðåîáðàçîâàíèå àðãó-

ìåíòà, à
2
⇝ � ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè. Èíà÷å ãîâîðÿ,

1→ åñòü ïðåîáðàçîâàíèå êèíåìàòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ,

à
2
⇝ � ïðåîáðàçîâàíèå äèíàìè÷åñêîãî ïàðàìåòðà �

ôóíêöèè Ëàãðàíæà � L 2.
Èíôèíèòåçèìàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå

L 2(x0, l0, a0) → L ′
2(x, l, a)

îáîçíà÷èì DL 2. Èíôèíèòåçèìàëüíîå ïðåîáðàçîâà-
íèå

L 2(x0, l0, a0)
1→ L 2(x, l, a)
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ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèôôåðåíöèàë äåéñòâèÿ dL 2. Èí-
ôèíèòåçèìàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå

L 2(x, l, a)
2
⇝ L ′

2(x, l, a)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âàðèàöèþ ôóíêöèè Ëàãðàíæà
δL 2. Òàêèì îáðàçîì, èìååì

DL 2 = δL 2 + dL 2 . (112)

Ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè Ëàãðàíæà çàäàäèì â âèäå

L ′
2(z) = L2(z, S2(z), p2(z), m2(z), w2(z), L 2(z)) .

(113)
Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî ïðåîáðàçîâàíèå, ïîëó÷èì

DL 2(z) =
∂L2(z, S2(z), p2(z),m2(z), w2(z),L 2)

Dz
·Dz +

+
∂L2(z, S2(z), p2(z), m2(z), w2(z), L 2)

dL 2
· dL 2 .

Èç ñðàâíåíèÿ ñ âûðàæåíèåì (112) ïîëó÷èì

δL 2(z) =
∂L2(z, S2(z), p2(z),m2(z), w2(z),L 2)

Dz
·Dz,

∂L2(z, S2(z), p2(z), m2(z), w2(z), L 2)

dL 2
= 1 .

Èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âàðèàöèîííûé
ïðèíöèï

δL 2(z) = 0

çàïèñûâàåòñÿ â âèäå òðåõ ñîîòíîøåíèé

δL 2(x, l, a)

Dx
= 0,

δL 2(x, l, a)

Dl
= 0,

δL 2(x, l, a)

Da
= 0 ,

(114)
èëè

∂L2(z, S2(z), p2(z),m2(z), w2(z),L 2)

Dx
= 0 , (115)

∂L2(z, S2(z), p2(z),m2(z), w2(z),L 2)

Dl
= 0 , (116)

∂L2(z, S2(z), p2(z),m2(z), w2(z),L 2)

Da
= 0 . (117)

Ñëåäñòâèåì ñîîòíîøåíèÿ (115) ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ
äèíàìèêè èìïóëüñà âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáüåê-
òà, ñëåäñòâèåì ñîîòíîøåíèÿ (116) ÿâëÿþòñÿ óðàâ-
íåíèÿ äèíàìèêè ìîìåíòà âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íî-
ãî îáüåêòà, ñëåäñòâèåì ñîîòíîøåíèÿ (117) ÿâëÿþòñÿ
óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âòîðîãî ìîìåíòà âòîðîãî ïðî-
ìåæóòî÷íîãî îáüåêòà.
Âàðèàöèîííûé ïðèíöèï ìîæíî çàïèñàòü èíà÷å, åñ-

ëè ó÷åñòü, ÷òî

δL 2 = DL 2 − dL 2 ,

à èíòåãðèðîâàíèå ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà dL 2 ñâî-
äèòñÿ ê çíà÷åíèþ îáðàçóþùåé ôóíêöèè íà ãðàíè-
öå èíòåãðèðîâàíèÿ � çíà÷åíèþ, êîòîðîå ïðèíèìàåòñÿ
ðàâíûì íóëþ. Ïîýòîìó âàðèàöèîííûé ïðèíöèï ìîæåò
áûòü çàïèñàí òàê

DL 2(z) = 0 .

Îòñþäà ñëåäóþò òðè ñîîòíîøåíèÿ, ýêâèâàëåíòíûå
(114)

DL 2(x, l, a)

Dx
= 0,

DL 2(x, l, a)

Dl
= 0,

DL 2(x, l, a)

Da
= 0,

(118)
Çäåñü òàêæå ñëåäñòâèåì ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ ÿâëÿ-

þòñÿ óðàâíåíèÿ äèíàìèêè èìïóëüñà âòîðîãî ïðîìå-
æóòî÷íîãî îáüåêòà, ñëåäñòâèåì âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ
ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ìîìåíòà âòîðîãî ïðî-
ìåæóòî÷íîãî îáüåêòà, ñëåäñòâèåì òðåòüåãî ñîîòíîøå-
íèÿ ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âòîðîãî ìîìåíòà
âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáüåêòà.

3.1. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ ïàðàìåòðîâ
âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà

Ïðåäâàðèòåëüíî çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ äèíàìèêè
ñäâèãà äëÿ ïàðàìåòðîâ âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáú-
åêòà áóäåì âûïîëíÿòü â äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå
óêàçàííûå óðàâíåíèÿ âûâîäÿòñÿ äëÿ âñïîìîãàòåëü-
íûõ äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ âòîðîãî ïðîìåæóòî÷-
íîãî îáúåêòà S2, p2, m2, w2. Íà âòîðîì ýòàïå îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ ïåðåõîä ê äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ïðîìå-
æóòî÷íîãî îáúåêòà S2, p2, m2, w2 íà îñíîâàíèè ñî-
îòíîøåíèé (95), (97), (98), (99). Òàêîé äâóõýòàïíûé
ïîäõîä öåëåñîîáðàçåí ïîòîìó, ÷òî âûâîä óðàâíåíèé
äèíàìèêè äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ ïàðà-
ìåòðîâ ÿâëÿåòñÿ óíèôèöèðîâàííûì.
Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ ïàðàìåòðîâ âòî-

ðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà âûòåêàþò èç âàðèàöèè
ïåðâîãî ñëàãàåìîãî ôóíêöèè Ëàãðàíæà (94)

p02(z(x0)) = −dS2
dx0

(z(x0)) .

Äëÿ òîãî ÷òîáû âûäåëèòü âàðèàöèþ ôóíêöèè δp02,
ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè

p02(x0, l0, a0) .

Îáîçíà÷èì ïðåîáðàçîâàííóþ ôóíêöèþ p02 ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

p′02(x, l, a) .

Ïðåîáðàçîâàíèå

p02(x0, l0, a0) → p′02(x, l, a)

ïðåäñòàâèì â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðåîáðàçîâà-
íèé

p02(x0, l0, a0)
1→ p02(x, l, a)

2
⇝ p′02(x, l, a) ,
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ãäå îáîçíà÷åíèå
1→ îòðàæàåò ïðåîáðàçîâàíèå àðãóìåí-

òà, à
2
⇝ � ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè. Èíà÷å ãîâîðÿ,

1→
åñòü ïðåîáðàçîâàíèå êèíåìàòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, à
2
⇝ � ïðåîáðàçîâàíèå äèíàìè÷åñêîãî ïàðàìåòðà � p02.
Èíôèíèòåçèìàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå

p02(x0, l0, a0) → p′02(x, l, a)

îáîçíà÷èì Dp02. Èíôèíèòåçèìàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå

p02(x0, l0, a0)
1→ p02(x, l, a)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèôôåðåíöèàë dp02. Èíôèíèòåçè-
ìàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå

p02(x, l, a)
2
⇝ p′02(x, l, a)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âàðèàöèþ δp02. Òàêèì îáðàçîì,
èìååì

Dp02 = δp02 + dp02 . (119)

Ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè p02 çàäàäèì â âèäå

p′02(z) = P2(z, S2(z), p2(z), m2(z), w2(z), p02(z)) .
(120)

Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî ïðåîáðàçîâàíèå, ïîëó÷èì

Dp02(z)=
∂P2(z, S2(z), p2(z), m2(z), w2(z), p02)

Dz
·Dz+

+
∂P2(z, S2(z), p2(z), m2(z), w2(z), p02)

dp02
· dp02 .

Èç ñðàâíåíèÿ ñ âûðàæåíèåì (119) ïîëó÷èì

δp02(z) =
∂P2(z, S2(z), p2(z), m2(z), w2(z), p02)

Dz
·Dz,

∂P2(z, S2(z), p2(z), m2(z), w2(z), p02)

dp02
= 1 .

Èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âàðèàöèîííûé
ïðèíöèï

δp02(z) = 0

çàïèñûâàåòñÿ â âèäå òðåõ ñîîòíîøåíèé

δp02(x, l, a)

Dx
= 0 ,

δp02(x, l, a)

Dl
= 0 ,

δp01(x, l, a)

Da
= 0 ,

(121)
èëè

∂P2(z, S2(z), p2(z), m2(z), w2(z), p02)

Dx
= 0 , (122)

∂P2(z, S2(z), p2(z), m2(z), w2(z), p02)

Dl
= 0 , (123)

∂P2(z, S2(z), p2(z), m2(z), w2(z), p02)

Da
= 0 , (124)

êîòîðûìè îïðåäåëÿþòñÿ òðè óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñë-
âèãà � äëÿ èìïóëüñà, ìîìåíòà è âòîðîãî ìîìåíòà âòî-
ðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà ñîîòâåòñòâåííî.
Âàðèàöèîííûé ïðèíöèï ìîæíî çàïèñàòü èíà÷å, åñ-

ëè ó÷åñòü, ÷òî

δp02 = Dp02 − dp02 ,

à èíòåãðèðîâàíèå ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà dp02 ñâî-
äèòñÿ ê çíà÷åíèþ îáðàçóþùåé ôóíêöèè íà ãðàíè-
öå èíòåãðèðîâàíèÿ � çíà÷åíèþ, êîòîðîå ïðèíèìàåòñÿ
ðàâíûì íóëþ. Ïîýòîìó âàðèàöèîííûé ïðèíöèï ìîæåò
áûòü çàïèñàí òàê

Dp02(z) = 0 .

Îòñþäà ñëåäóþò òðè ñîîòíîøåíèÿ, ýêâèâàëåíòíûå
âûðàæåíèÿì (121)

Dp02(x, l, a)

Dx
= 0 ,

Dp02(x, l, a)

Dl
= 0 ,

Dp02(x, l, a)

Da
= 0 ,

(125)
êîòîðûìè îïðåäåëÿþòñÿ òðè óðàâíåíèÿ äèíàìèêè
ñäâèãà � äëÿ èìïóëüñà, ìîìåíòà è âòîðîãî ìîìåíòà
âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà, èíà÷å ãîâîðÿ óðàâ-
íåíèÿ äèíàìèêè ïàðàìåòðîâ âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî
îáúåêòà ïðè èíôèíèòåçèìàëüíîì ñäâèãå ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè.

3.2. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ
ïàðàìåòðîâ âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà

Ïðåäâàðèòåëüíî çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ äèíàìè-
êè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ âòîðî-
ãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà áóäåì âûïîëíÿòü â äâà
ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå óêàçàííûå óðàâíåíèÿ âûâî-
äÿòñÿ äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåò-
ðîâ âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà S2, p2, m2, w2.
Íà âòîðîì ýòàïå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê äèíàìè-
÷åñêèì ïàðàìåòðàì âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà
S2, p2, m2, w2 íà îñíîâàíèè ñîîòíîøåíèé (100), (102),
(103), (104). Òàêîé äâóõýòàïíûé ïîäõîä öåëåñîîáðàçåí
ïîòîìó, ÷òî âûâîä óðàâíåíèé äèíàìèêè äëÿ âñïîìî-
ãàòåëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ÿâëÿåòñÿ óíè-
ôèöèðîâàííûì.
Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

äëÿ ïàðàìåòðîâ âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà
âûòåêàþò èç âàðèàöèè âòîðîãî ñëàãàåìîãî ôóíêöèè
Ëàãðàíæà (94)

m02(z(l0)) = −dS2
dl0

(z(l0)) .

Äëÿ òîãî ÷òîáû âûäåëèòü âàðèàöèþ ôóíêöèè δm02,
ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè

m02(x0, l0, a0) .

Îáîçíà÷èì ïðåîáðàçîâàííóþ ôóíêöèþ m02 ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

m′
02(x, l, a) .
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Ïðåîáðàçîâàíèå

m02(x0, l0, a0) → m′
02(x, l, a)

ïðåäñòàâèì â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðåîáðàçîâà-
íèé

m02(x0, l0, a0)
1→ m02(x, l, a)

2
⇝ m′

02(x, l, a) ,

ãäå îáîçíà÷åíèå
1→ îòðàæàåò ïðåîáðàçîâàíèå àðãóìåí-

òà, à
2
⇝ � ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè. Èíà÷å ãîâîðÿ,

1→
åñòü ïðåîáðàçîâàíèå êèíåìàòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, à
2
⇝ � ïðåîáðàçîâàíèå äèíàìè÷åñêîãî ïàðàìåòðà � m02.
Èíôèíèòåçèìàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå

m02(x0, l0, a0) → m′
02(x, l, a)

îáîçíà÷èì Dm02. Èíôèíèòåçèìàëüíîå ïðåîáðàçîâà-
íèå

m02(x0, l0, a0)
1→ m02(x, l, a)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèôôåðåíöèàë dm02. Èíôèíèòå-
çèìàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå

m02(x, l, a)
2
⇝ m′

02(x, l, a)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âàðèàöèþ δm02. Òàêèì îáðàçîì,
èìååì

Dm02 = δm02 + dm02 . (126)

Ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè m02 çàäàäèì â âèäå

m′
02(z) = M2(z, S2(z), p2(z), m2(z), w2(z), m02(z)) .

(127)
Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî ïðåîáðàçîâàíèå, ïîëó÷èì

Dm02(z) =

=
∂M2(z, S2(z), p2(z), m2(z), w2(z), m02)

Dz
·Dz +

+
∂M2(z, S2(z), p2(z), m2(z), w2(z), m02)

dm02
· dm02 .

Èç ñðàâíåíèÿ ñ âûðàæåíèåì (126) ïîëó÷èì

δm02(z) =

=
∂M2(z, S2(z), p2(z), m2(z), w2(z), m02)

Dz
·Dz ,

∂M2(z, S2(z), p2(z), m2(z), w2(z), m02)

dm02
= 1 .

Èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âàðèàöèîííûé
ïðèíöèï

δm02(z) = 0

çàïèñûâàåòñÿ â âèäå òðåõ ñîîòíîøåíèé

δm02(x, l, a)

Dx
= 0 ,

δm02(x, l, a)

Dl
= 0 ,

δm02(x, l, a)

Da
= 0 ,

(128)

èëè

∂M2(z, S2(z), p2(z), m2(z), w2(z), m02)

Dx
= 0 , (129)

∂M2(z, S2(z), p2(z), m2(z), w2(z), m02)

Dl
= 0 , (130)

∂M2(z, S2(z), p2(z), m2(z), w2(z), m02)

Da
= 0 , (131)

êîòîðûìè îïðåäåëÿþòñÿ òðè óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëè-
íåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ � äëÿ èìïóëüñà, ìîìåíòà è
âòîðîãî ìîìåíòà âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà ñî-
îòâåòñòâåííî.
Âàðèàöèîííûé ïðèíöèï ìîæíî çàïèñàòü èíà÷å, åñ-

ëè ó÷åñòü, ÷òî

δm02 = Dm02 − dm02 ,

à èíòåãðèðîâàíèå ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà dm02 ñâî-
äèòñÿ ê çíà÷åíèþ îáðàçóþùåé ôóíêöèè íà ãðàíè-
öå èíòåãðèðîâàíèÿ � çíà÷åíèþ, êîòîðîå ïðèíèìàåòñÿ
ðàâíûì íóëþ. Ïîýòîìó âàðèàöèîííûé ïðèíöèï ìîæåò
áûòü çàïèñàí òàê:

Dm02(z) = 0 .

Îòñþäà ñëåäóþò òðè ñîîòíîøåíèÿ, ýêâèâàëåíòíûå
(128)

Dm02(x, l, a)

Dx
= 0,

Dm02(x, l, a)

Dl
= 0,

Dm02(x, l, a)

Da
= 0 ,

(132)
êîòîðûìè îïðåäåëÿþòñÿ òðè óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëè-
íåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ � äëÿ èìïóëüñà, ìîìåíòà
è âòîðîãî ìîìåíòà âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåê-
òà, èíà÷å ãîâîðÿ òðè óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ïàðàìåò-
ðîâ âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà ïðè èíôèíèòå-
çèìàëüíîì ëèíåéíîì ïðåîáðàçîâàíèè ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè.

3.3. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ âòîðîãî

ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà

Ïðåäâàðèòåëüíî çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ äèíàìèêè
âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ
âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà áóäåì âûïîëíÿòü
â äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå óêàçàííûå óðàâíåíèÿ
âûâîäÿòñÿ äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ ïà-
ðàìåòðîâ âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà S2, p2,
m2, w2. Íà âòîðîì ýòàïå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê
äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî
îáúåêòà S2, p2, m2, w2 íà îñíîâàíèè ñîîòíîøåíèé
(105), (107), (108), (109). Òàêîé äâóõýòàïíûé ïîäõîä
öåëåñîîáðàçåí ïîòîìó, ÷òî âûâîä óðàâíåíèé äèíàìè-
êè äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ
ÿâëÿåòñÿ óíèôèöèðîâàííûì.
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Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî
îáúåêòà âûòåêàþò èç âàðèàöèè òðåòüåãî ñëàãàåìîãî
ôóíêöèè Ëàãðàíæà (94)

w02(z(a0)) = −dS2

da0
(z(a0)) .

Äëÿ òîãî ÷òîáû âûäåëèòü âàðèàöèþ ôóíêöèè δw02,
ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè

w02(x0, l0, a0) .

Îáîçíà÷èì ïðåîáðàçîâàííóþ ôóíêöèþ w02 ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

w′
02(x, l, a) .

Ïðåîáðàçîâàíèå

w02(x0, l0, a0) → w′
02(x, l, a)

ïðåäñòàâèì â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðåîáðàçîâà-
íèé

w02(x0, l0, a0)
1→ w02(x, l, a)

2
⇝ w′

02(x, l, a) ,

ãäå îáîçíà÷åíèå
1→ îòðàæàåò ïðåîáðàçîâàíèå àðãóìåí-

òà, à
2
⇝ � ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè. Èíà÷å ãîâîðÿ,

1→
åñòü ïðåîáðàçîâàíèå êèíåìàòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, à
2
⇝ � ïðåîáðàçîâàíèå äèíàìè÷åñêîãî ïàðàìåòðà � w02.
Èíôèíèòåçèìàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå

w02(x0, l0, a0) → w′
02(x, l, a)

îáîçíà÷èì Dw02. Èíôèíèòåçèìàëüíîå ïðåîáðàçîâà-
íèå

w02(x0, l0, a0)
1→ w02(x, l, a)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèôôåðåíöèàë dw02. Èíôèíèòå-
çèìàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå

w02(x, l, a)
2
⇝ w′

02(x, l, a)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âàðèàöèþ δw02. Òàêèì îáðàçîì,
èìååì

Dw02 = δw02 + dw02 . (133)

Ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè w02 çàäàäèì â âèäå

w′
02(z) = W2(z, S2(z), p2(z), m2(z), w2(z), w02(z)) .

(134)
Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî ïðåîáðàçîâàíèå, ïîëó÷èì

Dw02(z) =

=
∂W2(z, S2(z), p2(z), m2(z), w2(z), w02)

Dz
·Dz +

+
∂W2(z, S2(z), p2(z), m2(z), w2(z), w02)

dw02
· dw02 .

Èç ñðàâíåíèÿ ñ âûðàæåíèåì (133) ïîëó÷èì

δw02(z) =

=
∂W2(z, S2(z), p2(z), m2(z), w2(z), w02)

Dz
·Dz ,

∂W2(z, S2(z), p2(z), m2(z), w2(z), w02)

dw02
= 1 .

Èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âàðèàöèîííûé
ïðèíöèï

δw02(z) = 0

çàïèñûâàåòñÿ â âèäå òðåõ ñîîòíîøåíèé

δw02(x, l, a)

Dx
= 0 ,

δw02(x, l, a)

Dl
= 0 ,

δw02(x, l, a)

Da
= 0 ,

(135)
èëè

∂W2(z, S2(z), p2(z), m2(z), w2(z), w02)

Dx
= 0 , (136)

∂W2(z, S2(z), p2(z), m2(z), w2(z), w02)

Dl
= 0 , (137)

∂W2(z, S2(z), p2(z), m2(z), w2(z), w02)

Da
= 0 , (138)

êîòîðûìè îïðåäåëÿþòñÿ òðè óðàâíåíèÿ äèíàìèêè
âòîðîãî ëèíåéíîãî ðåîáðàçîâàíèÿ � äëÿ èìïóëüñà,
ìîìåíòà è âòîðîãî ìîìåíòà âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî
îáúåêòà ñîîòâåòñòâåííî.
Âàðèàöèîííûé ïðèíöèï ìîæíî çàïèñàòü èíà÷å, åñ-

ëè ó÷åñòü, ÷òî

δw02 = Dw02 − dw02 ,

à èíòåãðèðîâàíèå ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà dw02 ñâî-
äèòñÿ ê çíà÷åíèþ îáðàçóþùåé ôóíêöèè íà ãðàíè-
öå èíòåãðèðîâàíèÿ � çíà÷åíèþ, êîòîðîå ïðèíèìàåòñÿ
ðàâíûì íóëþ. Ïîýòîìó âàðèàöèîííûé ïðèíöèï ìîæåò
áûòü çàïèñàí òàê

Dw02(z) = 0 .

Îòñþäà ñëåäóþò òðè ñîîòíîøåíèÿ, ýêâèâàëåíòíûå
(135)

Dw02(x, l, a)

Dx
= 0,

Dw02(x, l, a)

Dl
= 0,

Dw02(x, l, a)

Da
= 0 ,

(139)
êîòîðûìè îïðåäåëÿþòñÿ òðè óðàâíåíèÿ äèíàìèêè
âòîðîãî ëèíåéíîãî ðåîáðàçîâàíèÿ � äëÿ èìïóëüñà,
ìîìåíòà è âòîðîãî ìîìåíòà âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íî-
ãî îáúåêòà, èíà÷å ãîâîðÿ óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ïà-
ðàìåòðîâ âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà ïðè èí-
ôèíèòåçèìàëüíîì âòîðîì ëèíåéíîì ïðåîáðàçîâàíèè
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.
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III. ÒÀÁËÈÖÛ ÑËÀÃÀÅÌÛÕ ÔÓÊÖÈÈ ËÀÃÐÀÍÆÀ

1. Ôèçè÷åñêèé îáúåêò

1.1. Ëåâàÿ ôèçèêà

Ïðåäâàðèòåëüíî íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ëåâûõ êèíåìàòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøå-
íèÿ:

z = Z(z0)


x = X (x0, l0, a0)

l = L(x0, l0, a0)
a = A(x0, l0, a0)

, Dz


Dx = l(x0) · dx0
Dl = dl0 + a(x0) · dx0
Da = da0 + b(x0) · dx0

.

Êâàäðàò ëåâîãî ëèíåéíîãî ýëåìåíòà

(d ls)
2 = Dx ·Dx+Dl ·Dl = l · l · dx0 · dx0 + (dl0 + a(x0) · dx0) · (dl0 + a(x0) · dx0) .

Ôóíäàìåíòàëüíûé îáúåêò Ïðîìåæóòî÷íûé îáúåêò Âòîðîé ïðîìåæóòî÷íûé îáúåêò

Âåêòîð lS = eI · lSI(z(z0)) lS = IKI · lSIK(z(z0)) lS = JLKI · lSIKL(z(z0))
äåéñòâèÿ

Ñêàëÿðíîå lS (x0, l0, a0) = lS1(x0, l0, a0) = lS2(x0, l0, a0) =

äåéñòâèå
∫
lL (x0, l0, a0) · dΩ

∫
lL1(x0, l0, a0) · dΩ

∫
lL2(x0, l0, a0) · dΩ

Ëàãðàíæèàí lL (x0, l0, a0) = lL1(x0, l0, a0) = lL2(x0, l0, a0) =

= − lp0 − lm0 − lw0 = − lp01 − lm01 − lw01 = − lp02 − lm02 − lw02

− lp0 = − lp01 = − lp02 =

d lS
I(z(x0))

dxI0
rC

MK
I ·
d lS

I
K(z(x0))

dxM0
rC

MLK
I ·
d lS

I
KL(z(x0))

dxM0

− lm0 = − lm01 = − lm02 =

lC
M
NI ·

d lS
I(z(l0))

dl0
M
N

d lS
I
K(z(l0))

dl0
I
K

rC
MK

I ·
d lS

I
KL(z(l0))

dl0
M
L

− lw0 = − lw01 = − lw02 =

lC
M
NPI ·

d lS
I(z(a0))

da0MNP
lC

M
NI ·

d lS
I
K(z(a0))

da0MNK

d lS
I
KL(z(a0))

da0IKL

1.2. Ïðàâàÿ ôèçèêà

Ïðåäâàðèòåëüíî íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ïðàâûõ êèíåìàòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøå-
íèÿ:

Z = Z(Z0)


X = X (x0, L0, A0)

L = L(x0, L0, A0)

A = A(x0, L0, A0)

, DZ


DX = L(x0) · dx0
DL = dL0 +A(x0) · dx0
DA = dA0 +B(x0) · dx0

.
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Çàìåòèì, ÷òî lx0 = rx0 = x0 .
Êâàäðàò ïðàâîãî ëèíåéíîãî ýëåìåíòà3

(d rs)
2 = DX ·DX +DL ·DL = L · L · dx0 · dx0 + (dL0 +A(x0) · dx0) · (dL0 +A(x0) · dx0) .

Ôóíäàìåíòàëüíûé îáúåêò Ïðîìåæóòî÷íûé îáúåêò Âòîðîé ïðîìåæóòî÷íûé îáúåêò

Âåêòîð rS = eI · rSI(Z(Z0)) rS = IKI · rSIK(Z(Z0)) rS = JLKI · rSIKL(Z(Z0))

äåéñòâèÿ

Ñêàëÿðíîå rS (x0, L0, A0) = rS1(x0, L0, A0) = rS2(x0, L0, A0) =

äåéñòâèå
∫
rL (x0, L0, A0) · dΩ

∫
rL1(x0, L0, A0) · dΩ

∫
rL2(x0, L0, A0) · dΩ

Ëàãðàíæèàí rL (x0, L0, A0) = rL1(x0, L0, A0) = rL2(x0, L0, A0) =

= − rp0 − rm0 − rw0 = − rp01 − rm01 − rw01 = − rp02 − rm02 − rw02

− rp0 = − rp01 = − rp02 =

d rS
I(Z(x0))

dxI0
lC

MK
I ·
d rS

I
K(Z(x0))

dxM0
lC

MLK
I ·
d rS

I
KL(Z(x0))

dxM0

− rm0 = − rm01 = − rm02 =

rC
M
NI ·

d rS
I(Z(L0))

dL0
M
N

d rS
I
K(Z(L0))

dL0
I
K

lC
MK

I ·
d rS

I
KL(Z(L0))

dL0
M
L

− rw0 = − rw01 = − rw02 =

rC
M
NPI ·

d rS
I(Z(A0))

dA0
M
NP

rC
M
NI ·

d rS
I
K(Z(A0))

dA0
M
NK

d rS
I
KL(Z(A0))

dA0
I
KL

2. Ôèçè÷åñêèé àíòèîáúåêò

2.1. Ëåâàÿ ôèçèêà

Ïðåäâàðèòåëüíî íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ñîïðÿæåííûõ ëåâûõ êèíåìàòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ èìåþò ìåñòî ñëåäóþ-
ùèå ñîîòíîøåíèÿ:

z∗ = Z∗(z∗0)


x∗ = X∗(x∗0, l

∗
0, a

∗
0)

l∗ = L∗(x∗0, l∗0, a∗0)
a∗ = A∗(x∗0, l

∗
0, a

∗
0)

, Dz∗


Dx∗ = dx∗0 · l∗(x∗0)
Dl∗ = dl∗0 + dx∗0 · a∗(x∗0)
Da∗ = da∗0 + dx∗0 · b∗(x∗0)

.

Êâàäðàò ñîïðÿæåííîãî ëåâîãî ëèíåéíîãî ýëåìåíòà

(d ls
∗)2 = Dx∗ ·Dx∗ +Dl∗ ·Dl∗ = dx∗0 · dx∗0 · l∗ · l∗ + (dl∗0 + dx∗0 · a∗(x∗0)) · (dl∗0 + dx∗0 · a∗(x∗0)) .

3 Çàìåòèì, ÷òî äëÿ òåîðèè Êàëóöû íåîáõîäèìî ïîëîæèòü

(ds)2 = (d ls)
2 + (d rs)

2 è (d ls)
2 = Dx ·Dx = l · l · dx0 · dx0 , (d rs)

2 = DL ·DL = (dL0 +A(x0) · dx0) · (dL0 +A(x0) · dx0) .
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Ôóíäàìåíòàëüíûé Ïðîìåæóòî÷íûé Âòîðîé ïðîìåæóòî÷íûé

àíòèîáúåêò àíòèîáúåêò àíòèîáúåêò

Âåêòîð lS
∗ = lSI(z

∗(z∗0)) ·EI lS
∗ = lS

∗K
I(z

∗(z∗0)) ·KI
K lS

∗ = lS
LK

I(z
∗(z∗0)) · LIKL

äåéñòâèÿ

Ñêàëÿðíîå lS ∗(x∗0, l
∗
0, a

∗
0) = lS ∗

1 (x
∗
0, l

∗
0, a

∗
0) = lS ∗

2 (x
∗
0, l

∗
0, a

∗
0) =

äåéñòâèå
∫
lL ∗(x∗0, l

∗
0, a

∗
0) · dΩ

∫
lL ∗

1 (x
∗
0, l

∗
0, a

∗
0) · dΩ

∫
lL ∗

2 (x
∗
0, l

∗
0, a

∗
0) · dΩ

Ëàãðàíæèàí lL ∗(x∗0, l
∗
0, a

∗
0) = lL ∗

1 (x
∗
0, l

∗
0, a

∗
0) = lL ∗

2 (x
∗
0, l

∗
0, a

∗
0) =

= − lp
∗
0 − lm

∗
0 − lw

∗
0 = − lp

∗
01 − lm

∗
01 − lw

∗
01 = − lp

∗
02 − lm

∗
02 − lw

∗
02

− lp
∗
0 = − lp

∗
01 = − lp

∗
02 =

d lSI(z
∗(x∗0))

dx0I
rC

I
KM · d lS

∗K
I(z

∗(x∗0))

dx0M
rC

I
KLM · d lS

LK
I(z

∗(x∗0))

dx0M

− lm
∗
0 = − lm

∗
01 = − lm

∗
02 =

lC
IN
M · d lSI(z

∗(l∗0))

dl∗0
N
M

d lS
∗K
I(z

∗(l∗0))

dl∗0
K
I

rC
I
KM · d lS

LK
I(z

∗(l∗0))

dl∗0
L
M

− lw
∗
0 = − lw

∗
01 = − lw

∗
02 =

lC
IPN

M · d lSI(z
∗(a∗0))

da0PNM
lC

IN
M · d lS

∗K
I(z

∗(a∗0))

da0KNM

d lS
LK

I(z
∗(a∗0))

da0LKI

2.2. Ïðàâàÿ ôèçèêà

Ïðåäâàðèòåëüíî íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ñîïðÿæåííûõ ïðàâûõ êèíåìàòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ èìåþò ìåñòî ñëåäó-
þùèå ñîîòíîøåíèÿ:

Z∗ = Z∗(Z∗
0 )


X∗ = X∗(x∗0, L

∗
0, A

∗
0)

L∗ = L∗(x∗0, L∗
0, A

∗
0)

A∗ = A∗(x∗0, L
∗
0, A

∗
0)

, Dz∗


DX∗ = dx∗0 · L∗(x∗0)

DL∗ = dL∗
0 + dx∗0 ·A∗(x∗0)

DA∗ = dA∗
0 + dx∗0 ·B∗(x∗0)

.

Êâàäðàò ñîïðÿæåííîãî ïðàâîãî ëèíåéíîãî ýëåìåíòà

(d rs
∗)2 = DX∗ ·DX∗ +DL∗ ·DL∗ = dx∗0 · dx∗0 · L∗ · L∗ + (dL∗

0 + dx∗0 ·A∗(x∗0)) · (dL∗
0 + dx∗0 ·A∗(x∗0)) .
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Ôóíäàìåíòàëüíûé Ïðîìåæóòî÷íûé Âòîðîé ïðîìåæóòî÷íûé

àíòèîáúåêò àíòèîáúåêò àíòèîáúåêò

Âåêòîð rS
∗ = rSI(Z

∗(Z∗
0 )) ·EI rS

∗ = rS
∗K
I(Z

∗(Z∗
0 )) ·KI

K rS
∗ = rS

LK
I(Z

∗(Z∗
0 )) · LIKL

äåéñòâèÿ

Ñêàëÿðíîå rS ∗(x∗0, L
∗
0, A

∗
0) = rS ∗

1 (x
∗
0, L

∗
0, A

∗
0) = rS ∗

2 (x
∗
0, L

∗
0, A

∗
0) =

äåéñòâèå
∫
rL ∗(x∗0, L

∗
0, A

∗
0) · dΩ

∫
rL ∗

1 (x
∗
0, L

∗
0, A

∗
0) · dΩ

∫
rL ∗

2 (x
∗
0, L

∗
0, A

∗
0) · dΩ

Ëàãðàíæèàí rL ∗(x∗0, L
∗
0, A

∗
0) = rL ∗

1 (x
∗
0, L

∗
0, A

∗
0) = rL ∗

2 (x
∗
0, L

∗
0, A

∗
0) =

= − rp
∗
0 − rm

∗
0 − rw

∗
0 = − rp

∗
01 − rm

∗
01 − rw

∗
01 = − rp

∗
02 − rm

∗
02 − rw

∗
02

− rp
∗
0 = − rp

∗
01 = − rp

∗
02 =

d rSI(Z
∗(x∗0))

dx0I
lC

I
KM · d rS

∗K
I(Z

∗(x∗0))

dx0M
lC

I
KLM · d rS

LK
I(Z

∗(x∗0))

dx0M

− rm
∗
0 = − rm

∗
01 = − rm

∗
02 =

rC
IN
M · d rSI(Z

∗(L∗
0))

dL∗
0
N
M

d rS
∗K
I(Z

∗(L∗
0))

dL∗
0
K
I

lC
I
KM · d rS

LK
I(Z

∗(L∗
0))

dL∗
0
L
M

− rw
∗
0 = − rw

∗
01 = − rw

∗
02 =

rC
IPN

M · d rSI(Z
∗(A∗

0))

dA0
PN

M
rC

IN
M · d rS

∗K
I(Z

∗(A∗
0))

dA0
KN

M

d rS
LK

I(Z
∗(A∗

0))

dA0
LK

I
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Â ýòîé Ãëàâå ðàññìîòðèì âûâîä óðàâíåíèé äèíàìèêè
â îáùåì ñëó÷àå ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà, êîòîðûé íà-
çâàí ìåòîäîì Ãàìèëüòîíà. Â ñëåäóþùåì Ðàçäåëå ìû
ïðîäåìîíñòðèðóåì ñóòü ýòîãî ìåòîäà íà ïðèìåðå âû-
âîäà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè.

I. ÌÅÒÎÄ ÃÀÌÈËÜÒÎÍÀ.
ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÛÅ ÇÀÌÅ×ÀÍÈß

Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå îñíîâîïîëàãàþùèì äèíà-
ìè÷åñêèì ïàðàìåòðîì ñëóæèò ñêàëÿðíàÿ âåëè÷èíà �
äåéñòâèå S, ÿâëÿþùååñÿ ôóíêöèåé âðåìåíè t è ãåî-
ìåòðè÷åñêèõ êîîðäèíàò xa

S(t, x) .

Êðîìå äåéñòâèÿ, ê äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì êëàñ-
ñè÷åñêîé ìåõàíèêè îòíîñÿòñÿ

èìïóëüñ − pa =
∂S

∂xa
è

ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà − H(p, x) .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ Ïðèëîæåíèåì ê Ãëàâå 3.2 ïðåîá-
ðàçîâàíèå ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà ïðåäñòàâëåíî ñëåäó-
þùåé ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòüþ

H ′(p, x) = H(p, x, H(p, x)) .

Ìåòîä Ãàìèëüòîíà ïîçâîëÿåò âûâåñòè óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå èç óñëîâèÿ ðàâåí-
ñòâà íóëþ âàðèàöèè ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà

δH = 0 ,

èëè

∂H
∂xa

· dxa + ∂H
∂pb

· dpb = 0 ,

èëè

∂H
∂xa

+
∂H
∂pb

· ∂pb
∂xa

= 0 .

Ïðåîáðàçóåì ýòî âûðàæåíèå, âûïîëíèâ ñëåäóþùóþ
ïåðåñòàíîâêó äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ:

∂pb
∂xa

=
∂2S

∂xa∂xb
=

∂2S

∂xb∂xa
=
∂pa
∂xb

.

Ïîëó÷èì

∂H
∂xa

+
∂H
∂pb

· ∂pa
∂xb

= 0 .

Ìåòîä Ãàìèëüòîíà âêëþ÷àåò â ñåáÿ óñëîâèå, ÷òî
ïðèâåäåííîå ñîîòíîøåíèå îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ âûðà-
æåíèåì

dpa(x(t))

dt
=
∂pa
∂xb

· dx
b

dt
,

òî åñòü

∂H
∂xa

+
∂H
∂pb

· ∂pa
∂xb

≡ −dpa(x(t))
dt

+
∂pa
∂xb

· dx
b

dt
.

Ýòî âîçìîæíî, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óðàâ-
íåíèÿ

dpa(t)

dt
= − ∂H

∂xa
,

dxb(t)

dt
=
∂H
∂pb

.

Ïðèâåäåííûå óðàâíåíèÿ ñîñòàâëÿþò êàíîíè÷åñêèå
óðàâíåíèÿ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè, èëè óðàâíåíèÿ Ãà-
ìèëüòîíà.
Íàøå îáîáùåíèå ìåòîäà Ãàìèëüòîíà, èñïîëüçóåìîãî

â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå, ñîñòîèò ïðåæäå âñåãî â òîì,
÷òî ïåðåñòàíîâêà äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, ñ
êîòîðîé ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ïðè âûâîäå óðàâíåíèé
äèíàìèêè, ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé. Ïåðåñòàíîâî÷íûå
ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷åííûå â Ãëàâå 6.3, ïîçâîëÿþò çà-
ïèñàòü ïðàâóþ ÷àñòü â óðàâíåíèÿõ äèíàìèêè.

II. ÂÛÂÎÄ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÔÈÇÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÎÁÚÅÊÒÀ

Ïðåäâàðèòåëüíî ñäåëàåì ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå îòíîñèòåëüíî ñòðóêòóðû óðàâíåíèé äèíàìèêè ôèçè÷åñêèõ
îáúåêòîâ.

1. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà îòíîñÿòñÿ ê ñëåäóþùèì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ýòîãî
îáúåêòà:

1.1) äëÿ óðàâíåíèé ñäâèãà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà ýòî

S , p , m , w , p′0 , P , m′
0 , M , w′

0 , W ; (1)
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1.2) äëÿ óðàâíåíèé ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà ýòî

S , p , m , w , p′0 , P , m′
0 , M , w′

0 , W ; (2)

1.3) äëÿ óðàâíåíèé âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà ýòî

S , p , m , w , p′0 , P , m′
0 , M , w′

0 , W . (3)

2. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà îòíîñÿòñÿ ê ñëåäóþùèì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ýòîãî
îáúåêòà:

2.1) äëÿ óðàâíåíèé ñäâèãà ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà ýòî

S1 , p1 , m1 , w1 , p
′
01 , P1 , m

′
01 , M1 , w

′
01 , W1 ; (4)

2.2) äëÿ óðàâíåíèé ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà ýòî

S1 , p1 , m1 , w1 , p
′
01 , P1 , m

′
01 , M1 , w

′
01 , W1 ; (5)

2.3) äëÿ óðàâíåíèé âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà ýòî

S1 , p1 , m1 , w1 , p
′
01 , P1 , m

′
01 , M1 , w

′
01 , W1 . (6)

3. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà îòíîñÿòñÿ ê ñëåäóþùèì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåò-
ðàì ýòîãî îáúåêòà:

3.1) äëÿ óðàâíåíèé ñäâèãà âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà ýòî

S2 , p2 , m2 , w2 , p
′
02 , P2 , m

′
02 , M2 , w

′
02 , W2 ; (7)

3.2) äëÿ óðàâíåíèé ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà ýòî

S2 , p2 , m2 , w2 , p
′
02 , P2 , m

′
02 , M2 , w

′
02 , W2 ; (8)

3.3) äëÿ óðàâíåíèé âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà ýòî

S2 , p2 , m2 , w2 , p
′
02 , P2 , m

′
02 , M2 , w

′
02 , W2 . (9)

Êàçàëîñü áû âûâîä óðàâíåíèé äèíàìèêè íåîáõîäèìî âûïîëíÿòü äëÿ êàæäîãî èç äåâÿòè ñëó÷àåâ. Îäíàêî â
ýòîì íåò íåîáõîäèìîñòè, òàê êàê âûâîä óðàâíåíèé äèíàìèêè äëÿ êàæäîãî èç äåâÿòè ñëó÷àåâ ïîä÷èíÿåòñÿ åäè-
íîîáðàçíîé (óíèôèöèðîâàííîé) ïðîöåäóðå, îáóñëîâëåííîé ìåòîäîì Ãàìèëüòîíà. Ïîýòîìó â ìåòîäè÷åñêîì ïëàíå
óäîáíî ñíà÷àëà âûïîëíèòü âûâîä óðàâíåíèé äèíàìèêè, íàïðèìåð, äëÿ ïåðâîãî íàáîðà äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåò-
ðîâ, à çàòåì ïåðåïèñàòü ðåçóëüòàò äëÿ êàæäîé èç îñòàëüíûõ âîñüìè êîìáèíàöèé äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ.
Äàëåå â ýòîì Ðàçäåëå íà îñíîâàíèè óêàçàííûõ ñîîáðàæåíèé âûïîëíèì âûâîä óðàâíåíèé äèíàìèêè äëÿ óñëîâ-

íîãî ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà äëÿ ïåðâîãî íàáîðà äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ

S , p , m , w , p′0 , P , m′
0 , M , w′

0 , W .

1. Ïåðâîå ïðèáëèæåíèå

Èñõîäèì èç óñëîâèÿ, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå p′0(x) = P(x, S(x), p(x), p0(x)) óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîìó ñîîòíîøåíèþ
ôîðìóëû (27) Ãëàâû 6.1

δp0(x)

DxI
= 0 ,

èëè ñîîòíîøåíèþ (28) Ãëàâû 6.1

∂P(x, S(x), p(x), p0)

DxI
= 0 .
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Âûâåäåì îòñþäà óðàâíåíèÿ äèíàìèêè äëÿ ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, èñõîäèì èç ðàâåíñòâà

∂P(x, S, p)

DxI
− ∂P(x, S, p)

∂SN
· pNI +

∂P(x, S, p)

∂pKL
· ∂p

K
L(x)

DxI
= 0 .

Ó÷òåì, ÷òî

∂pKL(x)

DxI
=
∂pKI(x)

DxL
− [PI , PL]S

K .

Ïîëó÷èì

∂P(x, S, p)

DxI
− ∂P(x, S, p)

∂SN
· pNI −

∂P(x, S, p)

∂pKL
· [PI , PL]SK +

∂P(x, S, p)

∂pKL
· ∂p

K
I(x)

DxL
= 0 .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì Ãàìèëüòîíà îòîæäåñòâèì ñëàãàåìîå

∂P(x, S, p)

∂pKL
· ∂p

K
I(x)

DxL

ñ âûðàæåíèåì

∂pKI(x)

DxL
· Dx

L(x0)

∂x0K
,

òî åñòü ïîëîæèì

∂P(x, S, p)

∂pKL
· ∂p

K
I(x)

DxL
≡ ∂pKI(x)

DxL
· Dx

L(x0)

∂x0K
=
∂pKI(x0)

∂x0K
.

Ýòî âîçìîæíî, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé

∂pKI(x0)

∂x0K
= −

(
∂P(x, S, p)

DxI
− ∂P(x, S, p)

∂SN
· pNI −

∂P(x, S, p)

∂pKL
· [PI , PL]SK

)
,

∂P(x, S, p)

∂pKL
=
DxL(x0)

∂x0K
. (10)

Ïîäñòàâëÿÿ âòîðîå ñîîòíîøåíèå â ïåðâîå, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

∂pKI(x0)

∂x0K
= −

(
∂P(x, S, p)

DxI
− ∂P(x, S, p)

∂SN
· pNI −

DxL(x0)

∂x0K
· [PI , PL]SK

)
. (11)

Ýòî óðàâíåíèå åñòü óðàâíåíèå äèíàìèêè èìïóëüñà ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà ïðè èçìåíåíèè êîîðäèíàò ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè. Îòñþäà óðàâíåíèå (11) ìîæíî íàçâàòü óðàâíåíèåì äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà ôèçè÷åñêîãî îáú-
åêòà â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè. Íà îñíîâàíèè ýòîãî óðàâíåíèÿ â Ðàçäåëàõ III.1.1, VI.1.1, IX.1.1 ïðèâåäåíû
óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà ôóíäàìåíòàëüíîãî, ïðîìåæóòî÷íîãî è âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî
îáúåêòîâ â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè.

2. Âòîðîå ïðèáëèæåíèå

Â îñíîâå äèíàìèêè ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà äëÿ âòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ ëåæàò ïðåîáðàçîâàíèÿ

p′0(x, l) = P(x, l, S(x, l), p(x, l),m(x, l), p0(x, l)) , (12)

m′
0(x, l) = M(x, l, S(x, l), p(x, l),m(x, l),m0(x, l)) . (13)

Èñõîäèì èç óñëîâèÿ, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå (12) óäîâëåòâîðÿåò ïåðâûì äâóì ñîîòíîøåíèÿì ôîðìóëû (27) Ãëàâû
6.1. Òî åñòü, ñîîòíîøåíèÿì

δp0(x, l)

Dx
= 0 ,

δp0(x, l)

Dl
= 0 ,
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èëè ñîîòíîøåíèÿì (28) è (29) Ãëàâû 6.1 :

∂P(x, l, S(x, l), p(x, l), m(x, l), p0)

Dx
= 0 ,

∂P(x, l, S(x, l), p(x, l), m(x, l), p0)

Dl
= 0 .

Ýòèìè ñîîòíîøåíèÿìè, êîòîðûå íàçîâåì óñëîâèÿìè äèíàìèêè ñäâèãà, îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ äèíàìèêè
ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà è ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà.
Êðîìå òîãî, èñõîäèì èç óñëîâèÿ, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå (13) óäîâëåòâîðÿåò ïåðâûì äâóì ñîîòíîøåíèÿì ôîðìóëû

(34) Ãëàâû 6.1. Òî åñòü, ñîîòíîøåíèÿì

δm0(x, l)

Dx
= 0 ,

δm0(x, l)

Dl
= 0 ,

èëè ñîîòíîøåíèÿì (35) è (36) Ãëàâû 6.1 :

∂M(x, l, S(x, l), p(x, l), m(x, l), m0)

Dx
= 0 ,

∂M(x, l, S(x, l), p(x, l), m(x, l), m0)

Dl
= 0 .

Ýòèìè ñîîòíîøåíèÿìè, êîòîðûå íàçîâåì óñëîâèÿìè äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, îïðåäåëÿþòñÿ óðàâ-
íåíèÿ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ èìïóëüñà è ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà.
Âûâåäåì îòñþäà óðàâíåíèÿ äèíàìèêè äëÿ âòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, èñõîäèì èç ðàâåíñòâ

∂P(x, l, S, p,m)

Dx
− ∂P(x, l, S, p,m)

∂S
· p+ ∂P(x, l, S, p,m)

∂p
· ∂p(x, l)

Dx
+
∂P(x, l, S, p,m)

∂m
· ∂m(x, l)

Dx
= 0 , (14)

∂P(x, l, S, p,m)

Dl
− ∂P(x, l, S, p,m)

∂S
·m+

∂P(x, l, S, p,m)

∂p
· ∂p(x, l)

Dl
+
∂P(x, l, S, p,m)

∂m
· ∂m(x, l)

Dl
= 0 , (15)

∂M(x, l, S, p,m)

Dx
− ∂M(x, l, S, p,m)

∂S
· p+ ∂M(x, l, S, p,m)

∂p
· ∂p(x, l)

Dx
+
∂M(x, l, S, p,m)

∂m
· ∂m(x, l)

Dx
= 0 , (16)

∂M(x, l, S, p,m)

Dl
− ∂M(x, l, S, p,m)

∂S
·m+

∂M(x, l, S, p,m)

∂p
· ∂p(x, l)

Dl
+
∂M(x, l, S, p,m)

∂m
· ∂m(x, l)

Dl
= 0 . (17)

Åñëè â âûðàæåíèÿõ (14) è (16) ó÷åñòü, ÷òî

∂p(x, l)

Dx
= −∂∂S(x, l)

DxDx
= −∂∂S(x, l)

DxDx
− [P, P ]S =

∂p(x, l)

Dx
− [P, P ]S ,

∂m(x, l)

Dx
= −∂∂S(x, l)

DxDl
= −∂∂S(x, l)

DlDx
− [P,M ]S =

∂p(x, l)

Dl
− [P,M ]S ,

à â âûðàæåíèÿõ (15) è (III 4) ó÷åñòü, ÷òî

∂p(x, l)

Dl
= −∂∂S(x, l)

DlDx
= −∂∂S(x, l)

DxDl
− [M,P ]S =

∂m(x, l)

Dx
− [M,P ]S ,

∂m(x, l)

Dl
= −∂∂S(x, l)

DlDl
= −∂∂S(x, l)

DlDl
− [M,M ]S =

∂m(x, l)

Dl
− [M,M ]S ,

òî ïîëó÷èì

∂P(x, l, S, p,m)

Dx
− ∂P(x, l, S, p,m)

∂S
· p+ ∂P(x, l, S, p,m)

∂p
· ∂p(x, l)

Dx
− ∂P(x, l, S, p,m)

∂p
· [P, P ]S +

+
∂P(x, l, S, p,m)

∂m
· ∂p(x, l)

Dl
− ∂P(x, l, S, p,m)

∂m
· [P,M ]S = 0 , (18)
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∂P(x, l, S, p,m)

Dl
− ∂P(x, l, S, p,m)

∂s
·m+

∂P(x, l, S, p,m)

∂p
· ∂m(x, l)

Dx
− ∂P(x, l, S, p,m)

∂p
· [M,P ]S +

+
∂P(x, l, S, p,m)

∂m
· ∂m(x, l)

Dl
− ∂P(x, l, S, p,m)

∂m
· [M,M ]S = 0 , (19)

∂M(x, l, S, p,m)

Dx
− δM(x, l, S, p,m)

δ∂S
· p+ ∂M(x, l, S, p,m)

∂p
· ∂p(x, l)

Dx
− ∂M(x, l, S, p,m)

∂p
· [P, P ]S +

+
∂M(x, l, S, p,m)

∂m
· ∂p(x, l)

Dl
− ∂M(x, l, S, p,m)

∂m
· [P,M ]S = 0 , (20)

∂M(x, l, S, p,m)

Dl
− ∂M(x, l, S, p,m)

∂S
·m+

∂M(x, l, S, p,m)

∂p
· ∂m(x, l)

Dx
− ∂M(x, l, S, p,m)

∂p
· [M,P ]S +

+
∂M(x, l, S, p,m)

∂m
· ∂m(x, l)

Dl
− ∂M(x, l, S, p,m)

∂m
· [M,M ]S = 0 . (21)

Äàëåå îñòàíîâèìñÿ îòäåëüíî íà óðàâíåíèÿõ äèíàìèêè ñäâèãà è äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

2.1. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà

Ê óðàâíåíèÿì äèíàìèêè ñäâèãà îòíåñåíû óðàâíåíèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì óñëîâèé

δp0(x, l)

Dx
= 0 ,

δp0(x, l)

Dl
= 0 ,

òî åñòü, ñîîòíîøåíèÿ (18) è (19).
Îáðàòèìñÿ ñíà÷àëà ê ñîîòíîøåíèþ (18). Ïîëàãàÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì Ãàìèëüòîíà, ÷òî ñóììà ñëàãàåìûõ

∂P(x, l, S, p,m)

∂p
· ∂p(x, l)

Dx
+
∂P(x, l, S, p,m)

∂m
· ∂p(x, l)

Dl

ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ òîæäåñòâåííà âûðàæåíèþ

∂p(x, l)

Dx
· Dx(x0)

∂x0
+
∂p(x, l)

Dl
· Dl(x0)

∂x0
,

èëè

∂P(x, l, S, p,m)

∂p
· ∂p(x, l)

Dx
+
∂P(x, l, S, p,m)

∂m
· ∂p(x, l)

Dl
≡ ∂p(x, l)

Dx
· Dx(x0)

∂x0
+
∂p(x, l)

Dl
· Dl(x0)

∂x0
=
∂p(x(x0), l(x0))

∂x0
,

ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé

∂p(x(x0), l(x0))

∂x0
= −

(
∂P(x, l, S, p,m)

Dx
− ∂P(x, l, S, p,m)

∂S
· p−

− ∂P(x, l, S, p,m)

∂p
· [P, P ]S − ∂P(x, l, S, p,m)

∂m
· [P,M ]S

)
, (22)

∂P(x, l, S, p,m)

∂p
=
Dx(x0)

∂x0
,

∂P(x, l, S, p,m)

∂m
=
Dl(x0)

∂x0
.

Ïîäñòàâëÿÿ äâà ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèÿ â ïåðâîå, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

∂p(x(x0), l(x0))

∂x0
= −

(
∂P(x, l, S, p,m)

Dx
− ∂P(x, l, S, p,m)

∂S
· p− Dx(x0)

∂x0
· [P, P ]S − Dl(x0)

∂x0
· [P,M ]S

)
. (23)
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Óðàâíåíèå (23) íàçîâåì óðàâíåíèåì äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëè-
æåíèè. Íà îñíîâàíèè ýòîãî óðàâíåíèÿ â Ðàçäåëàõ IV.1.1, VII.1.1, X.1.1 ïðèâåäåíû óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà
äëÿ èìïóëüñà ôóíäàìåíòàëüíîãî, ïðîìåæóòî÷íîãî è âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòîâ ñîîòâåòñòâåííî âî âòî-
ðîì ïðèáëèæåíèè.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ñîîòíîøåíèå (19). Ïîëàãàÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì Ãàìèëüòîíà, ÷òî ñóììà ñëàãàåìûõ

∂P(x, l, S, p,m)

∂p
· ∂m(x, l)

Dx
+
∂P(x, l, S, p,m)

∂m
· ∂m(x, l)

Dl

ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ òîæäåñòâåííà âûðàæåíèþ

∂m(x, l)

Dx
· Dx(x0)

∂x0
+
∂m(x, l)

Dl
· Dl(x0)

∂x0

èëè

∂P(x, l, S, p,m)

∂p
· ∂m(x, l)

Dx
+
∂P(x, l, S, p,m)

∂m
· ∂m(x, l)

Dl
≡ ∂m(x, l)

Dx
· Dx(x0)

∂x0
+
∂m(x, l)

Dl
· Dl(x0)
∂x0

=
∂m(x(x0), l(x0))

∂x0
,

ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé

∂m(x(x0), l(x0))

∂x0
= −

(
∂P(x, l, S, p,m)

Dl
− ∂P(x, l, S, p,m)

∂S
·m−

− ∂P(x, l, S, p,m)

∂p
· [M,P ]S − ∂P(x, l, S, p,m)

∂m
· [M,M ]S

)
, (24)

∂P(x, l, S, p,m)

∂p
=
Dx(x0)

∂x0
,

∂P(x, l, S, p,m)

∂m
=
Dl(x0)

∂x0
.

Ïîäñòàâëÿÿ äâà ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèÿ â ïåðâîå, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

∂m(x(x0), l(x0))

∂x0
= −

(
∂P(x, l, S, p,m)

Dl
− ∂P(x, l, S, p,m)

∂S
·m− Dx(x0)

∂x0
· [M,P ]S − Dl(x0)

∂x0
· [M,M ]S

)
. (25)

Ýòî óðàâíåíèå íàçîâåì óðàâíåíèåì äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ ìîìåíòà ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæå-
íèè. Íà îñíîâàíèè ýòîãî óðàâíåíèÿ â Ðàçäåëàõ IV.1.2, VII.1.2, X.1.2 ïðèâåäåíû óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ
ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî, ïðîìåæóòî÷íîãî è âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòîâ ñîîòâåòñòâåííî âî âòîðîì
ïðèáëèæåíèè.

2.2. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ê óðàâíåíèÿì äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îòíåñåíû óðàâíåíèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì óñëî-
âèé

δm0(x, l)

Dx
= 0 ,

δm0(x, l)

Dl
= 0 ,

òî åñòü, ñîîòíîøåíèÿ (20) è (21).
Îáðàòèìñÿ ñíà÷àëà ê ñîîòíîøåíèþ (20). Ïîëàãàÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîì Ãàìèëüòîíà, ÷òî ñóììà ñëàãàåìûõ

∂M(x, l, S, p,m)

∂p
· ∂p(x, l)

Dx
+
∂M(x, l, S, p,m)

∂m
· ∂p(x, l)

Dl

ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ òîæäåñòâåííà âûðàæåíèþ

∂p(x, l)

Dx
· Dx(l0)

∂l0
+
∂p(x, l)

Dl
· Dl(l0)

∂l0
,
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èëè

∂M(x, l, S, p,m)

∂p
· ∂p(x, l)

Dx
+
∂M(x, l, S, p,m)

∂m
· ∂p(x, l)

Dl
≡ ∂p(x, l)

Dx
· Dx(l0)

∂l0
+
∂p(x, l)

Dl
· Dl(l0)

∂l0
=
∂p(x(l0), l(l0))

∂l0
,

ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèþ

∂p(x(l0), l(l0))

∂l0
= −

(
∂M(x, l, S, p,m)

Dx
− ∂M(x, l, S, p,m)

∂S
· p−

− ∂M(x, l, S, p,m)

∂p
· [P, P ]S − ∂M(x, l, S, p,m)

∂m
· [P,M ]S

)
, (26)

∂M(x, l, S, p,m)

∂p
=
Dx(l0)

∂l0
,

∂M(x, l, S, p,m)

∂m
=
Dl(l0)

∂l0
.

Ïîäñòàâëÿÿ äâà ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèÿ â ïåðâîå, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

∂p(x(l0), l(l0))

∂l0
= −

(
∂M(x, l, S, p,m)

Dx
− ∂M(x, l, S, p,m)

∂S
· p− Dx(l0)

∂l0
· [P, P ]S − Dl(l0)

∂l0
· [P,M ]S

)
. (27)

Ýòî óðàâíåíèå åñòü óðàâíåíèå äèíàìèêè èìïóëüñà ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà ïðè èçìåíåíèè ëèíåíéíîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Îòñþäà óðàâíåíèå (27) íàçîâåì óðàâíåíèåì äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
äëÿ èìïóëüñà ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè. Íà îñíîâàíèè ýòîãî óðàâíåíèÿ â Ðàçäåëàõ IV.2.1,
VII.2.1, X.2.1 ïðèâåäåíû óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ èìïóëüñà ôóíäàìåíòàëüíîãî, ïðî-
ìåæóòî÷íîãî è âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòîâ ñîîòâåòñòâåííî âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè.
Ðàññìàòðèì òåïåðü ñîîòíîøåíèå (21). Ïîëàãàÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì Ãàìèëüòîíà, ÷òî ñóììà ñëàãàåìûõ

∂M(x, l, S, p,m)

∂p
· ∂m(x, l)

Dx
+
∂M(x, l, S, p,m)

∂m
· ∂m(x, l)

Dl

ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ òîæäåñòâåííà âûðàæåíèþ

∂m(x, l)

Dx
· Dx(l0)

∂l0
+
∂m(x, l)

Dl
· Dl(l0)

∂l0
èëè

∂M(x, l, S, p,m)

∂p
· ∂m(x, l)

Dx
+
∂M(x, l, S, p,m)

∂m
· ∂m(x, l)

Dl
≡ ∂m(x, l)

Dx
· Dx(l0)

∂l0
+
∂m(x, l)

Dl
· Dl(l0)
∂l0

=
∂m(x(l0), l(l0))

∂l0
,

ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé

∂m(x(l0), l(l0))

∂l0
= −

(
∂M(x, l, S, p,m)

Dl
− ∂M(x, l, S, p,m)

∂S
·m−

− ∂M(x, l, S, p,m)

∂p
· [M,P ]S − ∂M(x, l, S, p,m)

∂m
· [M,M ]S

)
, (28)

∂M(x, l, S, p,m)

∂p
=
Dx(l0)

∂l0
,

∂M(x, l, S, p,m)

∂m
=
Dl(l0)

∂l0
.

Ïîäñòàâëÿÿ äâà ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèÿ â ïåðâîå, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

∂m(x(l0), l(l0))

∂l0
= −

(
∂M(x, l, S, p,m)

Dl
− ∂M(x, l, S, p,m)

∂S
·m− Dx(l0)

∂l0
· [M,P ]S − Dl(l0)

∂l0
· [M,M ]S

)
, (29)

êîòîðîå íàçîâåì óðàâíåíèåì äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ìîìåíòà ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà âî âòîðîì
ïðèáëèæåíèè. Íà îñíîâàíèè ýòîãî óðàâíåíèÿ â Ðàçäåëàõ IV.2.2, VII.2.2, X.2.2 ïðèâåäåíû óðàâíåíèÿ äèíàìèêè
ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî, ïðîìåæóòî÷íîãî è âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáú-
åêòîâ ñîîòâåòñòâåííî âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè.
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3. Îáùèé ñëó÷àé � òðåòüå ïðèáëèæåíèå

Èñõîäèì èç óñëîâèÿ, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ

p′0(x, l, a) = P(x, l, a, S(x, l, a), p(x, l, a),m(x, l, a), w(x, l, a), p0(x, l, a)) ,

m′
0(x, l, a) = M(x, l, a, S(x, l, a), p(x, l, a),m(x, l, a), w(x, l, a),m0(x, l, a)) ,

w′
0(x, l, a) = W(x, l, a, S(x, l, a), p(x, l, a),m(x, l, a), w(x, l, a), w0(x, l, a))

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (27), (34) è (41) Ãëàâû 6.1 ñîîòâåòñòâåííî. À èìåííî
ïðåîáðàçîâàíèå

p′0(x, l, a) = P(x, l, a, S(x, l, a), p(x, l, a),m(x, l, a), w(x, l, a), p0(x, l, a))

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì äèíàìèêè ñäâèãà

δp0(x, l, a)

Dx
= 0 ,

δp0(x, l, a)

Dl
= 0 ,

δp0(x, l, a)

Da
= 0 ,

èëè ñîîòíîøåíèÿì (28), (29) è (30) Ãëàâû 6.1

∂P(x, l, a, S(x, l, a), p(x, l, a), m(x, l, a), w(x, l, a), p0)

Dx
= 0 ,

∂P(x, l, a, S(x, l, a), p(x, l, a), m(x, l, a), w(x, l, a), p0)

Dl
= 0 ,

∂P(x, l, a, S(x, l, a), p(x, l, a), m(x, l, a), w(x, l, a), p0)

Da
= 0 ;

ïðåîáðàçîâàíèå

m′
0(x, l, a) = M(x, l, a, S(x, l, a), p(x, l, a),m(x, l, a), w(x, l, a),m0(x, l, a))

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

δm0(x, l, a)

Dx
= 0 ,

δm0(x, l, a)

Dl
= 0 ,

δm0(x, l, a)

Da
= 0 ,

èëè ñîîòíîøåíèÿì (35), (36) è (37) Ãëàâû 6.1

∂M(x, l, a, S(x, l, a), p(x, l, a), m(x, l, a), w(x, l, a), m0)

Dx
= 0 ,

∂M(x, l, a, S(x, l, a), p(x, l, a), m(x, l, a), w(x, l, a), m0)

Dl
= 0 ,

∂M(x, l, a, S(x, l, a), p(x, l, a), m(x, l, a), w(x, l, a), m0)

Da
= 0 ;

ïðåîáðàçîâàíèå

w′
0(x, l, a) = W(x, l, a, S(x, l, a), p(x, l, a),m(x, l, a), w(x, l, a), w0(x, l, a))

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

δw0(x, l, a)

Dx
= 0 ,

δw0(x, l, a)

Dl
= 0 ,

δw0(x, l, a)

Da
= 0 ,

èëè ñîîòíîøåíèÿì (42), (43) è (44) Ãëàâû 6.1

∂W(x, l, a, S(x, l, a), p(x, l, a), m(x, l, a), w(x, l, a), w0)

Dx
= 0 ,

∂W(x, l, a, S(x, l, a), p(x, l, a), m(x, l, a), w(x, l, a), w0)

Dl
= 0 ,

∂W(x, l, a, S(x, l, a), p(x, l, a), m(x, l, a), w(x, l, a), w0)

Da
= 0 .
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Îòñþäà ñëåäóþò óðàâíåíèÿ äèíàìèêè â îáùåì ñëó÷àå. Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûâîäå óðàâíåíèé äèíàìèêè
èñõîäèì èç ñîîòíîøåíèé

∂P
Dx

− ∂P
∂S

· p+ ∂P
∂p

· ∂p(x, l, a)
Dx

+
∂P
∂m

· ∂m(x, l, a)

Dx
+
∂P
∂w

· ∂w(x, l, a)
Dx

= 0 , (30)

∂P
Dl

− ∂P
∂S

·m+
∂P
∂p

· ∂p(x, l, a)
Dl

+
∂P
∂m

· ∂m(x, l, a)

Dl
+
∂P
∂w

· ∂w(x, l, a)
Dl

= 0 , (31)

∂P
Da

− ∂P
∂S

· w +
∂P
∂p

· ∂p(x, l, a)
Da

+
∂P
∂m

· ∂m(x, l, a)

Da
+
∂P
∂w

· ∂w(x, l, a)
Da

= 0 , (32)

∂M
Dx

− ∂M
∂S

· p+ ∂M
∂p

· ∂p(x, l, a)
Dx

+
∂M
∂m

· ∂m(x, l, a)

Dx
+
∂M
∂w

· ∂w(x, l, a)
Dx

= 0 , (33)

∂M
Dl

− ∂M
∂S

·m+
∂M
∂p

· ∂p(x, l, a)
Dl

+
∂M
∂m

· ∂m(x, l, a)

Dl
+
∂M
∂w

· ∂w(x, l, a)
Dl

= 0 , (34)

∂M
Da

− ∂M
∂S

· w +
∂M
∂p

· ∂p(x, l, a)
Da

+
∂M
∂m

· ∂m(x, l, a)

Da
+
∂M
∂w

· ∂w(x, l, a)
Da

= 0 , (35)

∂W
Dx

− ∂W
∂S

· p+ ∂W
∂p

· ∂p(x, l, a)
Dx

+
∂W
∂m

· ∂m(x, l, a)

Dx
+
∂W
∂w

· ∂w(x, l, a)
Dx

= 0 , (36)

∂W
Dl

− ∂W
∂S

·m+
∂W
∂p

· ∂p(x, l, a)
Dl

+
∂W
∂m

· ∂m(x, l, a)

Dl
+
∂W
∂w

· ∂w(x, l, a)
Dl

= 0 , (37)

∂W
Da

− ∂W
∂S

· w +
∂W
∂p

· ∂p(x, l, a)
Da

+
∂W
∂m

· ∂m(x, l, a)

Da
+
∂W
∂w

· ∂w(x, l, a)
Da

= 0 . (38)

Â âûðàæåíèÿõ (30), (33) è (36) ó÷òåì, ÷òî

∂p(x, l, a)

Dx
= − ∂∂S

DxDx
= − ∂∂S

DxDx
− [P, P ]S =

∂p

Dx
− [P, P ]S , 1

∂m(x, l, a)

Dx
= − ∂∂S

DxDl
= − ∂∂S

DlDx
− [P,M ]S =

∂p

Dl
− [P,M ]S ,

∂w(x, l, a)

Dx
= − ∂∂S

DxDa
= − ∂∂S

DaDx
− [P,W ]S =

∂p

Da
− [P,M ]S .

Â âûðàæåíèÿõ(31), (34) è (37) ó÷òåì, ÷òî

∂p(x, l, a)

Dl
= − ∂∂S

DlDx
= − ∂∂S

DxDl
− [M,P ]S =

∂m

Dx
− [M,P ]S ,

∂m(x, l, a)

Dl
= − ∂∂S

DlDl
= − ∂∂S

DlDl
− [M,M ]S =

∂m

Dl
− [M,M ]S ,

1 Íàïîìíèì, ÷òî ïîëíàÿ çàïèñü ýòîãî âûðàæåíèÿ ñ ó÷åòîì èíäåêñîâ èìååò âèä

∂pKL(x, l, a)

DxI
= −

∂∂SK(x, l, a)

DxIDxL
= −

∂∂SK(x, l, a)

DxLDxI
− [PI , PL]S

K .
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∂w(x, l, a)

Dl
= − ∂∂S

DlDa
= − ∂∂S

DaDl
− [M,W ]S =

∂m

Da
− [M,W ]S .

Â âûðàæåíèÿõ (32), (35) è (38) ó÷òåì, ÷òî

∂p(x, l, a)

Da
= − ∂∂S

DaDx
= − ∂∂S

DxDa
− [W,P ]S =

∂w

Dx
− [W,P ]S ,

∂m(x, l, a)

Da
= − ∂∂S

DaDl
= − ∂∂S

DlDa
− [W,M ]S =

∂w

Dl
− [W,M ]S ,

∂w(x, l, a)

Da
= − ∂∂S

DaDa
= − ∂∂S

DaDa
− [W,W ]S =

∂w

Da
− [W,W ]S .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

∂P
Dx

− ∂P
∂S

· p+ ∂P
∂p

· ∂p(x, l, a)
Dx

− ∂P
∂p

· [P, P ]S +
∂P
∂m

· ∂p(x, l, a)
Dl

−

− ∂P
∂m

· [P,M ]S +
∂P
∂w

· ∂p(x, l, a)
Da

− ∂P
∂w

· [P,W ]S = 0 , (39)

∂P
Dl

− ∂P
∂S

·m+
∂P
∂p

· ∂m(x, l, a)

Dx
− ∂P
∂p

· [M,P ]S +
∂P
∂m

· ∂m(x, l, a)

Dl
−

− ∂P
∂m

· [M,M ]S +
∂P
∂w

· ∂m(x, l, a)

Da
− ∂P
∂w

· [M,W ]S = 0 , (40)

∂P
Da

− ∂P
∂S

· w +
∂P
∂p

· ∂w(x, l, a)
Dx

− ∂P
∂p

· [W,P ]S +
∂P
∂m

· ∂w(x, l, a)
Dl

−

− ∂P
∂m

· [W,M ]S +
∂P
∂w

· ∂w(x, l, a)
Da

− ∂P
∂w

· [W,W ]S = 0 , (41)

∂M
Dx

− ∂M
∂S

· p+ ∂M
∂p

· ∂p(x, l, a)
Dx

− ∂M
∂p

· [P, P ]S +
∂M
∂m

· ∂p(x, l, a)
Dl

−

− ∂M
∂m

· [P,M ]S +
∂M
∂w

· ∂p(x, l, a)
Da

− ∂M
∂w

· [P,W ]S = 0 , (42)

∂M
Dl

− ∂M
∂S

·m+
∂M
∂p

· ∂m(x, l, a)

Dx
− ∂M

∂p
· [M,P ]S +

∂M
∂m

· ∂m(x, l, a)

Dl
−

− ∂M
∂m

· [M,M ]S +
∂M
∂w

· ∂m(x, l, a)

Da
− ∂M

∂w
· [M,W ]S = 0 , (43)

∂M
Da

− ∂M
∂S

· w +
∂M
∂p

· ∂w(x, l, a)
Dx

− ∂M
∂p

· [W,P ]S +
∂M
∂m

· ∂w(x, l, a)
Dl

−

− ∂M
∂m

· [W,M ]S +
∂M
∂w

· ∂w(x, l, a)
Da

− ∂M
∂w

· [W,W ]S = 0 , (44)

∂W
Dx

− ∂W
∂S

· p+ ∂W
∂p

· ∂p(x, l, a)
Dx

− ∂W
∂p

· [P, P ]S +
∂W
∂m

· ∂p(x, l, a)
Dl

−

− ∂W
∂m

· [P,M ]S +
∂W
∂w

· ∂p(x, l, a)
Da

− ∂W
∂w

· [P,W ]S = 0 , (45)

∂W
Dl

− ∂W
∂S

·m+
∂W
∂p

· ∂m(x, l, a)

Dx
− ∂W

∂p
· [M,P ]S +

∂W
∂m

· ∂m(x, l, a)

Dl
−

− ∂W
∂m

· [M,M ]S +
∂W
∂w

· ∂m(x, l, a)

Da
− ∂W
∂w

· [M,W ]S = 0 , (46)
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∂W
Da

− ∂W
∂S

· w +
∂W
∂p

· ∂w(x, l, a)
Dx

− ∂W
∂p

· [W,P ]S +
∂W
∂m

· ∂w(x, l, a)
Dl

−

− ∂W
∂m

· [W,M ]S +
∂W
∂w

· ∂w(x, l, a)
Da

− ∂W
∂w

· [W,W ]S = 0 . (47)

Äàëåå îñòàíîâèìñÿ îòäåëüíî íà óðàâíåíèÿõ äèíàìèêè ñäâèãà, óðàâíåíèÿõ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ è óðàâíåíèÿõ äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

3.1. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà

Ê óðàâíåíèÿì äèíàìèêè ñäâèãà îòíîñÿòñÿ óðàâíåíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ ñëåäñòâèåì óñëîâèé

δp0(x, l, a)

Dx
= 0 ,

δp0(x, l, a)

Dl
= 0 ,

δp0(x, l, a)

Da
= 0 ,

òî åñòü ñîîòíîøåíèÿ (39), (40) è (41).
Îáðàòèìñÿ ñíà÷àëà ê ñîîòíîøåíèþ (39). Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì Ãàìèëüòîíà ïîëîæèì, ÷òî ñóììà ñëàãàå-

ìûõ

∂P
∂p

· ∂p(x, l, a)
Dx

+
∂P
∂m

· ∂p(x, l, a)
Dl

+
∂P
∂w

· ∂p(x, l, a)
Da

ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ òîæäåñòâåííà âûðàæåíèþ

∂p(x, l, a)

Dx
· Dx(x0)

∂x0
+
∂p(x, l, a)

Dl
· Dl(x0)

∂x0
+
∂p(x, l, a)

Da
· Da(x0)

∂x0

èëè

∂P
∂p

· ∂p(x, l, a)
Dx

+
∂P
∂m

· ∂p(x, l, a)
Dl

+
∂P
∂w

· ∂p(x, l, a)
Da

≡

≡ ∂p(x, l, a)

Dx
· Dx(x0)

∂x0
+
∂p(x, l, a)

Dl
· Dl(x0)

∂x0
+
∂p(x, l, a)

Da
· Da(x0)

∂x0
=
∂p(x(x0), l(x0), a(x0))

∂x0
.

Ïîñëå ñðàâíåíèÿ è ïîäñòàíîâêè ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé

∂p(x(x0), l(x0), a(x0))

∂x0
= −

(
∂P
Dx

− ∂P
∂S

· p− ∂P
∂p

· [P, P ]S − ∂P
∂m

· [P,M ]S − ∂P
∂w

· [P,W ]S

)
, (48)

∂P
∂p

=
Dx(x0)

∂x0
,

∂P
∂m

=
Dl(x0)

∂x0
,

∂P
∂w

=
Da(x0)

∂x0
.

Ïîäñòàâëÿÿ òðè ïîñëåäíèå ñîîòíîøåíèÿ â ïåðâîå, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

∂p(x(x0), l(x0), a(x0))

∂x0
= −

(
∂P
Dx

− ∂P
∂S

· p− Dx(x0)

∂x0
· [P, P ]S − Dl(x0)

∂x0
· [P,M ]S − Da(x0)

∂x0
· [P,W ]S

)
, (49)

êîòîðîå íàçîâåì óðàâíåíèåì äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà. Íà îñíîâàíèè ýòîãî óðàâíå-
íèÿ â Ðàçäåëàõ V.1.1, VIII.1.1, XI.1.1 ïðèâåäåíû óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà ôóíäàìåíòàëüíîãî,
ïðîìåæóòî÷íîãî è âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòîâ ñîîòâåòñòâåííî.
Äàëåå ðàññìîòðèì ñîîòíîøåíèå (40). Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì Ãàìèëüòîíà ïîëîæèì, ÷òî ñóììà ñëàãàåìûõ

∂P
∂p

· ∂m(x, l, a)

Dx
+
∂P
∂m

· ∂m(x, l, a)

Dl
+
∂P
∂w

· ∂m(x, l, a)

Da

ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ òîæäåñòâåííà âûðàæåíèþ

∂m(x, l, a)

Dx
· Dx(x0)

∂x0
+
∂m(x, l, a)

Dl
· Dl(x0)

∂x0
+
∂m(x, l, a)

Da
· Da(x0)

∂x0
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èëè

∂P
∂p

· ∂m(x, l, a)

Dx
+
∂P
∂m

· ∂m(x, l, a)

Dl
+
∂P
∂w

· ∂m(x, l, a)

Da
≡

≡ ∂m(x, l, a)

Dx
· Dx(x0)

∂x0
+
∂m(x, l, a)

Dl
· Dl(x0)

∂x0
+
∂m(x, l, a)

Da
· Da(x0)

∂x0
=
∂m(x(x0), l(x0), a(x0))

∂x0
.

Ïîñëå ñðàâíåíèÿ è ïîäñòàíîâêè ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé

∂m(x(x0), l(x0), a(x0))

∂x0
= −

(
∂P
Dl

− ∂P
∂S

·m− ∂P
∂p

· [M,P ]S − ∂P
∂m

· [M,M ]S − ∂P
∂w

· [M,W ]S

)
, (50)

∂P
∂p

=
Dx(x0)

∂x0
,

∂P
∂m

=
Dl(x0)

∂x0
,

∂P
∂w

=
Da(x0)

∂x0
.

Ïîäñòàâëÿÿ òðè ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèÿ â ïåðâîå, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

∂m(x(x0), l(x0), a(x0))

∂x0
=−

(
∂P
Dl

− ∂P
∂S

·m− Dx(x0)

∂x0
· [M,P ]S − Dl(x0)

∂x0
· [M,M ]S − Da(x0)

∂x0
· [M,W ]S

)
, (51)

êîòîðîå íàçîâåì óðàâíåíèåì äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ ìîìåíòà ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà. Íà îñíîâàíèè ýòîãî óðàâíå-
íèÿ â Ðàçäåëàõ V.1.2, VIII.1.2, XI.1.2 ïðèâåäåíû óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ ìîìåíà ôóíäàìåíòàëüíîãî,
ïðîìåæóòî÷íîãî è âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòîâ ñîîòâåòñòâåííî.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñîîòíîøåíèå (41). Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì Ãàìèëüòîíà ïîëîæèì, ÷òî ñóììà ñëàãàåìûõ

∂P
∂p

· ∂w(x, l, a)
Dx

+
∂P
∂m

· ∂w(x, l, a)
Dl

+
∂P
∂w

· ∂w(x, l, a)
Da

ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ òîæäåñòâåííà âûðàæåíèþ

∂w(x, l, a)

Dx
· Dx(x0)

∂x0
+
∂w(x, l, a)

Dl
· Dl(x0)

∂x0
+
∂w(x, l, a)

Da
· Da(x0)

∂x0

èëè

∂P
∂p

· ∂w(x, l, a)
Dx

+
∂P
∂m

· ∂w(x, l, a)
Dl

+
∂P
∂w

· ∂w(x, l, a)
Da

≡

≡ ∂w(x, l, a)

Dx
· Dx(x0)

∂x0
+
∂w(x, l, a)

Dl
· Dl(x0)

∂x0
+
∂w(x, l, a)

Da
· Da(x0)

∂x0
=
∂w(x(x0), l(x0), a(x0))

∂x0
.

Ïîñëå ñðàâíåíèÿ è ïîäñòàíîâêè ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé

∂w(x(x0), l(x0), a(x0))

∂x0
= −

(
∂P
Da

− ∂P
∂S

· w − ∂P
∂p

· [W,P ]S − ∂P
∂m

· [W,M ]S − ∂P
∂w

· [W,W ]S

)
, (52)

∂P
∂p

=
Dx(x0)

∂x0
,

∂P
∂m

=
Dl(x0)

∂x0
,

∂P
∂w

=
Da(x0)

∂x0
.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíèå òðè ñîîòíîøåíèÿ â ïåðâîå, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

∂w(x(x0), l(x0), a(x0))

∂x0
= −

(
∂P
Da

− ∂P
∂S

· w − Dx(x0)

∂x0
· [W,P ]S − Dl(x0)

∂x0
· [W,M ]S − Da(x0)

∂x0
· [W,W ]S

)
, (53)

êîòîðîå íàçîâåì óðàâíåíèåì äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà. Íà îñíîâàíèè ýòî-
ãî óðàâíåíèÿ â Ðàçäåëàõ V.1.3, VIII.1.3, XI.1.3 ïðèâåäåíû óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ âòîðîãî ìîìåíà
ôóíäàìåíòàëüíîãî, ïðîìåæóòî÷íîãî è âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòîâ ñîîòâåòñòâåííî.
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3.2. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ê óðàâíåíèÿì äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îòíîñÿòñÿ óðàâíåíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ ñëåäñòâèåì óñëîâèé

δm0(x, l, a)

Dx
= 0 ,

δm0(x, l, a)

Dl
= 0 ,

δm0(x, l, a)

Da
= 0 ,

òî åñòü ñîîòíîøåíèÿ (42), (43) è (44).
Îáðàòèìñÿ ñíà÷àëà ê ñîîòíîøåíèþ (42). Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì Ãàìèëüòîíà ïîëîæèì, ÷òî ñóììà ñëàãàå-

ìûõ

∂M
∂p

· ∂p(x, l, a)
Dx

+
∂M
∂m

· ∂p(x, l, a)
Dl

+
∂M
∂w

· ∂p(x, l, a)
Da

ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ òîæäåñòâåííà âûðàæåíèþ

∂p(x, l, a)

Dx
· Dx(l0)

∂l0
+
∂p(x, l, a)

Dl
· Dl(l0)

∂l0
+
∂p(x, l, a)

Da
· Da(l0)

∂l0

èëè

∂M
∂p

· ∂p(x, l, a)
Dx

+
∂M
∂m

· ∂p(x, l, a)
Dl

+
∂M
∂w

· ∂p(x, l, a)
Da

≡

∂p(x, l, a)

Dx
· Dx(l0)

∂l0
+
∂p(x, l, a)

Dl
· Dl(l0)

∂l0
+
∂p(x, l, a)

Da
· Da(l0)

∂l0
=
∂p(x(l0), l(l0), a(l0))

∂l0
.

Ïîñëå ñðàâíåíèÿ è ïîäñòàíîâêè ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé

∂p(x(l0), l(l0), a(l0))

∂l0
= −

(
∂M
Dx

− ∂M
∂S

· p− ∂M
∂p

· [P, P ]S − ∂M
∂m

· [P,M ]S − ∂M
∂w

· [P,W ]S

)
, (54)

∂M
∂p

=
Dx(l0)

∂l0
,

∂M
∂m

=
Dl(l0)

∂l0
,

∂M
∂w

=
Da(l0)

∂l0
.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíèå òðè ñîîòíîøåíèÿ â ïåðâîå, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

∂p(x(l0), l(l0), a(l0))

∂l0
= −

(
∂M
Dx

− ∂M
∂S

· p− Dx(l0)

∂l0
· [P, P ]S − Dl(l0)

∂l0
· [P,M ]S − Da(l0)

∂l0
· [P,W ]S

)
, (55)

êîòîðîå íàçîâåì óðàâíåíèåì äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ èìïóëüñà ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà. Íà îñíî-
âàíèè ýòîãî óðàâíåíèÿ â Ðàçäåëàõ V.2.1, VIII.2.1, XI.2.1 ïðèâåäåíû óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ äëÿ èìïóëüñà ôóíäàìåíòàëüíîãî, ïðîìåæóòî÷íîãî è âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòîâ ñîîòâåòñòâåííî.
Äàëåå îáðàòèìñÿ ê ñîîòíîøåíèþ (43). Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì Ãàìèëüòîíà ïîëîæèì, ÷òî ñóììà ñëàãàåìûõ

∂M
∂p

· ∂m(x, l, a)

Dx
+
∂M
∂m

· ∂m(x, l, a)

Dl
+
∂M
∂w

· ∂m(x, l, a)

Da

ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ òîæäåñòâåííà âûðàæåíèþ

∂m(x, l, a)

Dx
· Dx(l0)

∂l0
+
∂m(x, l, a)

Dl
· Dl(l0)

∂l0
+
∂m(x, l, a)

Da
· Da(l0)

∂l0

èëè

∂M
∂p

· ∂m(x, l, a)

Dx
+
∂M
∂m

· ∂m(x, l, a)

Dl
+
∂M
∂w

· ∂m(x, l, a)

Da
≡

≡ ∂m(x, l, a)

Dx
· Dx(l0)

∂l0
+
∂m(x, l, a)

Dl
· Dl(l0)

∂l0
+
∂m(x, l, a)

Da
· Da(l0)

∂l0
=
∂m(x(l0), l(l0), a(l0))

∂l0
.

Ïîñëå ñðàâíåíèÿ è ïîäñòàíîâêè ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé

∂m(x(l0), l(l0), a(l0))

∂l0
= −

(
∂M
Dl

− ∂M
∂S

·m− ∂M
∂p

· [M,P ]S − ∂M
∂m

· [M,M ]S − ∂M
∂w

· [M,W ]S

)
, (56)

∂M
∂p

=
Dx(l0)

∂l0
,

∂M
∂m

=
Dl(l0)

∂l0
,

∂M
∂w

=
Da(l0)

∂l0
.
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Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíèå òðè ñîîòíîøåíèÿ â ïåðâîå, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

∂m(x(l0), l(l0), a(l0))

∂l0
= −

(
∂M
Dl

− ∂M
∂S

m− Dx(l0)

∂l0
· [M,P ]S − Dl(l0)

∂l0
· [M,M ]S − Da(l0)

∂l0
· [M,W ]S

)
, (57)

êîòîðîå íàçîâåì óðàâíåíèåì äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ìîìåíòà ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà. Íà îñíî-
âàíèè ýòîãî óðàâíåíèÿ â Ðàçäåëàõ V.2.2, VIII.2.2, XI.2.2 ïðèâåäåíû óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ äëÿ ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî, ïðîìåæóòî÷íîãî è âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòîâ ñîîòâåòñòâåííî.
Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê ñîîòíîøåíèþ (44). Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì Ãàìèëüòîíà ïîëîæèì, ÷òî ñóììà ñëàãàåìûõ

∂M
∂p

· ∂w(x, l, a)
Dx

+
∂M
∂m

· ∂w(x, l, a)
Dl

+
∂M
∂w

· ∂w(x, l, a)
Da

ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ òîæäåñòâåííà âûðàæåíèþ

∂w(x, l, a)

Dx
· Dx(l0)

∂l0
+
∂w(x, l, a)

Dl
· Dl(l0)

∂l0
+
∂w(x, l, a)

Da
· Da(l0)

∂l0

èëè

∂M
∂p

· ∂w(x, l, a)
Dx

+
∂M
∂m

· ∂w(x, l, a)
Dl

+
∂M
∂w

· ∂w(x, l, a)
Da

≡

≡ ∂w(x, l, a)

Dx
· Dx(l0)

∂l0
+
∂w(x, l, a)

Dl
· Dl(l0)

∂l0
+
∂w(x, l, a)

Da
· Da(l0)

∂l0
=
∂w(x(l0), l(l0), a(l0))

∂l0
.

Ïîñëå ñðàâíåíèÿ è ïîäñòàíîâêè ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé

∂w(x(l0), l(l0), a(l0))

∂l0
= −

(
∂M
Da

− ∂M
∂S

· w − ∂M
∂p

· [W,P ]S − ∂M
∂m

· [W,M ]S − ∂M
∂w

· [W,W ]S

)
, (58)

∂M
∂p

=
Dx(l0)

∂l0
,

∂M
∂m

=
Dl(l0)

∂l0
,

∂M
∂w

=
Da(l0)

∂l0
.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíèå òðè ñîîòíîøåíèÿ â ïåðâîå, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

∂w(x(l0), l(l0), a(l0))

∂l0
= −

(
∂M
Da

− ∂M
∂S

· w − Dx(l0)

∂l0
· [W,P ]S − Dl(l0)

∂l0
· [W,M ]S − Da(l0)

∂l0
· [W,W ]S

)
, (59)

êîòîðîå íàçîâåì óðàâíåíèåì äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà.
Íà îñíîâàíèè ýòîãî óðàâíåíèÿ â Ðàçäåëàõ V.2.3, VIII.2.3, XI.2.3 ïðèâåäåíû óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëèíåéíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî, ïðîìåæóòî÷íîãî è âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòîâ
ñîîòâåòñòâåííî.

3.3. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ê óðàâíåíèÿì äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îòíîñÿòñÿ óðàâíåíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ ñëåäñòâèåì
óñëîâèé

δw0(x, l, a)

Dx
= 0 ,

δw0(x, l, a)

Dl
= 0 ,

δw0(x, l, a)

Da
= 0 ,

òî åñòü ñîîòíîøåíèÿ (45), (46) è (47).
Îáðàòèìñÿ ñíà÷àëà ê ñîîòíîøåíèþ (45). Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì Ãàìèëüòîíà ïîëîæèì, ÷òî ñóììà ñëàãàå-

ìûõ

∂W
∂p

· ∂p(x, l, a)
Dx

+
∂W
∂m

· ∂p(x, l, a)
Dl

+
∂W
∂w

· ∂p(x, l, a)
Da

ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ òîæäåñòâåííà âûðàæåíèþ

∂p(x, l, a)

Dx
· Dx(a0)

∂a0
+
∂p(x, l, a)

Dl
· Dl(a0)

∂a0
+
∂p(x, l, a)

Da
· Da(a0)

∂a0
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èëè

∂W
∂p

· ∂p(x, l, a)
Dx

+
∂W
∂m

· ∂p(x, l, a)
Dl

+
∂W
∂w

· ∂p(x, l, a)
Da

≡

≡ ∂p(x, l, a)

Dx
· Dx(a0)

∂a0
+
∂p(x, l, a)

Dl
· Dl(a0)

∂a0
+
∂p(x, l, a)

Da
· Da(a0)

∂a0
=
∂p(x(a0), l(a0), a(a0))

∂a0
.

Ïîñëå ñðàâíåíèÿ è ïîäñòàíîâêè ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé

∂p(x(a0), l(a0), a(a0))

∂a0
= −

(
∂W
Dx

− ∂W
∂S

· p− ∂W
∂p

· [P, P ]S − ∂W
∂m

· [P,M ]S − ∂W
∂w

· [P,W ]S

)
, (60)

∂W
∂p

=
Dx(a0)

∂a0
,

∂W
∂m

=
Dl(a0)

∂a0
,

∂W
∂w

=
Da(a0)

∂a0
.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíèå òðè ñîîòíîøåíèÿ â ïåðâîå, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

∂p(x(a0), l(a0), a(a0))

∂a0
= −

(
∂W
Dx

− ∂W
∂S

· p− Dx(a0)

∂a0
· [P, P ]S − Dl(a0)

∂a0
· [P,M ]S − Da(a0)

∂a0
· [P,W ]S

)
, (61)

êîòîðîå íàçîâåì óðàâíåíèåì äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ èìïóëüñà ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà.
Íà îñíîâàíèè ýòîãî óðàâíåíèÿ â Ðàçäåëàõ V.3.1, VIII.3.1, XI.3.1 ïðèâåäåíû óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåé-
íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ èìïóëüñà ôóíäàìåíòàëüíîãî, ïðîìåæóòî÷íîãî è âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòîâ
ñîîòâåòñòâåííî.
Äàëåå îáðàòèìñÿ ê ñîîòíîøåíèþ (46). Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì Ãàìèëüòîíà ïîëîæèì, ÷òî ñóììà ñëàãàåìûõ

∂W
∂p

· ∂m(x, l, a)

Dx
+
∂W
∂m

· ∂m(x, l, a)

Dl
+
∂W
∂w

· ∂m(x, l, a)

Da

ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ òîæäåñòâåííà âûðàæåíèþ

∂m(x, l, a)

Dx
· Dx(a0)

∂a0
+
∂m(x, l, a)

Dl
· Dl(a0)

∂a0
+
∂m(x, l, a)

Da
· Da(a0)

∂a0

èëè

∂W
∂p

· ∂m(x, l, a)

Dx
+
∂W
∂m

· ∂m(x, l, a)

Dl
+
∂W
∂w

· ∂m(x, l, a)

Da
≡

≡ ∂m(x, l, a)

Dx
· Dx(a0)

∂a0
+
∂m(x, l, a)

Dl
· Dl(a0)

∂a0
+
∂m(x, l, a)

Da
· Da(a0)

∂a0
=
∂m(x(a0), l(a0), a(a0))

∂a0
.

Ïîñëå ñðàâíåíèÿ è ïîäñòàíîâêè ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé

∂m(x(a0), l(a0), a(a0))

∂a0
= −

(
∂W
Dl

− ∂W
∂S

·m− ∂W
∂p

· [M,P ]S − ∂W
∂m

· [M,M ]S − ∂W
∂w

· [M,W ]S

)
, (62)

∂W
∂p

=
Dx(a0)

∂a0
,

∂W
∂m

=
Dl(a0)

∂a0
,

∂W
∂w

=
Da(a0)

∂a0
.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíèå òðè ñîîòíîøåíèÿ â ïåðâîå, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

∂m(x(a0), l(a0), a(a0))

∂a0
= −

(
∂W
Dl

− ∂W
∂S

m− Dx(a0)

∂a0
· [M,P ]S − Dl(a0)

∂a0
· [M,M ]S − Da(a0)

∂a0
· [M,W ]S

)
, (63)

êîòîðîå íàçîâåì óðàâíåíèåì äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ìîìåíòà ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà.
Íà îñíîâàíèè ýòîãî óðàâíåíèÿ â Ðàçäåëàõ V.3.2, VIII.3.2, XI.3.2 ïðèâåäåíû óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âòîðîãî ëè-
íåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî, ïðîìåæóòî÷íîãî è âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòîâ
ñîîòâåòñòâåííî.
Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê ñîîòíîøåíèþ (47). Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì Ãàìèëüòîíà ïîëîæèì, ÷òî ñóììà ñëàãàåìûõ

∂W
∂p

· ∂w(x, l, a)
Dx

+
∂W
∂m

· ∂w(x, l, a)
Dl

+
∂W
∂w

· ∂w(x, l, a)
Da
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ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ òîæäåñòâåííà âûðàæåíèþ

∂w(x, l, a)

Dx
· Dx(a0)

∂a0
+
∂w(x, l, a)

Dl
· Dl(a0)

∂a0
+
∂w(x, l, a)

Da
· Da(a0)

∂a0

èëè

∂W
∂p

· ∂w(x, l, a)
Dx

+
∂W
∂m

· ∂w(x, l, a)
Dl

+
∂W
∂w

· ∂w(x, l, a)
Da

≡

≡ ∂w(x, l, a)

Dx
· Dx(a0)

∂a0
+
∂w(x, l, a)

Dl
· Dl(a0)

∂a0
+
∂w(x, l, a)

Da
· Da(a0)

∂a0
=
∂w(x(a0), l(a0), a(a0))

∂a0
.

Ïîñëå ñðàâíåíèÿ è ïîäñòàíîâêè ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé

∂w(x(a0), l(a0), a(a0))

∂a0
= −

(
∂W
Da

− ∂W
∂S

· w − ∂W
∂p

· [W,P ]S − ∂W
∂m

· [W,M ]S − ∂W
∂w

· [W,W ]S

)
, (64)

∂W
∂p

=
Dx(a0)

∂a0
,

∂W
∂m

=
Dl(a0)

∂a0
,

∂W
∂w

=
Da(a0)

∂a0
.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíèå òðè ñîîòíîøåíèÿ â ïåðâîå, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

∂w(x(a0), l(a0), a(a0))

∂a0
= −

(
∂W
Da

− ∂W
∂S

w − Dx(a0)

∂a0
· [W,P ]S − Dl(a0)

∂a0
· [W,M ]S − Da(a0)

∂a0
· [W,W ]S

)
, (65)

êîòîðîå íàçîâåì óðàâíåíèåì äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà ôèçè÷åñêî-
ãî îáúåêòà. Íà îñíîâàíèè ýòîãî óðàâíåíèÿ â Ðàçäåëàõ V.3.3, VIII.3.3, XI.3.3 ïðèâåäåíû óðàâíåíèÿ äèíàìèêè
âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî, ïðîìåæóòî÷íîãî è âòîðîãî ïðîìå-
æóòî÷íîãî îáúåêòîâ ñîîòâåòñòâåííî.
Äàëåå íà îñíîâàíèè óðàâíåíèé äèíàìèêè ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà çàïèøåì óðàâíåíèÿ äèíàìèêè äëÿ ôóíäàìåí-

òàëüíîãî, ïðîìåæóòî÷íîãî è âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòîâ.

III. ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÎÃÎ ÎÁÚÅÊÒÀ Â ÏÅÐÂÎÌ
ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÈ

Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ñâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèþ äèíàìèêè
ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà ýòîãî îáúåêòà.

1. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà

Óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ñîâïàäàåò ñ
óðàâíåíèåì äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè (11). Ïåðåïèøåì ýòî
óðàâíåíèå åùå ðàç.
Èòàê, èìååì óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè

∂pKI(x0)

∂x0K
= −

(
∂P(x, S, p)

DxI
− ∂P(x, S, p)

∂SN
· pNI −

DxL(x0)

∂x0K
· [PI , PL]SK

)
. (66)

Ïîñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ ó÷åòîì ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé, ïîëó÷åííûõ â Ãëàâå
6.3, ðàññìîòðåíî â Ãëàâàõ 6.4 è 6.5.

IV. ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÎÃÎ ÎÁÚÅÊÒÀ ÂÎ ÂÒÎÐÎÌ
ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÈ

1. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà

Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèÿìè
äèíàìèêè ñäâèãà ôèçè÷åñêèãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè, âûâåäåííûìè â Ðàçäåëå II.2.1. Ìû ïîâòîðèì
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ýòè óðàâíåíèÿ áåç èçìåíåíèé, ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî îïóñòèì òîëüêî òå èíäåêñû, ïî êîòîðûì âûïîëíÿåòñÿ
ñóììèðîâàíèå. Â ïðèâåäåííûõ äàëåå óðàâíåíèÿõ äèíàìèêè ñäâèãà èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå ñîîòâåòñòâèÿ:

S ∼ SK , pM ∼ pKM , mL
M ∼ mKL

M .

1.1. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà

Óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè ñîâïàäàåò ñ
óðàâíåíèåì äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè (23). Ïåðåïèøåì ýòî
óðàâíåíèå åùå ðàç.

∂pM (x(x0), l(x0))

∂x0
= −

(
∂P(x, l, S, p,m)

DxM
− ∂P(x, l, S, p,m)

∂S
· pM − Dx(x0)

∂x0
· [PM , P ]S − Dl(x0)

∂x0
· [PM ,M ]S

)
. (67)

Ïîñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ ó÷åòîì ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé, ïîëó÷åííûõ â Ãëàâå
6.3, ðàññìîòðåíî â Ãëàâàõ 6.4 è 6.5.

1.2. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ ìîìåíòà

Óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè ñîâïàäàåò ñ
óðàâíåíèåì äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ ìîìåíòà ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè (25). Ïåðåïèøåì ýòî
óðàâíåíèå åùå ðàç.

∂mL
M (x(x0), l(x0))

∂x0
= −

(
∂P(x, l, S, p,m)

DlML
− ∂P(x, l, S, p,m)

∂S
·mL

M − Dx(x0)

∂x0
· [ML

M , P ]S− Dl(x0)

∂x0
· [ML

M ,M ]S

)
.

(68)
Ïîñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ ó÷åòîì ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé, ïîëó÷åííûõ â Ãëàâå

6.3, ðàññìîòðåíî â Ãëàâàõ 6.4 è 6.5.

2. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè ïîëó÷èì
èç óðàâíåíèé äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè, âûâåäåííûõ
â Ðàçäåëå II.2.2, ïóòåì çàìåíû

S → SLK = CLKN ·SN , p→ pLKI = −∂S
L
K(z)

DxI
= CLKN ·pNI , m→ mLK

P
I = −∂S

L
K(z)

DlIP
= CLKN ·mNP

I . (69)

Â ïðèâåäåííûõ äàëåå óðàâíåíèÿõ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îïóùåíû òå èíäåêñû, ïî êîòîðûì
âûïîëíÿåòñÿ ñóììèðîâàíèå. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå ñîîòâåòñòâèÿ:

S ∼ SLK , pM ∼ pLKM , mPI ∼ mLK
P
I . (70)

2.1. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ èìïóëüñà

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ çàìåí (69) è (70) â óðàâíåíèè (27) ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
äëÿ èìïóëüñà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè

∂pM (x(l0), l(l0))

∂l0
= −

(
∂M(x, l, S, p,m)

DxM
− ∂M(x, l, S, p,m)

∂S
· pM − Dx(l0)

∂l0
· [PM , P ]S−

Dl(l0)

∂l0
· [PM ,M ]S

)
.

(71)

Ïîñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ ó÷åòîì ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé, ïîëó÷åííûõ â Ãëàâå
6.3, ðàññìîòðåíî â Ãëàâàõ 6.4 è 6.5.
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2.2. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ìîìåíòà

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ çàìåí (69) è (70) â óðàâíåíèè (29) ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
äëÿ ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè

∂mPI(x(l0), l(l0))

∂l0
= −

(
∂M(x, l, S, p,m)

DlIP
− ∂M(x, l, S, p,m)

∂S
·mPI −

Dx(l0)

∂l0
· [MP

I , P ]S−
Dl(l0)

∂l0
· [MP

I ,M ]S

)
.

(72)

Ïîñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ ó÷åòîì ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé, ïîëó÷åííûõ â Ãëàâå
6.3, ðàññìîòðåíî â Ãëàâàõ 6.4 è 6.5.

V. ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÎÃÎ ÎÁÚÅÊÒÀ Â ÎÁÙÅÌ ÑËÓ×ÀÅ

1. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà

Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà â îáùåì ñëó÷àå ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèÿìè äèíàìèêè
ñäâèãà ôèçè÷åñêèãî îáúåêòà, âûâåäåííûìè â Ðàçäåëå II.3.1. Ìû ïîâòîðèì ýòè óðàâíåíèÿ áåç èçìåíåíèé, ñ òîé
ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî îïóñòèì òîëüêî òå èíäåêñû, ïî êîòîðûì âûïîëíÿåòñÿ ñóììèðîâàíèå. Â ïðèâåäåííûõ äàëåå
óðàâíåíèÿõ äèíàìèêè ñäâèãà èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå ñîîòâåòñòâèÿ:

S ∼ SK , pM ∼ pKM , mL
M ∼ mKL

M , wNLM ∼ wKNLM .

1.1. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà

Óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì (49)

∂pM (x(x0), l(x0), a(x0))

∂x0
= −

(
∂P
DxM

− ∂P
∂S

· pM − Dx(x0)

∂x0
· [PM , P ]S − Dl(x0)

∂x0
· [PM ,M ]S − Da(x0)

∂x0
· [PM ,W ]S

)
.

(73)

Ïîñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ ó÷åòîì ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé, ïîëó÷åííûõ â Ãëàâå
6.3, ðàññìîòðåíî â Ãëàâàõ 6.4 è 6.5.

1.2. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ ìîìåíòà

Óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì (51)

∂mL
M (x(x0), l(x0), a(x0))

∂x0
=

= −

(
∂P
DlML

− ∂P
∂S

·mL
M − Dx(x0)

∂x0
· [ML

M , P ]S − Dl(x0)

∂x0
· [ML

M ,M ]S − Da(x0)

∂x0
· [ML

M ,W ]S

)
. (74)

Ïîñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ ó÷åòîì ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé, ïîëó÷åííûõ â Ãëàâå
6.3, ðàññìîòðåíî â Ãëàâàõ 6.4 è 6.5.

1.3. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà

Óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì (53)

∂wNLM (x(x0), l(x0), a(x0))

∂x0
=

= −

(
∂P

DaMLN
− ∂P
∂S

· wNLM − Dx(x0)

∂x0
· [WNL

M , P ]S − Dl(x0)

∂x0
· [WNL

M ,M ]S − Da(x0)

∂x0
· [WNL

M ,W ]S

)
.(75)
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Ïîñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ ó÷åòîì ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé, ïîëó÷åííûõ â Ãëàâå
6.3, ðàññìîòðåíî â Ãëàâàõ 6.4 è 6.5.

2. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà ïîëó÷èì èç óðàâíåíèé äèíàìèêè
ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà, âûâåäåííûõ â Ðàçäåëå II.3.2, ïóòåì çàìåíû

S → SLK = CLKN · SN , p→ pLKI = −∂S
L
K(z)

DxI
= CLKN · pNI ,

m→ mLK
P
I = −∂S

L
K(z)

DlIP
= CLKN ·mNP

I , w → wLK
QP

I = −∂S
L
K(z)

DaIPQ
= CLKN · wNQPI . (76)

Â ïðèâåäåííûõ äàëåå óðàâíåíèÿõ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îïóùåíû òå èíäåêñû, ïî êîòîðûì
âûïîëíÿåòñÿ ñóììèðîâàíèå. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå ñîîòâåòñòâèÿ:

S ∼ SLK , pM ∼ pLKM , mPI ∼ mLK
P
I , wQPI ∼ wLK

QP
I . (77)

2.1. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ èìïóëüñà

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ çàìåí (76) è (77) â óðàâíåíèè (55) ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
äëÿ èìïóëüñà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

∂pM (x(l0), l(l0), a(l0))

∂l0
=

= −

(
∂M
DxM

− ∂M
∂S

· pM − Dx(l0)

∂l0
· [PM , P ]S−

Dl(l0)

∂l0
· [PM ,M ]S− Da(l0)

∂l0
· [PM ,W ]S

)
. (78)

Ïîñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ ó÷åòîì ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé, ïîëó÷åííûõ â Ãëàâå
6.3, ðàññìîòðåíî â Ãëàâàõ 6.4 è 6.5.

2.2. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ìîìåíòà

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ çàìåí (76) è (77) â óðàâíåíèè (57) ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
äëÿ ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

∂mPI(x(l0), l(l0), a(l0))

∂l0
=

= −

(
∂M
DlIP

− ∂M
∂S

mPI −
Dx(l0)

∂l0
· [MP

I , P ]S−
Dl(l0)

∂l0
· [MP

I ,M ]S− Da(l0)

∂l0
· [MP

I ,W ]S

)
. (79)

Ïîñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ ó÷åòîì ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé, ïîëó÷åííûõ â Ãëàâå
6.3, ðàññìîòðåíî â Ãëàâàõ 6.4 è 6.5.

2.3. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ çàìåí (76) è (77) â óðàâíåíèè (59) ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

∂wQPI(x(l0), l(l0), a(l0))

∂l0
=

= −

(
∂M
DaIPQ

− ∂M
∂S

· wQPI −
Dx(l0)

∂l0
· [WQP

I , P ]S−
Dl(l0)

∂l0
· [WQP

I ,M ]S− Da(l0)

∂l0
· [WQP

I ,W ]S

)
. (80)

Ïîñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ ó÷åòîì ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé, ïîëó÷åííûõ â Ãëàâå
6.3, ðàññìîòðåíî â Ãëàâàõ 6.4 è 6.5.
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3. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà ïîëó÷èì èç óðàâíåíèé
äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà, âûâåäåííûõ â Ðàçäåëå II.3.3, ïóòåì çàìåíû

S → S
L
KM = CLKMN · SN , p→ p

L
KMI = −∂S

L
KM (z)

DxI
= CLKMN · pNI ,

m→ m
L
KM

P
I = −∂S

L
KM (z)

DlIP
= CLKMN ·mNP

I , w → w
L
KM

QP
I = −∂S

L
KM (z)

DaIPQ
= CLKMN · wNQPI . (81)

Â ïðèâåäåííûõ äàëåå óðàâíåíèÿõ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îïóùåíû òå èíäåêñû, ïî êîòîðûì
âûïîëíÿåòñÿ ñóììèðîâàíèå. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå ñîîòâåòñòâèÿ:

S ∼ S
L
KM , pI ∼ p

L
KMI , m

P
I ∼ m

L
KM

P
I , w

QP
I ∼ w

L
KM

QP
I . (82)

3.1. Óðàâíåíèå äèíàìèêè äëÿ èìïóëüñà

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ çàìåí (81) è (82) â óðàâíåíèè (61) ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ äëÿ èìïóëüñà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

∂pI(x(a0), l(a0), a(a0))

∂a0
= −

(
∂W
DxI

− ∂W
∂S

· pI −
Dx(a0)

∂a0
· [PI , P ]S− Dl(a0)

∂a0
· [PI ,M ]S− Da(a0)

∂a0
· [PI ,W ]S

)
. (83)

Ïîñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ ó÷åòîì ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé, ïîëó÷åííûõ â Ãëàâå
6.3, ðàññìîòðåíî â Ãëàâàõ 6.4 è 6.5.

3.2. Óðàâíåíèå äèíàìèêè äëÿ ìîìåíòà

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ çàìåí (81) è (82) â óðàâíåíèè (63) ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ äëÿ ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

∂mPI(x(a0), l(a0), a(a0))

∂a0
=

= −

(
∂W
DlIP

− ∂W
∂S

m
P
I −

Dx(a0)

∂a0
· [MP

I , P ]S− Dl(a0)

∂a0
· [MP

I ,M ]S− Da(a0)

∂a0
· [MP

I ,W ]S

)
. (84)

Ïîñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ ó÷åòîì ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé, ïîëó÷åííûõ â Ãëàâå
6.3, ðàññìîòðåíî â Ãëàâàõ 6.4 è 6.5.

3.3. Óðàâíåíèå äèíàìèêè äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ çàìåí (81) è (82) â óðàâíåíèè (65) ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

∂wQP
I(x(a0), l(a0), a(a0))

∂a0
=

= −

(
∂W

DaIPQ
− ∂W

∂S
· wQPI −

Dx(a0)

∂a0
· [WQP

I , P ]S− Dl(a0)

∂a0
· [WQP

I ,M ]S− Da(a0)

∂a0
· [WQP

I ,W ]S

)
. (85)

Ïîñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ ó÷åòîì ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé, ïîëó÷åííûõ â Ãëàâå
6.3, ðàññìîòðåíî â Ãëàâàõ 6.4 è 6.5.
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VI. ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÏÐÎÌÅÆÓÒÎ×ÍÎÃÎ ÎÁÚÅÊÒÀ Â ÏÅÐÂÎÌ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÈ

Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ñâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèþ äèíàìèêè ñäâèãà
äëÿ èìïóëüñà ýòîãî îáúåêòà.

1. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà

Óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïîëó÷èì èç óðàâ-
íåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè (11) ïóòåì çàìåíû â ñîîò-
âåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè (48), (50) Ãëàâû 6.1:

SL → SL1 = CLPN · SNP , pLI → pL1I = −∂S
L
1 (z)

DxI
= −CLKN · ∂S

N
K

DxI
= CLKN · pNKI , P → P1 .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà â ïåðâîì ïðèáëè-
æåíèè

∂pK1 I(x0)

∂x0K
= −

(
∂P1(x, S1, p1)

DxI
− ∂P1(x, S1, p1)

∂SN1
· pN1 I −

DxL(x0)

∂x0K
· [PI , PL]SK1

)
. (86)

Ïîñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ ó÷åòîì ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé, ïîëó÷åííûõ â Ãëàâå
6.3, ðàññìîòðåíî â Ãëàâàõ 6.4 è 6.5.

VII. ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÏÐÎÌÅÆÓÒÎ×ÍÎÃÎ ÎÁÚÅÊÒÀ ÂÎ ÂÒÎÐÎÌ
ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÈ

1. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà

Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè ïîëó÷èì èç óðàâíåíèé äè-
íàìèêè ñäâèãà ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè, âûâåäåííûõ â Ðàçäåëå II.2.1, ïóòåì çàìåíû â
ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè (48), (50), (51) Ãëàâû 6.1:

S → SL1 = CLPN · SNP , p→ pL1I = −∂S
L
1 (z)

DxI
= −CLKN · ∂S

N
K

DxI
= CLKN · pNKI ,

m→ mLP1 I = −∂S
L
1 (z)

DlIP
= −CLKN · ∂S

N
K(z)

DlIP
= CLKN ·mN

K
P
I , P → P1 . (87)

Â ïðèâåäåííûõ äàëåå óðàâíåíèÿõ äèíàìèêè ñäâèãà îïóùåíû òå èíäåêñû, ïî êîòîðûì âûïîëíÿåòñÿ ñóììèðî-
âàíèå. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå ñîîòâåòñòâèÿ:

S1 ∼ SL1 , p1I ∼ pL1I , mP1I ∼ mLP1 I . (88)

1.1. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ çàìåí (87) è (88) â óðàâíåíèè (23) ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà
ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè

∂p1I(x(x0), l(x0))

∂x0
= −

(
∂P1(x, l, S1, p1, m1)

DxI
−∂P1(x, l, S1, p1, m1)

∂S1
·p1I−

Dx(x0)

∂x0
·[PI , P ]S1−

Dl(x0)

∂x0
·[PI ,M ]S1

)
. (89)

Ïîñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ ó÷åòîì ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé, ïîëó÷åííûõ â Ãëàâå
6.3, ðàññìîòðåíî â Ãëàâàõ 6.4 è 6.5.
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1.2. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ ìîìåíòà

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ çàìåí (87) è (88) â óðàâíåíèè (25) ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ ìîìåíòà
ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè

∂mP1I(x(x0), l(x0))

∂x0
= −

(
∂P1(x, l, S1, p1, m1)

DlIP
− ∂P1(x, l, S1, p1, m1)

∂S1
·mP1I−

Dx(x0)

∂x0
·[MP

I , P ]S1−
Dl(x0)

∂x0
·[MP

I ,M ]S1

)
.

(90)
Ïîñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ ó÷åòîì ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé, ïîëó÷åííûõ â Ãëàâå

6.3, ðàññìîòðåíî â Ãëàâàõ 6.4 è 6.5.

2. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè ïîëó÷èì
èç óðàâíåíèé äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè, âûâåäåííûõ
â Ðàçäåëå II.2.2, ïóòåì çàìåíû â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè (53), (55), (56) Ãëàâû 6.1:

S → SL1K = δPK · δLN · SNP ≡ SLK , p→ pL1KI = −∂S
L
1K(z)

DxI
= −∂S

L
K(z)

DxI
= pLKI ,

m→ mL1K
P
I = −∂S

L
1K(z)

DlIP
= −∂S

L
K(z)

DlIP
= mL

K
P
I , M → M1 (91)

Â ïðèâåäåííûõ äàëåå óðàâíåíèÿõ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îïóùåíû òå èíäåêñû, ïî êîòîðûì
âûïîëíÿåòñÿ ñóììèðîâàíèå. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå ñîîòâåòñòâèÿ:

S1 ∼ SL1K , pI ∼ pL1KI , mP1I ∼ mL1K
P
I . (92)

2.1. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ èìïóëüñà

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ çàìåí (91) è (92) â óðàâíåíèè (27) ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
äëÿ èìïóëüñà ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè

∂p1I(x(l0), l(l0))

∂l0
= −

(
∂M1(x, l, S1, p1,m1)

DxI
− ∂M1(x, l, S1, p1,m1)

∂S1
· p1I −

Dx(l0)

∂l0
· [PI , P ]S1 −

Dl(l0)

∂l0
· [PI ,M ]S1

)
.

(93)

Ïîñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ ó÷åòîì ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé, ïîëó÷åííûõ â Ãëàâå
6.3, ðàññìîòðåíî â Ãëàâàõ 6.4 è 6.5.

2.2. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ìîìåíòà

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ çàìåí (91) è (92) â óðàâíåíèÿ (29) ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
äëÿ ìîìåíòà ïðîìåæóòîñíîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè

∂mP1I(x(l0), l(l0))

∂l0
=

= −

(
∂M1(x, l, S1, p1,m1)

DlIP
− ∂M1(x, l, S1, p1,m1)

∂S1
·mP1I −

Dx(l0)

∂l0
· [MP

I , P ]S1 −
Dl(l0)

∂l0
· [MP

I ,M ]S1

)
. (94)

Ïîñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ ó÷åòîì ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé, ïîëó÷åííûõ â Ãëàâå
6.3, ðàññìîòðåíî â Ãëàâàõ 6.4 è 6.5.
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VIII. ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÏÐÎÌÅÆÓÒÎ×ÍÎÃÎ ÎÁÚÅÊÒÀ Â ÎÁÙÅÌ ÑËÓ×ÀÅ

1. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà

Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà ïîëó÷èì èç óðàâíåíèé äèíàìèêè ñäâèãà ôèçè÷åñêîãî
îáúåêòà, âûâåäåííûõ â Ðàçäåëå II.2.1, ïóòåì çàìåíû â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè (48), (50), (51), (52) Ãëàâû
6.1:

S → SL1 = CLPN · SNP , p→ pL1I = −∂S
L
1 (z)

DxI
= −CLKN · ∂S

N
K

DxI
= CLKN · pNKI ,

m→ mLP1 I = −∂S
L
1 (z)

DlIP
= −CLKN · ∂S

N
K(z)

DlIP
= CLKN ·mN

K
P
I ,

w → w
LQP
1 I = −∂S

L
1 (z)

DaIPQ
= −CLKN · ∂S

N
K(z)

DaIPQ
= CLKN · wNKQPI . P → P1 . (95)

Â ïðèâåäåííûõ äàëåå óðàâíåíèÿõ äèíàìèêè ñäâèãà îïóùåíû òå èíäåêñû, ïî êîòîðûì âûïîëíÿåòñÿ ñóììèðî-
âàíèå. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå ñîîòâåòñòâèÿ:

S1 ∼ SL1 , p1I ∼ pL1I , mP1I ∼ mLP1 I , w
QP
1 I ∼ w

LQP
1 I . (96)

1.1. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ çàìåí (95) è (96) â óðàâíåíèè (49) ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà
ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà

∂p1I(x(x0), l(x0), a(x0))

∂x0
= −

(
∂P1

DxI
− ∂P1

∂S1
· p1I −

Dx(x0)

∂x0
· [PI , P ]S1 −

Dl(x0)

∂x0
· [PI ,M ]S1 −

Da(x0)

∂x0
· [PI ,W ]S1

)
.

(97)

Ïîñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ ó÷åòîì ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé, ïîëó÷åííûõ â Ãëàâå
6.3, ðàññìîòðåíî â Ãëàâàõ 6.4 è 6.5.

1.2. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ ìîìåíòà

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ çàìåí (95) è (96) â óðàâíåíèè (51) ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ ìîìåíòà
ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà

∂mP1I(x(x0), l(x0), a(x0))

∂x0
=

= −

(
∂P1

DlIP
− ∂P1

∂S1
· mP1I −

Dx(x0)

∂x0
· [MP

I , P ]S1 −
Dl(x0)

∂x0
· [MP

I ,M ]S1 −
Da(x0)

∂x0
· [MP

I ,W ]S1

)
. (98)

Ïîñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ ó÷åòîì ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé, ïîëó÷åííûõ â Ãëàâå
6.3, ðàññìîòðåíî â Ãëàâàõ 6.4 è 6.5.

1.3. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ çàìåí (95) è (96) â óðàâíåíèè (53) ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ âòîðîãî
ìîìåíòà ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà

∂wQP1 I(x(x0), l(x0), a(x0))

∂x0
=

= −

(
∂P1

DaIPQ
− ∂P1

∂S1
· wQP1 I −

Dx(x0)

∂x0
· [WQP

I , P ]S1 −
Dl(x0)

∂x0
· [WQP

I ,M ]S1 −
Da(x0)

∂x0
· [WQP

I ,W ]S1

)
. (99)
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Ïîñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ ó÷åòîì ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé, ïîëó÷åííûõ â Ãëàâå
6.3, ðàññìîòðåíî â Ãëàâàõ 6.4 è 6.5.

2. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà ïîëó÷èì èç óðàâíåíèé äèíàìèêè
ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà, âûâåäåííûõ â Ðàçäåëå II.3.2, ïóòåì çàìåíû â ñîîòâåòñòâèè ñ
ôîðìóëàìè (53), (55), (56), (57) Ãëàâû 6.1:

S → SL1K = δPK · δLN · SNP ≡ SLK , p→ pL1KI = −∂S
L
1K(z)

DxI
= −∂S

L
K(z)

DxI
= pLKI ,

m→ mL1K
P
I = −∂S

L
1K(z)

DlIP
= −∂S

L
K(z)

DlIP
= mL

K
P
I ,

w → wL1K
QP

I = −∂S
L
1K(z)

DaIPQ
= −∂S

L
K(z)

DaIPQ
= wLK

QP
I , M → M1 . (100)

Â ïðèâåäåííûõ äàëåå óðàâíåíèÿõ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îïóùåíû òå èíäåêñû, ïî êîòîðûì
âûïîëíÿåòñÿ ñóììèðîâàíèå. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå ñîîòâåòñòâèÿ:

S1 ∼ SL1K , p1I ∼ pL1KI , mP1I ∼ mL1K
P
I , w

QP
1 I ∼ wL1K

QP
I . (101)

2.1. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ èìïóëüñà

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ çàìåí (100) è (101) â óðàâíåíèè (55) ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ äëÿ èìïóëüñà ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà

∂p1I(x(l0), l(l0), a(l0))

∂l0
=

= −

(
∂M1

DxI
− ∂M1

∂S1
· p1I −

Dx(l0)

∂l0
· [PI , P ]S1 −

Dl(l0)

∂l0
· [PI ,M ]S1 −

Da(l0)

∂l0
· [PI ,W ]S1

)
. (102)

Ïîñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ ó÷åòîì ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé, ïîëó÷åííûõ â Ãëàâå
6.3, ðàññìîòðåíî â Ãëàâàõ 6.4 è 6.5.

2.2. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ìîìåíòà

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ çàìåí (100) è (101) â óðàâíåíèè (57) ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ äëÿ ìîìåíòà ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà

∂mP1I(x(l0), l(l0), a(l0))

∂l0
=

= −

(
∂M1

DlIP
− ∂M1

∂S1
mP1I −

Dx(l0)

∂l0
· [MP

I , P ]S1 −
Dl(l0)

∂l0
· [MP

I ,M ]S1 −
Da(l0)

∂l0
· [MP

I ,W ]S1

)
. (103)

Ïîñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ ó÷åòîì ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé, ïîëó÷åííûõ â Ãëàâå
6.3, ðàññìîòðåíî â Ãëàâàõ 6.4 è 6.5.
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2.3. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ çàìåí (100) è (101) â óðàâíåíèè (59) ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà

∂wQP1 I(x(l0), l(l0), a(l0))

∂l0
=

= −

(
∂M1

DaIPQ
− ∂M1

∂S1
· wQP1 I −

Dx(l0)

∂l0
· [WQP

I , P ]S1 −
Dl(l0)

∂l0
· [WQP

I ,M ]S1 −
Da(l0)

∂l0
· [WQP

I ,W ]S1

)
.(104)

Ïîñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ ó÷åòîì ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé, ïîëó÷åííûõ â Ãëàâå
6.3, ðàññìîòðåíî â Ãëàâàõ 6.4 è 6.5.

3. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà ïîëó÷èì èç óðàâíåíèé
äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà, âûâåäåííûõ â Ðàçäåëå II.3.3, ïóòåì çàìåíû
â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè (58), (60), (61), (62) Ãëàâû 6.1:

S → S
L
1KM = CLKN · SNP · δPM , p→ p

L
1KMI = −∂S

L
1KM (z)

DxI
= −CLKN · ∂S

N
M (z)

DxI
= CLKN · pNMI ,

m→ m
L
1KM

P
I = −∂S

L
1KM (z)

DlIP
= −CLKN · ∂S

N
M (z)

DlIP
= CLKN ·mN

M
P
I ,

w → w
L
1KM

QP
I = −∂S

L
1KM (z)

DaIPQ
= −CLKN · ∂S

N
M (z)

DaIPQ
= CLKN · wNMQPI , W → W1 . (105)

Â ïðèâåäåííûõ äàëåå óðàâíåíèÿõ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îïóùåíû òå èíäåêñû, ïî êîòîðûì
âûïîëíÿåòñÿ ñóììèðîâàíèå. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå ñîîòâåòñòâèÿ:

S1 ∼ S
L
1KM , p1I ∼ p

L
1KMI , m

P
1I ∼ m

L
1KM

P
I , w

QP
1 I ∼ w

L
1KM

QP
I . (106)

3.1. Óðàâíåíèå äèíàìèêè äëÿ èìïóëüñà

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ çàìåí (105) è (106) â óðàâíåíèè (61) ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ èìïóëüñà ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà

∂p1I(x(a0), l(a0), a(a0))

∂a0
= −

(
∂W1

DxI
−∂W1

∂S1
·p1I−

Dx(a0)

∂a0
·[PI , P ]S1−

Dl(a0)

∂a0
·[PI ,M ]S1−

Da(a0)

∂a0
·[PI ,W ]S1

)
. (107)

Ïîñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ ó÷åòîì ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé, ïîëó÷åííûõ â Ãëàâå
6.3, ðàññìîòðåíî â Ãëàâàõ 6.4 è 6.5.

3.2. Óðàâíåíèå äèíàìèêè äëÿ ìîìåíòà

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ çàìåí (105) è (106) â óðàâíåíèè (63) ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ìîìåíòà ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà

∂mP1I(x(a0), l(a0), a(a0))

∂a0
=

= −

(
∂W1

DlIP
− ∂W1

∂S1
m
P
1I −

Dx(a0)

∂a0
· [MP

I , P ]S1 −
Dl(a0)

∂a0
· [MP

I ,M ]S1 −
Da(a0)

∂a0
· [MP

I ,W ]S1

)
. (108)

Ïîñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ ó÷åòîì ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé, ïîëó÷åííûõ â Ãëàâå
6.3, ðàññìîòðåíî â Ãëàâàõ 6.4 è 6.5.
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3.3. Óðàâíåíèå äèíàìèêè äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ çàìåí (105) è (106) â óðàâíåíèè (65) ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà

∂wQP
1 I(x(a0), l(a0), a(a0))

∂a0
=

= −

(
∂W1

DaIPQ
− ∂W1

∂S1
· wQP1 I −

Dx(a0)

∂a0
· [WQP

I , P ]S1 −
Dl(a0)

∂a0
· [WQP

I ,M ]S1 −
Da(a0)

∂a0
· [WQP

I ,W ]S1

)
.(109)

Ïîñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ ó÷åòîì ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé, ïîëó÷åííûõ â Ãëàâå
6.3, ðàññìîòðåíî â Ãëàâàõ 6.4 è 6.5.

IX. ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÂÒÎÐÎÃÎ ÏÐÎÌÅÆÓÒÎ×ÍÎÃÎ ÎÁÚÅÊÒÀ Â ÏÅÐÂÎÌ
ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÈ

Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ñâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèþ äèíà-
ìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà ýòîãî îáúåêòà.

1. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà

Óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïîëó÷èì
èç óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè (11) ïóòåì ñëåäóþùåé
çàìåíûâ ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè (95), (97) Ãëàâû 6.1:

SL → SL2 = CLQPN · SNPQ , pLI → pL2I = −∂S
L
2 (z)

DxI
= −CLQPN · ∂S

N
PQ

DxI
= CLQPN · pNPQI , .

Â ðåçóëüòàòå âìåñòî óðàâíåíèÿ (11) ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà âòîðîãî ïðîìåæóòî÷-
íîãî îáúåêòà â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè

∂pK2 I(x0)

∂x0K
= −

(
∂P(x, S2, p2)

DxI
− ∂P(x, S2, p2)

∂SN2
· pN2 I −

DxL(x0)

∂x0K
· [PI , PL]SK2

)
.

Ïîñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ ó÷åòîì ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé, ïîëó÷åííûõ â Ãëàâå
6.3, ðàññìîòðåíî â Ãëàâàõ 6.4 è 6.5.

X. ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÂÒÎÐÎÃÎ ÏÐÎÌÅÆÓÒÎ×ÍÎÃÎ ÎÁÚÅÊÒÀ ÂÎ ÂÒÎÐÎÌ
ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÈ

1. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà

Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè ïîëó÷èì èç óðàâíåíèé
äèíàìèêè ñäâèãà ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè, âûâåäåííûõ â Ðàçäåëå II.2.1, ïóòåì ñëåäóþùåé
çàìåíû â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè (95), (97), (98) Ãëàâû 6.1:

S → SL2 = CLQPN · SNPQ , p→ pL2I = −∂S
L
2 (z)

DxI
= −CLQPN · ∂S

N
PQ

DxI
= CLQPN · pNPQI ,

m→ mLK2 I = −∂S
L
2 (z)

DlIK
= −CLQPN · ∂S

N
PQ(z)

DlIK
= CLQPN ·mN

PQ
K
I , P → P2 . (110)

Â ïðèâåäåííûõ äàëåå óðàâíåíèÿõ äèíàìèêè ñäâèãà îïóùåíû òå èíäåêñû, ïî êîòîðûì âûïîëíÿåòñÿ ñóììèðî-
âàíèå. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå ñîîòâåòñòâèÿ:

S2 ∼ SL2 , p2I ∼ pL2I , mP2I ∼ mLP2 I . (111)
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1.1. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ çàìåí (110) è (111) â óðàâíåíèè (23) ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà
âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè

∂p2I(x(x0), l(x0))

∂x0
= −

(
∂P2(x, l, S2, p2, m2)

DxI
− ∂P2(x, l, S2, p2, m2)

∂S2
· p2I −

Dx(x0)

∂x0
· [PI , P ]S2 −

Dl(x0)

∂x0
· [PI ,M ]S2

)
.

(112)

Ïîñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ ó÷åòîì ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé, ïîëó÷åííûõ â Ãëàâå
6.3, ðàññìîòðåíî â Ãëàâàõ 6.4 è 6.5.

1.2. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ ìîìåíòà

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ çàìåí (110) è (111) â óðàâíåíèè (25) ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ ìîìåíòà
âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè

∂mP2I(x(x0), l(x0))

∂x0
= −

(
∂P2(x, l, S1, p2, m1)

DlIP
− ∂P2(x, l, S2, p2, m2)

∂S2
·mP2I−

Dx(x0)

∂x0
·[MP

I , P ]S2−
Dl(x0)

∂x0
·[MP

I ,M ]S2

)
.

(113)

Ïîñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ ó÷åòîì ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé, ïîëó÷åííûõ â Ãëàâå
6.3, ðàññìîòðåíî â Ãëàâàõ 6.4 è 6.5.

2. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè
ïîëó÷èì èç óðàâíåíèé äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè,
âûâåäåííûõ â Ðàçäåëå II.2.2, ïóòåì ñëåäóþùåé çàìåíû â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè (100), (102), (103) Ãëàâû
6.1:

S → SL2K = CLPN · SNPK , p→ pL2KI = −∂S
L
2K(z)

DxI
= −CLMN · ∂S

N
MK(z)

DxI
== CLMN · pNMKI ,

m→ mL2K
P
I = −∂S

L
2K(z)

DlIP
= −CLMN · ∂S

N
MK(z)

DlIP
= CLMN ·mN

MK
P
I , M → M2 (114)

Â ïðèâåäåííûõ äàëåå óðàâíåíèÿõ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îïóùåíû òå èíäåêñû, ïî êîòîðûì
âûïîëíÿåòñÿ ñóììèðîâàíèå. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå ñîîòâåòñòâèÿ:

S2 ∼ SL2K , p2 ∼ pL2KI , mP2I ∼ mL2K
P
I . (115)

2.1. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ èìïóëüñà

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ çàìåí (114) è (115) â óðàâíåíèè (27) ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ äëÿ èìïóëüñà âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè

∂p2I(x(l0), l(l0))

∂l0
= −

(
∂M2(x, l, S2, p2,m2)

DxI
− ∂M2(x, l, S2, p2,m2)

∂S2
· p2I −

Dx(l0)

∂l0
· [PI , P ]S2 −

Dl(l0)

∂l0
· [PI ,M ]S2

)
.

(116)

Ïîñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ ó÷åòîì ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé, ïîëó÷åííûõ â Ãëàâå
6.3, ðàññìîòðåíî â Ãëàâàõ 6.4 è 6.5.



524 ÃËÀÂÀ 6.2 Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè II. Ìåòîä Ãàìèëüòîíà

2.2. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ìîìåíòà

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ çàìåí (114) è (115) â óðàâíåíèÿ (29) ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ äëÿ ìîìåíòà âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè

∂mP2I(x(l0), l(l0))

∂l0
=

= −

(
∂M2(x, l, S2, p2,m2)

DlIP
− ∂M2(x, l, S2, p2,m2)

∂S2
·mP2I −

Dx(l0)

∂l0
· [MP

I , P ]S2 −
Dl(l0)

∂l0
· [MP

I ,M ]S2

)
.(117)

Ïîñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ ó÷åòîì ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé, ïîëó÷åííûõ â Ãëàâå
6.3, ðàññìîòðåíî â Ãëàâàõ 6.4 è 6.5.

XI. ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÂÒÎÐÎÃÎ ÏÐÎÌÅÆÓÒÎ×ÍÎÃÎ ÎÁÚÅÊÒÀ Â ÎÁÙÅÌ ÑËÓ×ÀÅ

1. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà

Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà ïîëó÷èì èç óðàâíåíèé äèíàìèêè ñäâèãà ôè-
çè÷åñêîãî îáúåêòà, âûâåäåííûõ â Ðàçäåëå II.2.1, ïóòåì çàìåíû â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè (95), (97), (98), (99)
Ãëàâû 6.1:

S → SL2 = CLQPN · SNPQ , p→ pL2I = −∂S
L
2 (z)

DxI
= −CLQPN · ∂S

N
PQ

DxI
= CLQPN · pNPQI ,

m→ mLK2 I = −∂S
L
2 (z)

DlIK
= −CLQPN · ∂S

N
PQ(z)

DlIK
= CLQPN ·mN

PQ
K
I ,

w → wLTS2 I = −∂S
L
2 (z)

DaIST
= −CLQPN · ∂S

N
PQ(z)

DaIST
= CLQPN · wNPQSTI , P → P2 . (118)

Â ïðèâåäåííûõ äàëåå óðàâíåíèÿõ äèíàìèêè ñäâèãà îïóùåíû òå èíäåêñû, ïî êîòîðûì âûïîëíÿåòñÿ ñóììèðî-
âàíèå. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå ñîîòâåòñòâèÿ:

S2 ∼ SL2 , p2I ∼ pL2I , mP2I ∼ mLP2 I , w
QP
2 I ∼ w

LQP
2 I . (119)

1.1. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ çàìåí (118) è (119) â óðàâíåíèè (49) ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà
âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà

∂p2I(x(x0), l(x0), a(x0))

∂x0
= −

(
∂P2

DxI
− ∂P2

∂S2
· p2I −

Dx(x0)

∂x0
· [PI , P ]S2 −

Dl(x0)

∂x0
· [PI ,M ]S2 −

Da(x0)

∂x0
· [PI ,W ]S2

)
.

(120)

Ïîñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ ó÷åòîì ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé, ïîëó÷åííûõ â Ãëàâå
6.3, ðàññìîòðåíî â Ãëàâàõ 6.4 è 6.5.

1.2. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ ìîìåíòà

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ çàìåí (118) è (119) â óðàâíåíèè (51) ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ ìîìåíòà
âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà

∂mP2I(x(x0), l(x0), a(x0))

∂x0
=

= −

(
∂P2

DlIP
− ∂P2

∂S2
· mP2I −

Dx(x0)

∂x0
· [MP

I , P ]S2 −
Dl(x0)

∂x0
· [MP

I ,M ]S2 −
Da(x0)

∂x0
· [MP

I ,W ]S2

)
. (121)
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Ïîñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ ó÷åòîì ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé, ïîëó÷åííûõ â Ãëàâå
6.3, ðàññìîòðåíî â Ãëàâàõ 6.4 è 6.5.

1.3. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ çàìåí (118) è (119) â óðàâíåíèè (53) ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ âòîðîãî
ìîìåíòà âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà

∂wQP2 I(x(x0), l(x0), a(x0))

∂x0
=

= −

(
∂P2

DaIPQ
− ∂P2

∂S2
· wQP2 I −

Dx(x0)

∂x0
· [WQP

I , P ]S2 −
Dl(x0)

∂x0
· [WQP

I ,M ]S2 −
Da(x0)

∂x0
· [WQP

I ,W ]S2

)
.(122)

Ïîñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ ó÷åòîì ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé, ïîëó÷åííûõ â Ãëàâå
6.3, ðàññìîòðåíî â Ãëàâàõ 6.4 è 6.5.

2. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà ïîëó÷èì èç óðàâíåíèé
äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà, âûâåäåííûõ â Ðàçäåëå II.3.2, ïóòåì çàìåíû â ñîîò-
âåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè (100), (102), (103), (104) Ãëàâû 6.1:

S → SL2K = CLPN · SNPK , p→ pL2KI = −∂S
L
2K(z)

DxI
= −CLMN · ∂S

N
MK(z)

DxI
= CLMN · pNMKI ,

m→ mL2K
P
I = −∂S

L
2K(z)

DlIP
= −CLMN · ∂S

N
MK(z)

DlIP
= CLMN ·mN

MK
P
I ,

w → wL2K
QP

I = −∂S
L
2K(z)

DaIPQ
= −CLMN · ∂S

N
MK(z)

DaIPQ
= CLMN · wNMK

QP
I , M → M2 . (123)

Â ïðèâåäåííûõ äàëåå óðàâíåíèÿõ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îïóùåíû òå èíäåêñû, ïî êîòîðûì
âûïîëíÿåòñÿ ñóììèðîâàíèå. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå ñîîòâåòñòâèÿ:

S2 ∼ SL2K , p2I ∼ pL2KI , mP2I ∼ mL2K
P
I , w

QP
2 I ∼ wL2K

QP
I . (124)

2.1. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ èìïóëüñà

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ çàìåí (123) è (124) â óðàâíåíèè (55) ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ äëÿ èìïóëüñà âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà

∂p2I(x(l0), l(l0), a(l0))

∂l0
=

= −

(
∂M2

DxI
− ∂M2

∂S2
· p2I −

Dx(l0)

∂l0
· [PI , P ]S2 −

Dl(l0)

∂l0
· [PI ,M ]S2 −

Da(l0)

∂l0
· [PI ,W ]S2

)
. (125)

Ïîñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ ó÷åòîì ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé, ïîëó÷åííûõ â Ãëàâå
6.3, ðàññìîòðåíî â Ãëàâàõ 6.4 è 6.5.
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2.2. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ìîìåíòà

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ çàìåí (123) è (124) â óðàâíåíèè (57) ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ äëÿ ìîìåíòà âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà

∂mP2I(x(l0), l(l0), a(l0))

∂l0
=

= −

(
∂M2

DlIP
− ∂M2

∂S2
mP2I −

Dx(l0)

∂l0
· [MP

I , P ]S2 −
Dl(l0)

∂l0
· [MP

I ,M ]S2 −
Da(l0)

∂l0
· [MP

I ,W ]S2

)
. (126)

Ïîñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ ó÷åòîì ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé, ïîëó÷åííûõ â Ãëàâå
6.3, ðàññìîòðåíî â Ãëàâàõ 6.4 è 6.5.

2.3. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ çàìåí (123) è (124) â óðàâíåíèè (59) ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà

∂wQP2 I(x(l0), l(l0), a(l0))

∂l0
=

= −

(
∂M2

DaIPQ
− ∂M2

∂S2
· wQP2 I −

Dx(l0)

∂l0
· [WQP

I , P ]S2 −
Dl(l0)

∂l0
· [WQP

I ,M ]S2 −
Da(l0)

∂l0
· [WQP

I ,W ]S2

)
.(127)

Ïîñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ ó÷åòîì ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé, ïîëó÷åííûõ â Ãëàâå
6.3, ðàññìîòðåíî â Ãëàâàõ 6.4 è 6.5.

3. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà ïîëó÷èì èç óðàâ-
íåíèé äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà, âûâåäåííûõ â Ðàçäåëå II.3.3, ïóòåì
çàìåíû â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè (105), (107), (108), (109) Ãëàâû 6.1:

S → S
L
2KM = δLN · SNPM · δQM · δPK ≡ SLKM , p→ p

L
2KMI = −∂S

L
2KM (z)

DxI
= −∂S

L
KM (z)

DxI
= pLKMI ,

m→ m
L
2KM

P
I = −∂S

L
2KM (z)

DlIP
= −∂S

L
KM (z)

DlIP
= mL

KM
P
I ,

w → w
L
2KM

QP
I = −∂S

L
2KM (z)

DaIPQ
=
∂SLKM (z)

DaIPQ
= wLKM

QP
I , W → W2 . (128)

Â ïðèâåäåííûõ äàëåå óðàâíåíèÿõ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îïóùåíû òå èíäåêñû, ïî êîòîðûì
âûïîëíÿåòñÿ ñóììèðîâàíèå. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå ñîîòâåòñòâèÿ:

S2 ∼ S
L
2KM , p2I ∼ p

L
2KMI , m

P
2I ∼ m

L
2KM

P
I , w

QP
2 I ∼ w

L
2KM

QP
I . (129)

3.1. Óðàâíåíèå äèíàìèêè äëÿ èìïóëüñà

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ çàìåí (128) è (129) â óðàâíåíèè (61) ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ èìïóëüñà âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà

∂p2I(x(a0), l(a0), a(a0))

∂a0
= −

(
∂W2

DxI
−∂W2

∂S2
·p2I−

Dx(a0)

∂a0
·[PI , P ]S2−

Dl(a0)

∂a0
·[PI ,M ]S2−

Da(a0)

∂a0
·[PI ,W ]S2

)
. (130)

Ïîñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ ó÷åòîì ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé, ïîëó÷åííûõ â Ãëàâå
6.3, ðàññìîòðåíî â Ãëàâàõ 6.4 è 6.5.
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3.2. Óðàâíåíèå äèíàìèêè äëÿ ìîìåíòà

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ çàìåí (128) è (129) â óðàâíåíèè (63) ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ìîìåíòà âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà

∂mP2I(x(l0), l(l0), a(l0))

∂l0
=

= −

(
∂W2

DlIP
− ∂W2

∂S2
m
P
2I −

Dx(l0)

∂l0
· [MP

I , P ]S2 −
Dl(l0)

∂l0
· [MP

I ,M ]S2 −
Da(l0)

∂l0
· [MP

I ,W ]S2

)
. (131)

Ïîñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ ó÷åòîì ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé, ïîëó÷åííûõ â Ãëàâå
6.3, ðàññìîòðåíî â Ãëàâàõ 6.4 è 6.5.

3.3. Óðàâíåíèå äèíàìèêè äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ çàìåí (128) è (129) â óðàâíåíèè (65) ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà

∂wQP
2 I(x(l0), l(l0), a(l0))

∂l0
=

= −

(
∂W2

DaIPQ
− ∂W2

∂S2
· wQP2 I −

Dx(l0)

∂l0
· [WQP

I , P ]S2 −
Dl(l0)

∂l0
· [WQP

I ,M ]S2 −
Da(l0)

∂l0
· [WQP

I ,W ]S2

)
.(132)

Ïîñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ ó÷åòîì ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé, ïîëó÷åííûõ â Ãëàâå
6.3, ðàññìîòðåíî â Ãëàâàõ 6.4 è 6.5.



Ãëàâà 6.3 Ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ

I. ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÛÅ ÇÀÌÅ×ÀÍÈß

Âûâîä óðàâíåíèé äèíàìèêè êàæäûì èç âîçìîæ-
íûõ ìåòîäîâ (íàïðèìåð èç ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî
äåéñòâèÿ èëè èñõîäÿ èç êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâà-
íèé) ñîïðîâîæäàåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé îïåðàòîðîâ äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ. Â òîì ñëó÷àå, åñëè âûâîä óðàâíå-
íèé äèíàìèêè âûïîëíÿåòñÿ áåç ó÷åòà àëãåáðàè÷å-
ñêèõ ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè è êèíåìàòè÷å-
ñêîãî ïðîñòðàíñòâà, îïåðàòîðû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, à èõ ïå-
ðåñòàíîâêà íå ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ äîïîëíèòåëü-
íûõ ñëàãàåìûõ è íå âëèÿåò íà êîíå÷íûé ðåçóëüòàò.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòî íå òàê. Äëÿ êèíåìàòè÷åñêèõ
àëãåáð îïåðàòîðû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ
÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, à èõ ïåðåñòàíîâêà ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé àíòèñèììåòðè÷íûå êîìáèíàöèè òåíçîðîâ.
Â ÷àñòíîñòè, ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî
ôèçè÷åñêèå ïîëÿ îïèñûâàþòñÿ àíòèñèììåòðè÷íûìè
òåíçîðàìè. Ê íèì îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð, òåíçîð Ìàêñ-
âåëëà, òåíçîð êðèâèçíû, òåíçîð ßíãà-Ìèëëñà.
Â ýòîé Ãëàâå ðàññìîòðèì ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíî-

øåíèÿ îïåðàòîðîâ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ êèíåìàòè÷å-
ñêîé è âòîðîé êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáð êàê â ñâîáîäíîì
ñîñòîÿíèè1, òàê è â ïîëå. À â ñëåäóþùåé Ãëàâå èñïîëü-
çóåì ñâÿçü ìåæäó óðàâíåíèÿìè äèíàìèêè è ïåðåñòà-
íîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè îïåðàòîðîâ äèôôåðåíöè-
ðîâàíèÿ.

II. ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÀÐÀÌÅÒÐÛ

Ðåçóëüòàòû ýòîé Ãëàâû îòíîñÿòñÿ êàê ê ôóíäàìåí-
òàëüíûì îáúåêòàì, òàê è ïðîìåæóòî÷íûì. Ïîýòîìó,
ãîâîðÿ î âåêòîðå äåéñòâèÿ áóäåì èìåòü â âèäó âåê-
òîðû äåéñòâèÿ óêàçàííûõ îáúåêòîâ è ââåäåì ñîáèðà-
òåëüíûé âåêòîð äåéñòâèÿ

S ∼ (S , S , S) .

1. Ëåâûå äèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî âåêòîð äåéñòâèÿ S ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèåé êîîðäèíàò ëåâûõ êèíåìàòè÷åñêèõ ïåðåìåí-
íûõ x, l, a:

S = S(x, l, a) ,

1 Òåðìèí àëãåáðà â ñâîáîäíîì ñîñòîÿíèè ââîäèòñÿ äëÿ òîãî
÷òîáû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ àëãåáðà íå íàõî-
äèòñÿ â ïîëå.

à ñàìè êèíåìàòè÷åñêèå ïåðåìåííûå x, l, a ÿâëÿþòñÿ
ðåçóëüòàòîì ïðåîáðàçîâàíèÿ

x = X (x0, l0, a0) , l = L(x0, l0, a0) , a = A(x0, l0, a0) .

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå

x = x(x0) , l = l(x0) , a = a(x) .

Êèíåìàòè÷åñêèå ïåðåìåííûå x0, l0, a0 ðàññìàòðèâà-
þòñÿ êàê íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå, à êèíåìàòè÷åñêèå
ïåðåìåííûå x, l, a, íàïðîòèâ, êàê çàâèñèìûå èëè ïðå-
îáðàçîâàííûå ïåðåìåííûå. Äèôôåðåíöèàë ïî íåçàâè-
ñèìûì ïåðåìåííûì îáîçíà÷èì d, äèôôåðåíöèàë ïî
ïðåîáðàçîâàííûì ïåðåìåííûì îáîçíà÷èìD. Çàïèøåì
äèôôåðåíöèàë dS ñëåäóþùèì îáðàçîì2:

dS = PK(S) ·DxK+M I
K(S) ·DlKI+W IL

K(S) ·DaKLI .

Çäåñü èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ îïå-
ðàòîðîâ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ3

PK( ) =
∂

DxK
, M I

K( ) =
∂

DlKI
, W IL

K( ) =
∂

DaKLI
.

Ââåäåì âåëè÷èíû, êîòîðûå âìåñòå ñ âåêòîðîì äåé-
ñòâèÿ S íàçâàíû äèíàìè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè, òî÷-
íåå ëåâûìè äèíàìè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè:

� èìïóëüñ pK = −PK(S) = −∂S(x, l, a)
DxK

,

� ìîìåíò mI
K = −M I

K(S) = −∂S(x, l, a)
DlKI

,

� âòîðîé ìîìåíò wILK = −W IL
K(S) = −∂S(x, l, a)

DaKLI
.

Â ñâÿçè ñ ýòèì îïåðàòîð −PK( ) íàçûâàåòñÿ îïåðàòî-
ðîì èìïóëüñà, îïåðàòîð −M I

K( ) íàçûâàåòñÿ îïåðà-
òîðîì ìîìåíòà, îïåðàòîð −W IL

K( ) íàçûâàåòñÿ îïå-
ðàòîðîì âòîðîãî ìîìåíòà.

Ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè îò ïðåîáðàçîâàííûõ êèíå-
ìàòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ ñîîòâåòñòâóåò îïåðàòîðíîå
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

d = PK ·DxK +M I
K ·DlKI +W IL

K ·DaKLI .

2 Çäåñü aKLI ≡ lKLI .
3 Ñìûñë äèôôåðåíöèàëîâ äâóõ âèäîâ d è D è îïåðàòîðà äèô-

ôåðåíöèðîâàíèÿ âèäà
∂

DxK
ðàññìàòðèâàëñÿ â Ãëàâå 2.2.
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2. Ïðàâûå äèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ââîäÿòñÿ ïðàâûå äèíà-
ìè÷åñêèå ïàðàìåòðû. Ïðè ýòîè âåêòîð äåéñòâèÿ S
ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ôóíêöèÿ êîîðäèíàò ïðàâûõ êè-
íåìàòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ X, L, A:

S = S(X,L,A) ,

à ñàìè êèíåìàòè÷åñêèå ïåðåìåííûå X, L, A ÿâëÿþòñÿ
ðåçóëüòàòîì ïðåîáðàçîâàíèÿ

X = X (X0, L0, A0), L = L(X0, L0, A0), A = A(X0, L0, A0).

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå

X = X(X0) , L = L(X0) , A = A(X0) .

Êèíåìàòè÷åñêèå ïåðåìåííûå X0, L0, A0 ðàññìàòðè-
âàþòñÿ êàê íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå, à êèíåìàòè÷å-
ñêèå ïåðåìåííûå X, L, A, íàïðîòèâ, êàê çàâèñèìûå
èëè ïðåîáðàçîâàííûå ïåðåìåííûå. Äèôôåðåíöèàë ïî
íåçàâèñèìûì ïåðåìåííûì îáîçíà÷èì d, äèôôåðåíöè-
àë ïî ïðåîáðàçîâàííûì ïåðåìåííûì îáîçíà÷èì D. Çà-
ïèøåì äèôôåðåíöèàë dS ñëåäóþùèì îáðàçîì4:

dS = QK(S) ·DXK+IIK(S) ·DLKI+JILK(S) ·DAKLI .

Çäåñü èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ îïå-
ðàòîðîâ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

QK( ) =
∂

DXK
, IIK( ) =

∂

DLKI
, JILK( ) =

∂

DAKLI
.

Ââåäåì âåëè÷èíû, êîòîðûå âìåñòå ñ âåêòîðîì äåé-
ñòâèÿ S íàçûâàíû äèíàìè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè, òî÷-
íåå ïðàâûìè äèíàìè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè:

� çàðÿä QK = −QK(S) = −∂S(X,L,A)
DXK

,

� òîê IIK = −IIK(S) = −∂S(X,L,A)
DLKI

,

� âòîðîé òîê JILK = −JILK(S) = −∂S(X,L,A)
DAKLI

.

Â ñâÿçè ñ ýòèì îïåðàòîð −QK( ) íàçûâàåòñÿ îïåðàòî-
ðîì çàðÿäà, îïåðàòîð −IIK( ) íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
òîêà, îïåðàòîð −JILK( ) íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì âòî-
ðîãî òîêà.

Ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè îò ïðåîáðàçîâàííûõ ïðà-
âûõ êèíåìàòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ ñîîòâåòñòâóåò îïå-
ðàòîðíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

d = QK ·DXK + IIK ·DLKI + JILK ·DAKLI .

Äàëåå ðàññìîòðèì ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ
äëÿ ëåâûõ îïåðàòîðîâ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

III. ÏÅÐÅÑÒÀÍÎÂÎ×ÍÛÅ ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈß ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÎÂÀÍÈß ËÅÂÎÉ
ÀËÃÅÁÐÛ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ-ÂÐÅÌÅÍÈ lX

Ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè îò êîîðäèíàò îáîáùåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè S(x) ñîîòâåòñòâóåò îïåðàòîðíîå
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

d = PK ·DxK .

Óñëîâèåì èíòåãðèðóåìîñòè ýòîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ

d2d1 − d1d2 = 0 ,

ãäå

d1 = PK ·D1x
K , d2 = PM ·D2x

M .

Îòñþäà

d2(PK ·D1x
K)− d1(PM ·D2x

M ) = 0

èëè

d2(PK) ·D1x
K + PK · (d2D1x

K)− d1(PM ) ·D2x
M − PM · (d1D2x

M ) = 0

4 Çäåñü AK
LI ≡ LK

LI .



530 ÃËÀÂÀ 6.3 Ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ

èëè

PK(PM ) · (D2x
K ·D1x

M )− PM (PK) · (D2x
K ·D1x

M ) + PI · (d2D1x
I)− PI · (d1D2x

I) = 0 .

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû, ïðèâåäåííûå â Ãëàâå 1.2., ôîðìóëà (58):

d2D1x
I = CIKM ·D1x

K ·D2x
M ,

ïîëó÷èì

PK(PM ) · (D2x
K ·D1x

M )−PM (PK) · (D2x
K ·D1x

M )+PI ·CIMK · (D2x
K ·D1x

M )−PI ·CIKM · (D2x
K ·D1x

M ) = 0 .

Îòñþäà èìååì ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ îïåðàòîðîâ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ PK àëãåáðû ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè X:

[PK(PM )] = PI · CI[KM ] . (1)

Çäåñü è äàëåå êâàäðàòíûå ñêîáêè, çàêëþ÷àþùèå èíäåêñû, îçíà÷àþò àíòèñèììåòðèçàöèþ ïî ýòèì èíäåêñîâ.
Òàêèì îáðàçîì,

CI[KM ] = CIKM − CIMK .

IV. ÏÅÐÅÑÒÀÍÎÂÎ×ÍÛÅ ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈß ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÎÂÀÍÈß ËÅÂÎÉ
ÀËÃÅÁÐÛ ËÈÍÅÉÍÛÕ ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÉ lL

Ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè îò êîîðäèíàò ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé S(l) ñîîòâåòñòâóåò îïåðàòîðíîå äèôôåðåí-
öèàëüíîå óðàâíåíèå

d =M I
K ·DlKI .

Óñëîâèåì èíòåãðèðóåìîñòè ýòîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ

d2d1 − d1d2 = 0 ,

ãäå

d1 =M I
K ·D1l

K
I , d2 =ML

M ·D2l
M
L .

Îòñþäà

d2(M
I
K ·D1l

K
I)− d1(M

L
M · δ2lML) = 0

èëè

d2(M
I
M ) ·D1l

M
I +M I

M · (d2D1l
M
I)− d1(M

L
K) ·D2l

K
L −ML

K · (d1D2l
K
L) = 0

èëè

ML
K(M I

M ) · (D2l
K
L ·D1l

M
I)−M I

M (ML
K) · (D1l

M
I ·D2l

K
L)−

(
MK

I · (d1D2l
I
K)−MK

I · (d2D1l
I
K)
)
= 0 .

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû, ïðèâåäåííûå â Ãëàâå 1.6., ôîðìóëà (42)

d2D1l
I
K = D2l

I
L ·D1l

L
K ,

ïîëó÷èì

ML
K(M I

M ) · (D1l
M
I ·D2l

K
L)−M I

M (ML
K) · (D1l

M
I ·D2l

K
L)−

−
(
ML

M · (D1l
M
I ·D2l

K
L · δIK)−M I

K · (D1l
M
I ·D2l

K
L · δLM )

)
= 0 .

Îòñþäà èìååì ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ îïåðàòîðîâ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ MK
I àëãåáðû ëèíåéíûõ ïðå-

îáðàçîâàíèé lL

[ML
K(M I

M )] = δIK ·ML
M −M I

K · δLM . (2)
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V. ÏÅÐÅÑÒÀÍÎÂÎ×ÍÛÅ ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈß ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÎÂÀÍÈß ÎÁÙÅÉ
ËÅÂÎÉ ÀËÃÅÁÐÛ ËÈÍÅÉÍÛÕ ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÉ lL = lL+ lL∗

Ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè îò êîîðäèíàò îáùèõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé S(l∗, l) ñîîòâåòñòâóåò îïåðàòîðíîå
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

d =M∗I
K ·Dl∗KI +M I

K ·DlKI

Óñëîâèåì èíòåãðèðóåìîñòè ýòîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ

d2d1 − d1d2 = 0 ,

ãäå

d1 =M∗I
K ·D1l

∗K
I +M I

K ·D1l
K
I , d2 =M∗L

M ·D2l
∗M

L +ML
M ·D2l

M
L .

Îòñþäà

d2(M
∗I
K ·D1l

∗K
I +M I

K ·D1l
K
I)− d1(M

∗L
M ·D2l

∗M
L +ML

M ·D2l
M
L) = 0

èëè

d2(M
∗I
M ) ·D1l

∗M
I +M∗I

M · (d2D1l
∗M

I)− d1(M
∗L
K) ·D2l

∗K
L −M∗L

K · (d1D2l
∗K

L) +

+ d2(M
I
M ) ·D1l

M
I +M I

M · (d2D1l
M
I)− d1(M

L
K) ·D2l

K
L −ML

K · (d1D2l
K
L) = 0

èëè

M∗L
K(M∗I

M ) · (D2l
∗K

L ·D1l
∗M

I)−M∗I
M (M∗L

K) · (D1l
∗M

I ·D2l
∗K

L) +ML
K(M∗I

M ) · (D2l
K
L ·D1l

∗M
I)−

−M I
M (M∗L

K) · (D1l
M
I ·D2l

∗K
L)− (M∗K

I · (d1D2l
∗I
K)−M∗K

I · (d2D1l
∗I
K)) +M∗L

K(M I
M ) · (D2l

∗K
L ·D1l

M
I)−

−M∗I
M (ML

K) · (D1l
∗M

I ·D2l
K
L) +ML

K(M I
M ) · (D2l

K
L ·D1l

M
I)−M I

M (ML
K) · (D1l

M
I ·D2l

K
L)−

− (MK
I · (d1D2l

I
K)−MK

I · (d2D1l
I
K)) = 0 .

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû, ïðèâåäåííûå â Ãëàâå 1.6., ôîðìóëà (49)

d2D1l
∗I
K = D1l

∗I
L ·D2l

∗L
K

d2D1l
I
K = D2l

I
L ·D1l

L
K ,

ïîëó÷èì

M∗L
K(M∗I

M ) · (D1l
∗M

I ·D2l
∗K

L)−M∗I
M (M∗L

K) · (D1l
∗M

I ·D2l
∗K

L)−

−
(
M∗I

K · (D1l
∗M

I ·D2l
∗K

L · δLM )−M∗L
M · (D1l

∗M
I ·D2l

∗K
L · δIK)

)
+

+ML
K(M∗I

M ) · (D1l
∗M

I ·D2l
K
L) +M∗L

M (M I
K) · (D1l

K
I ·D2l

∗M
L)−

−M I
K(M∗L

M ) · (D1l
K
I ·D2l

∗M
L)−M∗I

M (ML
K) · (D1l

∗M
I ·D2l

K
L) +

+ML
K(M I

M ) · (D1l
M
I ·D2l

K
L)−M I

M (ML
K) · (D1l

M
I ·D2l

K
L)−

−
(
ML

M · (D1l
M
I ·D2l

K
L · δIK)−M I

K · (D1l
M
I ·D2l

K
L · δLM )

)
= 0 .

Îòñþäà èìååì ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ îïåðàòîðîâ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ M∗K
I è M

K
I îáùåé àëãåáðû

ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé lL = lL+ lL∗

[M∗L
K(M∗I

M )] = δLM ·M∗I
K −M∗L

M · δIK ,
[ML

K(M I
M )] = δIK ·ML

M −M I
K · δLM ,

[M̃L
K(M I

M )] = 0 .

(3)
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VI. ÏÅÐÅÑÒÀÍÎÂÎ×ÍÛÅ ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈß ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÎÂÀÍÈß ËÅÂÎÉ
ÊÈÍÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÀËÃÅÁÐÛ lT = lX+ lL

Ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè îò ïåðåìåííûõ êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðû S(x, l) ñîîòâåòñòâóåò îïåðàòîðíîå äèôôå-
ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

d = PK ·DxK +M I
K ·DlKI .

Óñëîâèåì èíòåãðèðóåìîñòè ýòîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ

d2d1 − d1d2 = 0 ,

ãäå

d1 = PK ·D1x
K +M I

K ·D1l
K
I , d2 = PM ·D2x

M +ML
M ·D2l

M
L .

Îòñþäà

d2(PK ·D1x
K +M I

K ·D1l
K
I)− d1(PM ·D2x

M +ML
M ·D2l

M
L) = 0

èëè

d2(PK) ·D1x
K + PK · (d2D1x

K)− d1(PM ) ·D2x
M − PM · (d1D2x

M ) +

+ d2(M
I
K) ·D1l

K
I +M I

K · (d2D1l
K
I)− d1(M

L
M ) ·D2l

M
L −ML

M · (d1D2l
M
L) = 0

èëè

PK(PM ) · (D2x
K ·D1x

M )− PM (PK) · (D2x
K ·D1x

M ) +

+ML
K(PM ) · (D2l

K
L ·D1x

M )−M I
M (PK) · (D2x

K ·D1l
M
I) +

(
PI · (d2D1x

I)− PI · (d1D2x
I)
)
+

+ PK(M I
M ) · (D2x

K ·D1l
M
I)− PM (ML

K) · (D2l
K
L ·D1x

M ) +

+ML
K(M I

M ) · (D2l
K
L ·D1l

M
I)−M I

M (ML
K) · (D2l

K
L ·D1l

M
I) +

+ML
M · (d2D1l

M
L)−ML

M · (d1D2l
M
L) = 0 .

(4)

Â ýòîì óðàâíåíèè èñïîëüçóåì óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû àëãåáðû lT = lX + lL â ñâîáîäíîì ñîñòîÿíèè, òî åñòü
âíå ïîëÿ, ïîëó÷åííûå â Ãëàâå 1.6. (ôîðìóëà (61))

d2D1x
I = D2l

I
K ·D1x

K + CIKM ·D1x
K ·D2x

M ,

d2D1l
M
L = D2l

M
K ·D1l

K
L + CMLPQ ·D1x

P ·D2x
Q .

Ïîëó÷èì

PK(PM ) · (D2x
K ·D1x

M )− PM (PK) · (D2x
K ·D1x

M ) +

+ML
K(PM ) · (D2l

K
L ·D1x

M )−M I
M (PK) · (D2x

K ·D1l
M
I) +

+ PI · (D2l
I
K ·D1x

K) + PI · CIMK · (D2x
K ·D1x

M )−
− PI · (D2x

K ·D1l
I
K)− PI · CIKM · (D2x

K ·D1x
M ) +

+ PK(M I
M ) · (D1l

M
I ·D2x

K)− PM (ML
K) · (D1x

M ·D2l
K
L) +

+ML
M (M I

K) · (D1l
K
I ·D2l

M
L)−M I

K(ML
M ) · (D1l

K
I ·D2l

M
L) +

+MP
L · (D2l

L
K ·D1l

K
P )−MP

L · (D2x
M ·D1x

K) · CLPKM −
−MP

L · (D1l
L
K ·D2l

K
P )−MP

L · (D1x
M ·D2x

K) · CLPKM = 0

èëè (
PK(PM ) · (D2x

K ·D1x
M )− PM (PK) · (D2x

K ·D1x
M )
)
+

+ PI · CIMK · (D2x
K ·D1x

M )− PI · CIKM · (D2x
K ·D1x

M ) +

+MP
L · CLPMK · (D2x

K ·D1x
M )−MP

L · CLPKM · (D2x
K ·D1x

M ) +

+
(
ML

K(PM ) · (D2l
K
L ·D1x

M )− PQ · (D2x
M ·D1l

K
I) · δIM · δQK − PM (ML

K) · (D2l
K
L ·D1x

M )
)
+

+
(
−M I

M (PK) · (D2x
K ·D1l

M
I) + PI · (D2l

M
L ·D1x

K) · δLK · δIM + PK(M I
M ) · (D2x

K ·D1l
M
I)
)
+

+
(
ML

M (M I
K) · (D2l

M
L ·D1l

K
I)−M I

K(ML
M ) · (D2l

M
L ·D1l

K
I)
)
+

+M I
M · δLK · (D2l

M
L ·D1l

K
I)−ML

K · δIM · (D2l
M
L ·D1l

K
I) = 0 .
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Îòñþäà èìååì ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ îïåðàòîðîâ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ PK è MK
I êèíåìàòè÷åñêîé

àëãåáðû lT = lX+ lL â ñâîáîäíîì ñîñòîÿíèè

[PK(PM )] = PI · CI[KM ] +MP
L · CLP [KM ] ,

[ML
K(PM )] = −PK · δLM ,

[PK(M I
M )] = PM · δIK ,

[ML
M (M I

K)] =ML
K · δIM −M I

M · δLK .

(5)

Òðåòüå óðàâíåíèå ñîâïàäàåò ñî âòîðûì ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèé èíäåêñîâ.

VII. ÏÅÐÅÑÒÀÍÎÂÎ×ÍÛÅ ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈß ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÎÂÀÍÈß ËÅÂÎÉ
ÊÈÍÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÀËÃÅÁÐÛ lT = lX+ lL Â ÏÎËÅ ÂÍÅØÍÅÉ ÑÈÌÌÅÒÐÈÈ

Ïî-ïðåæíåìó èñõîäèì èç óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

d = PK ·DxK +M I
K ·DlKI .

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, îíî ñâîäèòñÿ ê ñîîòíîøåíèþ (4). Â ýòî ñîîòíîøåíèå ïîäñòàâèì
óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðû â ïîëå âíåøíåé ñèììåòðèè, ïðèâåäåííûå â Ãëàâå 1.7. (ôîðìóëà
(31))

d2D1x
I = D2l

I
K ·D1x

K + T IMK ·D1x
M ·D2x

K ,

d2D1l
M
L = D2l

M
K ·D1l

K
L + ΓMLK ·D2l

K
P ·D1x

P − ΓMKP ·D1l
K
L ·D2x

P −D2l
M
K · ΓKLP ·D1x

P+

+RMLPQ ·D1x
P ·D2x

Q ,

(6)

ãäå

T IMK = CIMK − ΓIMK � îáúåêò êðó÷åíèÿ ,

RMLPQ = ΓMLPQ + ΓMKQ · ΓKLP + ΓMLK · TKPQ + CMLPQ � îáúåêò êðèâèçíû ,

çäåñü ΓMLPQ ·DxQ = dΓMLP .

Ïîëó÷èì

PK(PM ) · (D2x
K ·D1x

M )− PM (PK) · (D2x
K ·D1x

M ) +ML
K(PM ) · (D2l

K
L ·D1x

M )−M I
M (PK) · (D2x

K ·D1l
M
I) +

+ PI · (D2l
I
K ·D1x

K) + PI · T IMK · (D2x
K ·D1x

M )− PI · (D2x
K ·D1l

I
K)− PI · T IKM · (D2x

K ·D1x
M ) +

+ PK(M I
M ) · (D2x

K ·D1l
M
I)− PM (ML

K) · (D2l
K
L ·D1x

M ) +

+ML
K(M I

M ) · (D2l
K
L ·D1l

M
I)−M I

M (ML
K) · (D2l

K
L ·D1l

M
I) +

+M I
K ·
(
(D2l

K
N ·D1l

N
I) + ΓKIN · (D2l

N
P ·D1x

P )− ΓKNP · (D2x
P ·D1l

N
I)−

− ΓNIP · (D2l
K
N ·D1x

P ) +RKIPQ · (D2x
Q ·D1x

P )
)
−

−ML
M ·

(
(D2l

K
L ·D1l

M
K) + ΓMLK · (D2x

P ·D1l
K
P )− ΓMKP · (D2l

K
L ·D1x

P )−

− ΓKLP · (D2x
P ·D1l

M
K) +RMLPQ · (D2x

P ·D1x
Q)
)
= 0
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èëè ïîñëå ãðóïïèðîâêè è ïåðåîáîçíà÷åíèÿ èíäåêñîâ(
PK(PM ) · (D2x

K ·D1x
M )− PM (PK) · (D2x

K ·D1x
M ) + PI · T IMK · (D2x

K ·D1x
M )− PI · T IKM · (D2x

K ·D1x
M ) +

+ML
I ·RILMK · (D2x

K ·D1x
M )−ML

I ·RILKM · (D2x
K ·D1x

M )
)
+

+
(
ML

K(PM ) · (D2l
K
L ·D1x

M ) + PK · δLM · (D2l
K
L ·D1x

M )− PM (ML
K) · (D2l

K
L ·D1x

M ) +

+M I
P · ΓPIK · δLM · (D2l

K
L ·D1x

M )−M I
K · ΓLIM · (D2l

K
L ·D1x

M ) +ML
P · ΓPKM · (D2l

K
L ·D1x

M )
)
+

+
(
−M I

M (PK) · (D2x
K ·D1l

M
I)− PM · δIK · (D2x

K ·D1l
M
I) + PK(M I

M ) · (D2x
K ·D1l

M
I)−

−M I
P · ΓPMK · (D2x

K ·D1l
M
I)−ML

P · ΓPLM · δIK · (D2x
K ·D1l

M
I) +ML

M · ΓILK · (D2x
K ·D1l

M
I)
)
+

+
(
ML

K(M I
M ) · (D2l

K
L ·D1l

M
I)−M I

M (ML
K) · (D2l

K
L ·D1l

M
I) +

+M I
K · δLM · (D2l

K
L ·D1l

M
I)−ML

M · δIK · (D2l
K
L ·D1l

M
I)
)
= 0 .

Îòñþäà ñëåäóþò ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ îïåðàòîðîâ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ P è M êèíåìàòè÷åñêîé àë-
ãåáðû lT = lX+ lL â ïîëå âíåøíåé ñèììåòðèè

[PK(PM )] = PI · T I[KM ] +ML
I ·RIL[KM ] ,

[ML
K(PM )] = −PK · δLM −MP

I ·GIPKLM ,

[PK(M I
M )] = PM · δIK +ML

P ·GPLMI
K ,

[ML
K(M I

M )] =ML
M · δIK −M I

K · δLM ,

(7)

ãäå5

T I[KM ] = CI[KM ] − ΓI[KM ] − òåíçîð êðó÷åíèÿ ,

GPLM
I
K = ΓPLM · δIK − ΓILK · δPM + ΓPMK · δIL ,

RIL[KM ] = ΓIL[KM ] + ΓIP [M · ΓP|L|K] + ΓILP · TP[KM ] + CIL[KM ] − òåíçîð êðèâèçíû .

Òðåòüå óðàâíåíèå ñîâïàäàåò ñî âòîðûì ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèÿ èíäåêñîâ.

VIII. ÏÅÐÅÑÒÀÍÎÂÎ×ÍÛÅ ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈß ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÎÂÀÍÈß ËÅÂÎÉ
ÂÒÎÐÎÉ ÊÈÍÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÀËÃÅÁÐÛ lT2 = lX+ lL+ lA

Ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè îò ïåðåìåííûõ âòîðîé êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðû ñîîòâåòñòâóåò îïåðàòîðíîå äèôôå-
ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

d = PK ·DxK +M I
K ·DlKI +W IL

K ·DaKLI .

Óñëîâèåì èíòåãðèðóåìîñòè ýòîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ

d2d1 − d1d2 = 0 ,

ãäå

d1 = PK ·D1x
K +M I

K ·D1l
K
I +W IL

K ·D1a
K
LI ,

d2 = PM ·D2x
M +ML

M ·D2l
M
L +W IL

K ·D2a
K
LI .

5 Çäåñü è äàëåå êâàäðàòíûå ñêîáêè, çàêëþ÷àþùèå èíäåêñû, âèäà [M |L|K] îçíà÷àþò àíòèñèììåòðèçàöèþ ïî èíäåêñàì M è K.
Òàêèì îáðàçîì,

ΓI
P [M · ΓP

|L|K] = ΓI
PM · ΓP

LK − ΓI
PK · ΓP

LM .
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Îòñþäà

d2(PK ·D1x
K +M I

K ·D1l
K
I +W IL

K ·D1a
K
LI)− d1(PM ·D2x

M +ML
M ·D2l

M
L +W IL

K ·D2a
K
LI) = 0

èëè

d2(PK) ·D1x
K + PK · (d2D1x

K)− d1(PM ) ·D2x
M − PM · (d1D2x

M ) +

+ d2(M
I
K) ·D1l

K
I +M I

K · (d2D1l
K
I)− d1(M

L
M ) ·D2l

M
L −ML

M · (d1D2l
M
L) +

+ d2(W
IL
K) ·D1a

K
LI +W IL

K · (d2D1a
K
LI)− d1(W

IL
K) ·D2a

K
LI −W IL

K · (d1D2a
K
LI) = 0

èëè

PK(PM ) · (D2x
K ·D1x

M )− PM (PK) · (D1x
M ·D2x

K) +

+ML
K(PM ) · (D2l

K
L ·D1x

M )−M I
M (PK) · (D1l

M
I ·D2x

K) +

+WNL
K(PM ) · (D2a

K
LN ·D1x

M )−WPI
M (PK) · (D1a

M
IP ·D2x

K) + PI · (d2D1x
I)− PI · (d1D2x

I) +

+ PK(M I
M ) · (D2x

K ·D1l
M
I)− PM (ML

K) · (D1x
M ·D2l

K
L) +

+ML
K(M I

M ) · (D2l
K
L ·D1l

M
I)−M I

M (ML
K) · (D1l

M
I ·D2l

K
L) +

+WNL
K(M I

M ) · (D2a
K
LN ·D1l

M
I)−WPI

M (ML
K) · (D1a

M
IP ·D2l

K
L) +

+MK
I · (d2D1l

I
K)−MK

I · (d1D2l
I
K) +

+ PK(WPI
M ) · (D2x

K ·D1a
M
IP )− PM (WNL

K) · (D1x
K ·D2a

K
LN ) +

+ML
K(WPI

M ) · (D2l
K
L ·D1a

M
IP )−M I

M (WNL
K) · (D1l

M
I ·D2a

K
LN ) +

+WNL
K(WPI

M ) · (D2a
K
LN ·D1a

M
IP )−WPI

M (WNL
K) · (D1a

M
IP ·D2a

K
LN ) +

+WLI
M · (d2D1a

M
IL)−WLI

M · (d1D2a
M
IL) = 0 .

(8)

Ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ïðèâåäåì äëÿ äâóõ ñëó÷àåâ òàáëèöû óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ.

1. ×àñòíûé ñëó÷àé

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà òàáëèöà óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ èìååò óïðîùåííûé âèä6

leK ◦ leM = leL · lCLMK + lI
P
L · lCLPMK ,

leM ◦ lI
L
K = 0 ,

lI
I
M ◦ leK = δIK · leM ,

lI
I
M ◦ lI

L
K = δIK · δLM + δIK · lILM ,

lJ
PI
M ◦ leK = δPK · lIIM ,

leM ◦ lJ
NL

K = 0 ,

lJ
PI
M ◦ lI

L
K = δPK · lJLIM ,

lI
I
M ◦ lJ

NL
K = lJ

NL
M · δIK ,

lJ
PI
M ◦ lJ

NL
K = 0 .

(9)

Óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòîìó ñëó÷àþ, ïðèâåäåíû â Ãëàâå 1.7. (ôîðìóëà (9))

d2D1x
I = D2l

I
K ·D1x

K + lC
I
KL ·D1x

K ·D2x
L ,

d2D1l
M
L = D2l

M
K ·D1l

K
L +D2a

M
LK ·D1x

K + lC
M
LIK ·D1x

I ·D2x
K ,

d2D1a
M
IL= D2a

M
IN ·D1l

N
L +D2l

M
N ·D1a

N
IL .

(10)

6 Ñì. Ãëàâà 1.7., ôîðìóëà (4).
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Èñïîëüçóÿ èõ â óñëîâèè èíòåãðèðóåìîñòè (8), ïîëó÷èì

PK(PM ) · (D2x
K ·D1x

M )− PM (PK) · (D1x
M ·D2x

K) +

+ML
K(PM ) · (D2l

K
L ·D1x

M )−M I
M (PK) · (D1l

M
I ·D2x

K) +

+WNL
K(PM ) · (D2a

K
LN ·D1x

M )−WPI
M (PK) · (D1a

M
IP ·D2x

K) +

+ PI · (D2l
I
K ·D1x

K + CIMK ·D1x
M ·D2x

K)− PI · (D2x
K ·D1l

I
K + CIKM ·D2x

K ·D1x
M ) +

+ PK(M I
M ) · (D2x

K ·D1l
M
I)− PM (ML

K) · (D1x
M ·D2l

K
L) +

+ML
K(M I

M ) · (D2l
K
L ·D1l

M
I)−M I

M (ML
K) · (D1l

M
I ·D2l

K
L) +

+WNL
K(M I

M ) · (D2a
K
LN ·D1l

M
I)−WPI

M (ML
K) · (D1a

M
IP ·D2l

K
L) +

+MK
I · (D2l

I
P ·D1l

P
K +D2a

I
KP ·D1x

P + CIKPQ ·D1x
P ·D2x

Q)−
−ML

M · (D1l
M
K ·D2l

K
L +D1a

M
LK ·D2x

K + CMLQP ·D2x
Q ·D1x

P ) +

+ PK(WPI
M ) · (D2x

K ·D1a
M
IP )− PM (WNL

K) · (D1x
M ·D2a

K
LN ) +

+ML
K(WPI

M ) · (D2l
K
L ·D1a

M
IP )−M I

M (WNL
K) · (D1l

M
I ·D2a

K
LN ) +

+WNL
K(WPI

M ) · (D2a
K
LN ·D1a

M
IP )−

−WPI
M (WNL

K) · (D1a
M
IP ·D2a

K
LN ) +

+WLI
M · (δ2aMIN · δ1lNL + δ2l

M
N · δ1aNIL + CMILPQ · δ1xP · δ2xQ)−

−WLI
M · (D1a

M
IN ·D2l

N
L +D1l

M
N ·D2a

N
IL + CMILPQ ·D2x

P ·D1x
Q) = 0 .

Ïîñëå ãðóïïèðîâêè ñëàãàåìûõ è ïåðåîáîçíà÷åíèÿ èíäåêñîâ ïîëó÷èì

(
PK(PM ) · (D2x

K ·D1x
M )− PM (PK) · (D2x

K ·D1x
M ) + PI · CIMK · (D2x

K ·D1x
M )− PI · CIKM · (D2x

K ·D1x
M ) +

+MN
I · CINMK · (D2x

K ·D1x
M )−MN

I · CINKM · (D2x
K ·D1x

M ) +

+WLI
N · CNILMK · (D2x

K ·D1x
M )−WLI

N · CNILKM · (D2x
K ·D1x

M )
)
+

+
(
ML

K(PM ) · (D2l
K
L ·D1x

M ) + PK · δLM · (D2l
K
L ·D1x

M )− PM (ML
K) · (D2l

K
L ·D1x

M )
)
+

+
(
−M I

M (PK) · (D2x
K ·D1l

M
I)− PM · δIK · (D2x

K ·D1l
M
I) + PK(M I

M ) · (D2x
K ·D1l

M
I)
)
+

+
(
ML

K(M I
M ) · (D2l

K
L ·D1l

M
I)−M I

M (ML
K) · (D2l

K
L ·D1l

M
I) +

+M I
K · δLM · (D2l

K
L ·D1l

M
I)−ML

M · δIK · (D2l
K
L ·D1l

M
I)
)
+

+
(
WNL

K(PM ) · (D2a
K
LN ·D1x

M ) +ML
K · δNM · (D2a

K
LN ·D1x

M )− PM (WNL
K) · (D2a

K
LN ·D1x

M )
)
+

+
(
−WPI

M (PK) · (D2x
K ·D1a

M
IP ) + PK(WPI

M ) · (D2x
K ·D1a

M
IP )−M I

M · δPK · (D2x
K ·D1a

M
IP )
)
+

+
(
WNL

K(M I
M ) · (D2a

K
LN ·D1l

M
I)−M I

M (WNL
K) · (D2a

K
LN ·D1l

M
I) +

+W IL
K · δNM · (D2a

K
LN ·D1l

M
I)−WNL

M · δIK · (D2a
K
LN ·D1l

M
I)
)
+

+
(
−WPI

M (ML
K) · (D2l

K
L ·D1a

M
IP ) +ML

K(WPI
M ) · (D2l

K
L ·D1a

M
IP ) +

+WPI
K · δLM · (D2l

K
L ·D1a

M
IP )−WLI

M · δPK · (D2l
K
L ·D1a

M
IP )
)
+

+
(
WNL

K(WPI
M ) · (D2a

K
LN ·D1a

M
IP )−WPI

M (WNL
K) · (D2a

K
LN ·D1a

M
IP )
)
= 0 .

Îòñþäà ñëåäóþò ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ îïåðàòîðîâ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ëåâîé âòîðîé êèíåìàòè÷å-
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ñêîé àëãåáðû lT2 = lX+ lL+ lA â ñâîáîäíîì ñîñòîÿíèè ñ óïðîùåííîé òàáëèöåé óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ

[PK(PM )] = PI · lCI[KM ] +MN
I · lCIN [KM ] ,

[PK(ML
M )] = PM · δLK ,

[ML
K(M I

M )] =ML
M · δIK ,

[PK(WPI
M )] =M I

M · δPK ,
[ML

K(WPI
M )] =WLI

M · δPK −WPI
K · δLM ,

[WNL
K(WPI

M )] = 0 .

(11)

Çäåñü ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ, îòëè÷àþùèåñÿ îò óêàçàííûõ ïåðåñòàíîâêîé îïåðàòîðîâ äèôôåðåíöè-
ðîâàíèÿ, îïóùåíû.

2. Îáùèé ñëó÷àé

Äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ òàáëèöû óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ7

leK ◦ leM = leL · lCLMK + lI
P
L · lCLPMK ,

leM ◦ lI
L
K = 0 ,

lI
I
M ◦ leK = δIK · leM ,

lI
I
M ◦ lI

L
K = δIK · δLM + δIK · lILM ,

lJ
PI
M ◦ leK = δPK · lIIM ,

leM ◦ lJ
NL

K = 0 ,

lJ
PI
M ◦ lI

L
K = δPK · lJLIM + leM · δPK · gLI ,

lI
I
M ◦ lJ

NL
K = lJ

NL
M · δIK ,

lJ
PI
M ◦ lJ

NL
K = lI

N
M · gLI · δPK + δNM · gLI · δPK .

(12)

óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû ïðèíèìàþò âèä8

d2D1x
I = D2l

I
K ·D1x

K +D2a
I
MP ·D1l

P
L · gML + lC

I
KL ·D1x

K ·D2x
L ,

d2D1l
M
L = D2l

M
K ·D1l

K
L +D2a

M
LK ·D1x

K +D2a
M
IP ·D1a

P
NL · gNI + lC

M
LIK ·D1x

I ·D2x
K ,

d2D1a
M
IL = D2a

M
IN ·D1l

N
L +D2l

M
N ·D1a

N
IL .

(13)

7 Ñì. Ãëàâà 1.7., ôîðìóëà (3)
8 Ñì. Ãëàâà 1.7., ôîðìóëà (8).
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Èñïîëüçóÿ ýòè óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû â óñëîâèè èíòåãðèðóåìîñòè (8), ïîëó÷èì

PK(PM ) · (D2x
K ·D1x

M )− PM (PK) · (D1x
M ·D2x

K) +

+ML
K(PM ) · (D2l

K
L ·D1x

M )−M I
M (PK) · (D1l

M
I ·D2x

K) +

+WNL
K(PM ) · (D2a

K
LN ·D1x

M )−WPI
M (PK) · (D1a

M
IP ·D2x

K) +

+ PI · (D2l
I
K ·D1x

K + CIMK ·D1x
M ·D2x

K)−

− PI · (D2x
K ·D1l

I
K + CIKM ·D2x

K ·D1x
M ) +

+ PK(M I
M ) · (D2x

K ·D1l
M
I)− PM (ML

K) · (D1x
M ·D2l

K
L) +

+ML
K(M I

M ) · (D2l
K
L ·D1l

M
I)−M I

M (ML
K) · (D1l

M
I ·D2l

K
L) +

+WNL
K(M I

M ) · (D2a
K
LN ·D1l

M
I)−WPI

M (ML
K) · (D1a

M
IP ·D2l

K
L) +

+MK
I · (D2l

I
P ·D1l

P
K +D2a

I
KP ·D1x

P +D2a
I
QP ·D1a

P
NK · gNQ + CIKPQ ·D1x

P ·D2x
Q)−

−ML
M · (D1l

M
K ·D2l

K
L +D1a

M
LK ·D2x

K +D1a
M
IP ·D2a

P
NL · gNI + CMLQP ·D2x

Q ·D1x
P ) +

+ PK(WPI
M ) · (D2x

K ·D1a
M
IP )− PM (WNL

K) · (D1x
M ·D2a

K
LN ) +

+ML
K(WPI

M ) · (D2l
K
L ·D1a

M
IP )−M I

M (WNL
K) · (D1l

M
I ·D2a

K
LN ) +

+WNL
K(WPI

M ) · (D2a
K
LN ·D1a

M
IP )−

−WPI
M (WNL

K) · (D1a
M
IP ·D2a

K
LN ) +

+WLI
M · (D2a

M
IN ·D1l

N
L +D2l

M
N ·D1a

N
IL + CMILPQ ·D1x

P ·D2x
Q)−

−WLI
M · (D1a

M
IN ·D2l

N
L +D1l

M
N ·D2a

N
IL + CMILPQ ·D2x

P ·D1x
Q) = 0 .

Ïîñëå ãðóïïèðîâêè ñëàãàåìûõ è ïåðåîáîçíà÷åíèÿ èíäåêñîâ ïîëó÷èì

(
PK(PM ) · (D2x

K ·D1x
M )− PM (PK) · (D2x

K ·D1x
M ) + PI · CIMK · (D2x

K ·D1x
M )− PI · CIKM · (D2x

K ·D1x
M ) +

+MN
I · CINMK · (D2x

K ·D1x
M )−MN

I · CINKM · (D2x
K ·D1x

M ) +

+WLI
N · CNILMK · (D2x

K ·D1x
M )−WLI

N · CNILKM · (D2x
K ·D1x

M )
)
+

+
(
ML

K(PM ) · (D2l
K
L ·D1x

M ) + PK · δLM · (D2l
K
L ·D1x

M )− PM (ML
K) · (D2l

K
L ·D1x

M )
)
+

+
(
−M I

M (PK) · (D2x
K ·D1l

M
I)− PM · δIK · (D2x

K ·D1l
M
I) + PK(M I

M ) · (D2x
K ·D1l

M
I)
)
+

+
(
ML

K(M I
M ) · (D2l

K
L ·D1l

M
I)−M I

M (ML
K) · (D2l

K
L ·D1l

M
I) +

+M I
K · δLM · (D2l

K
L ·D1l

M
I)−ML

M · δIK · (D2l
K
L ·D1l

M
I)
)
+

+
(
WNL

K(PM ) · (D2a
K
LN ·D1x

M ) +ML
K · δNM · (D2a

K
LN ·D1x

M )− PM (WNL
K) · (D2a

K
LN ·D1x

M )
)
+

+
(
−WPI

M (PK) · (D2x
K ·D1a

M
IP ) + PK(WPI

M ) · (D2x
K ·D1a

M
IP ) +M I

M · δPK · (D2x
K ·D1a

M
IP )
)
+

+
(
WNL

K(M I
M ) · (D2a

K
LN ·D1l

M
I)−M I

M (WNL
K) · (D2a

K
LN ·D1l

M
I) +

+W IL
K · δNM · (D2a

K
LN ·D1l

M
I)−WNL

M · δIK · (D2a
K
LN ·D1l

M
I)
)
+

+
(
−WPI

M (ML
K) · (D2l

K
L ·D1a

M
IP ) +ML

K(WPI
M ) · (D2l

K
L ·D1a

M
IP ) +

+WPI
K · δLM · (D2l

K
L ·D1a

M
IP )−WLI

M · δPK · (D2l
K
L ·D1a

M
IP )
)
+

+
(
MP

K · gIL · δNM · (D2a
K
LN ·D1a

M
IP )−MN

M · gLI · δPK · (D2a
K
LN ·D1a

M
IP ) +

+WNL
K(WPI

M ) · (D2a
K
LN ·D1a

M
IP )−WPI

M (WNL
K) · (D2a

K
LN ·D1a

M
IP )
)
= 0 .

Îòñþäà ñëåäóþò ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ îïåðàòîðîâ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ëåâîé âòîðîé êèíåìàòè÷å-
ñêîé àëãåáðû lT2 = lX + lL + lA â ñâîáîäíîì ñîñòîÿíèè ñ îáùåé òàáëèöåé óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ
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[PK(PM )] = PI · lCI[KM ] +MN
I · lCIN [KM ] ,

[PK(ML
M )] = PM · δLK ,

[ML
K(M I

M )] =ML
M · δIK −M I

K · δLM ,

[PK(WPI
M )] =M I

M · δPK ,

[ML
K(WPI

M )] =WLI
M · δPK −WPI

K · δLM + PM · δPK · gLI ,

[WNL
K(WPI

M )]=MN
M · δPK · gLI −MP

K · δNM · gIL .

(14)

Çäåñü ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ, îòëè÷àþùèåñÿ îò óêàçàííûõ ïåðåñòàíîâêîé îïåðàòîðîâ äèôôåðåíöè-
ðîâàíèÿ, îïóùåíû.

IX. ÏÅÐÅÑÒÀÍÎÂÎ×ÍÛÅ ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈß ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÎÂÀÍÈß ËÅÂÎÉ
ÂÒÎÐÎÉ ÊÈÍÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÀËÃÅÁÐÛ lT2 = lX+ lL+ lA Â ÏÎËÅ ÂÍÅØÍÅÉ ÑÈÌÌÅÒÐÈÈ

Ïî-ðåæíåìó èñõîäèì èç óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

d = PK ·DxK +M I
K ·DlKI +W IL

K ·DaKLI ,

êîòîðîå ñâîäèòñÿ ê ñîîòíîøåíèþ (8). Â ýòî ñîîòíîøåíèå ïîäñòàâèì óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû ëåâîé âòîðîé êèíåìà-
òè÷åñêîé àëãåáðû â ïîëå âíåøíåé ñèììåòðèè è âûâåäåì ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ óêàçàííîé àëãåáðû.
Ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ïðèâåäåì äëÿ äâóõ ñëó÷àåâ òàáëèöû óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ è óðàâíåíèé
ñòðóêòóðû ëåâîé âòîðîé êèíåìàòè÷åñêîé àëãåáðû â ïîëå âíåøíåé ñèììåòðèè.

1. ×àñòíûé ñëó÷àé

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà âòîðûå êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè ïîëÿ âíåøíåé ñèììåòðèè íå ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ9, òî åñòü

ΓIKLN = 0 .

Êðîìå òîãî, ïóñòü òàáëèöà óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ èìååò âèä (Ãëàâà 1.7.ôîðìóëà (4))

leK ◦ leM = leL · lCLMK + lI
P
L · lCLPMK ,

leM ◦ lI
L
K = 0 ,

lI
I
M ◦ leK = δIK · leM ,

lI
I
M ◦ lI

L
K = δIK · δLM + δIK · lILM ,

lJ
PI
M ◦ leK = δPK · lIIM ,

leM ◦ lJ
NL

K = 0 ,

lJ
PI
M ◦ lI

L
K = δPK · lJLIM ,

lI
I
M ◦ lJ

NL
K = lJ

NL
M · δIK ,

lJ
PI
M ◦ lJ

NL
K = 0 .

(15)

Óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòîìó ñëó÷àþ, ïðèâåäåíû â Ãëàâå 1.7. Ðàçäåë VI.1. Äàëåå ýòè óðàâ-
íåíèÿ ñòðóêòóðû ïðèìåíÿþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïåðåîáîçíà÷åíèÿ

lMLK → aMLK .

9 Ñì. Ãëàâà 1.7.Ðàçäåë VI.1.



540 ÃËÀÂÀ 6.3 Ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ

Ïåðâîå óðàâíåíèå ñòðóêòóðû

d2D1x
I = D2l

I
K ·D1x

K + T IKL ·D1x
K ·D2x

L ,

ãäå

T IKL = CIKL − ΓIKL � îáúåêò êðó÷åíèÿ .

Âòîðîå óðàâíåíèå ñòðóêòóðû

d2D1l
M
L = D2l

M
K ·D1l

K
L +D2a

M
LK ·D1x

K+

+ ΓMLN ·D2l
N
K ·D1x

K −D2l
M
K · ΓKLP ·D1x

P − ΓMKQ ·D1l
K
L ·D2x

Q +RMLPQ ·D1x
P ·D2x

Q ,

ãäå

RMLPQ = ΓMLPQ + ΓMKQ · ΓKLP + ΓMLN · TNPQ + CMLPQ � îáúåêò êðèâèçíû .

Òðåòüå óðàâíåíèå ñòðóêòóðû

d2D1a
M
IL = D2a

M
IK ·D1l

K
L +D2l

M
K ·D1a

K
IL −D2a

M
IK · ΓKLP ·D1x

P − ΓMKQ ·D2x
Q ·D1a

K
IL .

Èñïîëüçóÿ ýòè óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû â óñëîâèè èíòåãðèðóåìîñòè (8), ïîëó÷èì

PK(PM ) · (D2x
K ·D1x

M )− PM (PK) · (D1x
M ·D2x

K) +

+ML
K(PM ) · (D2l

K
L ·D1x

M )−M I
M (PK) · (D1l

M
I ·D2x

K) +

+WNL
K(PM ) · (D2a

K
LN ·D1x

M )−WPI
M (PK) · (D1a

M
IP ·D2x

K) +

+ PI · (D2l
I
K ·D1x

K + T IKL ·D1x
K ·D2x

L)− PI · (D1l
I
K ·D2x

K + T IKL ·D2x
K ·D1x

L) +

+ PK(M I
M ) · (D2x

K ·D1l
M
I)− PM (ML

K) · (D1x
M ·D2l

K
L) +

+ML
K(M I

M ) · (D2l
K
L ·D1l

M
I)−M I

M (ML
K) · (D1l

M
I ·D2l

K
L) +

+WNL
K(M I

M ) · (D2a
K
LN ·D1l

M
I)−WPI

M (ML
K) · (D1a

M
IP ·D2l

K
L) +

+ML
M ·

(
D2l

M
K ·D1l

K
L +D2a

M
LK ·D1x

K + ΓMLN ·D2l
N
K ·D1x

K −
− D2l

M
K · ΓKLP ·D1x

P − ΓMKQ ·D1l
K
L ·D2x

Q +RMLPQ ·D1x
P ·D2x

Q
)
−

−ML
M ·

(
D2l

M
K ·D1l

K
L +D2a

M
LK ·D1x

K + ΓMLN ·D2l
N
K ·D1x

K −
−D2l

M
K · ΓKLP ·D1x

P − ΓMKQ ·D1l
K
L ·D2x

Q +RMLPQ ·D1x
P ·D2x

Q
)
+

+ PK(WPI
M ) · (D2x

K ·D1a
M
IP )− PM (WNL

K) · (D1x
K ·D2a

K
LN ) +

+ML
K(WPI

M ) · (D2l
K
L ·D1a

M
IP )−M I

M (WNL
K) · (D1l

M
I ·D2a

K
LN ) +

+WNL
K(WPI

M ) · (D2a
K
LN ·D1a

M
IP )−WPI

M (WNL
K) · (D1a

M
IP ·D2a

K
LN ) +

+WLI
M ·

(
D2a

M
IK ·D1l

K
L +D2l

M
K ·D1a

K
IL − (D2a

M
IK · ΓKLP ·D1x

P + ΓMKQ ·D2x
Q ·D1a

K
IL)
)
−

−WLI
M ·

(
D1a

M
IK ·D2l

K
L +D1l

M
K ·D2a

K
IL − (D1a

M
IK · ΓKLP ·D2x

P + ΓMKQ ·D1x
Q ·D2a

K
IL)
)
= 0 .



IX. Ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ îïåðàòîðîâ àëãåáðû lT2 = lX+ lL+ lA â ïîëå âíåøíåé ñèììåòðèè 541

Ïîñëå ãðóïïèðîâêè ñëàãàåìûõ è ïåðåîáîçíà÷åíèÿ èíäåêñîâ ïîëó÷èì(
PK(PM ) · (D2x

K ·D1x
M )− PM (PK) · (D2x

K ·D1x
M ) + PI · T IMK · (D2x

K ·D1x
M )−

− PI · T IKM · (D2x
K ·D1x

M ) +ML
P ·RPLMK · (D2x

K ·D1x
M )−ML

Q ·RQLKM · (D2x
K ·D1x

M )
)
+

+
(
ML

K(PM ) · (D2l
K
L ·D1x

M ) + PK · δLM · (D2l
K
L ·D1x

M )− PM (ML
K) · (D2l

K
L ·D1x

M ) +

+MP
Q · ΓQPK · δLM · (D2l

K
L ·D1x

M )−MP
K · ΓLPM · (D2l

K
L ·D1x

M ) +ML
Q · ΓQKM · (D2l

K
L ·D1x

M )
)
+

+
(
−M I

M (PK) · (D2x
K ·D1l

M
I)− PM · δIK · (D2x

K ·D1l
M
I) + PK(M I

M ) · (D2x
K ·D1l

M
I)−

−M I
Q · ΓQMK · (D2x

K ·D1l
M
I)−ML

N · ΓNLM · δIK · (D2x
K ·D1l

M
I) +ML

M · ΓILK · (D2x
K ·D1l

M
I)
)
+

+
(
ML

K(M I
M ) · (D2l

K
L ·D1l

M
I)−M I

M (ML
K) · (D2l

K
L ·D1l

M
I) +M I

K · δLM · (D2l
K
L ·D1l

M
I)−

−ML
M · δIK · (D2l

K
L ·D1l

M
I)
)
+
(
WNL

K(PM ) · (D2a
K
LN ·D1x

M ) +ML
K · δNM · (D2a

K
LN ·D1x

M )−

− PM (WNL
K) · (D2a

K
LN ·D1x

M )−W IL
K · ΓNIM · (D2a

K
LN ·D1x

M )−WNL
Q · ΓQKM · (D2a

K
LN ·D1x

M )
)
+

+
(
−WPI

M (PK) · (D2x
K ·D1a

M
IP )−M I

M · δPK · (D2x
K ·D1a

M
IP ) +

+ PK(WPI
M ) · (D2x

K ·D1a
M
IP ) +WPI

Q · ΓQMK · (D2x
K ·D1a

M
IP )−WLI

M · ΓPLK · (D2x
K ·D1a

M
IP )
)
+

+
(
WNL

K(M I
M ) · (D2a

K
LN ·D1l

M
I)−M I

M (WNL
K) · (D2a

K
LN ·D1l

M
I) +W IL

K · δNM · (D2a
K
LN ·D1l

M
I)−

−WNL
M · δIK · (D2a

K
LN ·D1l

M
I)
)
+
(
−WPI

M (ML
K) · (D2l

K
L ·D1a

M
IP ) +

+ML
K(WPI

M ) · (D2l
K
L ·D1a

M
IP ) +WPI

K · δLM · (D2l
K
L ·D1a

M
IP )−WLI

M · δPK · (D2l
K
L ·D1a

M
IP )
)
+

+
(
WNL

K(WPI
M ) · (D2a

K
LN ·D1a

M
IP )−WPI

M (WNL
K) · (D2a

K
LN ·D1a

M
IP )
)
= 0 .

Îòñþäà ñëåäóþò ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ îïåðàòîðîâ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ëåâîé âòîðîé êèíåìàòè÷å-
ñêîé àëãåáðû lT2 = lX + lL + lA â ïîëå âíåøíåé ñèììåòðèè ñ óïðîùåííîé òàáëèöåé óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ
âåêòîðîâ

[PK(PM )] = PI · T I[KM ] +ML
I ·RIL[KM ] ,

[ML
K(PM )] = −PK · δLM −MP

Q · (ΓQPK · δLM − ΓLPM · δQK + ΓQKM · δLP ) ,
[PK(M I

M )] = PM · δIK +ML
N · (ΓNLM · δIK − ΓILK · δNM + ΓNMK · δIL) ,

[ML
K(M I

M )] =ML
M · δIK −M I

K · δLM ,

[WNL
K(PM )] = −ML

K · δNM +W IL
K · ΓNIM +WNL

Q · ΓQKM ,

[PK(WPI
M )] =M I

M · δPK +WLI
M · ΓPLK −WPI

Q · ΓQMK ,

[WNL
K(M I

M )] =WNL
M · δIK −W IL

K · δNM ,

[ML
K(WPI

M )] = −WPI
K · δLM +WLI

M · δPK ,
[WNL

K(WPI
M )] = 0 ,

(16)

ãäå

T I[KM ] = CI[KM ] − ΓI[KM ] � òåíçîð êðó÷åíèÿ,

RIL[KM ] = ΓIL[K,M ] + ΓIP [M · ΓP|L|K] + ΓILP · TP[KM ] + CIL[KM ] � òåíçîð êðèâèçíû.

2. Îáùèé ñëó÷àé

Â îáùåì ñëó÷àå, ðàññìàòðèâàåìîì äàëåå, âòîðûå êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè ïîëÿ âíåøíåé ñèììåòðèè

ΓIKLN ̸= 0 .
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Êðîìå òîãî, äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ òàáëèöà óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ èìååò âèä (Ãëàâà 1.7. ôîðìóëà (3))

leK ◦ leM = leL · lCLMK + lI
P
L · lCLPMK ,

leM ◦ lI
L
K = 0 ,

lI
I
M ◦ leK = δIK · leM ,

lI
I
M ◦ lI

L
K = δIK · δLM + δIK · lILM ,

lJ
PI
M ◦ leK = δPK · lIIM ,

leM ◦ lJ
NL

K = 0 ,

lJ
PI
M ◦ lI

L
K = δPK · lJLIM + leM · δPK · gLI ,

lI
I
M ◦ lJ

NL
K = lJ

NL
M · δIK ,

lJ
PI
M ◦ lJ

NL
K = lI

N
M · gLI · δPK + δNM · gLI · δPK .

(17)

Óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû, ñîîòâåòñòâóþùèå îáùåìó ñëó÷àþ, ïðèâåäåíû â Ãëàâå 1.7., ôîðìóëû (39), (40) è (41).
Äàëåå ýòè óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû ïðèìåíÿþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïåðåîáîçíâ÷åíèé

lMLK → aMLK , ΓIKLN → BIKLN .

Ïåðâîå óðàâíåíèå ñòðóêòóðû

d2D1x
I = D2l

I
K ·D1x

K + T IKL ·D1x
K ·D2x

L +D2a
I
MK ·D1l

K
L · gLM −

−BIMKN ·D2x
N ·D1l

K
L · gLM −D2a

I
MK · ΓKLQ ·D1x

Q · gLM +BIMKN ·D2x
N · ΓKLQ ·D1x

Q · gLM ,

ãäå T IKL = CIKL − ΓIKL � îáúåêò êðó÷åíèÿ.

Âòîðîå óðàâíåíèå ñòðóêòóðû

d2D1l
M
L = D2l

M
K ·D1l

K
L +D2a

M
LK ·D1x

K + ΓMLN ·D2l
N
K ·D1x

K −D2l
M
K · ΓKLP ·D1x

P −
− ΓMKQ ·D1l

K
L ·D2x

Q + (RMLPQ −BMLPQ) ·D1x
P ·D2x

Q + ΓMLN ·D2a
N
TK ·D1l

K
S · gST −

− ΓMLN ·D2a
N
TK · ΓKSQ ·D1x

Q · gST − ΓMLN ·BNTKP ·D2x
P ·D1l

K
S · gST +

+ ΓMLN ·BNTKP ·D2x
P · ΓKSQ ·D1x

Q · gST ++D2a
M
IK ·D1a

K
NL · gNI −D2a

M
IK ·BKNLP ·D1x

P · gNI −
−BMIKQ ·D2x

Q ·D1a
K
NL · gNI +BMIKQ ·D2x

Q ·BKNLP ·D1x
P · gNI ,

ãäå RMLPQ = ΓMLPQ + ΓMKQ · ΓKLP + ΓMLN · TNPQ + CMLPQ � îáúåêò êðèâèçíû.

Òðåòüå óðàâíåíèå ñòðóêòóðû

d2D1a
M
IL = D2a

M
IK ·D1l

K
L +D2l

M
K ·D1a

K
IL +BMILN ·D2l

N
K ·D1x

K −BMIKN ·D2x
N ·D1l

K
L −

−D2l
M
K ·BKILP ·D1x

P −D2a
M
IK · ΓKLP ·D1x

P − ΓMKQ ·D2x
Q ·D1a

K
IL +RMILPQ ·D1x

P ·D2x
Q +

+BMILN ·D2a
N
MK ·D1l

K
L · gLM −BMILN ·D2a

N
MK · ΓKLP ·D1x

P · gLM −
−BMILN ·BNMKQ ·D2x

Q ·D1l
K
L · gLM +BMILN ·BNMKQ ·D2x

Q · ΓKLP ·D1x
P · gLM ,

ãäå

RMILPQ = BMILPQ +BMIKQ · ΓKLP + ΓMKQ ·BKILP +BMILN · TNPQ + CMILPQ � îáúåêò âòîðîé êðèâèçíû ,

BMILPQ ·DxQ = dBMILP .
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Èñïîëüçóÿ ýòè óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû â óñëîâèÿõ èíòåãðèðóåìîñòè (8), ïîëó÷èì

PK(PM ) · (D2x
K ·D1x

M )− PM (PK) · (D1x
M ·D2x

K) +

+ML
K(PM ) · (D2l

K
L ·D1x

M )−M I
M (PK) · (D1l

M
I ·D2x

K) +

+WNL
K(PM ) · (D2a

K
LN ·D1x

M )−WPI
M (PK) · (D1a

M
IP ·D2x

K) +

+ PI · (D2l
I
K ·D1x

K + T IKL ·D1x
K ·D2x

L +D2a
I
MK ·D1l

K
L · gLM −

−BIMKN ·D2x
N ·D1l

K
L · gLM −D2a

I
MK · ΓKLQ ·D1x

Q · gLM +BIMKN ·D2x
N · ΓKLQ ·D1x

Q · gLM )−
− PI · (D1l

I
K ·D2x

K + T IKL ·D2x
K ·D1x

L +D1a
I
MK ·D2l

K
L · gLM −

−BIMKN ·D1x
N ·D2l

K
L · gLM −D1a

I
MK · ΓKLQ ·D2x

Q · gLM +BIMKN ·D1x
N · ΓKLQ ·D2x

Q · gLM ) +

+ PK(M I
M ) · (D2x

K ·D1l
M
I)− PM (ML

K) · (D1x
M ·D2l

K
L) +

+ML
K(M I

M ) · (D2l
K
L ·D1l

M
I)−M I

M (ML
K) · (D1l

M
I ·D2l

K
L) +

+WNL
K(M I

M ) · (D2a
K
LN ·D1l

M
I)−WPI

M (ML
K) · (D1a

M
IP ·D2l

K
L) +

+ML
M · (D2l

M
K ·D1l

K
L +D2a

M
LK ·D1x

K + ΓMLN ·D2l
N
K ·D1x

K −
−D2l

M
K · ΓKLP ·D1x

P − ΓMKQ ·D1l
K
L ·D2x

Q + (RMLPQ −BMLPQ) ·D1x
P ·D2x

Q +

+ ΓMLN ·D2a
N
TK ·D1l

K
S · gST − ΓMLN ·D2a

N
TK · ΓKSQ ·D1x

Q · gST − ΓMLN ·BNTKP ·D2x
P ·D1l

K
S · gST +

+ ΓMLN ·BNTKP ·D2x
P · ΓKSQ ·D1x

Q · gST +D2a
M
IK ·D1a

K
NL · gNI −D2a

M
IK ·BKNLP ·D1x

P · gNI −
−BMIKQ ·D2x

Q ·D1a
K
NL · gNI +BMIKQ ·D2x

Q ·BKNLP ·D1x
P · gNI)−

−ML
M · (D2l

M
K ·D1l

K
L +D2a

M
LK ·D1x

K + ΓMLN ·D2l
N
K ·D1x

K −
−D2l

M
K · ΓKLP ·D1x

P − ΓMKQ ·D1l
K
L ·D2x

Q + (RMLPQ −BMLPQ) ·D1x
P ·D2x

Q +

+ ΓMLN ·D2a
N
TK ·D1l

K
S · gST − ΓMLN ·D2a

N
TK · ΓKSQ ·D1x

Q · gST − ΓMLN ·BNTKP ·D2x
P ·D1l

K
S · gST +

+ ΓMLN ·BNTKP ·D2x
P · ΓKSQ ·D1x

Q · gST +D2a
M
IK ·D1a

K
NL · gNI −D2a

M
IK ·BKNLP ·D1x

P · gNI −
−BMIKQ ·D2x

Q ·D1a
K
NL · gNI +BMIKQ ·D2x

Q ·BKNLP ·D1x
P · gNI) +

+ PK(WPI
M ) · (D2x

K ·D1a
M
IP )− PM (WNL

K) · (D1x
K ·D2a

K
LN ) +

+ML
K(WPI

M ) · (D2l
K
L ·D1a

M
IP )−M I

M (WNL
K) · (D1l

M
I ·D2a

K
LN ) +

+WNL
K(WPI

M ) · (D2a
K
LN ·D1a

M
IP )−WPI

M (WNL
K) · (D1a

M
IP ·D2a

K
LN ) +

+WLI
M · (D2a

M
IK ·D1l

K
L +D2l

M
K ·D1a

K
IL +

+ (BMILN ·D2l
N
K ·D1x

K −BMIKN ·D2x
N ·D1l

K
L −D2l

M
K ·BKILP ·D1x

P )−
− (D2a

M
IK · ΓKLP ·D1x

P + ΓMKQ ·D2x
Q ·D1a

K
IL) +RMILPQ ·D1x

P ·D2x
Q +BMILN ·D2a

N
MK ·D1l

K
L · gLM −

−BMILN ·D2a
N
MK · ΓKLP ·D1x

P · gLM −BMILN ·BNMKQ ·D2x
Q ·D1l

K
L · gLM +

+BMILN ·BNMKQ ·D2x
Q · ΓKLP ·D1x

P · gLM )−WLI
M · (D2a

M
IK ·D1l

K
L +D2l

M
K ·D1a

K
IL +

+ (BMILN ·D2l
N
K ·D1x

K −BMIKN ·D2x
N ·D1l

K
L −D2l

M
K ·BKILP ·D1x

P )−

− (D2a
M
IK · ΓKLP ·D1x

P + ΓMKQ ·D2x
Q ·D1a

K
IL) +RMILPQ ·D1x

P ·D2x
Q +

+BMILN ·D2a
N
MK ·D1l

K
L · gLM −BMILN ·D2a

N
MK · ΓKLP ·D1x

P · gLM −
−BMILN ·BNMKQ ·D2x

Q ·D1l
K
L · gLM +BMILN ·BNMKQ ·D2x

Q · ΓKLP ·D1x
P · gLM ) = 0 .
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Ïîñëå ãðóïïèðîâêè ñëàãàåìûõ è ïåðåîáîçíà÷åíèÿ èíäåêñîâ ïîëó÷èì

(
PK(PM ) · (D2x

K ·D1x
M )− PM (PK) · (D2x

K ·D1x
M ) +

+ PI · T IMK · (D2x
K ·D1x

M )− PI · T IKM · (D2x
K ·D1x

M ) +

+ PI ·BIQNK · ΓNLM · gLQ · (D2x
K ·D1x

M )− PI ·BINQM · ΓQLK · gLN · (D2x
K ·D1x

M ) +

+ML
P · (RPLMK −BPLMK) · (D2x

K ·D1x
M ) +ML

Q · ΓQLN ·BNTPK · ΓPSM · gST · (D2x
K ·D1x

M ) +

+ML
P ·BPIQK ·BQNLM · gNI · (D2x

K ·D1x
M )−ML

Q · (RQLKM −BQLKM ) · (D2x
K ·D1x

M )−
−ML

P · ΓPLN ·BNTQM · ΓQSK · gST · (D2x
K ·D1x

M )−ML
Q ·BQIPM ·BPNLK · gNI · (D2x

K ·D1x
M ) +

+WLI
P ·RPILMK · (D2x

K ·D1x
M ) +WTI

S ·BSITN ·BNPQK · ΓQLM · gLP · (D2x
K ·D1x

M )−
−WLI

Q ·RQILKM · (D2x
K ·D1x

M )−WTI
S ·BSITN ·BNQPM · ΓPLK · gLQ · (D2x

K ·D1x
M )
)
+

+
(
ML

K(PM ) · (D2l
K
L ·D1x

M ) + PK · δLM · (D2l
K
L ·D1x

M ) + PI ·BINKM · gLN · (D2l
K
L ·D1x

M )−

− PM (ML
K) · (D2l

K
L ·D1x

M ) +MP
Q · ΓQPK · δLM · (D2l

K
L ·D1x

M )−
−MP

K · ΓLPM · (D2l
K
L ·D1x

M ) +ML
Q · ΓQKM · (D2l

K
L ·D1x

M ) +

+MS
P · ΓPSN ·BNTKM · gLT · (D2l

K
L ·D1x

M ) +WLI
N ·BNILK · δLM · (D2l

K
L ·D1x

M )−
−WPI

K ·BLIPM · (D2l
K
L ·D1x

M ) +

+WLI
N ·BNIKM · (D2l

K
L ·D1x

M ) +WTI
S ·BSITN ·BNQKM · gLQ · (D2l

K
L ·D1x

M )
)
+

+
(
−M I

M (PK) · (D2x
K ·D1l

M
I)− PL ·BLNMK · gIN · (D2x

K ·D1l
M
I)− PM · δIK · (D2x

K ·D1l
M
I) +

+ PK(M I
M ) · (D2x

K ·D1l
M
I)−M I

Q · ΓQMK · (D2x
K ·D1l

M
I) +−ML

P · ΓPLN ·BNTMK · gIT · (D2x
K ·D1l

M
I)−

−ML
N · ΓNLM · δIK · (D2x

K ·D1l
M
I) +ML

M · ΓILK · (D2x
K ·D1l

M
I)−W IL

N ·BNLMK · (δ2xK · δ1lMI)−
−WTL

S ·BSLTN ·BNQMK · gIQ · (D2x
K ·D1l

M
I)−WLT

N ·BNTLM · δIK · (D2x
K ·D1l

M
I) +

+WLP
M ·BIPLK · (D2x

K ·D1l
M
I)
)
+

+
(
ML

K(M I
M ) · (D2l

K
L ·D1l

M
I)−M I

M (ML
K) · (D2l

K
L ·D1l

M
I) +M I

K · δLM · (D2l
K
L ·D1l

M
I)−

−ML
M · δIK · (D2l

K
L ·D1l

M
I)
)
+

+
(
WNL

K(PM ) · (D2a
K
LN ·D1x

M )− PK ·ANQM · gQL · (D2a
K
LN ·D1x

M ) +ML
K · δNM · (D2a

K
LN ·D1x

M )−

−MT
Q · ΓQTK · ΓNSM · gSL · (D2a

K
LN ·D1x

M )−M I
K ·BNPIM · gPL · (D2a

K
LN ·D1x

M ) +

+MN
Q ·BQIKM · gLI · (D2a

K
LN ·D1x

M )−
− PM (WNL

K) · (D2a
K
LN ·D1x

M )−W IL
K · ΓNIM · (D2a

K
LN ·D1x

M )−
−WTI

S ·BSITK · ΓNPM · gPL · (D2a
K
LN ·D1x

M )−WNL
Q ·AQKM · (D2a

K
LN ·D1x

M )
)
+

+
(
−WPI

M (PK) · (D2x
K ·D1a

M
IP ) + PM · ΓPLK · gLI · (D2x

K ·D1a
M
IP )−

−MP
Q ·BQNMK · gIN · (D2x

K ·D1a
M
IP )−

−M I
M · δPK · (D2x

K ·D1a
M
IP ) +ML

N · ΓNLM · ΓPSK · gSI · (D2x
K ·D1a

M
IP ) +

+ML
M ·BPNLK · gNI · (D2x

K ·D1a
M
IP ) +

+ PK(WPI
M ) · (D2x

K ·D1a
M
IP ) +WPI

Q · ΓQMK · (D2x
K ·D1a

M
IP ) +WLI

M · ΓPLK · (D2x
K ·D1a

M
IP ) +

+WTN
S ·BSNTM · ΓPLK · gLI · (D2x

K ·D1a
M
IP )
)
+

+
(
PK · gIL · δNM · (δ2aKLN · δ1lMI) +WNL

K(M I
M ) · (D2a

K
LN ·D1l

M
I) +

+MT
P · ΓPTK · gIL · δNM · (D2a

K
LN ·D1l

M
I)−

−M I
M (WNL

K) · (D2a
K
LN ·D1l

M
I) +W IL

K · δNM · (D2a
K
LN ·D1l

M
I) +

+WTP
S ·BSPTK · gIL · δNM · (D2a

K
LN ·D1l

M
I)−WNL

M · δIK · (D2a
K
LN ·D1l

M
I)
)
+
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+
(
−PM · gLI · δPK · (D2l

K
L ·D1a

M
IP )−WPI

M (ML
K) · (D2l

K
L ·D1a

M
IP )−

−MS
N · ΓNSM · gLI · δPK · (D2l

K
L ·D1a

M
IP ) +

+ML
K(WPI

M ) · (D2l
K
L ·D1a

M
IP ) +WPI

K · δLM · (D2l
K
L ·D1a

M
IP )−WLI

M · δPK · (D2l
K
L ·D1a

M
IP )−

−WTN
S ·BSNTM · gLI · δPK · (D2l

K
L ·D1a

M
IP )
)
+

+
(
MP

K · gIL · δNM · (D2a
K
LN ·D1a

M
IP )−MN

M · gLI · δPK · (D2a
K
LN ·D1a

M
IP ) +

+WNL
K(WPI

M ) · (D2a
K
LN ·D1a

M
IP )−WPI

M (WNL
K) · (D2a

K
LN ·D1a

M
IP )
)
= 0 .

Îòñþäà ñëåäóþò ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ îïåðàòîðîâ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ âòîðîé êèíåìàòè÷åñêîé àë-
ãåáðû â ïîëå âíåøíåé ñèììåòðèè ñ îáùåé òàáëèöåé óìíîæåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ

[PK(PM )] = PI · T I[KM ] + PI ·BINQ[M · ΓQ|L|K] · gLN +ML
Q · (RQL[KM ] −BQL[KM ]) +

+ML
P · ΓPLN ·BNTQ[M · ΓQ|S|K] · gST +ML

Q ·BQIP [M ·BP|NL|K] · gNI +
+WLI

Q ·RQIL[KM ] +WTI
S ·BSITN ·BNQP [M · ΓP|L|K] · gLQ ,

(18)

[ML
K(PM )] = −PK · δLM − PI ·BINKM · gLN −
−MP

N · (ΓNPK · δLM − ΓLPM · δNK + ΓNKM · δLP )−MS
P · ΓPSN ·BNTKM · gLT −

− (WPT
N ·BNTPK · δLM −WPT

K ·BLTPM +WLT
N ·BNTKM )−WTI

S ·BSITN ·BNQKM · gLQ ,
(19)

[PK(M I
M )] = PM · δIK + PL ·BLNMK · gIN +

+MP
N · (ΓNPM · δIK − ΓIPK · δNM + ΓNMK · δIP ) +ML

P · ΓPLN ·BNTMK · gIT+
+ (WPT

N ·BNTPM · δIK −WPT
M ·BITPK +W IT

N ·BNTMK) +WTL
S ·BSLTN ·BNQMK · gIQ ,

(20)

[ML
K(M I

M )] =ML
M · δIK −M I

K · δLM , (21)

[WNL
K(PM )] = PK · ΓNQM · gQL −ML

K · δNM +MT
Q · ΓQTK · ΓNSM · gSL+

+M I
K ·BNPIM · gPL −MN

Q ·BQIKM · gLI+
+W IL

K · ΓNIM +WNL
Q · ΓQKM +WTI

S ·BSITK · ΓNPM · gPL ,
(22)

[PK(WPI
M )] = −PM ·APLK · gLI +M I

M · δPK −ML
N · ΓNLM · ΓPSK · gSI−

−ML
M ·BPNLK · gNI +MP

Q ·BQNMK · gIN−
−WLI

M · ΓPLK −WPI
Q · ΓQMK −WTN

S ·BSNTM · ΓPLK · gLI ,
(23)

[WNL
K(M I

M )] = −PK · gIL · δNM −MT
P · ΓPTK · gIL · δNM+

+WNL
M · δIK −W IL

K · δNM −WTP
S ·BSPTK · gIL · δNM ,

(24)

[ML
K(WPI

M )] = PM · gLI · δPK +MS
N · ΓNSM · gLI · δPK−

−WPI
K · δLM +WLI

M · δPK +WTN
S ·BSNTM · gLI · δPK ,

(25)

[WNL
K(WPI

M )] =MN
M · gLI · δPK −MP

K · gIL · δNM , (26)

ãäå

T I[KM ] = lC
I
[KM ] − ΓI[KM ] � òåíçîð êðó÷åíèÿ,

RQL[KM ] = ΓQL[KM ] + ΓQP [M · ΓP|L|K] + ΓQLP · TP[KM ] + lC
Q
L[KM ] � òåíçîð êðèâèçíû,

RQIL[KM ] = BQIL[KM ] +BQIP [M · ΓP|L|K + ΓQP [M ·BP|IL|K +BQILP · TP[KM ] + lC
Q
IL[KM ]

� òåíçîð âòîðîé êðèâèçíû.

Ðàññìîòðåííûé îáùèé ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê ïðåäûäóùåìó ÷àñòíîìó ñëó÷àþ, åñëè ïîëîæèòü

BQIP [M = 0 , lC
Q
ILKM = 0

è ïðåíåáðå÷ü ïðîåêöèÿìè ïðîèçâåäåíèé áàçèñíûõ âåêòîðîâ íà ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå êîìïîíåíòû ìåòðè÷å-
ñêîãî òåíçîðà gIL.
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3. ×àñòíûé ñëó÷àé 2

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ äðóãîé ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà

BQIP [M ̸= 0 , lC
Q
ILKM ̸= 0 ,

íî ïðîåêöèè ïðîèçâåäåíèé áàçèñíûõ âåêòîðîâ íà ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà
gIL îòñóòñòâóþò. Èç ôîðìóë (18) - (26), ñëåäóþò ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ.

[PK(PM )] = PI · T I[KM ] +ML
Q · (RQL[KM ] −BQL[KM ]) +WLI

Q ·RQIL[KM ] , (27)

[M I
M (PK)] = −PM · δIK −MP

N ·GNPMI
K −WPT

N ·GNTPMI
K , (28)

[PK(M I
M )] = PM · δIK +MP

N ·GNPMI
K +WPT

N ·GNTPMI
K , (29)

[ML
K(M I

M )] =ML
M · δIK −M I

K · δLM , (30)

[WNL
K(PM )] = −ML

K · δNM +W IL
K · ΓNIM +WNL

Q · ΓQKM , (31)

[PK(WPI
M )] =M I

M · δPK −WLI
M · ΓPLK −WPI

Q · ΓQMK , (32)

[WNL
K(M I

M )] =WNL
M · δIK −W IL

K · δNM , (33)

[ML
K(WPI

M )] = −WPI
K · δLM +WLI

M · δPK , (34)

[WNL
K(WPI

M )] = 0 , (35)

ãäå

T I[KM ] = lC
I
[KM ] − ΓI[KM ] � òåíçîð êðó÷åíèÿ,

GNPM
I
K = ΓNPM · δIK − ΓIPK · δNM + ΓNMK · δIP ,

RQL[KM ] = ΓQL[KM ] + ΓQP [M · ΓP|L|K] + ΓQLP · TP[KM ] + lC
Q
L[KM ] � òåíçîð êðèâèçíû,

GNTPM
I
K = BNTPM · δIK −BITPK · δNM +BNTMK · δIP ,

RQIL[KM ] = BQIL[KM ] +BQIP [M · ΓP|L|K + ΓQP [M ·BP|IL|K +BQILP · TP[KM ] + lC
Q
IL[KM ]

� òåíçîð âòîðîé êðèâèçíû.

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî

WPT
N ·BNTPM · δIK −WPT

M ·BITPK +W IT
N ·BNTMK =

=WPT
N · (BNTPM · δIK −BITPK · δNM +BNTMK · δIP ) =WPT

N ·GNTPMI
K .

Äàëåå èñïîëüçóåì ïîëó÷åííûå ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ôîðìóëèðîâêè óðàâíåíèé äèíàìèêè.



Ãëàâà 6.4 Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè III. Ó÷åò ïåðåñòàíîâî÷íûõ

ñîîòíîøåíèé

I. ÏÅÐÅÑÒÀÍÎÂÎ×ÍÛÅ ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈß

Â ýòîì Ðàçäåëå ïðèâåäåì ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷åííûå â Ãëàâå 6.3, â òîì âèäå è â òîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè, â êîòîðûõ îíè áóäóò èñïîëüçîâàíû äàëåå ïðè âûâîäå óðàâíåíèé äèíàìèêè.

1. Ïåðâîå ïðèáëèæåíèå

Íàïîìíèì, ÷òî óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ñâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèþ
äèíàìèêè äëÿ èìïóëüñà ýòîãî îáúåêòà.

1.1. Â óðàâíåíèÿõ äèíàìèêè äëÿ èìïóëüñà ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûì ñîîòíîøåíèåì, ïîëó÷åííûìè â Ãëàâå 6.3 (ôîðìóëà (27)), â ñëåäóþùåì
âèäå:

[PI(PR)] = PE · TE[IR] , (1)

ãäå

TE[IR] = lC
E
[IR] − ΓE[IR] .

2. Âòîðîå ïðèáëèæåíèå

Íàïîìíèì, ÷òî óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè ñâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèÿì
äèíàìèêè äëÿ èìïóëüñà è ìîìåíòà ýòîãî îáúåêòà.

2.1. Â óðàâíåíèÿõ äèíàìèêè äëÿ èìïóëüñà ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè, ïîëó÷åííûìè â Ãëàâå 6.3 (ôîðìóëà (7)), â ñëåäóþ-
ùåì âèäå:

[PI(PR)] = PE · TE[IR] +MF
E ·REF [IR] ,

[PI(M
S
R)] = PR · δSI +MF

E ·GEFRSI ,
(2)

ãäå

TE[IR] = lC
E
[IR] − ΓE[IR] ,

GEFR
S
I = ΓEFR · δSI − ΓSFI · δER + ΓERI · δSF ,

REF [IR] = ΓEF [IR] + ΓEP [R · ΓP|F |I] + ΓEFP · TP[IR] + lC
E
F [IR] .

2.2. Â óðàâíåíèÿõ äèíàìèêè äëÿ ìîìåíòà ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè, ïîëó÷åííûìè â Ãëàâå 6.3 (ôîðìóëà (7)), â ñëåäóþ-
ùåì âèäå:

[MP
I(PR)] = −PI · δPR −MG

H ·GHGIPR ,

[MP
I(M

S
R)] =MP

R · δSI −MS
I · δPR ,

(3)
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ãäå

GMGI
P
R = ΓMGI · δPR − ΓPGR · δMI + ΓMIR · δPG .

3. Îáùèé ñëó÷àé

3.1. Â óðàâíåíèÿõ äèíàìèêè äëÿ èìïóëüñà ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè, ïîëó÷åííûìè â Ãëàâå 6.3 (ôîðìóëû (27), (29), (32)),
â ñëåäóþùåì âèäå:

[PI(PR)] = PE · TE[IR] +MF
E ·REF [IR] +WGF

E ·REFG[IR] ,

[PI(M
S
R)] = PR · δSI +MF

E ·GEFRSI +WGF
E ·GEFGRSI ,

[PI(W
TS
R)] =MS

R · δTI −WGS
R · ΓTGI −WTS

E · ΓERI ,

(4)

ãäå

TE[IR] = lC
E
[IR] − ΓE[IR] ,

GEFR
S
I = ΓEFR · δSI − ΓSFI · δER + ΓERI · δSF ,

REF [IR] = ΓEF [IR] + ΓEP [R · ΓP|F |I] + ΓEFP · TP[IR] + lC
E
F [IR] ,

GEFGR
S
I = BEFGR · δSI −BSFGI · δER +BEFRI · δSG ,

REFG[IR] = BEFG[IR] +BEFH[R · ΓH|G|I + ΓEH[R ·BH|FG|I +BEFGH · TH[IR] + lC
E
FG[IR] .

3.2. Â óðàâíåíèÿõ äèíàìèêè äëÿ ìîìåíòà ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè, ïîëó÷åííûìè â Ãëàâå 6.3 (ôîðìóëû (28), (30), (34)),
â ñëåäóþùåì âèäå:

[MP
I(PR)] = −PI · δPR −MG

H ·GHGIPR −WGF
H ·GHFGIPR ,

[MP
I(M

S
R)] =MP

R · δSI −MS
I · δPR ,

[MP
I(W

TS
R)] = −WTS

I · δPR +WPS
R · δTI ,

(5)

ãäå

GHGI
P
R = ΓHGI · δPR − ΓPGR · δHI + ΓHIR · δPG ,

GHFGI
P
R = BHFGI · δPR −BPFGR · δHI +BHFIR · δPG .

3.3. Â óðàâíåíèÿõ äèíàìèêè äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè, ïîëó÷åííûìè â Ãëàâå 6.3 (ôîðìóëû (31), (33), (35)),
â ñëåäóþùåì âèäå:

[WQP
I(PR)] = −MP

I · δQR +WHP
I · ΓQHR +WQP

H · ΓHIR ,

[WQP
I(M

S
R)] =WQP

R · δSI −WSP
I · δQR ,

[WQP
I(W

TS
R)] = 0 .

(6)

Ïåðåéäåì ê ôîðìèðîâàíèþ óðàâíåíèé äèíàìèêè äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ôóíäàìåíòàëüíîãî, ïðîìå-
æóòî÷íîãî è âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòîâ ñ ó÷åòîì ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé, ïîëó÷åííûõ â Ãëàâå
6.3. Â ìåòîäè÷åñêîì ïëàíå ïîëåçíî ñíà÷àëà ðàññìîòðåòü óðàâíåíèÿ äèíàìèêè äëÿ ïðîñòûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ �
â ïåðâîì è âòîðîì ïðèáëèæåíèè, à çàòåì ïåðåéòè ê áîëåå ñëîæíîìó îáùåìó ñëó÷àþ.
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II. ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÎÃÎ ÎÁÚÅÊÒÀ Â ÏÅÐÂÎÌ
ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÈ

Íàïîìíèì, ÷òî óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ñâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèþ
äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà ýòîãî îáúåêòà.

1. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà

Èñõîäèì èç óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà, ïîëó÷åííîãî â â Ðàçäåëå
III.1 Ãëàâû 6.2 (ôîðìóëà (66)). Îíî èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∂pLI(x0)

∂x0L
= −

(
∂P(x, S, p)

DxI
− ∂P(x, S, p)

∂SL
· pLI −

DxR

∂x0L
· [PI , PR]SL

)
.

Âîñïîëüçóåìñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè (1)

[PI(PR)] = PE · TE[IR] ,

ãäå

TE[IR] = lC
E
[IR] − ΓE[IR] .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà â ïåðâîì ïðè-
áëèæåíèè

∂pLI(x0)

∂x0L
= − ∂P

DxI
+

∂P
∂SL

· pLI − pLE · TE[IR] ·
DxR

∂x0L
. (7)

III. ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÎÃÎ ÎÁÚÅÊÒÀ ÂÎ ÂÒÎÐÎÌ
ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÈ

1. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà. Ïîëå îòñóòñòâóåò

1.1. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà

Èñõîäèì èç óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè,
ïîëó÷åííîãî â Ðàçäåëå IV.1.1 Ãëàâû 6.2 (ôîðìóëà (67)). Îíî èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∂pI(x(x0), l(x0))

∂x0
= −

(
∂P(x, l, S, p,m)

DxI
− ∂P(x, l, S, p,m)

∂S
· pI −

Dx(x0)

∂x0
· [PI , P ]S − Dl(x0)

∂x0
· [PI ,M ]S

)
.

Çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå ïîëíîñòüþ â èíäåêñíîé ôîðìå:

∂pLI(x0)

∂x0L
= −

(
∂P(x, l, S, p,m)

DxI
− ∂P(x, l, S, p,m)

∂SL
· pLI −

DxR

∂x0L
· [PI(PR)]SL − DlRS

∂x0L
· [PI(MS

R)]S
L

)
. (8)

Âîñïîëüçóåìñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé (2), êîãäà êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè ðàâíû
íóëþ:

[PI(PR)] = PE · lCE[IR] +MF
E · lCEF [IR] ,

[PI(M
S
R)] = PR · δSI .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

∂pLI(x(x0), l(x0))

∂x0L
= −

(
∂P(x, l, S, p,m)

DxI
− ∂P(x, l, S, p,m)

∂SL
· pLI −

−DxR

∂x0L
· PE(SL) · lCE[IR] −

DxR

∂x0L
·MF

E(S
L) · lCEF [IR] −

DlRS

∂x0
L
· PR(SL) · δSI

)
.
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Îòñþäà ñëåäóåò óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè
â îêîí÷àòåëüíîì âèäå

∂pLI(x(x0), l(x0))

∂x0L
= −

(
∂P(x, l, S, p,m)

DxI
− ∂P(x, l, S, p,m)

∂SL
· pLI −

+
DxR

∂x0L
· pLE · lCE[IR] +

DxR

∂x0L
·mLF

E · lCEF [IR] +
DlRS

∂x0
L
· pLR · δSI

)
. (9)

1.2. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ ìîìåíòà

Èñõîäèì èç óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè,
ïîëó÷åííîãî â â Ðàçäåëå IV.1.2 Ãëàâû 6.2 (ôîðìóëà 68). Îíî èìååò âèä ñëåäóþùèé âèä:

∂mP
I(x(x0), l(x0))

∂x0
= −

(
∂P(x, l, S, p,m)

DlIP
− ∂P(x, l, S, p,m)

∂S
·mP

I −
Dx(x0)

∂x0
· [MP

I , P ]S − Dl(x0)

∂x0
· [MP

I ,M ]S

)
.

Çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå ïîëíîñòüþ â èíäåêñíîé ôîðìå:

∂mLP
I(x(x0), l(x0))

∂x0L
= −

(
∂P(x, l, S, p,m)

DlIP
− ∂P(x, l, S, p,m)

∂SL
·mLP

I−

−DxR

∂x0L
· [MP

I(PR)]S
L − DlRS

∂x0L
· [MP

I(M
S
R)]S

L

)
. (10)

Âîñïîëüçóåìñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé (3), êîãäà êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè ðàâíû
íóëþ

[MP
I(PR)] = −PI · δPR ,

[MP
I(M

S
R)] =MP

R · δSI −MS
I · δPR .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

∂mLP
I(x(x0), l(x0))

∂x0L
= −

(
∂P(x, l, S, p,m)

DlIP
− ∂P(x, l, S, p,m)

∂SL
·mLP

I−

−DxR

∂x0L
·
(
−PI(SL) · δPR

)
− DlRS
∂x0L

·
(
MP

R(S
L) · δSI −MS

I(S
L) · δPR

))
.

Îòñþäà ñëåäóåò óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè
â îêîí÷àòåëüíîì âèäå

∂mLP
I(x(x0), l(x0))

∂x0L
= −

(
∂P(x, l, S, p,m)

DlIP
− ∂P(x, l, S, p,m)

∂SL
·mLP

I+

+
DxR

∂x0L
·
(
+pLI · δPR

)
− DlRS
∂x0L

·
(
mLP

R · δSI +mLS
I · δPR

))
. (11)

2. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà â ïîëå âíåøíåé ñèììåòðèè

2.1. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà

Äëÿ âûâîäà óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà â ïîëå âíåøíåé ñèììåòðèè
â óðàâíåíèè (8) èñïîëüçóåì ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ (2) â ïîëíîì îáúåìå

[PI(PR)] = PE · TE[IR] +MF
E ·REF [IR] ,

[PI(M
S
R)] = PR · δSI +MF

E ·GEFRSI ,
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ãäå

TE[IR] = lC
E
[IR] − ΓE[IR] ,

GEFR
S
I = ΓEFR · δSI − ΓSFI · δER + ΓERI · δSF ,

REF [IR] = ΓEF [IR] + ΓEP [R · ΓP|F |I] + ΓEFP · TP[IR] + lC
E
F [IR] .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

∂pLI(x0)

∂x0L
= −

(
∂P(x, l, S, p,m)

DxI
− ∂P(x, l, S, p,m)

∂SL
· pLI−

−DxR

∂x0L
·
(
PE(S

L) · TE[IR] +MF
E(S

L) ·REF [IR]

)
− DlRS
∂x0L

·
(
PR(S

L) · δSI +MF
E(S

L) ·GEFRSI
))

.

Îòñþäà ñëåäóåò óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà â ïîëå âíåøíåé ñèì-
ìåòðèè âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè â îêîí÷àòåëüíîì âèäå

∂pLI(x0)

∂x0L
= −

(
∂P(x, l, S, p,m)

DxI
− ∂P(x, l, S, p,m)

∂SL
· pLI+

+
DxR

∂x0L
·
(
pLE · TE[IR] +mLF

E ·REF [IR]

)
+
DlRS
∂x0L

·
(
pLR · δSI +mLF

E ·GEFRSI
))

. (12)

2.2. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ ìîìåíòà

Óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà â ïîëå âíåøíåé ñèììåòðèè âî âòîðîì
ïðèáëèæåíèè ïîëó÷èì, ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå (10) ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ (3) â ïîëíîì îáúåìå

[MP
I(PR)] = −PI · δPR −MG

H ·GHGIPR ,

[MP
I(M

S
R)] =MP

R · δSI −MS
I · δPR ,

ãäå

GMGI
P
R = ΓMGI · δPR − ΓPGR · δMI + ΓMIR · δPG .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

∂mLP
I(x(x0), l(x0))

∂x0L
= −

(
∂P(x, l, S, p,m)

DlIP
− ∂P(x, l, S, p,m)

∂SL
·mLP

I−

−DxR

∂x0L
·
(
−PI(SL) · δPR −MG

H(SL) ·GHGIPR
)
− DlRS
∂x0L

·
(
MP

R(S
L) · δSI −MS

I(S
L) · δPR

))
.

Îòñþäà ñëåäóåò óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà â ïîëå âíåøíåé ñèì-
ìåòðèè âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè â îêîí÷àòåëüíîì âèäå

∂mLP
I(x(x0), l(x0))

∂x0L
= −

(
∂P(x, l, S, p,m)

DlIP
− ∂P(x, l, S, p,m)

∂SL
·mLP

I+

+
DxR

∂x0L
·
(
−pLI · δPR −mLG

H ·GHGIPR
)
+
DlRS
∂x0L

·
(
mLP

R · δSI −mLS
I · δPR

))
. (13)
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3. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

3.1. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ èìïóëüñà

Èñõîäíûì äëÿ äàëüíåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèé ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ
èìïóëüñà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè, ïîëó÷åííîå â Ðàçäåëå IV.2.1 Ãëàâû 6.2 (ôîðìóëà
(71)):

∂pI(x(l0), l(l0))

∂l0
= −

(
∂M(x, l, S, p,m)

DxI
− ∂M(x, l, S, p,m)

∂S
· pI −

Dx(l0)

∂l0
· [PI , P ]S−

Dl(l0)

∂l0
· [PI ,M ]S

)
.

Çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå ïîëíîñòüþ â èíäåêñíîé ôîðìå

∂pLKI(x(l0), l(l0))

∂lL0K
= −

(
∂M(x, l, S, p,m)

DxI
− ∂M(x, l, S, p,m)

∂SLK
· pLKI−

−Dx
R(l0)

∂lL0K
· [PI , PR]SLK − DlRS(l0)

∂lL0K
· [PI ,MS

R]S
L
K

)
. (14)

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ýòî óðàâíåíèå ñëåäóåò ñ÷èòàòü âñïîìîãàòåëüíûì, òàê êàê îíî ñôîðìóëèðîâàíî ïî
îòíîøåíèþ ê âñïîìîãàòåëüíûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

S, p, m èëè â èíäåêñíîé ôîðìå SLK , pLKI , mLK
P
I .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âûâîä îêîí÷àòåëüíîãî óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ èìïóëüñà
ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè äîëæåí âêëþ÷àòü â ñåáÿ äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå íåîá-
õîäèìî ïåðåéòè îò âñïîìîãàòåëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì
ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

S, p, m èëè â èíäåêñíîé ôîðìå SN , pNI , mNP
I .

Íà âòîðîì ýòàïå íåîáõîäèìî ó÷åñòü ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ (2).
Íà÷íåì ñ ïåðâîãî ýòàïà. Ñâÿçü ìåæäó íåïîñðåäñòâåííûìè è âñïîìîãàòåëüíûìè äèíàìè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè

äàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (5), (7) è (8) Ãëàâû 6.1:

SLK = CLKN · SN , pLKI = CLKN · pNI , mLK
P
I = CLKN ·mNP

I .

Ïîäñòàâèì ïðèâåäåííûå ñîîòíîøåíèÿ â âñïîìîãàòåëüíîå óðàâíåíèå (14). Ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè ëè-
íåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ èìïóëüñà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè, çàïèñàííîå ïî îò-
íîøåíèþ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà:

CLKN · ∂p
N
I(x(l0), l(l0))

∂lL0K
= −

(
∂M(x, l, S, p,m)

DxI
− ∂M(x, l, S, p,m)

∂SN
· pNI−

−CLKN · Dx
R(l0)

∂lL0K
· [PI , PR]SN − CLKN · Dl

R
S(l0)

∂lL0K
· [PI ,MS

R]S
N

)
. (15)

Çàìåòèì, ÷òî ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü, íå ïðèáåãàÿ ê âñïîìîãàòåëüíûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì,
à èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ãàìèëüòîíà íàïðÿìóþ ïî îòíîøåíèþ ê íåïñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì. Â
êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì òàêîé âûâîä. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà çàïèøåì â èíäåêñíîé ôîðìå èñõîäíîå ñîîòíîøåíèå
(16) Ãëàâû 6.2

∂M(x, l, S, p,m)

DxK
− ∂M(x, l, S, p,m)

∂SI
· pIK +

∂M(x, l, S, p,m)

∂pIL
· ∂p

I
L(x, l)

DxK
+
∂M(x, l, S, p,m)

∂mIM
L

· ∂m
IM

L(x, l)

DxK
= 0 .

Äàëåå ó÷òåì, ÷òî

∂pIL(x, l)

DxK
=
∂pIK(x, l)

DxL
− [PK , PL]S

I
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è

∂mIM
L(x, l)

DxK
=
∂pIK(x, l)

DlLM
− [PK ,M

M
L]S

I .

Ïîëó÷èì

∂M(x, l, S, p,m)

DxK
− ∂M(x, l, S, p,m)

∂SI
· pIK +

∂M(x, l, S, p,m)

∂pIL
· ∂p

I
K(x, l)

DxL
−

−∂M(x, l, S, p,m)

∂pIL
· [PK , PL]SI +

∂M(x, l, S, p,m)

∂mIM
L

· ∂p
I
K(x, l)

DlLM
− ∂M(x, l, S, p,m)

∂mIM
L

· [PK ,MM
L]S

I = 0 .

Äàëåå îòîæäåñòâèì ñóììó ñëàãàåìûõ

∂M(x, l, S, p,m)

∂pIL
· ∂p

I
K(x, l)

DxL
+
∂M(x, l, S, p,m)

∂mIM
L

· ∂p
I
K(x, l)

DlLM

è âûðàæåíèå

CPQI ·
(
∂pIK(x, l)

DxL
· Dx

L

∂l0PQ
+
∂pIK(x, l)

DlLM
· Dl

L
M

∂l0PQ

)
,

òî åñòü, ïîòðåáóåì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü 1

∂M(x, l, S, p,m)

∂pIL
· ∂p

I
K(x, l)

DxL
+
∂M(x, l, S, p,m)

∂mIM
L

· ∂p
I
K(x, l)

DlLM
≡

≡ CPQI ·
(
∂pIK(x, l)

DxL
· Dx

L

∂l0PQ
+
∂pIK(x, l)

DlLM
· Dl

L
M

∂l0PQ

)
= CPQI ·

∂pIK(x(l0), l(l0))

∂l0PQ
.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé

CPQI ·
∂pIK
∂l0PQ

= −
(
∂M(x, l, S, p,m)

DxK
− ∂M(x, l, S, p,m)

∂SI
· pIK−

−∂M(x, l, S, p,m)

∂pIL
· [PK , PL]SI −

∂M(x, l, S, p,m)

∂mIM
L

· [PK ,MM
L]S

I

)
,

∂M(x, l, S, p,m)

∂pIL
= CPQI ·

DxL

∂l0PQ
,

∂M(x, l, S, p,m)

∂mIM
L

= CPQI ·
DlLM
∂l0PQ

.

Ïîäñòàâëÿÿ äâà ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèÿ â ïåðâîå, ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
äëÿ èìïóëüñà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè çàïèñàííîå ïî îòíîøåíèþ ê íåïîñðåäñòâåí-
íûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà:

CPQI ·
∂pIK
∂l0PQ

= −
(
∂M(x, l, S, p,m)

DxK
− ∂M(x, l, S, p,m)

∂SI
· pIK−

−CPQI ·
DxL

∂l0PQ
· [PK , PL]SI − CPQI ·

DlLM
∂l0PQ

· [PK ,MM
L]S

I

)
. (16)

Ýòî óðàâíåíèå ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì (15) ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåîáîçíà÷åíèÿ èíäåêñîâ.

1 Íàïîìíèì, ÷òî

m0 = −CP
QI ·

dSI(z(l0))

dl0
P
Q

.
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Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê âòîðîìó ýòàïó âûâîäà îêîí÷àòåëüíîãî óðàâíåíèÿ. Îí ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîäñòàâèòü
â óðàâíåíèå (15) ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ (2)

[PI(PR)] = PE · TE[IR] +MF
E ·REF [IR] ,

[PI(M
S
R)] = PR · δSI +MF

E ·GEFRSI ,

ãäå

TE[IR] = lC
E
[IR] − ΓE[IR] ,

GEFR
S
I = ΓEFR · δSI − ΓSFI · δER + ΓERI · δSF ,

REF [IR] = ΓEF [IR] + ΓEP [R · ΓP|F |I] + ΓEFP · TP[IR] + lC
E
F [IR] .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

CLKN · ∂p
N
I(x(l0), l(l0))

∂lL0K
= −

(
∂M(x, l, S, p,m)

DxI
− ∂M(x, l, S, p,m)

∂SN
· pNI−

−CLKN · Dx
R(l0)

∂lL0K
·
(
PE(S

N ) · TE[IR] +MF
E(S

N ) ·REF [IR]

)
−

−CLKN · Dl
R
S(l0)

∂lL0K
·
(
PR(S

N ) · δSI +MF
E(S

N ) ·GEFRSI
))

.

Îòñþäà ñëåäóåò óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ èìïóëüñà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà âî
âòîðîì ïðèáëèæåíèè â îêîí÷àòåëüíîì âèäå

CLKN · ∂p
N
I(x(l0), l(l0))

∂lL0K
= −

(
∂M(x, l, S, p,m)

DxI
− ∂M(x, l, S, p,m)

∂SN
· pNI+

+CLKN · Dx
R(l0)

∂lL0K
·
(
pNE · TE[IR] +mNF

E ·REF [IR]

)
+ CLKN · Dl

R
S(l0)

∂lL0K
·
(
pNR · δSI +mNF

E ·GEFRSI
))
.(17)

4. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ìîìåíòà

Èñõîäíûì äëÿ äàëüíåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèé ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ
ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè, ïîëó÷åííîå â Ðàçäåëå IV.2.2 Ãëàâû 6.2 (ôîðìóëà
(72)):

∂mPI(x(l0), l(l0))

∂l0
= −

(
∂M(x, l, S, p,m)

DlIP
− ∂M(x, l, S, p,m)

∂S
·mPI −

Dx(l0)

∂l0
· [MP

I , P ]S−
Dl(l0)

∂l0
· [MP

I ,M ]S

)
.

Çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå â èíäåêñíîé ôîðìå

∂mLK
P
I(x(l0), l(l0))

∂lL0K
= −

(
∂M(x, l, S, p,m)

DlIP
− ∂M(x, l, S, p,m)

∂SLK
·mLKPI−

−Dx
R(l0)

∂lL0K
· [MP

I , PR]S
L
K − DlRS(l0)

∂l0
· [MP

I ,M
S
R]S

L
K

)
. (18)

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ýòî óðàâíåíèå ñëåäóåò ñ÷èòàòü âñïîìîãàòåëüíûì, òàê êàê îíî ñôîðìóëèðîâàíî ïî
îòíîøåíèþ ê âñïîìîãàòåëüíûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

S, p, m èëè â èíäåêñíîé ôîðìå SLK , pLKM , mLK
P
I .



III. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè 555

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âûâîä îêîí÷àòåëüíîãî óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ èìïóëüñà
ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè äîëæåí âêëþ÷àòü â ñåáÿ äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå íåîá-
õîäèìî ïåðåéòè îò âñïîìîãàòåëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì
ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

S, p, m èëè â èíäåêñíîé ôîðìå SN , pNI , mNP
I .

Íà âòîðîì ýòàïå íåîáõîäèìî ó÷åñòü ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ (3)
Íà÷íåì ñ ïåðâîãî ýòàïà. Ñâÿçü ìåæäó íåïîñðåäñòâåííûìè è âñïîìîãàòåëüíûìè äèíàìè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè

äàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (5), (7) è (8) Ãëàâû 6.1:

SLK = CLKN · SN , pLKI = CLKN · pNI , mLK
P
I = CLKN ·mNP

I .

Ïîäñòàâèì ïðèâåäåííûå ñîîòíîøåíèÿ â âñïîìîãàòåëüíîå óðàâíåíèå (18). Ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè ëè-
íåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè, çàïèñàííîå ïî îòíî-
øåíèþ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà:

CLKN · ∂m
NP

I(x(l0), l(l0))

∂lL0K
= −

(
∂M(x, l, S, p,m)

DlIP
− ∂M(x, l, S, p,m)

∂SN
·mNP

I−

−CLKN · Dx
R(l0)

∂lL0K
· [MP

I , PR]S
N − CLKN · Dl

R
S(l0)

∂l0
· [MP

I ,M
S
R]S

N

)
. (19)

Çàìåòèì, ÷òî ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü, íå ïðèáåãàÿ ê âñïîìîãàòåëüíûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì,
à èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ãàìèëüòîíà íàïðÿìóþ ïî îòíîøåíèþ ê íåïñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì. Â
êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì òàêîé âûâîä. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà çàïèøåì â èíäåêñíîé ôîðìå èñõîäíîå ñîîòíîøåíèå
(17) Ãëàâû 6.2

∂M(x, l, S, p,m)

DlLM
− ∂M(x, l, S, p,m)

∂SI
·mIM

L +
∂M(x, l, S, p,m)

∂pIK
· ∂p

I
K(x, l)

DlLM
+
∂M(x, l, S, p,m)

∂mIN
R

· ∂m
IN
R(x, l)

DlLM
= 0 .

Äàëåå ó÷òåì, ÷òî

∂pIK(x, l)

DlLM
=
∂mIM

L(x, l)

DxK
− [MM

L, PK ]SI

è

∂mIN
R(x, l)

DlLM
=
∂mIM

L(x, l)

DlRN
− [MM

L,M
N
RS

I .

Ïîëó÷èì

∂M(x, l, S, p,m)

DlLM
− ∂M(x, l, S, p,m)

∂SI
·mIM

L +
∂M(x, l, S, p,m)

∂pIK
· ∂m

IM
L(x, l)

DxK
−

−∂M(x, l, S, p,m)

∂pIK
· [MM

L, PK ]SI +
∂M(x, l, S, p,m)

∂mIN
R

· ∂m
IM

L(x, l)

DlRN
− ∂M(x, l, S, p,m)

∂mIN
R

· [MM
L,M

N
R]S

I = 0 .

Äàëåå â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì Ãàìèëüòîíà îòîæäåñòâèì ñóììó ñëàãàåìûõ

∂M(x, l, S, p,m)

∂pIK
· ∂m

IM
L(x, l)

DxK
+
∂M(x, l, S, p,m)

∂mIN
R

· ∂m
IM

L(x, l)

DlRN

è âûðàæåíèå

CPQI ·
(
∂mIM

L(x, l)

DxK
· Dx

K

∂l0PQ
+
∂mIM

L(x, l)

DlRN
· Dl

R
N

∂l0PQ

)
,

òî åñòü, ïîòðåáóåì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü

∂M(x, l, S, p,m)

∂pIK
· ∂m

IM
L(x, l)

DxK
+
∂M(x, l, S, p,m)

∂mIN
R

· ∂m
IM

L(x, l)

DlRN
≡

≡ CPQI ·
(
∂mIM

L(x, l)

DxK
· Dx

K

∂l0PQ
+
∂mIM

L(x, l)

DlRN
· Dl

R
N

∂l0PQ

)
= CPQI ·

∂mIM
L(x(l0), l(l0))

∂l0PQ
.
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Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé

CPQI ·
∂mIM

L(x(l0), l(l0))

∂l0PQ
= −

(
∂M(x, l, S, p,m)

DlLM
− ∂M(x, l, S, p,m)

∂SI
·mIM

L−

−∂M(x, l, S, p,m)

∂pIK
· [MM

L, PK ]SI − ∂M(x, l, S, p,m)

∂mIN
R

· [MM
L,M

N
R]S

I

)
,

∂M(x, l, S, p,m)

∂pIK
= CPQI ·

DxK

∂l0PQ
,

∂M(x, l, S, p,m)

∂mIN
R

= CPQI ·
DlRN
∂l0PQ

.

Ïîäñòàâëÿÿ äâà ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèÿ â ïåðâîå, ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
äëÿ ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè çàïèñàííîå ïî îòíîøåíèþ ê íåïîñðåäñòâåííûì
äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà:

CPQI ·
∂mIM

L(x(l0), l(l0))

∂l0PQ
= −

(
∂M(x, l, S, p,m)

DlLM
− ∂M(x, l, S, p,m)

∂SI
·mIM

L−

−CPQI ·
DxK

∂l0PQ
· [MM

L, PK ]SI − CPQI ·
DlRN
∂l0PQ

· [MM
L,M

N
R]S

I

)
. (20)

Ýòî óðàâíåíèå ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì (19) ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåîáîçíà÷åíèÿ èíäåêñîâ.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê âòîðîìó ýòàïó âûâîäà îêîí÷àòåëüíîãî óðàâíåíèÿ. Îí ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîäñòàâèòü
â óðàâíåíèå (19) ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ (3)

[MP
I(PR)] = −PI · δPR −MG

H ·GHGIPR ,

[MP
I(M

S
R)] =MP

R · δSI −MS
I · δPR ,

ãäå

GMGI
P
R = ΓMGI · δPR − ΓPGR · δMI + ΓMIR · δPG .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

CLKN · ∂m
NP

I(x(l0), l(l0))

∂lL0K
= −

(
∂M(x, l, S, p,m)

DlIP
− ∂M(x, l, S, p,m)

∂SN
·mNP

I−

−CLKN · Dx
R(l0)

∂lL0K
·
(
−PI(SN ) · δPR −MG

H(SN ) ·GHGIPR
)

−CLKN · Dl
R
S(l0)

∂l0
·
(
MP

R(S
N ) · δSI −MS

I(S
N ) · δPR

))
.

Îòñþäà ñëåäóþò óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà âî
âòîðîì ïðèáëèæåíèè â îêîí÷àòåëüíîì âèäå

CLKN · ∂m
NP

I(x(l0), l(l0))

∂lL0K
= −

(
∂M(x, l, S, p,m)

DlIP
− ∂M(x, l, S, p,m)

∂SN
·mNP

I+

+CLKN · Dx
R(l0)

∂lL0K
·
(
−pNI · δPR −mNG

H ·GHGIPR
)

+CLKN · Dl
R
S(l0)

∂l0
·
(
mNP

R · δSI −mNS
I · δPR

))
. (21)
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IV. ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÎÃÎ ÎÁÚÅÊÒÀ Â ÎÁÙÅÌ ÑËÓ×ÀÅ

1. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà

Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà óæå ñôîðìóëèðîâàíû ïî îòíîøåíèþ ê íåïîñðåä-
ñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ýòîãî îáúåêòà:

SK , pKM , mKL
M , wKNLM .

Ïîýòîìó äàëüíåéøåå ïðåîáðàçîâàíèå óêàçàííûõ óðàâíåíèé ñâîäèòñÿ ê ó÷åòó ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé.

1.1. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà

Èñõîäèì èç óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà, ïîëó÷åííîãî â Ðàçäåëå
V.1.1 Ãëàâû 6.2 (ôîðìóëà (73)):

∂pI(x(x0), l(x0), a(x0))

∂x0
= −

(
∂P(x, l, a, S, p,m,w)

DxI
− ∂P(x, l, a, S, p,m,w)

∂S
· pI−

−Dx(x0)
∂x0

· [PI , P ]S − Dl(x0)

∂x0
· [PI ,M ]S − Da(x0)

∂x0
· [PI ,W ]S

)
.

Çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå ïîëíîñòüþ â èíäåêñíîé ôîðìå

∂pLI(x(x0), l(x0), a(x0))

∂xL0
= −

(
∂P(x, l, a, S, p,m,w)

DxI
− ∂P(x, l, a, S, p,m,w)

∂SL
· pLI−

−Dx
R(x0)

∂xL0
· [PI , PR]SL − DlRS(x0)

∂xL0
· [PI ,MS

R]S
L − DaRST (x0)

∂xL0
· [PI ,WTS

R]S
L

)
. (22)

Âîñïîëüçóåìñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè (4)

[PI(PR)] = PE · TE[IR] +MF
E ·REF [IR] +WGF

E ·REFG[IR] ,

[PI(M
S
R)] = PR · δSI +MF

E ·GEFRSI +WGF
E ·GEFGRSI ,

[PI(W
TS
R)] =MS

R · δTI −WGS
R · ΓTGI −WTS

E · ΓERI ,

ãäå

TE[IR] = lC
E
[IR] − ΓE[IR] ,

GEFR
S
I = ΓEFR · δSI − ΓSFI · δER + ΓERI · δSF ,

REF [IR] = ΓEF [IR] + ΓEP [R · ΓP|F |I] + ΓEFP · TP[IR] + lC
E
F [IR] ,

GEFGR
S
I = BEFGR · δSI −BSFGI · δER +BEFRI · δSG ,

REFG[IR] = BEFG[IR] +BEFH[R · ΓH|G|I + ΓEH[R ·BH|FG|I +BEFGH · TH[IR] + lC
E
FG[IR] .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

∂pLI(x(x0), l(x0), a(x0))

∂xL0
= −

(
∂P(x, l, a, S, p,m,w)

DxI
− ∂P(x, l, a, S, p,m,w)

∂SL
· pLI−

−Dx
R(x0)

∂xL0
·
(
PE(S

L) · TE[IR] +MF
E(S

L) ·REF [IR] +WGF
E(S

L) ·REFG[IR]

)
−

−Dl
R
S(x0)

∂xL0
·
(
PR(S

L) · δSI +MF
E(S

L) ·GEFRSI +WGF
E(S

L) ·GEFGRSI
)
−

−Da
R
ST (x0)

∂xL0
·
(
MS

R(S
L) · δTI −WGS

R(S
L) · ΓTGI −WTS

E(S
L) · ΓERI

))
.
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Îòñþäà ñëåäóåò óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà â îáùåì ñëó÷àå (â
òðåòüåì ïðèáëèæåíèè) â îêîí÷àòåëüíîì âèäå

∂pLI(x(x0), l(x0), a(x0))

∂xL0
= −

(
∂P(x, l, a, S, p,m,w)

DxI
− ∂P(x, l, a, S, p,m,w)

∂SL
· pLI+

+
DxR(x0)

∂xL0
·
(
pLE · TE[IR] +mLF

E ·REF [IR] + wLGFE ·REFG[IR]

)
+

+
DlRS(x0)

∂xL0
·
(
pLR · δSI +mLF

E ·GEFRSI + wLGFE ·GEFGRSI
)
+

+
DaRST (x0)

∂xL0
·
(
mLS

R · δTI − wLGSR · ΓTGI − wLTSE · ΓERI
))

. (23)

1.2. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ ìîìåíòà

Èñõîäèì èç óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà, ïîëó÷åííîãî â Ðàçäåëå
V.1.2 Ãëàâû 6.2 (ôîðìóëà (74)):

∂mP
I(x(x0), l(x0), a(x0))

∂x0
= −

(
∂P(x, l, a, S, p,m,w)

DlIP
− ∂P(x, l, a, S, p,m,w)

∂S
·mP

I −

−Dx(x0)
∂x0

· [MP
I , P ]S − Dl(x0)

∂x0
· [MP

I ,M ]S − Da(x0)

∂x0
· [MP

I ,W ]S

)
.

Çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå ïîëíîñòüþ â èíäåêñíîé ôîðìå

∂mLP
I(x(x0), l(x0), a(x0))

∂xL0
= −

(
∂P(x, l, a, S, p,m,w)

DlIP
− ∂P(x, l, a, S, p,m,w)

∂SL
·mLP

I−

−Dx
R(x0)

∂xL0
· [MP

I , PR]S
L − DlRS(x0)

∂xL0
· [MP

I ,M
S
R]S

L − DaRST (x0)

∂xL0
· [MP

I ,W
TS
R]S

L

)
. (24)

Âîñïîëüçóåìñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè (5)

[MP
I(PR)] = −PI · δPR −MG

H ·GHGIPR −WGF
H ·GHFGIPR ,

[MP
I(M

S
R)] =MP

R · δSI −MS
I · δPR ,

[MP
I(W

TS
R)] = −WTS

I · δPR +WPS
R · δTI ,

ãäå

GHGI
P
R = ΓHGI · δPR − ΓPGR · δHI + ΓHIR · δPG ,

GHFGI
P
R = BHFGI · δPR −BPFGR · δHI +BHFIR · δPG .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

∂mLP
I(x(x0), l(x0), a(x0))

∂xL0
= −

(
∂P(x, l, a, S, p,m,w)

DlIP
− ∂P(x, l, a, S, p,m,w)

∂SL
·mLP

I−

−Dx
R(x0)

∂xL0
·
(
−PI(SL) · δPR −MG

H(SL) ·GHGIPR −WGF
H(SL) ·GHFGIPR

)
−

−Dl
R
S(x0)

∂xL0
·
(
MP

R(S
L) · δSI −MS

I(S
L) · δPR

)
−

−Da
R
ST (x0)

∂xL0
·
(
−WTS

I(S
L) · δPR +WPS

R(S
L) · δTI

))
.
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Îòñþäà ñëåäóåò óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà â îêîí÷àòåëüíîì âèäå

∂mLP
I(x(x0), l(x0), a(x0))

∂xL0
= −

(
∂P(x, l, a, S, p,m,w)

DlIP
− ∂P(x, l, a, S, p,m,w)

∂SL
·mLP

I+

+
DxR(x0)

∂xL0
·
(
−pLI · δPR −mLG

H ·GHGIPR − wLGFH ·GHFGIPR
)
+

+
DlRS(x0)

∂xL0
·
(
mLP

R · δSI −mLS
I · δPR

)
+

+
DaRST (x0)

∂xL0
·
(
−wLTSI · δPR + wLPSR · δTI

))
. (25)

1.3. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà

Èñõîäèì èç óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà, ïîëó÷åííîãî â
Ðàçäåëå V.1.3 Ãëàâû 6.2 (ôîðìóëà (75)):

∂wQPI(x0)

∂x0
= −

(
∂P(x, l, a, S, p,m,w)

DaIPQ
− ∂P(x, l, a, S, p,m,w)

∂S
· wQPI −

−Dx(x0)
∂x0

· [WQP
I , P ]S − Dl(x0)

∂x0
· [WQP

I ,M ]S − Da(x0)

∂x0
· [WQP

I ,W ]S

)
.

Çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà ïîëíîñòüþ â èíäåêñíîé ôîðìå:

∂wLQPI(x0)

∂xL0
= −

(
∂P(x, l, a, S, p,m,w)

DaIPQ
− ∂P(x, l, a, S, p,m,w)

∂SL
· wLQPI −

−Dx
R(x0)

∂xL0
· [WQP

I , PR]S
L − DlRS(x0)

∂xL0
· [WQP

I ,M
S
R]S

L − DaRST (x0)

∂xL0
· [WQP

I ,W
TS
R]S

L

)
. (26)

Âîñïîëüçóåìñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè (6)

[WQP
I(PR)] = −MP

I · δQR +WHP
I · ΓQHR +WQP

H · ΓHIR ,

[WQP
I(M

S
R)] =WQP

R · δSI −WSP
I · δQR ,

[WQP
I(W

TS
R)] = 0 .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

∂wLQPI(x0)

∂xL0
= −

(
∂P(x, l, a, S, p,m,w)

DaIPQ
− ∂P(x, l, a, S, p,m,w)

∂SL
· wLQPI −

−Dx
R(x0)

∂xL0
·
(
−MP

I(S
L) · δQR +WHP

I(S
L) · ΓQHR +WQP

H(SL) · ΓHIR
)
−

−Dl
R
S(x0)

∂xL0
·
(
WQP

R(S
L) · δSM −WSP

M (SL) · δQR
))

.

Îòñþäà ñëåäóåò óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà â îêîí÷àòåëüíîì
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âèäå:

∂wLQPI(x0)

∂xL0
= −

(
∂P(x, l, a, S, p,m,w)

DaIPQ
− ∂P(x, l, a, S, p,m,w)

∂SL
· wLQPI +

+
DxR(x0)

∂xL0
·
(
−mLP

I · δQR + wLHPI · ΓQHR + wLQPH · ΓHIR
)
+

+
DlRS(x0)

∂xL0
·
(
wLQPR · δSI − wLSPI · δQR

))
. (27)

2. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

Èñõîäíûìè óðàâíåíèÿìè äëÿ äàëüíåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèé ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà, ïîëó÷åííûå â Ðàçäåëå V.2 Ãëàâû 6.2. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ýòè
óðàâíåíèÿ ñëåäóåò ñ÷èòàòü âñïîìîãàòåëüíûìè, òàê êàê îíè ñôîðìóëèðîâàíû ïî îòíîøåíèþ ê âñïîìîãàòåëü-
íûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

S, p, m, w èëè â èíäåêñíîé ôîðìå SLK , pLKI , mLK
P
I , wLK

QP
I .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âûâîä îêîí÷àòåëüíûõ óðàâíåíèé äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ äèíàìè÷å-
ñêèõ ïàðàìåòðîâ ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà äîëæåí âêëþ÷àòü â ñåáÿ äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå íåîáõîäèìî
ïåðåéòè îò âñïîìîãàòåëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ôóí-
äàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

S, p, m, w èëè â èíäåêñíîé ôîðìå SN , pNI , mNP
I , wNQPI .

Ñâÿçü ìåæäó íåïîñðåäñòâåííûìè è âñïîìîãàòåëüíûìè äèíàìè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè äàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (5),
(7), (8) è (9) Ãëàâû 6.1:

SLK = CLKN · SN , pLKI = CLKN · pNI , mLK
P
I = CLKN ·mNP

I , wLK
QP

I = CLKN · wNQPI . (28)

Íà âòîðîì ýòàïå íåîáõîäèìî ó÷åñòü ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷åííûå â Ãëàâå 6.3.

2.1. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ èìïóëüñà

Èñõîäèì èç óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ èìïóëüñà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà, ïîëó-
÷åííîãî â Ðàçäåëå V.2.1 Ãëàâû 6.2 (ôîðìóëà (78)):

∂pM (x(l0), l(l0), a(l0))

∂l0
= −

(
∂M(x, l, a,S, p,m,w)

DxM
− ∂M(x, l, a,S, p,m,w)

∂S
· pM −

−Dx(l0)
∂l0

· [PM , P ]S−
Dl(l0)

∂l0
· [PM ,M ]S− Da(l0)

∂l0
· [PM ,W ]S

)
.

Çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå ïîëíîñòüþ â èíäåêñíîé ôîðìå

∂pLKI(x(l0), l(l0), a(l0))

∂lL0K
= −

(
∂M(x, l, a,S, p,m,w)

DxI
− ∂M(x, l, a,S, p,m,w)

∂SLK
· pLKI −

−Dx
R(l0)

∂lL0K
· [PI , PR]SLK − DlRS(l0)

∂lL0K
· [PI ,MS

R]S
L
K − DaRST (l0)

∂lL0K
· [PI ,WTS

R]S
L
K

)
. (29)

Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûì, òàê êàê îíî ñôîðìóëèðîâàíî ïî îòíîøåíèþ ê âñïîìîãàòåëüíûì
äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà. Ïîýòîìó äàëåå ïåðåéäåì îò âñïîìîãàòåëüíûõ äèíàìè-
÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà â ñîîòâåòñòâèè
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ñ ñîîòíîøåíèÿìè (28). Ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ èìïóëüñà ôóíäàìåíòàëü-
íîãî îáúåêòà, çàïèñàííîå ïî îòíîøåíèþ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ôóíäàìåíòàëüíîãî
îáúåêòà:

CLKN · ∂p
N
I(x(l0), l(l0), a(l0))

∂lL0K
= −

(
∂M(x, l, a, S, p,m,w)

DxI
− ∂M(x, l, a, S, p,m,w)

∂SN
· pNI −

−CLKN · Dx
R(l0)

∂lL0K
· [PI , PR]SN − CLKN · Dl

R
S(l0)

∂lL0K
· [PI ,MS

R]S
N − CLKN · Da

R
ST (l0)

∂lL0K
· [PI ,WTS

R]S
N

)
.(30)

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè (4)

[PI(PR)] = PE · TE[IR] +MF
E ·REF [IR] +WGF

E ·REFG[IR] ,

[PI(M
S
R)] = PR · δSI +MF

E ·GEFRSI +WGF
E ·GEFGRSI ,

[PI(W
TS
R)] =MS

R · δTI −WGS
R · ΓTGI −WTS

E · ΓERI ,

ãäå

TE[IR] = lC
E
[IR] − ΓE[IR] ,

GEFR
S
I = ΓEFR · δSI − ΓSFI · δER + ΓERI · δSF ,

REF [IR] = ΓEF [IR] + ΓEP [R · ΓP|F |I] + ΓEFP · TP[IR] + lC
E
F [IR] ,

GEFGR
S
I = BEFGR · δSI −BSFGI · δER +BEFRI · δSG ,

REFG[IR] = BEFG[IR] +BEFH[R · ΓH|G|I + ΓEH[R ·BH|FG|I +BEFGH · TH[IR] + lC
E
FG[IR] .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

CLKN · ∂p
N
I(x(l0), l(l0), a(l0))

∂lL0K
= −

(
∂M(x, l, a, S, p,m,w)

DxI
− ∂M(x, l, a, S, p,m,w)

∂SN
· pNI −

−CLKN · Dx
R(l0)

∂lL0K
·
(
PE(S

N ) · TE[IR] +MF
E(S

N ) ·REF [IR] +WGF
E(S

N ) ·REFG[IR]

)
−

−CLKN · Dl
R
S(l0)

∂lL0K
·
(
PR(S

N ) · δSI +MF
E(S

N ) ·GEFRSI +WGF
E(S

N ) ·GEFGRSI
)
−

−CLKN · Da
R
ST (l0)

∂lL0K
·
(
MS

R(S
N ) · δTI −WGS

R(S
N ) · ΓTGI −WTS

E(S
N ) · ΓERI

))
.

Îòñþäà ñëåäóåò óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ èìïóëüñà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà â
îêîí÷àòåëüíîì âèäå:

CLKN · ∂p
N
I(x(l0), l(l0), a(l0))

∂lL0K
= −

(
∂M(x, l, a, S, p,m,w)

DxI
− ∂M(x, l, a, S, p,m,w)

∂SN
· pNI +

+CLKN · Dx
R(l0)

∂lL0K
·
(
pNE · TE[IR] +mNF

E ·REF [IR] + wNGFE ·REFG[IR]

)
+

+CLKN · Dl
R
S(l0)

∂lL0K
·
(
pNR · δSI +mNF

E ·GEFRSI + wNGFE ·GEFGRSI
)
+

+CLKN · Da
R
ST (l0)

∂lL0K
·
(
mNS

R · δTI − wNGSR · ΓTGI − wNTSE · ΓERI
))

. (31)
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2.2. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ìîìåíòà

Èñõîäèì èç óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà, ïîëó-
÷åííîãî â Ðàçäåëå V.2.2 Ãëàâû 6.2 (ôîðìóëà (79)):

∂mPI(x(l0), l(l0), a(l0))

∂l0
== −

(
∂M(x, l, a,S, p,m,w)

DlIP
− ∂M(x, l, a,S, p,m,w)

∂S
mPI−

−Dx(l0)
∂l0

· [MP
I , P ]S−

Dl(l0)

∂l0
· [MP

I ,M ]S− Da(l0)

∂l0
· [MP

I ,W ]S

)
.

Çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå ïîëíîñòüþ â èíäåêñíîé ôîðìå

∂mLK
P
I(x(l0), l(l0), a(l0))

∂lL0K
= −

(
∂M(x, l, a,S, p,m,w)

DlIP
− ∂M(x, l, a,S, p,m,w)

∂SLK
mLK

P
I−

−Dx
R(l0)

∂lL0K
· [MP

I , PR]S
L
K − DlRS(l0)

∂lL0K
· [MP

I ,M
S
R]S

L
K − DaRST (l0)

∂lL0K
· [MP

I ,W
TS
R]S

L
K

)
. (32)

Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûì, òàê êàê îíî ñôîðìóëèðîâàíî ïî îòíîøåíèþ ê âñïîìîãàòåëüíûì
äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà. Ïîýòîìó äàëåå ïåðåéäåì îò âñïîìîãàòåëüíûõ äèíàìè-
÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà â ñîîòâåòñòâèè ñ
ñîîòíîøåíèÿìè (28). Ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî
îáúåêòà, çàïèñàííîå ïî îòíîøåíèþ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà:

CLKN · ∂m
NP

I(x(l0), l(l0), a(l0))

∂lL0K
= −

(
∂M(x, l, a, S, p,m,w)

DlIP
− ∂M(x, l, a, S, p,m,w)

∂SN
mNP

I−

−CLKN · Dx
R(l0)

∂lL0K
· [MP

I , PR]S
N − CLKN · Dl

R
S(l0)

∂lL0K
· [MP

I ,M
S
R]S

N −

−CLKN · Da
R
ST (l0)

∂lL0K
· [MP

I ,W
TS
R]S

N

)
. (33)

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè (5)

[MP
I(PR)] = −PI · δPR −MG

H ·GHGIPR −WGF
H ·GHFGIPR ,

[MP
I(M

S
R)] =MP

R · δSI −MS
I · δPR ,

[MP
I(W

TS
R)] = −WTS

I · δPR +WPS
R · δTI ,

ãäå

GHGI
P
R = ΓHGI · δPR − ΓPGR · δHI + ΓHIR · δPG ,

GHFGI
P
R = BHFGI · δPR −BPFGR · δHI +BHFIR · δPG .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

CLKN · ∂m
NP

I(x(l0), l(l0), a(l0))

∂lL0K
= −

(
∂M(x, l, a, S, p,m,w)

DlIP
− ∂M(x, l, a, S, p,m,w)

∂SN
mNP

I−

−CLKN · Dx
R(l0)

∂lL0K
·
(
−PI(SN ) · δPR −MG

H(SN ) ·GHGIPR −WGF
H(SN ) ·GHFGIPR

)
−

−CLKN · Dl
R
S(l0)

∂lL0K
·
(
MP

R(S
N ) · δSI −MS

I(S
N ) · δPR

)
−

−CLKN · Da
R
ST (l0)

∂lL0K
·
(
−WTS

I(S
N ) · δPR +WPS

R(S
N ) · δTI

))
.
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Îòñþäà ñëåäóåò óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà â
îêîí÷àòåëüíîì âèäå:

CLKN · ∂m
NP

I(x(l0), l(l0), a(l0))

∂lL0K
= −

(
∂M(x, l, a, S, p,m,w)

DlIP
− ∂M(x, l, a, S, p,m,w)

∂SN
mNP

I +

+CLKN · Dx
R(l0)

∂lL0K
·
(
−pPI · δPR −mNG

H ·GHGIPR − wNGFH ·GHFGIPR
)
+

+CLKN · Dl
R
S(l0)

∂lL0K
·
(
mNP

R · δSI −mNS
I · δPR

)
+

+CLKN · Da
R
ST (l0)

∂lL0K
·
(
−wNTSI · δPR + wNPSR · δTI

))
. (34)

2.3. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà

Èñõîäèì èç óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà,
ïîëó÷åííîãî â Ðàçäåëå V.2.3 Ãëàâû 6.2 (ôîðìóëà (80)):

∂wQPI(x(l0), l(l0), a(l0))

∂l0
= −

(
∂M(x, l, a,S, p,m,w)

DaIPQ
− ∂M(x, l, a,S, p,m,w)

∂S
· wQPI−

−Dx(l0)
∂l0

· [WQP
I , P ]S−

Dl(l0)

∂l0
· [WQP

I ,M ]S− Da(l0)

∂l0
· [WQP

I ,W ]S

)
.

Çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå ïîëíîñòüþ â èíäåêñíîé ôîðìå

∂wLK
QP

I(x(l0), l(l0), a(l0))

∂lL0K
= −

(
∂M(x, l, a,S, p,m,w)

DaIPQ
− ∂M(x, l, a,S, p,m,w)

∂SLK
· wLKQPI −

−Dx
R(l0)

∂lL0K
· [WQP

I , PR]S
L
K − DlRS(l0)

∂lL0K
· [WQP

I ,M
S
R]S

L
K − DaRST (l0)

∂lL0K
· [WQP

I ,W
TS
R]S

L
K

)
. (35)

Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûì, òàê êàê îíî ñôîðìóëèðîâàíî ïî îòíîøåíèþ ê âñïîìîãàòåëüíûì
äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà. Ïîýòîìó äàëåå ïåðåéäåì îò âñïîìîãàòåëüíûõ äèíàìè-
÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà â ñîîòâåòñòâèè ñ
ñîîòíîøåíèÿìè (28). Ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà ôóíäàìåí-
òàëüíîãî îáúåêòà, çàïèñàííîå ïî îòíîøåíèþ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ôóíäàìåíòàëüíîãî
îáúåêòà:

CLKN · ∂w
NQP

I(x(l0), l(l0), a(l0))

∂lL0K
= −

(
∂M(x, l, a, S, p,m,w)

DaIPQ
− ∂M(x, l, a, S, p,m,w)

∂SN
· wNQPI−

−CLKN · Dx
R(l0)

∂lL0K
· [WQP

I , PR]S
N − CLKN · Dl

R
S(l0)

∂lL0K
· [WQP

I ,M
S
R]S

N −

−CLKN · Da
R
ST (l0)

∂lL0K
· [WQP

I ,W
TS
R]S

N

)
. (36)

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè (6)

[WQP
I(PR)] = −MP

I · δQR +WHP
I · ΓQHR +WQP

H · ΓHIR ,

[WQP
I(M

S
R)] =WQP

R · δSI −WSP
I · δQR ,

[WQP
I(W

TS
R)] = 0 .
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Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

CLKN · ∂w
NQP

I(x(l0), l(l0), a(l0))

∂lL0K
= −

(
∂M(x, l, a, S, p,m,w)

DaIPQ
− ∂M(x, l, a, S, p,m,w)

∂SN
· wNQPI−

−CLKN · Dx
R(l0)

∂lL0K
·
(
−MP

I(S
N ) · δQR +WHP

I(S
N ) · ΓQHR +WQP

H(SN ) · ΓHIR
)
−

−CLKN · Dl
R
S(l0)

∂lL0K
·
(
WQP

R(S
N ) · δSI −WSP

I(S
N ) · δQR

))
.

Îòñþäà ñëåäóåò óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî
îáúåêòà â îêîí÷àòåëüíîì âèäå:

CLKN · ∂w
NQP

I(x(l0), l(l0), a(l0))

∂lL0K
= −

(
∂M(x, l, a, S, p,m,w)

DaIPQ
− ∂M(x, l, a, S, p,m,w)

∂SN
· wNQPI+

+CLKN · Dx
R(l0)

∂lL0K
·
(
−mNP

I · δQR + wNHPI · ΓQHR + wNQPH · ΓHIR
)
+

+CLKN · Dl
R
S(l0)

∂lL0K
·
(
wNQPR · δSI − wNSPI · δQR

))
. (37)

3. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

Èñõîäíûìè óðàâíåíèÿìè äëÿ äàëüíåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèé ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà, ïîëó÷åííûå â Ðàçäåëå V.3 Ãëàâû 6.2. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ýòè
óðàâíåíèÿ ñëåäóåò ñ÷èòàòü âñïîìîãàòåëüíûìè, òàê êàê îíè ñôîðìóëèðîâàíû ïî îòíîøåíèþ ê âñïîìîãàòåëüíûì
äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

S, p, m, w èëè â èíäåêñíîé ôîðìå S
L
KM , p

L
KMI , m

L
KM

P
I , w

L
KM

QP
I .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âûâîä îêîí÷àòåëüíûõ óðàâíåíèé äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ äè-
íàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà äîëæåí âêëþ÷àòü â ñåáÿ äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå íåîá-
õîäèìî ïåðåéòè îò âñïîìîãàòåëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì
ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà

S, p, m, w èëè â èíäåêñíîé ôîðìå SN , pNI , mNP
I , wNQPI .

Ñâÿçü ìåæäó íåïîñðåäñòâåííûìè è âñïîìîãàòåëüíûìè äèíàìè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè äàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè
(10), (12), (13) è (14) Ãëàâû 6.1:

S
L
KM = CLKMN ·SN , p

L
KMI = CLKMN ·pNI , m

L
KM

P
I = CLKMN ·mNP

I , w
L
KM

QP
I = CLKMN ·wNQPI . (38)

Íà âòîðîì ýòàïå íåîáõîäèìî ó÷åñòü ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷åííûå â Ãëàâå 6.3.

3.1. Óðàâíåíèå äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ èìïóëüñà

Èñõîäèì èç óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ èìïóëüñà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåê-
òà, ïîëó÷åííîãî â Ðàçäåëå V.3.1 Ãëàâû 6.2 (ôîðìóëà (83)):

∂pI(x(a0), l(a0), a(a0))

∂a0
= −

(
∂W(x, l, a,S,p,m,w)

DxI
− ∂W(x, l, a,S,p,m,w)

∂S
· pI −

−Dx(a0)
∂a0

· [PI , P ]S− Dl(a0)

∂a0
· [PI ,M ]S− Da(a0)

∂a0
· [PI ,W ]S

)
.
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Çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå ïîëíîñòüþ â èíäåêñíîé ôîðìå

∂pLKMI(x(a0), l(a0), a(a0))

∂aL0KM
= −

(
∂W(x, l, a,S,p,m,w)

DxI
− ∂W(x, l, a,S,p,m,w)

∂SLKM
· pLKMI−

−Dx
S(a0)

∂aL0KM
· [PI , PS ]SLKM − DlSR(a0)

∂aL0KM
· [PI ,MR

S ]S
L
KM − DaSRT (a0)

∂aL0KM
· [PI ,WTR

S ]S
L
KM

)
. (39)

Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûì, òàê êàê îíî ñôîðìóëèðîâàíî ïî îòíîøåíèþ ê âñïîìîãàòåëüíûì
äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà. Ïîýòîìó äàëåå ïåðåéäåì îò âñïîìîãàòåëüíûõ äèíàìè-
÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà â ñîîòâåòñòâèè ñ
ñîîòíîøåíèÿìè (38). Ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ èìïóëüñà ôóíäàìåí-
òàëüíîãî îáúåêòà, çàïèñàííîå ïî îòíîøåíèþ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ôóíäàìåíòàëüíîãî
îáúåêòà:

CLKMN · ∂p
N
I(x(a0), l(a0), a(a0))

∂aL0KM
= −

(
∂W(x, l, a, S, p,m,w)

DxI
− ∂W(x, l, a, S, p,m,w)

∂SN
· pNI−

−CLKMN · Dx
S(a0)

∂aL0KM
· [PI , PS ]SN − CLKMN · Dl

S
R(a0)

∂aL0KM
· [PI ,MR

S ]S
N −

−CLKMN · Da
S
RT (a0)

∂aL0KM
· [PI ,WTR

S ]S
N

)
. (40)

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè (4)

[PI(PS)] = PH · TH[IS] +MG
H ·RHG[IS] +WHP

G ·RGPH[IS] ,

[PI(M
R
S)] = PS · δRI +MG

P ·GPGSRI +W JP
G ·GGPJSRI ,

[PI(W
TR

S)] =MR
S · δTI −WGR

S · ΓTGI −WTR
G · ΓGSI ,

ãäå

TH[IS] = lC
H
[IS] − ΓH[IS] ,

GPGS
R
I = ΓPGS · δRI − ΓRGI · δPS + ΓPSI · δRG ,

RHG[IS] = ΓHG[IS] + ΓHP [S · ΓP|G|I] + ΓHGP · TP[IS] + lC
H
G[IS] ,

GGPJS
R
I = BGPJS · δRI −BRPJI · δGS +BGPSI · δRJ ,

RGPH[IS] = BGPH[IS] +BGPT [S · ΓT|H|I + ΓGT [S ·BT|PH|I +BGPHT · TT[IS] + lC
G
PH[IS] .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

CLKMN · ∂p
N
I(x(a0), l(a0), a(a0))

∂aL0KM
= −

(
∂W(x, l, a, S, p,m,w)

DxI
− ∂W(x, l, a, S, p,m,w)

∂SN
· pNI−

−CLKMN · Dx
S(a0)

∂aL0KM
·
(
PH(SN ) · TH[IS] +MG

H(SN ) ·RHG[IS] +WHP
G(S

N ) ·RGPH[IS]

)
−

−CLKMN · Dl
S
R(a0)

∂aL0KM
·
(
PS(S

N ) · δRI +MG
P (S

N ) ·GPGSRI +W JP
G(S

N ) ·GGPJSRI
)
−

−CLKMN · Da
S
RT (a0)

∂aL0KM
·
(
MR

S(S
N ) · δTI −WGR

S(S
N ) · ΓTGI −WTR

G(S
N ) · ΓGSI

))
.

Îòñþäà ñëåäóåò óðàâíåíèå äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ èìïóëüñà ôóíäàìåíòàëüíîãî
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îáúåêòà â îêîí÷àòåëüíîì âèäå:

CLKMN · ∂p
N
I(x(a0), l(a0), a(a0))

∂aL0KM
= −

(
∂W(x, l, a, S, p,m,w)

DxI
− ∂W(x, l, a, S, p,m,w)

∂SN
· pNI+

+CLKMN · Dx
S(a0)

∂aL0KM
·
(
pNH · TH[IS] +mNG

H ·RHG[IS] + wNHPG ·RGPH[IS]

)
+

+CLKMN · Dl
S
R(a0)

∂aL0KM
·
(
pNS · δRI +mNG

P ·GPGSRI + wNJPG ·GGPJSRI
)
+

+CLKMN · Da
S
RT (a0)

∂aL0KM
·
(
mNR

S · δTI − wNGRS · ΓTGI − wNTRG · ΓGSI
))
. (41)

3.2. Óðàâíåíèå äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ìîìåíòà

Èñõîäèì èç óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà,
ïîëó÷åííîãî â Ðàçäåëå V.3.2 Ãëàâû 6.2 (ôîðìóëà (84)):

∂mPI(x(a0), l(a0), a(a0))

∂a0
== −

(
∂W(x, l, a,S,p,m,w)

DlIP
− ∂W(x, l, a,S,p,m,w)

∂S
m
P
I−

−Dx(a0)
∂a0

· [MP
I , P ]S− Dl(a0)

∂a0
· [MP

I ,M ]S− Da(a0)

∂a0
· [MP

I ,W ]S

)
.

Çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå ïîëíîñòüþ â èíäåêñíîé ôîðìå

∂mLKM
P
I(x(a0), l(a0), a(a0))

∂aL0KM
== −

(
∂W(x, l, a,S,p,m,w)

DlIP
− ∂W(x, l, a,S,p,m,w)

∂SLKM
m
L
KM

P
I−

−Dx
S(a0)

∂aL0KM
· [MP

I , PS ]S
L
KM − DlSR(a0)

∂aL0KM
· [MP

I ,M
R
S ]S

L
KM − DaSRT (a0)

∂aL0KM
· [MP

I ,W
TR

S ]S
L
KM

)
. (42)

Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûì, òàê êàê îíî ñôîðìóëèðîâàíî ïî îòíîøåíèþ ê âñïîìîãàòåëüíûì
äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà. Ïîýòîìó äàëåå ïåðåéäåì îò âñïîìîãàòåëüíûõ äèíàìè-
÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà â ñîîòâåòñòâèè ñ
ñîîòíîøåíèÿìè (38). Ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ìîìåíòà ôóíäàìåí-
òàëüíîãî îáúåêòà, çàïèñàííîå ïî îòíîøåíèþ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ôóíäàìåíòàëüíîãî
îáúåêòà:

CLKMN · ∂m
NP

I(x(a0), l(a0), a(a0))

∂aL0KM
== −

(
∂W(x, l, a, S, p,m,w)

DlIP
− ∂W(x, l, a, S, p,m,w)

∂SN
mNP

I−

−CLKMN · Dx
S(a0)

∂aL0KM
· [MP

I , PS ]S
N − CLKMN · Dl

S
R(a0)

∂aL0KM
· [MP

I ,M
R
S ]S

N −

−CLKMN · Da
S
RT (a0)

∂aL0KM
· [MP

I ,W
TR

S ]S
N

)
. (43)

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè (5):

[MP
I(PS)] = −PI · δPS −MG

H ·GHGIP S −WHJ
G ·GGJHIP S ,

[MP
I(M

R
S)] =MP

S · δRI −MR
I · δPS ,

[MP
I(W

TR
S)] = −WTR

I · δPS +WPR
S · δTI ,

ãäå

GHGI
P
S = ΓHGI · δPS − ΓPGS · δHI + ΓHIS · δPG ,

GGJHI
P
S = BGJHI · δPS −BPJHS · δGI +BGJIS · δPH .
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Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

CLKMN · ∂m
NP

I(x(a0), l(a0), a(a0))

∂aL0KM
== −

(
∂W(x, l, a, S, p,m,w)

DlIP
− ∂W(x, l, a, S, p,m,w)

∂SN
mNP

I−

−CLKMN · Dx
S(a0)

∂aL0KM
·
(
−PI(SN ) · δPS −MG

H(SN ) ·GHGIP S −WHJ
G(S

N ) ·GGJHIP S
)
−

−CLKMN · Dl
S
R(a0)

∂aL0KM
·
(
MP

S(S
N ) · δRI −MR

I(S
N ) · δPS

)
−

−CLKMN · Da
S
RT (a0)

∂aL0KM
·
(
−WTR

I(S
N ) · δPS +WPR

S(S
N ) · δTI

))
.

Îòñþäà ñëåäóåò óðàâíåíèå äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî
îáúåêòà â îêîí÷àòåëüíîì âèäå:

CLKMN · ∂m
NP

I(x(a0), l(a0), a(a0))

∂aL0KM
== −

(
∂W(x, l, a, S, p,m,w)

DlIP
− ∂W(x, l, a, S, p,m,w)

∂SN
mNP

I+

+CLKMN · Dx
S(a0)

∂aL0KM
·
(
−pNI · δPS −mNG

H ·GHGIP S − wNHJG ·GGJHIP S
)
+

+CLKMN · Dl
S
R(a0)

∂aL0KM
·
(
mNP

S · δRI −mNR
I · δPS

)
+

+CLKMN · Da
S
RT (a0)

∂aL0KM
·
(
−wNTRI · δPS + wNPRS · δTI

))
. (44)

3.3. Óðàâíåíèå äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà

Èñõîäèì èç óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî
îáúåêòà, ïîëó÷åííîãî â Ðàçäåëå V.3.3 Ãëàâû 6.2 (ôîðìóëà (85)):

∂wQP
I(x(a0), l(a0), a(a0))

∂a0
= −

(
∂W(x, l, a,S,p,m,w)

DaIPQ
− ∂W(x, l, a,S,p,m,w)

∂S
· wQPI−

−Dx(a0)
∂a0

· [WQP
I , P ]S− Dl(a0)

∂a0
· [WQP

I ,M ]S− Da(a0)

∂a0
· [WQP

I ,W ]S

)
.

Çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå ïîëíîñòüþ â èíäåêñíîé ôîðìå

∂wL
KM

QP
I(x(a0), l(a0), a(a0))

∂aL0KM
= −

(
∂W(x, l, a,S,p,m,w)

DaIPQ
− ∂W(x, l, a,S,p,m,w)

∂SLKM
· wLKMQPI−

−Dx
S(a0)

∂aL0KM
· [WQP

I , PS ]S
L
KM − DlSR(a0)

∂aL0KM
· [WQP

I ,M
R
S ]S

L
KM − DaSRT (a0)

∂aL0KM
· [WQP

I ,W
TR

S ]S
L
KM

)
. (45)

Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûì, òàê êàê îíî ñôîðìóëèðîâàíî ïî îòíîøåíèþ ê âñïîìîãàòåëüíûì
äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà. Ïîýòîìó äàëåå ïåðåéäåì îò âñïîìîãàòåëüíûõ äèíàìè-
÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà â ñîîòâåòñòâèè
ñ ñîîòíîøåíèÿìè (38). Ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà
ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà, çàïèñàííîå ïî îòíîøåíèþ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ôóíäà-
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ìåíòàëüíîãî îáúåêòà:

CLKMN · ∂w
NQP

I(x(a0), l(a0), a(a0))

∂aL0KM
= −

(
∂W(x, l, a, S, p,m,w)

DaIPQ
− ∂W(x, l, a, S, p,m,w)

∂SN
· wNQPI−

−CLKMN · Dx
S(a0)

∂aL0KM
· [WQP

I , PS ]S
N − CLKMN · Dl

S
R(a0)

∂aL0KM
· [WQP

I ,M
R
S ]S

N −

−CLKMN · Da
S
RT (a0)

∂aL0KM
· [WQP

I ,W
TR

S ]S
N

)
. (46)

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè (6)

[WQP
I(PS)] = −MP

I · δQS +WTP
I · ΓQTS +WQP

T · ΓTIS ,

[WQP
I(M

R
S)] =WQP

S · δRI −WRP
I · δQS ,

[WQP
I(W

RT
S)] = 0 .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

CLKMN · ∂w
NQP

I(x(a0), l(a0), a(a0))

∂aL0KM
= −

(
∂W(x, l, a, S, p,m,w)

DaIPQ
− ∂W(x, l, a, S, p,m,w)

∂SN
· wNQPI−

−CLKMN · Dx
S(a0)

∂aL0KM
·
(
−MP

I(S
N ) · δQS +WTP

I(S
N ) · ΓQTS +WQP

T (S
N ) · ΓTIS

)
−

−CLKMN · Dl
S
R(a0)

∂aL0KM
·
(
WQP

S(S
N ) · δRI −WRP

I(S
N ) · δQS

))
.

Îòñþäà ñëåäóåò óðàâíåíèå äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëü-
íîãî îáúåêòà â îêîí÷àòåëüíîì âèäå:

CLKMN · ∂w
NQP

I(x(a0), l(a0), a(a0))

∂aL0KM
= −

(
∂W(x, l, a, S, p,m,w)

DaIPQ
− ∂W(x, l, a, S, p,m,w)

∂SN
· wNQPI+

+CLKMN · Dx
S(a0)

∂aL0KM
·
(
−mNP

I · δQS + wNTPI · ΓQTS + wNQPT · ΓTIS
)
+

+CLKMN · Dl
S
R(a0)

∂aL0KM
·
(
wNQPS · δRI − wNRPI · δQS

))
. (47)

V. ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÏÐÎÌÅÆÓÒÎ×ÍÎÃÎ ÎÁÚÅÊÒÀ Â ÏÅÐÂÎÌ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÈ

Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ñâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèþ äèíàìèêè ñäâèãà
äëÿ èìïóëüñà ýòîãî îáúåêòà.

1. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà

Èñõîäèì èç óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè, ïî-
ëó÷åííîãî â Ðàçäåëå VI.1 Ãëàâû 6.2:

∂pK1 I(x0)

∂x0K
= −

(
∂P1(x, S1, p1)

DxI
− ∂P1(x, S1, p1)

∂SN1
· pN1 I −

DxR(x0)

∂x0K
· [PI , PR]SK1

)
. (48)

Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûì, òàê êàê îíî ñôîðìóëèðîâàíî ïî îòíîøåíèþ ê âñïîìîãàòåëüíûì
äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà. Ïîýòîìó äàëåå ïåðåéäåì îò âñïîìîãàòåëüíûõ äèíàìè÷å-
ñêèõ ïàðàìåòðîâ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà â ñîîòâåòñòâèè ñ
ñîîòíîøåíèÿìè:

SK1 = CKPN · SNP , pK1 I = CKPN · pNPI .
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Ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà, çàïèñàííîå ïî îòíîøåíèþ ê
íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà:

CKPN · ∂p
N
PI(x0)

∂x0K
= −

(
∂P1(x, S1, p1)

DxI
− ∂P1(x, S1, p1)

∂SNP
· pNPI − CKPN · Dx

R(x0)

∂x0K
· [PI , PR]SNP

)
. (49)

Âîñïîëüçóåìñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè (1)

[PI(PR)] = PE · TE[IR] .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà â ïåðâîì ïðèáëè-
æåíèè

CKPN · ∂p
N
PI(x0)

∂x0K
= −

(
∂P1(x, S1, p1)

DxI
− ∂P1(x, S1, p1)

∂SNP
· pNPI + CKPN · Dx

R(x0)

∂x0K
· pNPE · TE[IR]

)
. (50)

VI. ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÏÐÎÌÅÆÓÒÎ×ÍÎÃÎ ÎÁÚÅÊÒÀ ÂÎ ÂÒÎÐÎÌ
ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÈ

1. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà

Èñõîäíûìè óðàâíåíèÿìè äëÿ äàëüíåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèé ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà ïðîìåæó-
òî÷íîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè, ïîëó÷åííûå â Ðàçäåëå VII.1 Ãëàâû 6.2. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ýòè
óðàâíåíèÿ ñëåäóåò ñ÷èòàòü âñïîìîãàòåëüíûìè, òàê êàê îíè ñôîðìóëèðîâàíû ïî îòíîøåíèþ ê âñïîìîãàòåëü-
íûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà

S1, p1, m1, èëè â èíäåêñíîé ôîðìå SL1 , pL1I , mLP1 I .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âûâîä îêîí÷àòåëüíûõ óðàâíåíèé äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ïðî-
ìåæóòî÷íîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè äîëæåí âêëþ÷àòü â ñåáÿ äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå íåîáõîäèìî
ïåðåéòè îò âñïîìîãàòåëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ïðîìå-
æóòî÷íîãî îáúåêòà

S1, p1, m1, èëè â èíäåêñíîé ôîðìå SNK , pNKI , mN
K
P
I .

Ñâÿçü ìåæäó íåïîñðåäñòâåííûìè è âñïîìîãàòåëüíûìè äèíàìè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè äàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè
(48), (50), (51) Ãëàâû 6.1:

SL1 = CLKN · SNK , pL1I = CLKN · pNKI , mLP1 I = CLKN ·mN
K
P
I . (51)

Íà âòîðîì ýòàïå íåîáõîäèìî ó÷åñòü ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷åííûå â Ãëàâå 6.3.

1.1. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà

Èñõîäèì èç óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè,
ïîëó÷åííîãî â Ðàçäåëå VII.1.1 Ãëàâû 6.2 (ôîðìóëà (89)). Îíî èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∂p1I(x(x0), l(x0))

∂x0
= −

(
∂P1(x, l, S1, p1, m1)

DxI
− ∂P1(x, l, S1, p1, m1)

∂S1
· p1I −

Dx(x0)

∂x0
· [PI , P ]S1 −

Dl(x0)

∂x0
· [PI ,M ]S1

)
.

Çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå ïîëíîñòüþ â èíäåêñíîé ôîðìå:

∂pL1I(x(x0), l(x0))

∂xL0
= −

(
∂P1(x, l, S1, p1, m1)

DxI
−∂P1(x, l, S1, p1, m1)

∂SL1
·pL1I−

DxQ(x0)

∂xL0
·[PI , PQ]SL1−

DlQP (x0)

∂xL0
·[PI ,MP

Q]S
L
1

)
.

(52)
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Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûì, òàê êàê îíî ñôîðìóëèðîâàíî ïî îòíîøåíèþ ê âñïîìîãàòåëüíûì
äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà. Ïîýòîìó äàëåå ïåðåéäåì îò âñïîìîãàòåëüíûõ äèíàìè÷å-
ñêèõ ïàðàìåòðîâ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà â ñîîòâåòñòâèè ñ
ñîîòíîøåíèÿìè (51). Ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà, çàïèñàííîå
ïî îòíîøåíèþ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà:

CLKN · ∂p
N
KI(x(x0), l(x0))

∂xL0
= −

(
∂P1(x, l, S1, p1,m1)

DxI
− ∂P1(x, l, S1, p1,m1)

∂SNK
· pNKI−

−CLKN · Dx
Q(x0)

∂xL0
· [PI , PQ]SNK − CLKN · Dl

Q
P (x0)

∂xL0
· [PI ,MP

Q]S
N
K

)
. (53)

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè (2)

[PI(PQ)] = PP · TP[IQ] +MP
S ·RSP [IQ] ,

[PI(M
P
Q)] = PQ · δPI +MR

S ·GSRQP I ,

ãäå

TP[IQ] = lC
P
[IQ] − ΓP[IQ] ,

GSRQ
P
I = ΓSRQ · δPI − ΓPRI · δSQ + ΓSQI · δPR ,

RSP [IQ] = ΓSP [IQ] + ΓST [Q · ΓT |P |I] + ΓSPT · TT[IQ] + lC
S
P [IQ] .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

CLKN · ∂p
N
KI(x(x0), l(x0))

∂xL0
= −

(
∂P1(x, l, S1, p1,m1)

DxI
− ∂P1(x, l, S1, p1,m1)

∂SNK
· pNKI−

−CLKN · Dx
Q(x0)

∂xL0
·
(
PP (S

N
K) · TP[IQ] +MP

S(S
N
K) ·RSP [IQ]

)
−

−CLKN · Dl
Q
P (x0)

∂xL0
·
(
PQ(S

N
K) · δPI +MR

S(S
N
K) ·GSRQP I

))
.

Îòñþäà ñëåäóåò óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè
â îêîí÷àòåëüíîì âèäå:

CLKN · ∂p
N
KI(x(x0), l(x0))

∂xL0
= −

(
∂P1(x, l, S1, p1,m1)

DxI
− ∂P1(x, l, S1, p1,m1)

∂SNK
· pNKI+

+CLKN · Dx
Q(x0)

∂xL0
·
(
pNKP · TP[IQ] +mN

K
P
S ·RSP [IQ]

)
+

+CLKN · Dl
Q
P (x0)

∂xL0
·
(
pNKQ · δPI +mN

K
R
S ·GSRQP I

))
. (54)

1.2. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ ìîìåíòà

Èñõîäèì èç óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ ìîìåíòà ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè, ïî-
ëó÷åííîãî â Ðàçäåëå VII.1.2 Ãëàâû 6.2 (ôîðìóëà (90)). Îíî èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∂mP1I(x(x0), l(x0))

∂x0
= −

(
∂P1(x, l, S1, p1, m1)

DlIP
− ∂P1(x, l, S1, p1, m1)

∂S1
·mP1I−

Dx(x0)

∂x0
·[MP

I , P ]S1−
Dl(x0)

∂x0
·[MP

I ,M ]S1

)
.
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Çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå ïîëíîñòüþ â èíäåêñíîé ôîðìå:

∂mLP1 I(x(x0), l(x0))

∂xL0
= −

(
∂P1(x, l, S1, p1, m1)

DlIP
− ∂P1(x, l, S1, p1, m1)

∂SL1
· mLP1 I−

−Dx
Q(x0)

∂xL0
· [MP

I , PQ]S
L
1 − DlQR(x0)

∂xL0
· [MP

I ,M
R
Q]S

L
1

)
. (55)

Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûì, òàê êàê îíî ñôîðìóëèðîâàíî ïî îòíîøåíèþ ê âñïîìîãàòåëüíûì
äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà. Ïîýòîìó äàëåå ïåðåéäåì îò âñïîìîãàòåëüíûõ äèíàìè÷å-
ñêèõ ïàðàìåòðîâ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà â ñîîòâåòñòâèè ñ
ñîîòíîøåíèÿìè (51). Ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ ìîìåíòà ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà, çàïèñàííîå
ïî îòíîøåíèþ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà:

CLKN · ∂m
N
K
P
I(x(x0), l(x0))

∂xL0
= −

(
∂P1(x, l, S1, p1,m1)

DlIP
− ∂P1(x, l, S1, p1,m1)

∂SNK
·mN

K
P
I−

−CLKN · Dx
Q(x0)

∂xL0
· [MP

I , PQ]S
N
K − CLKN · Dl

Q
R(x0)

∂xL0
· [MP

I ,M
R
Q]S

N
K

)
. (56)

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè (3)

[MP
I(PQ)] = −PI · δPQ −MT

S ·GSTIPQ ,
[MP

I(M
R
Q)] =MP

Q · δRI −MR
I · δPQ ,

ãäå

GSTI
P
Q = ΓSTI · δPQ − ΓPTQ · δSI + ΓSIQ · δPT .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

CLKN · ∂m
N
K
P
I(x(x0), l(x0))

∂xL0
= −

(
∂P1(x, l, S1, p1,m1)

DlIP
− ∂P1(x, l, S1, p1,m1)

∂SNK
·mN

K
P
I−

−CLKN · Dx
Q(x0)

∂xL0
·
(
−PI(SNK) · δPQ −MT

S(S
N
K) ·GSTIPQ

)
−

−CLKN · Dl
Q
R(x0)

∂xL0
·
(
MP

QS
N
K · δRI −MR

IS
N
K · δPQ

))
.

Îòñþäà ñëåäóåò óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ ìîìåíòà ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè
â îêîí÷àòåëüíîì âèäå:

CLKN · ∂m
N
K
P
I(x(x0), l(x0))

∂xL0
= −

(
∂P1(x, l, S1, p1,m1)

DlIP
− ∂P1(x, l, S1, p1,m1)

∂SNK
·mN

K
P
I+

+CLKN · Dx
Q(x0)

∂xL0
·
(
−pNKI · δPQ −mN

K
T
S ·GSTIPQ

)
+

+CLKN · Dl
Q
R(x0)

∂xL0
·
(
mN

K
P
Q · δRI −mN

K
R
I · δPQ

))
. (57)

2. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà óæå ñôîðìóëèðîâàíû ïî îòíîøå-
íèþ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ýòîãî îáúåêòà òàê êàê â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèÿìè
(53), (55), (56) Ãëàâû 6.1 èìååì:

SL1K ≡ SLK , pL1KI ≡ pLKI , mL1K
P
I ≡ mL

K
P
I . (58)

Ïîýòîìó äàëüíåéøåå ïðåîáðàçîâàíèå óêàçàííûõ óðàâíåíèé ñâîäèòñÿ ê ó÷åòó ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé.
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2.1. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ èìïóëüñà

Èñõîäíûì äëÿ äàëüíåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèé ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ
èìïóëüñà ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè, ïîëó÷åííîå â Ðàçäåëå VII.2.1 Ãëàâû 6.2 (ôîðìóëà
(93)):

∂p1I(x(l0), l(l0))

∂l0
= −

(
∂M1(x, l, S1, p1,m1)

DxM
− ∂M1(x, l, S1, p1,m1)

∂S1
· p1I −

Dx(l0)

∂l0
· [PI , P ]S1 −

Dl(l0)

∂l0
· [PI ,M ]S1

)
.

Çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå ïîëíîñòüþ â èíäåêñíîé ôîðìå è ó÷òåì ñîîòíîøåíèÿ (58)

∂pLKI(x(l0), l(l0))

∂lL0K
= −

(
∂M1(x, l, S1, p1,m1)

DxI
− ∂M1(x, l, S1, p1,m1)

∂SLK
· pLKI −

−Dx
Q(l0)

∂lL0K
· [PI , PQ]SLK − DlQP (l0)

∂lL0K
· [PI ,MP

Q]S
L
K

)
. (59)

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè (2)

[PI(PQ)] = PP · TP[IQ] +MP
S ·RSP [IQ] ,

[PI(M
P
Q)] = PQ · δPI +MR

S ·GSRQP I ,

ãäå

TP[IQ] = lC
P
[IQ] − ΓP[IQ] ,

GSRQ
P
I = ΓSRQ · δPI − ΓPRI · δSQ + ΓSQI · δPR ,

RSP [IQ] = ΓSP [IQ] + ΓST [Q · ΓT |P |I] + ΓSPT · TT[IQ] + lC
S
P [IQ] .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

∂pLKI(x(l0), l(l0))

∂lL0K
= −

(
∂M1(x, l, S1, p1,m1)

DxI
− ∂M1(x, l, S1, p1,m1)

∂SLK
· pLKI −

−Dx
Q(l0)

∂lL0K
·
(
PP (S

L
K) · TP[IQ] +MP

S(S
L
K) ·RSP [IQ]

)
− DlQP (l0)

∂lL0K
·
(
PQ(S

L
K) · δPI +MR

S(S
L
K) ·GSRQP I

))
.

Îòñþäà ñëåäóåò óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ èìïóëüñà ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà âî
âòîðîì ïðèáëèæåíèè â îêîí÷àòåëüíîì âèäå:

∂pLKI(x(l0), l(l0))

∂lL0K
= −

(
∂M1(x, l, S1, p1,m1)

DxI
− ∂M1(x, l, S1, p1,m1)

∂SLK
· pLKI +

+
DxQ(l0)

∂lL0K
·
(
pLKP · TP[IQ] +mL

K
P
S ·RSP [IQ]

)
+
DlQP (l0)

∂lL0K
·
(
pLKQ · δPI +mL

K
R
S ·GSRQP I

))
. (60)

2.2. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ìîìåíòà

Èñõîäíûì äëÿ äàëüíåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèé ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ
ìîìåíòà ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè, ïîëó÷åííîå â Ðàçäåëå VII.2.2 Ãëàâû 6.2 (ôîðìóëà
(94)):

∂mP1I(x(l0), l(l0))

∂l0
= −

(
∂M1(x, l, S1, p1,m1)

DlIP
− ∂M1(x, l, S1, p1,m1)

∂S1
·mP1I−

−Dx(l0)
∂l0

· [MP
I , P ]S1 −

Dl(l0)

∂l0
· [MP

I ,M ]S1

)
.



VII. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà â îáùåì ñëó÷àå 573

Çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå ïîëíîñòüþ â èíäåêñíîé ôîðìå è ó÷òåì ñîîòíîøåíèÿ (58)

∂mL
K
P
I(x(l0), l(l0))

∂lL0K
= −

(
∂M1(x, l, S1, p1,m1)

DlIP
− ∂M1(x, l, S1, p1,m1)

∂SLK
·mL

K
P
I−

−Dx
Q(l0)

∂lL0K
· [MP

I , PQ]S
L
K − DlQP (l0)

∂lL0K
· [MP

I ,M
P
Q]S

L
K

)
. (61)

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè (3):

[MP
I(PQ)] = −PI · δPQ −MT

S ·GSTIPQ ,
[MP

I(M
R
Q)] =MP

Q · δRI −MR
I · δPQ ,

ãäå

GSTI
P
Q = ΓSTI · δPQ − ΓPTQ · δSI + ΓSIQ · δPT .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

∂mL
K
P
I(x(l0), l(l0))

∂lL0K
= −

(
∂M1(x, l, S1, p1,m1)

DlIP
− ∂M1(x, l, S1, p1,m1)

∂SLK
·mL

K
P
I−

−Dx
Q(l0)

∂lL0K
·
(
−PI(SLK) · δPQ −MT

S(S
L
K) ·GSTIPQ

)
− DlQP (l0)

∂lL0K
·
(
MP

Q(S
L
K) · δRI −MR

I(S
L
K) · δPQ

))
.

Îòñþäà ñëåäóåò óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ìîìåíòà ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà âî
âòîðîì ïðèáëèæåíèè â îêîí÷àòåëüíîì âèäå:

∂mL
K
P
I(x(l0), l(l0))

∂lL0K
= −

(
∂M1(x, l, S1, p1,m1)

DlIP
− ∂M1(x, l, S1, p1,m1)

∂SLK
·mL

K
P
I+

+
DxQ(l0)

∂lL0K
·
(
−pLKI · δPQ −mL

K
T
S ·GSTIPQ

)
+
DlQP (l0)

∂lL0K
·
(
mL

K
P
Q · δRI −mL

K
R
I(S

L
K) · δPQ

))
. (62)

VII. ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÏÐÎÌÅÆÓÒÎ×ÍÎÃÎ ÎÁÚÅÊÒÀ Â ÎÁÙÅÌ ÑËÓ×ÀÅ

1. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà

Èñõîäíûìè óðàâíåíèÿìè äëÿ äàëüíåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèé ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà ïðîìåæó-
òî÷íîãî îáúåêòà, ïîëó÷åííûå â Ðàçäåëå VIII.1 Ãëàâû 6.2. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ýòè óðàâíåíèÿ ñëåäóåò
ñ÷èòàòü âñïîìîãàòåëüíûìè, òàê êàê îíè ñôîðìóëèðîâàíû ïî îòíîøåíèþ ê âñïîìîãàòåëüíûì äèíàìè÷åñêèì
ïàðàìåòðàì ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà

S1, p1, m1, w1, èëè â èíäåêñíîé ôîðìå SL1 , pL1I , mLP1 I , w
LQP
1 I .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âûâîä îêîí÷àòåëüíûõ óðàâíåíèé äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ïðîìå-
æóòî÷íîãî îáúåêòà äîëæåí âêëþ÷àòü â ñåáÿ äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå íåîáõîäèìî ïåðåéòè îò âñïîìîãàòåëüíûõ
äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà

S1, p1, m1, w1, èëè â èíäåêñíîé ôîðìå SNK , pNKI , mN
K
P
I , wNK

QP
I .

Ñâÿçü ìåæäó íåïîñðåäñòâåííûìè è âñïîìîãàòåëüíûìè äèíàìè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè äàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè
(48), (50), (51), (52) Ãëàâû 6.1:

SL1 = CLKN · SNK , pL1I = CLKN · pNKI , mLP1 I = CLKN ·mN
K
P
I , w

LQP
1 I = CLKN · wNKQPI . (63)

Íà âòîðîì ýòàïå íåîáõîäèìî ó÷åñòü ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷åííûå â Ãëàâå 6.3.
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1.1. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà

Èñõîäèì èç óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà, ïîëó÷åííîãî â Ðàçäåëå
VIII.1.1 Ãëàâû 6.2 (ôîðìóëà (97)):

∂p1I(x(x0), l(x0), a(x0))

∂x0
= −

(
∂P1(x, l, a, S1, p1, m1, w1)

DxI
− ∂P1(x, l, a, S1, p1, m1, w1)

∂S1
· p1I−

−Dx(x0)
∂x0

· [PI , P ]S1 −
Dl(x0)

∂x0
· [PI ,M ]S1 −

Da(x0)

∂x0
· [PI ,W ]S1

)
.

Çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå ïîëíîñòüþ â èíäåêñíîé ôîðìå

∂pL1I(x(x0), l(x0), a(x0))

∂xL0
= −

(
∂P1(x, l, a, S1, p1, m1, w1)

DxI
− ∂P1(x, l, a, S1, p1, m1, w1)

∂SL1
· pL1I−

−Dx
Q(x0)

∂x0
· [PI , PQ]SL1 − DlQP (x0)

∂xL0
· [PI ,MP

Q]S
L
1 − DaQRP (x0)

∂xL0
· [PI ,WPR

Q]S
L
1

)
. (64)

Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûì, òàê êàê îíî ñôîðìóëèðîâàíî ïî îòíîøåíèþ ê âñïîìîãàòåëüíûì
äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà. Ïîýòîìó äàëåå ïåðåéäåì îò âñïîìîãàòåëüíûõ äèíàìè÷å-
ñêèõ ïàðàìåòðîâ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà â ñîîòâåòñòâèè ñ
ñîîòíîøåíèÿìè (63). Ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà, çàïèñàííîå
ïî îòíîøåíèþ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà:

CLKN · ∂p
N
KI(x(x0), l(x0), a(x0))

∂xL0
= −

(
∂P1(x, l, a, S1, p1,m1, w1)

DxI
− ∂P1(x, l, a, S1, p1,m1, w1)

∂SNK
· pNKI−

−CLKN · Dx
Q(x0)

∂x0
· [PI , PQ]SNK − CLKN · Dl

Q
P (x0)

∂xL0
· [PI ,MP

Q]S
N
K − CLKN · Da

Q
RP (x0)

∂xL0
· [PI ,WPR

Q]S
N
K

)
.

(65)

Âîñïîëüçóåìñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè (4)

[PI(PQ)] = PP · TP[IQ] +MP
S ·RSP [IQ] +WTP

S ·RSPT [IQ] ,

[PI(M
P
Q)] = PQ · δPI +MR

S ·GSRQP I +WTR
S ·GSRTQP I ,

[PI(W
PR

Q)] =MR
Q · δPI −WTR

Q · ΓPTI −WPR
T · ΓTQI ,

ãäå

TP[IQ] = lC
P
[IQ] − ΓP[IQ] ,

GSRQ
P
I = ΓSRQ · δPI − ΓPRI · δSQ + ΓSQI · δPR ,

RSP [IQ] = ΓSP [IQ] + ΓST [Q · ΓT |P |I] + ΓSPT · TT[IQ] + lC
S
P [IQ] ,

GSRTQ
P
I = BSRTQ · δPI −BPRTI · δSQ +BSRQI · δPT ,

RSPT [IQ] = BSPT [IQ] +BSPB[Q · ΓB|T |I + ΓSB[Q ·BB|PT |I +BSPTB · TB[IQ] + lC
S
PT [IQ] .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

CLKN · ∂p
N
KI(x(x0), l(x0), a(x0))

∂xL0
= −

(
∂P1(x, l, a, S1, p1,m1, w1)

DxI
− ∂P1(x, l, a, S1, p1,m1, w1)

∂SNK
· pNKI−

−CLKN · Dx
Q(x0)

∂x0
·
(
PP (S

N
K) · TP[IQ] +MP

S(S
N
K) ·RSP [IQ] +WTP

S(S
N
K) ·RSPT [IQ]

)
−

−CLKN · Dl
Q
P (x0)

∂xL0
·
(
PQ(S

N
K) · δPI +MR

S(S
N
K) ·GSRQP I +WTR

S(S
N
K) ·GSRTQP I

)
−

−CLKN · Da
Q
RP (x0)

∂xL0
·
(
MR

Q(S
N
K) · δPI −WTR

Q(S
N
K) · ΓPTI −WPR

T (S
N
K) · ΓTQI

))
.
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Îòñþäà ñëåäóåò óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà â îêîí÷àòåëüíîì âèäå:

CLKN · ∂p
N
KI(x(x0), l(x0), a(x0))

∂xL0
= −

(
∂P1(x, l, a, S1, p1,m1, w1)

DxI
− ∂P1(x, l, a, S1, p1,m1, w1)

∂SNK
· pNKI+

+CLKN · Dx
Q(x0)

∂x0
·
(
pNKP · TP[IQ] +mN

K
P
S ·RSP [IQ] + wNK

TP
S ·RSPT [IQ]

)
+

+CLKN · Dl
Q
P (x0)

∂xL0
·
(
pNKQ · δPI +mN

K
R
S ·GSRQP I + wNK

TR
S ·GSRTQP I

)
+

+CLKN · Da
Q
RP (x0)

∂xL0
·
(
mN

K
R
Q · δPI − wNK

TR
Q · ΓPTI − wNK

PR
T · ΓTQI

))
. (66)

1.2. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ ìîìåíòà

Èñõîäèì èç óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ ìîìåíòà ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà, ïîëó÷åííîãî â Ðàçäåëå VIII.1.2
Ãëàâû 6.2 (ôîðìóëà (98)):

∂mP1I(x(x0), l(x0), a(x0))

∂x0
= −

(
∂P1(x, l, a, S1, p1, m1, w1)

DlIP
− ∂P1(x, l, a, S1, p1, m1, w1)

∂S1
· mP1I−

−Dx(x0)
∂x0

· [MP
I , P ]S1 −

Dl(x0)

∂x0
· [MP

I ,M ]S1 −
Da(x0)

∂x0
· [MP

I ,W ]S1

)
.

Çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå ïîëíîñòüþ â èíäåêñíîé ôîðìå

∂mLP1 I(x(x0), l(x0), a(x0))

∂xL0
= −

(
∂P1(x, l, a, S1, p1, m1, w1)

DlIP
− ∂P1(x, l, a, S1, p1, m1, w1)

∂SL1
· mLP1 I−

−Dx
Q(x0)

∂xL0
· [MP

I , PQ]S
L
1 − DlQR(x0)

∂xL0
· [MP

I ,M
R
Q]S

L
1 − DaQRS(x0)

∂xL0
· [MP

I ,W
SR
Q]S

L
1

)
. (67)

Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûì, òàê êàê îíî ñôîðìóëèðîâàíî ïî îòíîøåíèþ ê âñïîìîãàòåëüíûì
äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà. Ïîýòîìó äàëåå ïåðåéäåì îò âñïîìîãàòåëüíûõ äèíàìè÷å-
ñêèõ ïàðàìåòðîâ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà â ñîîòâåòñòâèè ñ
ñîîòíîøåíèÿìè (63). Ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ ìîìåíòà ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà, çàïèñàííîå
ïî îòíîøåíèþ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà:

CLKN · ∂m
N
K
P
I(x(x0), l(x0), a(x0))

∂xL0
= −

(
∂P1(x, l, a, S1, p1,m1, w1)

DlIP
− ∂P1(x, l, a, S1, p1,m1, w1)

∂SNK
·mN

K
P
I−

−CLKN · Dx
Q(x0)

∂xL0
·[MP

I , PQ]S
N
K − CLKN · Dl

Q
R(x0)

∂xL0
·[MP

I ,M
R
Q]S

N
K − CLKN · Da

Q
RS(x0)

∂xL0
·[MP

I ,W
SR
Q]S

N
K

)
.

(68)

Âîñïîëüçóåìñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè (5)

[MP
I(PQ)] = −PI · δPQ −MR

S ·GSRIPQ −WST
R ·GRTSIPQ ,

[MP
I(M

R
Q)] =MP

Q · δRI −MR
I · δPQ ,

[MP
I(W

SR
Q)] = −WSR

I · δPQ +WPR
Q · δSI ,

ãäå

GSRI
P
Q = ΓSRI · δPQ − ΓPRQ · δSI + ΓSIQ · δPR ,

GRTSI
P
Q = BRTSI · δPQ −BPTSQ · δRI +BRTIQ · δPS .
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Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

CLKN · ∂m
N
K
P
I(x(x0), l(x0), a(x0))

∂xL0
= −

(
∂P1(x, l, a, S1, p1,m1, w1)

DlIP
− ∂P1(x, l, a, S1, p1,m1, w1)

∂SNK
·mN

K
P
I−

−CLKN · Dx
Q(x0)

∂xL0
·
(
−PI(SNK) · δPQ −MR

S(S
N
K) ·GSRIPQ −WST

R(S
N
K) ·GRTSIPQ

)
−

−CLKN · Dl
Q
R(x0)

∂xL0
·
(
MP

Q(S
N
K) · δRI −MR

I(S
N
K) · δPQ

)
−

−CLKN · Da
Q
RS(x0)

∂xL0
·
(
−WSR

I(S
N
K) · δPQ +WPR

Q(S
N
K) · δSI

))
.

Îòñþäà ñëåäóåò óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ ìîìåíòà ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà â îêîí÷àòåëüíîì âèäå:

CLKN · ∂m
N
K
P
I(x(x0), l(x0), a(x0))

∂xL0
= −

(
∂P1(x, l, a, S1, p1,m1, w1)

DlIP
− ∂P1(x, l, a, S1, p1,m1, w1)

∂SNK
·mN

K
P
I+

+CLKN · Dx
Q(x0)

∂xL0
·
(
−pNKI · δPQ −mN

K
R
S ·GSRIPQ − wNK

ST
R ·GRTSIPQ

)
+

+CLKN · Dl
Q
R(x0)

∂xL0
·
(
mN

K
P
Q · δRI −mN

K
R
I · δPQ

)
+

+CLKN · Da
Q
RS(x0)

∂xL0
·
(
−wNKSRI · δPQ + wNK

PR
Q · δSI

))
. (69)

1.3. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà

Èñõîäèì èç óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà, ïîëó÷åííîãî â Ðàç-
äåëå VIII.1.3 Ãëàâû 6.2 (ôîðìóëà (99)):

∂wQP1 I(x(x0), l(x0), a(x0))

∂x0
== −

(
∂P1(x, l, a, S1, p1, m1, w1)

DaIPQ
− ∂P1(x, l, a, S1, p1, m1, w1)

∂S1
· wQP1 I−

−Dx(x0)
∂x0

· [WQP
I , P ]S1 −

Dl(x0)

∂x0
· [WQP

I ,M ]S1 −
Da(x0)

∂x0
· [WQP

I ,W ]S1

)
.

Çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå ïîëíîñòüþ â èíäåêñíîé ôîðìå

∂wLQP1 I(x(x0), l(x0), a(x0))

∂xL0
== −

(
∂P1(x, l, a, S1, p1, m1, w1)

DaIPQ
− ∂P1(x, l, a, S1, p1, m1, w1)

∂SL1
· wLQP1 I−

−Dx
R(x0)

∂xL0
· [WQP

I , PR]S
L
1 − DlRS(x0)

∂xL0
· [WQP

I ,M
S
R]S

L
1 − DaRST (x0)

∂xL0
· [WQP

I ,W
TS
R]S

L
1

)
. (70)

Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûì, òàê êàê îíî ñôîðìóëèðîâàíî ïî îòíîøåíèþ ê âñïîìîãàòåëüíûì
äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà. Ïîýòîìó äàëåå ïåðåéäåì îò âñïîìîãàòåëüíûõ äèíàìè-
÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà â ñîîòâåòñòâèè
ñ ñîîòíîøåíèÿìè (63). Ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà,
çàïèñàííîå ïî îòíîøåíèþ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà:

CLKN · ∂w
N
K
QP

I(x(x0), l(x0), a(x0))

∂xL0
== −

(
∂P1(x, l, a, S1, p1,m1, w1)

DaIPQ
− ∂P1(x, l, a, S1, p1,m1, w1)

∂SNK
· wNKQPI−

−CLKN · Dx
R(x0)

∂xL0
· [WQP

I , PR]S
N
K − CLKN · Dl

R
S(x0)

∂xL0
· [WQP

I ,M
S
R]S

N
K −

−CLKN · Da
R
ST (x0)

∂xL0
· [WQP

I ,W
TS
R]S

N
K

)
. (71)
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Âîñïîëüçóåìñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè (6)

[WQP
I(PR)] = −MP

I · δQR +WTP
I · ΓQTR +WQP

S · ΓSIR ,

[WQP
I(M

S
R)] =WQP

R · δSI −WSP
I · δQR ,

[WQP
I(W

TS
R)] = 0 .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

CLKN · ∂w
N
K
QP

I(x(x0), l(x0), a(x0))

∂xL0
== −

(
∂P1(x, l, a, S1, p1,m1, w1)

DaIPQ
− ∂P1(x, l, a, S1, p1,m1, w1)

∂SNK
· wNKQPI−

−CLKN · Dx
R(x0)

∂xL0
·
(
−MP

I(S
N
K) · δQR +WTP

I(S
N
K) · ΓQTR +WQP

S(S
N
K) · ΓSIR

)
−

−CLKN · Dl
R
S(x0)

∂xL0
·
(
WQP

R(S
N
K) · δSI −WSP

I(S
N
K) · δQR

))
.

Îòñþäà ñëåäóåò óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà â îêîí÷àòåëüíîì
âèäå:

CLKN · ∂w
N
K
QP

I(x(x0), l(x0), a(x0))

∂xL0
== −

(
∂P1(x, l, a, S1, p1,m1, w1)

DaIPQ
− ∂P1(x, l, a, S1, p1,m1, w1)

∂SNK
· wNKQPI+

+CLKN · Dx
R(x0)

∂xL0
·
(
−mN

K
P
I · δQR + wNK

TP
I · ΓQTR + wNK

QP
S · ΓSIR

)
+

+CLKN · Dl
R
S(x0)

∂xL0
·
(
wNK

QP
R · δSI − wNK

SP
I · δQR

))
. (72)

2. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà óæå ñôîðìóëèðîâàíû ïî îòíîøå-
íèþ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ýòîãî îáúåêòà òàê êàê â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèÿìè
(53), (55), (56), (57) Ãëàâû 6.1 èìååì:

SL1K ≡ SLK , pL1KI ≡ pLKI , mL1K
P
I ≡ mL

K
P
I , wL1K

QP
I ≡ wLK

QP
I . (73)

Ïîýòîìó äàëüíåéøåå ïðåîáðàçîâàíèå óêàçàííûõ óðàâíåíèé ñâîäèòñÿ ê ó÷åòó ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé.

2.1. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ èìïóëüñà

Èñõîäíûì äëÿ äàëüíåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèé ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ
èìïóëüñà ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà, ïîëó÷åííîå â Ðàçäåëå VIII.2.1 Ãëàâû 6.2 (ôîðìóëà (102)):

∂p1M (x(l0), l(l0), a(l0))

∂l0
= −

(
∂M1(x, l, a,S1, p1,m1,w1)

DxM
− ∂M1(x, l, a, S1, p1,m1,w1)

∂S1
· p1M−

−Dx(l0)
∂l0

· [PM , P ]S1 −
Dl(l0)

∂l0
· [PM ,M ]S1 −

Da(l0)

∂l0
· [PM ,W ]S1

)
.

Çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå ïîëíîñòüþ â èíäåêñíîé ôîðìå è ó÷òåì ñîîòíîøåíèÿ (73)

∂pKTM (x(l0), l(l0), a(l0))

∂(l0)KT
= −

(
∂M1(x, l, a, S1, p1,m1, w1)

DxM
− ∂M1(x, l, a, S1, p1,m1, w1)

∂SKT
· pKTM−

− DxQ

∂(l0)KT
· [PM (PQ)]S

K
T − DlQI

∂(l0)KT
· [PM (M I

Q)]S
K
T − DaQLI

∂(l0)KT
· [PM (W IL

Q)]S
K
T

)
. (74)
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Âîñïîëüçóåìñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè (4)

[PM (PQ)] = PI · T I[MQ] +MN
I ·RIN [MQ] +W IL

N ·RNLI[MQ] ,

[PM (M I
Q)] = PQ · δIM +MN

P ·GPNQIM +WLP
N ·GNPLQIM ,

[PM (W IL
Q)] =ML

Q · δIM −WNL
Q · ΓINM −W IL

N · ΓNQM ,

ãäå

T I[MQ] = lC
I
[MQ] − ΓI[MQ] ,

GPNQ
I
M = ΓPNQ · δIM − ΓINM · δPQ + ΓPQM · δIN ,

RIN [MQ] = ΓIN [MQ] + ΓIP [Q · ΓP|N |M ] + ΓINP · TP[MQ] + lC
I
N [MQ] ,

GNPLQ
I
M = BNPLQ · δIM −BIPLM · δNQ +BNPQM · δIL ,

RNLI[MQ] = BNLI[MQ] +BNLT [Q · ΓT|I|M + ΓNT [Q ·BT|LI|M +BNLIT · TT[MQ] + lC
N
LI[MQ] .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

∂pKTM (x(l0), l(l0), a(l0))

∂(l0)KT
= −

(
∂M1(x, l, a, S1, p1,m1, w1)

DxM
− ∂M1(x, l, a, S1, p1,m1, w1)

∂SKT
· pKTM−

− DxQ

∂(l0)KT
·
(
PI(S

K
T ) · T I[MQ] +MN

I(S
K
T ) ·RIN [MQ] +W IL

N (SKT ) ·RNLI[MQ]

)
−

− DlQI
∂(l0)KT

·
(
PQ(S

K
T ) · δIM +MN

P (S
K
T ) ·GPNQIM +WLP

N (SKT ) ·GNPLQIM
)
−

− DaQLI
∂(l0)KT

·
(
ML

Q(S
K
T ) · δIM −WNL

Q(S
K
T ) · ΓINM −W IL

N (SKT ) · ΓNQM
))

.

Îòñþäà ñëåäóåò óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ èìïóëüñà ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà â
îêîí÷àòåëüíîì âèäå:

∂pKTM (x(l0), l(l0), a(l0))

∂(l0)KT
= −

(
∂M1(x, l, a, S1, p1,m1, w1)

DxM
− ∂M1(x, l, a, S1, p1,m1, w1)

∂SKT
· pKTM+

+
DxQ

∂(l0)KT
·
(
pKTI · T I[MQ] +mK

T
N
I ·RIN [MQ] + wKT

IL
N ·RNLI[MQ]

)
+

+
DlQI
∂(l0)KT

·
(
pKTQ · δIM +mK

T
N
P ·GPNQIM + wKT

LP
N ·GNPLQIM

)
+

+
DaQLI
∂(l0)KT

·
(
mK

T
L
Q · δIM − wKT

NL
Q · ΓINM − wKT

IL
N · ΓNQM

))
. (75)

2.2. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ìîìåíòà

Èñõîäíûì äëÿ äàëüíåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèé ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ
ìîìåíòà ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà, ïîëó÷åííîå â Ðàçäåëå VIII.2.2 Ãëàâû 6.2 (ôîðìóëà (103)):

∂mL1M (x(l0), l(l0), a(l0))

∂l0
= −

(
∂M1(x, l, a,S1, p1,m1,w1)

DlML
− ∂M1(x, l, a,S1, p1,m1,w1)

∂S1
·mL1M −

− Dx(l0)

∂l0
· [ML

M , P ]S − Dl(l0)

∂l0
· [ML

M ,M ]S − Da(l0)

∂l0
· [ML

M ,W ]S

)
.
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Çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå ïîëíîñòüþ â èíäåêñíîé ôîðìå è ó÷òåì ñîîòíîøåíèÿ (73)

∂mK
T
L
M (x(l0), l(l0), a(l0))

∂(l0)KT
= −

(
∂M1(x, l, a, S1, p1,m1, w1)

DlML
− ∂M1(x, l, a, S1, p1,m1, w1)

∂SKT
·mK

T
L
M−

− DxQ

∂(l0)KT
· [ML

M (PQ)]S
K
T − DlQI

∂(l0)KT
· [ML

M (M I
Q)]S

K
T − DaQNI

∂(l0)KT
· [ML

M (W IN
Q)]S

K
T

)
. (76)

Âîñïîëüçóåìñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè (5)

[ML
M (PQ)] = −PM · δLQ −MN

I ·GINML
Q −W IP

N ·GNPIML
Q ,

[ML
M (M I

Q)] =ML
Q · δIM −M I

M · δLQ ,

[ML
M (W IN

Q)] = −W IN
M · δLQ +WLN

Q · δIM ,

ãäå

GINM
L
Q = ΓINM · δLQ − ΓLNQ · δIM + ΓIMQ · δLN ,

GNPIM
L
Q = BNPIM · δLQ −BLPIQ · δNM +BNPMQ · δLI .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

∂mK
T
L
M (x(l0), l(l0), a(l0))

∂(l0)KT
= −

(
∂M1(x, l, a, S1, p1,m1, w1)

DlML
− ∂M1(x, l, a, S1, p1,m1, w1)

∂SKT
·mK

T
L
M−

− DxQ

∂(l0)KT
·
(
−PM (SKT ) · δLQ −MN

I(S
K
T ) ·GINML

Q −W IP
N (SKT ) ·GNPIML

Q

)
−

− DlQI
∂(l0)KT

·
(
ML

Q(S
K
T ) · δIM −M I

M (SKT ) · δLQ
)
−

− DaQNI
∂(l0)KT

·
(
−W IN

M (SKT ) · δLQ +WLN
Q(S

K
T ) · δIM

))
.

Îòñþäà ñëåäóåò óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ìîìåíòà ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà â
îêîí÷àòåëüíîì âèäå:

∂mK
T
L
M (x(l0), l(l0), a(l0))

∂(l0)KT
= −

(
∂M1(x, l, a, S1, p1,m1, w1)

DlML
− ∂M1(x, l, a, S1, p1,m1, w1)

∂SKT
·mK

T
L
M +

+
DxQ

∂(l0)KT
·
(
−pKTM · δLQ −mK

T
N
I ·GINML

Q − wKT
IP
N ·GNPIML

Q

)
+

+
DlQI
∂(l0)KT

·
(
mK

T
L
Q · δIM −mK

T
I
M · δLQ

)
+
DaQNI
∂(l0)KT

·
(
−wKTINM · δLQ + wKT

LN
Q · δIM

))
. (77)

2.3. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà

Èñõîäíûì äëÿ äàëüíåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèé ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ
âòîðîãî ìîìåíòà ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà, ïîëó÷åííîå â Ðàçäåëå VIII.2.3 Ãëàâû 6.2 (ôîðìóëà (104)):

∂wNLM (x(l0), l(l0), a(l0))

∂l0
= −

(
∂M1(x, l, a, S1, p1,m1,w1)

DaMLN
− ∂M1(x, l, a, S1, p1,m1,w1)

∂S1
· wNL1 M−

−Dx(l0)
∂l0

· [WNL
M , P ]S1 −

Dl(l0)

∂l0
· [WNL

M ,M ]S1 −
Da(l0)

∂l0
· [WNL

M ,W ]S1

)
.
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Çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå ïîëíîñòüþ â èíäåêñíîé ôîðìå è ó÷òåì ñîîòíîøåíèÿ (73)

∂wKT
NL

M (x(l0), l(l0), a(l0))

∂(l0)KT
= −

(
∂M1(x, l, a, S1, p1,m1, w1)

DaMLN
− ∂M1(x, l, a, S1, p1,m1, w1)

∂SKT
· wKTNLM−

− DxQ

∂(l0)KT
· [WNL

M (PQ)]S
K
T − DlQI

∂(l0)KT
· [WNL

M (M I
Q)]S

K
T − DaQPI

∂(l0)KT
· [WNL

M (W IP
Q)]S

K
T

)
. (78)

Âîñïîëüçóåìñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè (6)

[WNL
M (PQ)] = −ML

M · δNQ +W IL
M · ΓNIQ +WNL

P · ΓPMQ ,

[WNL
M (M I

Q)] =WNL
Q · δIM −W IL

M · δNQ ,

[WNL
M (W IP

Q)] = 0 .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

∂wKT
NL

M (x(l0), l(l0), a(l0))

∂(l0)KT
= −

(
∂M1(x, l, a, S1, p1,m1, w1)

DaMLN
− ∂M1(x, l, a, S1, p1,m1, w1)

∂SKT
· wKTNLM−

− DxQ

∂(l0)KT
·
(
−ML

M (SKT ) · δNQ +W IL
M (SKT ) · ΓNIQ +WNL

P (S
K
T ) · ΓPMQ

)
−

− DlQI
∂(l0)KT

·
(
WNL

Q(S
K
T ) · δIM −W IL

M (SKT ) · δNQ
))

.

Îòñþäà ñëåäóåò óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà ïðîìåæóòî÷íîãî îáú-
åêòà â îêîí÷àòåëüíîì âèäå:

∂wKT
NL

M (x(l0), l(l0), a(l0))

∂(l0)KT
= −

(
∂M1(x, l, a, S1, p1,m1, w1)

DaMLN
− ∂M1(x, l, a, S1, p1,m1, w1)

∂SKT
· wKTNLM+

+
DxQ

∂(l0)KT
·
(
−mK

T
L
M · δNQ + wKT

IL
M · ΓNIQ + wKT

NL
P · ΓPMQ

)
+

DlQI
∂(l0)KT

·
(
wKT

NL
Q · δIM − wKT

IL
M · δNQ

))
.

(79)

3. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

Èñõîäíûìè óðàâíåíèÿìè äëÿ äàëüíåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèé ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà, ïîëó÷åííûå â Ðàçäåëå VIII.3 Ãëàâû 6.2. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ýòè
óðàâíåíèÿ ñëåäóåò ñ÷èòàòü âñïîìîãàòåëüíûìè, òàê êàê îíè ñôîðìóëèðîâàíû ïî îòíîøåíèþ ê âñïîìîãàòåëüíûì
äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà

S1, p1, m1, w1 èëè â èíäåêñíîé ôîðìå S
L
1KM , p

L
1KMI , m

L
1KM

P
I , w

L
1KM

QP
I .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âûâîä îêîí÷àòåëüíûõ óðàâíåíèé äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ äè-
íàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà äîëæåí âêëþ÷àòü â ñåáÿ äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå íåîáõî-
äèìî ïåðåéòè îò âñïîìîãàòåëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì
ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà

S1, p1, m1, w1 èëè â èíäåêñíîé ôîðìå SKM , pKMI , mK
M
P
I , wKM

QP
I .

Ñâÿçü ìåæäó íåïîñðåäñòâåííûìè è âñïîìîãàòåëüíûìè äèíàìè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè äàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè
(58), (60), (61) è (62) Ãëàâû 6.1:

S
L
1KM = CLKN · SNM , p

L
1KMI = CLKN · pNMI ,

m
L
1KM

P
I = CLKN ·mN

M
P
I , w

L
1KM

QP
I = CLKN · wNMQPI . (80)

Íà âòîðîì ýòàïå íåîáõîäèìî ó÷åñòü ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷åííûå â Ãëàâå 6.3.
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3.1. Óðàâíåíèå äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ èìïóëüñà

Èñõîäèì èç óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ èìïóëüñà ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà,
ïîëó÷åííîãî â Ðàçäåëå VIII.3.1 Ãëàâû 6.2 (ôîðìóëà (107)):

∂p1I(x(a0), l(a0), a(a0))

∂a0
= −

(
∂W1(x, l, a,S1,p1,m1,w1)

DxI
− ∂W1(x, l, a,S1,p1,m1,w1)

∂S1
· p1I−

−Dx(a0)
∂a0

· [PI , P ]S1 −
Dl(a0)

∂a0
· [PI ,M ]S1 −

Da(a0)

∂a0
· [PI ,W ]S1

)
.

Çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå ïîëíîñòüþ â èíäåêñíîé ôîðìå

∂pL1KMI(x(a0), l(a0), a(a0))

∂aL0KM
= −

(
∂W1(x, l, a,S1,p1,m1,w1)

DxI
− ∂W1(x, l, a,S1,p1,m1,w1)

∂SL1KM
· pL1KMI−

−Dx
R(a0)

∂aL0KM
· [PI , PR]SL1KM − DlRS(a0)

∂aL0KM
· [PI ,MS

R]S
L
1KM − DaRST (a0)

∂aL0KM
· [PI ,WTS

R]S
L
1KM

)
. (81)

Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûì, òàê êàê îíî ñôîðìóëèðîâàíî ïî îòíîøåíèþ ê âñïîìîãàòåëüíûì
äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà. Ïîýòîìó äàëåå ïåðåéäåì îò âñïîìîãàòåëüíûõ äèíàìè÷å-
ñêèõ ïàðàìåòðîâ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà â ñîîòâåòñòâèè ñ
ñîîòíîøåíèÿìè (80). Ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ èìïóëüñà ïðîìåæó-
òî÷íîãî îáúåêòà, çàïèñàííîå ïî îòíîøåíèþ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ïðîìåæóòî÷íîãî
îáúåêòà:

CLKN · ∂p
N
MI(x(a0), l(a0), a(a0))

∂aL0KM
= −

(
∂W1(x, l, a, S1, p1,m1, w1)

DxI
− ∂W1(x, l, a, S1, p1,m1, w1)

∂SNM
· pNMI−

−CLKN · Dx
R(a0)

∂aL0KM
· [PI , PR]SNM − CLKN · Dl

R
S(a0)

∂aL0KM
· [PI ,MS

R]S
N
M − CLKN · Da

R
ST (a0)

∂aL0KM
· [PI ,WTS

R]S
N
M

)
.

(82)

Âîñïîëüçóåìñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè (4)

[PI(PR)] = PE · TE[IR] +MF
E ·REF [IR] +WGF

E ·REFG[IR] ,

[PI(M
S
R)] = PR · δSI +MF

E ·GEFRSI +WGF
E ·GEFGRSI ,

[PI(W
TS
R)] =MS

R · δTI −WGS
R · ΓTGI −WTS

E · ΓERI ,

ãäå

TE[IR] = lC
E
[IR] − ΓE[IR] ,

GEFR
S
I = ΓEFR · δSI − ΓSFI · δER + ΓERI · δSF ,

REF [IR] = ΓEF [IR] + ΓEP [R · ΓP|F |I] + ΓEFP · TP[IR] + lC
E
F [IR] ,

GEFGR
S
I = BEFGR · δSI −BSFGI · δER +BEFRI · δSG ,

REFG[IR] = BEFG[IR] +BEFH[R · ΓH|G|I + ΓEH[R ·BH|FG|I +BEFGH · TH[IR] + lC
E
FG[IR] .
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Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

CLKN · ∂p
N
MI(x(a0), l(a0), a(a0))

∂aL0KM
= −

(
∂W1(x, l, a, S1, p1,m1, w1)

DxI
− ∂W1(x, l, a, S1, p1,m1, w1)

∂SNM
· pNMI−

−CLKN · Dx
R(a0)

∂aL0KM
·
(
PE(S

N
M ) · TE[IR] +MF

E(S
N
M ) ·REF [IR] +WGF

E(S
N
M ) ·REFG[IR]

)
−

−CLKN · Dl
R
S(a0)

∂aL0KM
·
(
PR(S

N
M ) · δSI +MF

E(S
N
M ) ·GEFRSI +WGF

E(S
N
M ) ·GEFGRSI

)
−

−CLKN · Da
R
ST (a0)

∂aL0KM
·
(
MS

R(S
N
M ) · δTI −WGS

R(S
N
M ) · ΓTGI −WTS

E(S
N
M ) · ΓERI

))
.

Îòñþäà ñëåäóåò óðàâíåíèå äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ èìïóëüñà ïðîìåæóòî÷íîãî îáú-
åêòà â îêîí÷àòåëüíîì âèäå:

CLKN · ∂p
N
MI(x(a0), l(a0), a(a0))

∂aL0KM
= −

(
∂W1(x, l, a, S1, p1,m1, w1)

DxI
− ∂W1(x, l, a, S1, p1,m1, w1)

∂SNM
· pNMI+

+CLKN · Dx
R(a0)

∂aL0KM
·
(
pNME · TE[IR] +mN

M
F
E ·REF [IR] +WN

M
GF

E ·REFG[IR]

)
+

+CLKN · Dl
R
S(a0)

∂aL0KM
·
(
pNMR · δSI +mN

M
F
E ·GEFRSI + wNM

GF
E ·GEFGRSI

)
+

+CLKN · Da
R
ST (a0)

∂aL0KM
·
(
mN

M
S
R · δTI − wNM

GS
R · ΓTGI − wNM

TS
E · ΓERI

))
. (83)

3.2. Óðàâíåíèå äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ìîìåíòà

Èñõîäèì èç óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ìîìåíòà ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà,
ïîëó÷åííîãî â Ðàçäåëå VIII.3.2 Ãëàâû 6.2 (ôîðìóëà (108)):

∂mP1I(x(a0), l(a0), a(a0))

∂a0
= −

(
∂W1(x, l, a,S1,p1,m1,w1)

DlIP
− ∂W1(x, l, a,S1,p1,m1,w1)

∂S1
m
P
1I −

−Dx(a0)
∂a0

· [MP
I , P ]S1 −

Dl(a0)

∂a0
· [MP

I ,M ]S1 −
Da(a0)

∂a0
· [MP

I ,W ]S1

)
.

Çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå ïîëíîñòüþ â èíäåêñíîé ôîðìå

∂mL1KM
P
I(x(a0), l(a0), a(a0))

∂a0
= −

(
∂W1(x, l, a,S1,p1,m1,w1)

DlIP
− ∂W1(x, l, a,S1,p1,m1,w1)

∂SL1KM
m
L
1KM

P
I −

−Dx
R(a0)

∂aL0KM
· [MP

I , PR]S
L
1KM − DlRS(a0)

∂aL0KM
· [MP

I ,M
S
R]S

L
1KM − DaRST (a0)

∂aL0KM
· [MP

I ,W
TS
R]S

L
1KM

)
. (84)

Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûì, òàê êàê îíî ñôîðìóëèðîâàíî ïî îòíîøåíèþ ê âñïîìîãàòåëüíûì
äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà. Ïîýòîìó äàëåå ïåðåéäåì îò âñïîìîãàòåëüíûõ äèíàìè÷å-
ñêèõ ïàðàìåòðîâ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà â ñîîòâåòñòâèè ñ
ñîîòíîøåíèÿìè (80). Ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ìîìåíòà ïðîìåæó-
òî÷íîãî îáúåêòà, çàïèñàííîå ïî îòíîøåíèþ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ïðîìåæóòî÷íîãî
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îáúåêòà:

CLKN · ∂m
N
M
P
I(x(a0), l(a0), a(a0))

∂aL0KM
= −

(
∂W1(x, l, a, S1, p1,m1, w1)

DxI
− ∂W1(x, l, a, S1, p1,m1, w1)

∂SNM
·mN

M
P
I−

−CLKN · Dx
R(a0)

∂aL0KM
· [MP

I , PR]S
N
M − CLKN · Dl

R
S(a0)

∂aL0KM
· [MP

I ,M
S
R]S

N
M −

−CLKN · Da
R
ST (a0)

∂aL0KM
· [MP

I ,W
TS
R]S

N
M

)
. (85)

Âîñïîëüçóåìñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè (5)

[MP
I(PR)] = −PI · δPR −MG

H ·GHGIPR −WGF
H ·GHFGIPR ,

[MP
I(M

S
R)] =MP

R · δSI −MS
I · δPR ,

[MP
I(W

TS
R)] = −WTS

I · δPR +WPS
R · δTI ,

ãäå

GMGI
P
R = ΓMGI · δPR − ΓPGR · δMI + ΓMIR · δPG ,

GHFGI
P
R = BHFGI · δPR −BPFGR · δHI +BHFIR · δPG .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

CLKN · ∂m
N
M
P
I(x(a0), l(a0), a(a0))

∂aL0KM
= −

(
∂W1(x, l, a, S1, p1,m1, w1)

DxI
− ∂W1(x, l, a, S1, p1,m1, w1)

∂SNM
·mN

M
P
I−

−CLKN · Dx
R(a0)

∂aL0KM
·
(
−PI(SNM ) · δPR −MG

H(SNM ) ·GHGIPR −WGF
H(SNM ) ·GHFGIPR

)
−

−CLKN · Dl
R
S(a0)

∂aL0KM
·
(
MP

R(S
N
M ) · δSI −MS

I(S
N
M ) · δPR

)
−

−CLKN · Da
R
ST (a0)

∂aL0KM
·
(
−WTS

I(S
N
M ) · δPR +WPS

R(S
N
M ) · δTI

))
.

Îòñþäà ñëåäóåò óðàâíåíèå äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ìîìåíòà ïðîìåæóòî÷íîãî îáú-
åêòà â îêîí÷àòåëüíîì âèäå:

CLKN · ∂m
N
M
P
I(x(a0), l(a0), a(a0))

∂aL0KM
= −

(
∂W1(x, l, a, S1, p1,m1, w1)

DxI
− ∂W1(x, l, a, S1, p1,m1, w1)

∂SNM
·mN

M
P
I+

+CLKN · Dx
R(a0)

∂aL0KM
·
(
−pNMI · δPR −mN

M
G
H ·GHGIPR − wNM

GF
H ·GHFGIPR

)
+

+CLKN · Dl
R
S(a0)

∂aL0KM
·
(
mN

M
P
R · δSI −mN

M
S
I · δPR

)
+

+CLKN · Da
R
ST (a0)

∂aL0KM
·
(
−wNMTSI · δPR + wNM

PS
R · δTI

))
. (86)

3.3. Óðàâíåíèå äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà

Èñõîäèì èç óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà ïðîìåæóòî÷íîãî
îáúåêòà, ïîëó÷åííîãî â Ðàçäåëå VIII.3.3 Ãëàâû 6.2 (ôîðìóëà (109)):

∂wQP
1 I(x(a0), l(a0), a(a0))

∂a0
== −

(
∂W1(x, l, a,S1,p1,m1,w1)

DaIPQ
− ∂W1(x, l, a,S1,p1,m1,w1)

∂S1
· wQP1 I−

−Dx(a0)
∂a0

· [WQP
I , P ]S1 −

Dl(a0)

∂a0
· [WQP

I ,M ]S1 −
Da(a0)

∂a0
· [WQP

I ,W ]S1

)
.
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Çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå ïîëíîñòüþ â èíäåêñíîé ôîðìå

∂wL
1KM

QP
I(x(a0), l(a0), a(a0))

∂aL0KM
== −

(
∂W1(x, l, a,S1,p1,m1,w1)

DaIPQ
− ∂W1(x, l, a,S1,p1,m1,w1)

∂SL1KM
· wL1KMQPI−

−Dx
R(a0)

∂aL0KM
· [WQP

I , PR]S
L
1KM − DlRS(a0)

∂aL0KM
· [WQP

I ,M
S
R]S

L
1KM − DaRST (a0)

∂aL0KM
· [WQP

I ,W
TS
R]S

L
1KM

)
. (87)

Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûì, òàê êàê îíî ñôîðìóëèðîâàíî ïî îòíîøåíèþ ê âñïîìîãàòåëüíûì
äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà. Ïîýòîìó äàëåå ïåðåéäåì îò âñïîìîãàòåëüíûõ äèíàìè÷å-
ñêèõ ïàðàìåòðîâ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà â ñîîòâåòñòâèè ñ
ñîîòíîøåíèÿìè (80). Ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà
ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà, çàïèñàííîå ïî îòíîøåíèþ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ïðîìåæó-
òî÷íîãî îáúåêòà:

CLKN · ∂w
N
M
QP

I(x(a0), l(a0), a(a0))

∂aL0KM
== −

(
∂W1(x, l, a, S1, p1,m1, w1)

DaIPQ
− ∂W1(x, l, a, S1, p1,m1, w1)

∂SNM
· wNMQPI−

−CLKN · Dx
R(a0)

∂aL0KM
· [WQP

I , PR]S
N
M − CLKN · Dl

R
S(a0)

∂aL0KM
· [WQP

I ,M
S
R]S

N
M −

−CLKN · Da
R
ST (a0)

∂aL0KM
· [WQP

I ,W
TS
R]S

N
M

)
. (88)

Âîñïîëüçóåìñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè (6)

[WQP
I(PR)] = −MP

I · δQR +W IP
I · ΓQIR +WQP

H · ΓHIR ,

[WQP
M (MS

R)] =WQP
R · δSM −WSP

M · δQR ,

[WQP
I(W

TS
R)] = 0 .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

CLKN · ∂w
N
M
QP

I(x(a0), l(a0), a(a0))

∂aL0KM
== −

(
∂W1(x, l, a, S1, p1,m1, w1)

DaIPQ
− ∂W1(x, l, a, S1, p1,m1, w1)

∂SNM
· wNMQPI−

−CLKN · Dx
R(a0)

∂aL0KM
·
(
−MP

I(S
N
M ) · δQR +W IP

I(S
N
M ) · ΓQIR +WQP

H(SNM ) · ΓHIR
)
−

−CLKN · Dl
R
S(a0)

∂aL0KM
·
(
WQP

R(S
N
M ) · δSM −WSP

M (SNM ) · δQR
))
.

Îòñþäà ñëåäóåò óðàâíåíèå äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà ïðîìåæóòî÷-
íîãî îáúåêòà â îêîí÷àòåëüíîì âèäå:

CLKN · ∂w
N
M
QP

I(x(a0), l(a0), a(a0))

∂aL0KM
== −

(
∂W1(x, l, a, S1, p1,m1, w1)

DaIPQ
− ∂W1(x, l, a, S1, p1,m1, w1)

∂SNM
· wNMQPI+

+CLKN · Dx
R(a0)

∂aL0KM
·
(
−mN

M
P
I · δQR + wNM

IP
I · ΓQIR + wNM

QP
H · ΓHIR

)
+

+CLKN · Dl
R
S(a0)

∂aL0KM
·
(
wNM

QP
R · δSM − wNM

SP
M · δQR

))
. (89)

VIII. ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÂÒÎÐÎÃÎ ÏÐÎÌÅÆÓÒÎ×ÍÎÃÎ ÎÁÚÅÊÒÀ Â ÏÅÐÂÎÌ
ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÈ

Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ñâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèþ äèíà-
ìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà ýòîãî îáúåêòà.
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1. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà

Èñõîäèì èç óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà â ïåðâîì ïðèáëèæå-
íèè ïîëó÷åííîãî â Ðàçäåëå IX.1 Ãëàâû 6.2:

∂pK2 I(x0)

∂x0K
= −

(
∂P(x, S2, p2)

DxI
− ∂P(x, S2, p2)

∂SK2
· pK2 I −

DxL(x0)

∂x0K
· [PI , PL]SK2

)
. (90)

Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûì, òàê êàê îíî ñôîðìóëèðîâàíî ïî îòíîøåíèþ ê âñïîìîãàòåëüíûì
äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà. Ïîýòîìó äàëåå ïåðåéäåì îò âñïîìîãàòåëüíûõ äèíàìè÷å-
ñêèõ ïàðàìåòðîâ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà â ñîîòâåòñòâèè ñ
ñîîòíîøåíèÿìè:

SK2 = CKQPN · SNPQ , pK2 I = CKQPN · pNPQI .

Ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà, çàïèñàííîå ïî îòíî-
øåíèþ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ýòîãî îáúåêòà:

CKQPN · ∂p
N
PQI(x0)

∂x0K
= −

(
∂P(x, S2, p2)

DxI
− ∂P(x, S2, p2)

∂SNPQ
· pNPQI − CKQPN · Dx

R(x0)

∂x0K
· [PI , PR]SNPQ

)
.(91)

Âîñïîëüçóåìñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè (1)

[PI(PR)] = PE · TE[IR] .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà â ïåðâîì
ïðèáëèæåíèè

CKQPN·
∂pNPQI(x0)

∂x0K
= −

(
∂P(x, S2, p2)

DxI
− ∂P(x, S2, p2)

∂SNPQ
·pNPQI + CKQPN · Dx

R(x0)

∂x0K
·pNPQE · TE[IR]

)
. (92)

IX. ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÂÒÎÐÎÃÎ ÏÐÎÌÅÆÓÒÎ×ÍÎÃÎ ÎÁÚÅÊÒÀ ÂÎ ÂÒÎÐÎÌ
ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÈ

1. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà

Èñõîäíûìè óðàâíåíèÿìè äëÿ äàëüíåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèé ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà âòîðîãî ïðî-
ìåæóòî÷íîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè, ïîëó÷åííûå â Ðàçäåëå X.1 Ãëàâû 6.2. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî
ýòè óðàâíåíèÿ ñëåäóåò ñ÷èòàòü âñïîìîãàòåëüíûìè, òàê êàê îíè ñôîðìóëèðîâàíû ïî îòíîøåíèþ ê âñïîìîãà-
òåëüíûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà

S2, p2, m2, èëè â èíäåêñíîé ôîðìå SL2 , pL2I , mLP2 I .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âûâîä îêîí÷àòåëüíûõ óðàâíåíèé äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ âòî-
ðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè äîëæåí âêëþ÷àòü â ñåáÿ äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå
íåîáõîäèìî ïåðåéòè îò âñïîìîãàòåëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðà-
ìåòðàì âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà

S2, p2, m2, èëè â èíäåêñíîé ôîðìå SNAB , pNABI , mN
AB

P
I .

Ñâÿçü ìåæäó íåïîñðåäñòâåííûìè è âñïîìîãàòåëüíûìè äèíàìè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè äàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè
(95), (97), (98) Ãëàâû 6.1:

SL2 = CLBAN · SNAB , pL2I = CLBAN · pNABI , mLP2 I = CLBAN ·mN
AB

P
I . (93)

Íà âòîðîì ýòàïå íåîáõîäèìî ó÷åñòü ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷åííûå â Ãëàâå 6.3.
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1.1. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà

Èñõîäèì èç óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëè-
æåíèè, ïîëó÷åííîãî â Ðàçäåëå X.1.1 Ãëàâû 6.2 (ôîðìóëà (112)). Îíî èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∂p2I(x(x0), l(x0))

∂x0
= −

(
∂P2(x, l, S2, p2, m2)

DxI
− ∂P2(x, l, S2, p2, m2)

∂S2
· p2I −

Dx(x0)

∂x0
· [PI , P ]S2 −

Dl(x0)

∂x0
· [PI ,M ]S2

)
.

Çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå ïîëíîñòüþ â èíäåêñíîé ôîðìå

∂pL2I(x(x0), l(x0))

∂xL0
= −

(
∂P2(x, l, S2, p2, m2)

DxI
− ∂P2(x, l, S2, p2, m2)

∂SL2
· pL2I−

−Dx
R(x0)

∂xL0
· [PI , PR]SL2 − DlRS(x0)

∂xL0
· [PI ,MS

R]S
L
2

)
. (94)

Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûì, òàê êàê îíî ñôîðìóëèðîâàíî ïî îòíîøåíèþ ê âñïîìîãàòåëüíûì
äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà. Ïîýòîìó äàëåå ïåðåéäåì îò âñïîìîãàòåëüíûõ
äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà â
ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèÿìè (93). Ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íî-
ãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè, çàïèñàííîå ïî îòíîøåíèþ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì
âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà:

CLBAN · ∂p
N
ABI(x(x0), l(x0))

∂xL0
= −

(
∂P2(x, l, S2, p2,m2)

DxI
− ∂P2(x, l, S2, p2,m2)

∂SNAB
· pNABI−

−CLBAN · Dx
R(x0)

∂xL0
· [PI , PR]SNAB − CLBAN · Dl

R
S(x0)

∂xL0
· [PI ,MS

R]S
N
AB

)
. (95)

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè (2)

[PI(PR)] = PH · TH[IR] +MH
F ·RFH[IR] ,

[PI(M
S
R)] = PR · δSI +MH

F ·GFHRSI ,
ãäå

TH[IR] = lC
H
[IR] − ΓH[IR] ,

GFHR
S
I = ΓFHR · δSI − ΓSHI · δFR + ΓFRI · δSH ,

RFH[IR] = ΓFH[IR] + ΓFG[R · ΓG|H|I] + ΓFHG · TG[IR] + lC
F
H[IR] .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

CLBAN · ∂p
N
ABI(x(x0), l(x0))

∂xL0
= −

(
∂P2(x, l, S2, p2,m2)

DxI
− ∂P2(x, l, S2, p2,m2)

∂SNAB
· pNABI−

−CLBAN · Dx
R(x0)

∂xL0
·
(
PH(SNAB) · TH[IR] +MH

F (S
N
AB) ·RFH[IR]

)
−

−CLBAN · Dl
R
S(x0)

∂xL0
·
(
PR(S

N
AB) · δSI +MH

F (S
N
AB) ·GFHRSI

))
.

Îòñþäà ñëåäóåò óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðè-
áëèæåíèè

CLBAN · ∂p
N
ABI(x(x0), l(x0))

∂xL0
= −

(
∂P2(x, l, S2, p2,m2)

DxI
− ∂P2(x, l, S2, p2,m2)

∂SNAB
· pNABI+

+CLBAN · Dx
R(x0)

∂xL0
·
(
pNABH · TH[IR] +mN

AB
H
F ·RFH[IR]

)
+

+CLBAN · Dl
R
S(x0)

∂xL0
·
(
pNABR · δSI +mN

AB
H
F ·GFHRSI

))
. (96)



IX. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè 587

1.2. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ ìîìåíòà

Èñõîäèì èç óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ ìîìåíòà âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæå-
íèè, ïîëó÷åííîãî â Ðàçäåëå X.1.2 Ãëàâû 6.2 (ôîðìóëà (113)). Îíî èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∂mP2I(x(x0), l(x0))

∂x0
= −

(
∂P2(x, l, S2, p2, m2)

DlIP
− ∂P2(x, l, S2, p2, m2)

∂S2
·mP2I−

Dx(x0)

∂x0
·[MP

I , P ]S2−
Dl(x0)

∂x0
·[MP

I ,M ]S2

)
.

Çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå ïîëíîñòüþ â èíäåêñíîé ôîðìå

∂mP2I(x(x0), l(x0))

∂xL0
= −

(
∂P2(x, l, S2, p2, m2)

DxI
− ∂P2(x, l, S2, p2, m2)

∂SL2
· mP2I−

−Dx
R(x0)

∂xL0
· [MP

I , PR]S
L
2 − DlRS(x0)

∂xL0
· [MP

I ,M
S
R]S

L
2

)
. (97)

Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûì, òàê êàê îíî ñôîðìóëèðîâàíî ïî îòíîøåíèþ ê âñïîìîãàòåëüíûì
äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà. Ïîýòîìó äàëåå ïåðåéäåì îò âñïîìîãàòåëüíûõ
äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà â
ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèÿìè (93). Ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ ìîìåíòà âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî
îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè, çàïèñàííîå ïî îòíîøåíèþ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì
âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà:

CLBAN · ∂m
N
AB

P
I(x(x0), l(x0))

∂xL0
= −

(
∂P2(x, l, S2, p2,m2)

DxI
− ∂P2(x, l, S2, p2,m2)

∂SNAB
·mN

AB
P
I−

−CLBAN · Dx
R(x0)

∂xL0
· [MP

I , PR]S
N
AB − CLBAN · Dl

R
S(x0)

∂xL0
· [MP

I ,M
S
R]S

N
AB

)
. (98)

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè (3)

[MP
I(PR)] = −PI · δPR −MT

S ·GSTIPR ,
[MP

I(M
S
R)] =MP

R · δSI −MS
I · δPR ,

ãäå

GSTI
P
R = ΓSTI · δPR − ΓPTR · δSI + ΓSIR · δPT .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

CLBAN · ∂m
N
AB

P
I(x(x0), l(x0))

∂xL0
= −

(
∂P2(x, l, S2, p2,m2)

DxI
− ∂P2(x, l, S2, p2,m2)

∂SNAB
·mN

AB
P
I−

−CLBAN · Dx
R(x0)

∂xL0
·
(
−PI(SNAB) · δPR −MT

S(S
N
AB) ·GSTIPR

)
−

−CLBAN · Dl
R
S(x0)

∂xL0
·
(
MP

R(S
N
AB) · δSI −MS

I(S
N
AB) · δPR

))
.

Îòñþäà ñëåäóåò óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ ìîìåíòà âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðè-
áëèæåíèè

CLBAN · ∂m
N
AB

P
I(x(x0), l(x0))

∂xL0
= −

(
∂P2(x, l, S2, p2,m2)

DxI
− ∂P2(x, l, S2, p2,m2)

∂SNAB
·mN

AB
P
I+

+CLBAN · Dx
R(x0)

∂xL0
·
(
−pNABI · δPR −mN

AB
T
S ·GSTIPR

)
+

+CLBAN · Dl
R
S(x0)

∂xL0
·
(
mN

AB
P
R · δSI −mN

AB
S
I · δPR

))
. (99)
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2. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

Èñõîäíûìè óðàâíåíèÿìè äëÿ äàëüíåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèé ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè, ïîëó÷åííûå â Ðàçäåëå X.2 Ãëàâû 6.2.
Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ýòè óðàâíåíèÿ ñëåäóåò ñ÷èòàòü âñïîìîãàòåëüíûìè, òàê êàê îíè ñôîðìóëèðîâàíû ïî
îòíîøåíèþ ê âñïîìîãàòåëüíûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà

S2, p2, m2, èëè â èíäåêñíîé ôîðìå SL2K , pL2KI , mL2K
P
I .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âûâîä îêîí÷àòåëüíûõ óðàâíåíèé äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ äèíàìè÷å-
ñêèõ ïàðàìåòðîâ âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè äîëæåí âêëþ÷àòü â ñåáÿ äâà ýòàïà.
Íà ïåðâîì ýòàïå íåîáõîäèìî ïåðåéòè îò âñïîìîãàòåëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ê íåïîñðåäñòâåííûì äè-
íàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà

S2, p2, m2, èëè â èíäåêñíîé ôîðìå SNAK , pNAKI , mN
AK

P
I .

Ñâÿçü ìåæäó íåïîñðåäñòâåííûìè è âñïîìîãàòåëüíûìè äèíàìè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè äàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè
(100), (102), (103) Ãëàâû 6.1:

SL2K = CLAN · SNAK , pL2KI = CLAN · pNAKI , mL2K
P
I = CLAN ·mN

AK
P
I . (100)

Íà âòîðîì ýòàïå íåîáõîäèìî ó÷åñòü ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷åííûå â Ãëàâå 6.3.

2.1. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ èìïóëüñà

Èñõîäèì èç óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ èìïóëüñà âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà
âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè, ïîëó÷åííîãî â Ðàçäåëå X.2.1 Ãëàâû 6.2 (ôîðìóëà (116)). Îíî èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∂p2I(x(l0), l(l0))

∂l0
= −

(
∂M2(x, l, S2, p2,m2)

DxI
− ∂M2(x, l, S2, p2,m2)

∂S2
· p2I −

Dx(l0)

∂l0
· [PI , P ]S2 −

Dl(l0)

∂l0
· [PI ,M ]S2

)
.

Çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå ïîëíîñòüþ â èíäåêñíîé ôîðìå

∂pL2KI(x(l0), l(l0))

∂lL0K
= −

(
∂M2(x, l, S2, p2,m2)

DxI
− ∂M2(x, l, S2, p2,m2)

∂SL2K
· pL2KI−

−Dx
R(l0)

∂lL0K
· [PI , PR]SL2K − DlRS(l0)

∂lL0K
· [PI ,MS

R]S
L
2K

)
. (101)

Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûì, òàê êàê îíî ñôîðìóëèðîâàíî ïî îòíîøåíèþ ê âñïîìîãàòåëüíûì
äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà. Ïîýòîìó äàëåå ïåðåéäåì îò âñïîìîãàòåëüíûõ äè-
íàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà â
ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèÿìè (100). Ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ èìïóëü-
ñà âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè, çàïèñàííîå ïî îòíîøåíèþ ê íåïîñðåäñòâåííûì
äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà:

CLAN · ∂p
N
AKI(x(l0), l(l0))

∂lL0K
= −

(
∂M2(x, l, S2, p2,m2)

DxI
− ∂M2(x, l, S2, p2,m2)

∂SNAK
· pNAKI−

−CLAN · Dx
R(l0)

∂lL0K
· [PI , PR]SNAK − CLAN · Dl

R
S(l0)

∂lL0K
· [PI ,MS

R]S
N
AK

)
. (102)

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè (2)

[PI(PR)] = PH · TH[IR] +MH
F ·RFH[IR] ,

[PI(M
S
R)] = PR · δSI +MH

F ·GFHRSI ,
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ãäå

TH[IR] = lC
H
[IR] − ΓH[IR] ,

GFHR
S
I = ΓFHR · δSI − ΓSHI · δFR + ΓFRI · δSH ,

RFH[IR] = ΓFH[IR] + ΓFG[R · ΓG|H|I] + ΓFHG · TG[IR] + lC
F
H[IR] .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

CLAN · ∂p
N
AKI(x(l0), l(l0))

∂lL0K
= −

(
∂M2(x, l, S2, p2,m2)

DxI
− ∂M2(x, l, S2, p2,m2)

∂SNAK
· pNAKI−

−CLAN · Dx
R(l0)

∂lL0K
·
(
PH(SNAK) · TH[IR] +MH

F (S
N
AK) ·RFH[IR]

)
−

−CLAN · Dl
R
S(l0)

∂lL0K
·
(
PR(S

N
AK) · δSI +MH

F (S
N
AK) ·GFHRSI

))
.

Îòñþäà ñëåäóåò óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ èìïóëüñà âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáú-
åêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè

CLAN · ∂p
N
AKI(x(l0), l(l0))

∂lL0K
= −

(
∂M2(x, l, S2, p2,m2)

DxI
− ∂M2(x, l, S2, p2,m2)

∂SNAK
· pNAKI+

+CLAN · Dx
R(l0)

∂lL0K
·
(
pNAKH · TH[IR] +mN

AK
H
F ·RFH[IR]

)
+

+CLAN · Dl
R
S(l0)

∂lL0K
·
(
pNAKR(S

N
AK) · δSI +mN

AK
H
F ·GFHRSI

))
. (103)

2.2. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ìîìåíòà

Èñõîäèì èç óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ìîìåíòà âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà
âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè, ïîëó÷åííîãî â Ðàçäåëå X.2.2 Ãëàâû 6.2 (ôîðìóëà (117)). Îíî èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∂mP2I(x(l0), l(l0))

∂l0
= −

(
∂M2(x, l, S2, p2,m2)

DlIP
− ∂M2(x, l, S2, p2,m2)

∂S2
·mP2I −

Dx(l0)

∂l0
· [MP

I , P ]S2 −
Dl(l0)

∂l0
· [MP

I ,M ]S2

)
.

Çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå ïîëíîñòüþ â èíäåêñíîé ôîðìå

∂mL2K
P
I(x(l0), l(l0))

∂lL0K
= −

(
∂M2(x, l, S2, p2,m2)

DlIP
− ∂M2(x, l, S2, p2,m2)

∂SL2K
·mL2KPI−

−Dx
R(l0)

∂lL0K
· [MP

I , PR]S
L
2K − DlRS(l0)

∂lL0K
· [MP

I ,M
S
R]S

L
2K

)
. (104)

Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûì, òàê êàê îíî ñôîðìóëèðîâàíî ïî îòíîøåíèþ ê âñïîìîãàòåëüíûì
äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà. Ïîýòîìó äàëåå ïåðåéäåì îò âñïîìîãàòåëüíûõ
äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà
â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèÿìè (100). Ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ìîìåí-
òà âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè, çàïèñàííîå ïî îòíîøåíèþ ê íåïîñðåäñòâåííûì
äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà:

CLAN · ∂m
N
AK

P
I(x(l0), l(l0))

∂lL0K
= −

(
∂M2(x, l, S2, p2,m2)

DlIP
− ∂M2(x, l, S2, p2,m2)

∂SNAK
·mN

AK
P
I−

−CLAN · Dx
R(l0)

∂lL0K
· [MP

I , PR]S
N
AK − CLAN · Dl

R
S(l0)

∂lL0K
· [MP

I ,M
S
R]S

N
AK

)
. (105)
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Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè (3)

[MP
I(PR)] = −PI · δPR −MT

S ·GSTIPR ,
[MP

I(M
S
R)] =MP

R · δSI −MS
I · δPR ,

ãäå

GSTI
P
R = ΓSTI · δPR − ΓPTR · δSI + ΓSIR · δPT .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

CLAN · ∂m
N
AK

P
I(x(l0), l(l0))

∂lL0K
= −

(
∂M2(x, l, S2, p2,m2)

DlIP
− ∂M2(x, l, S2, p2,m2)

∂SNAK
·mN

AK
P
I−

−CLAN · Dx
R(l0)

∂lL0K
·
(
−PI(SNAK) · δPR −MT

S(S
N
AK) ·GSTIPR

)
SNAK −

−CLAN · Dl
R
S(l0)

∂lL0K
·
(
MP

R(S
N
AK) · δSI −MS

I(S
N
AK) · δPR

))
.

Îòñþäà ñëåäóåò óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ìîìåíòà âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáú-
åêòà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè â îêîí÷àòåëüíîì âèäå

CLAN · ∂m
N
AK

P
I(x(l0), l(l0))

∂lL0K
= −

(
∂M2(x, l, S2, p2,m2)

DlIP
− ∂M2(x, l, S2, p2,m2)

∂SNAK
·mN

AK
P
I+

+CLAN · Dx
R(l0)

∂lL0K
·
(
−pNAKI · δPR −mN

AK
T
S ·GSTIPR

)
+

+CLAN · Dl
R
S(l0)

∂lL0K
·
(
mN

AK
P
R · δSI −mN

AK
S
I · δPR

))
. (106)

X. ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÂÒÎÐÎÃÎ ÏÐÎÌÅÆÓÒÎ×ÍÎÃÎ ÎÁÚÅÊÒÀ Â ÎÁÙÅÌ ÑËÓ×ÀÅ

1. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà

Èñõîäíûìè óðàâíåíèÿìè äëÿ äàëüíåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèé ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà ïðîìåæó-
òî÷íîãî îáúåêòà, ïîëó÷åííûå â Ðàçäåëå XI.1 Ãëàâû 6.2. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ýòè óðàâíåíèÿ ñëåäóåò ñ÷èòàòü
âñïîìîãàòåëüíûìè, òàê êàê îíè ñôîðìóëèðîâàíû ïî îòíîøåíèþ ê âñïîìîãàòåëüíûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåò-
ðàì âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà

S2, p2, m2, w2, èëè â èíäåêñíîé ôîðìå SL2 , pL2I , mLP2 I , w
LQP
2 I .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âûâîä îêîí÷àòåëüíûõ óðàâíåíèé äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ âòî-
ðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà äîëæåí âêëþ÷àòü â ñåáÿ äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå íåîáõîäèìî ïåðåéòè îò
âñïîìîãàòåëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì âòîðîãî ïðîìåæó-
òî÷íîãî îáúåêòà

S2, p2, m2, w2, èëè â èíäåêñíîé ôîðìå SNAB , pNABI , mN
AB

P
I , wNAB

QP
I .

Ñâÿçü ìåæäó íåïîñðåäñòâåííûìè è âñïîìîãàòåëüíûìè äèíàìè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè äàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè
(48), (50), (51), (52) Ãëàâû 6.1:

SL2 = CLBAN · SNAB , pL2I = CLBAN · pNABI , mLP2 I = CLBAN ·mN
AB

P
I , w

LQP
2 I = CLBAN · wNABQPI . (107)

Íà âòîðîì ýòàïå íåîáõîäèìî ó÷åñòü ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷åííûå â Ãëàâå 6.3.
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1.1. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà

Èñõîäèì èç óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà, ïîëó÷åííîãî â Ðàç-
äåëå XI.1.1 Ãëàâû 6.2 (ôîðìóëà (120)):

∂p2I(x(x0), l(x0), a(x0))

∂x0
= −

(
∂P2(x, l, a, S2, p2, m2, w2)

DxI
− ∂P2(x, l, a, S2, p2, m2, w2)

∂S2
· p2I −

Dx(x0)

∂x0
· [PI , P ]S2 −

Dl(x0)

∂x0
· [PI ,M ]S2 −

Da(x0)

∂x0
· [PI ,W ]S2

)
.

Çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå ïîëíîñòüþ â èíäåêñíîé ôîðìå

∂pL2I(x(x0), l(x0), a(x0))

∂xL0
= −

(
∂P2(x, l, a, S2, p2, m2, w2)

DxI
− ∂P2(x, l, a, S2, p2, m2, w2)

∂SL2
· pL2I−

−Dx
R(x0)

∂xL0
· [PI , P ]SL2 − DlRS(x0)

∂xL0
· [PI ,MS

R]S
L
2 − DaRST (x0)

∂xL0
· [PI ,WTS

R]S
L
2

)
. (108)

Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûì, òàê êàê îíî ñôîðìóëèðîâàíî ïî îòíîøåíèþ ê âñïîìîãàòåëüíûì
äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà. Ïîýòîìó äàëåå ïåðåéäåì îò âñïîìîãàòåëüíûõ äè-
íàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà â ñî-
îòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèÿìè (107). Ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî
îáúåêòà, çàïèñàííîå ïî îòíîøåíèþ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî
îáúåêòà:

CLBAN · ∂p
N
ABI(x(x0), l(x0), a(x0))

∂xL0
= −

(
∂P2(x, l, a, S2, p2,m2, w2)

DxI
− ∂P2(x, l, a, S2, p2,m2, w2)

∂SNAB
· pNABI−

−CLBAN · Dx
R(x0)

∂xL0
· [PI , PR]SNAB − CLKN · Dl

R
S(x0)

∂xL0
· [PI ,MS

R]S
N
AB −

−CLBAN · Da
R
ST (x0)

∂xL0
· [PI ,WTS

R]S
N
AB

)
. (109)

Âîñïîëüçóåìñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè (4)

[PI(PR)] = PE · TE[IR] +MF
E ·REF [IR] +WGF

E ·REFG[IR] ,

[PI(M
S
R)] = PR · δSI +MF

E ·GEFRSI +WGF
E ·GEFGRSI ,

[PI(W
TS
R)] =MS

R · δTI −WGS
R · ΓTGI −WTS

E · ΓERI ,

ãäå

TE[IR] = lC
E
[IR] − ΓE[IR] ,

GEFR
S
I = ΓEFR · δSI − ΓSFI · δER + ΓERI · δSF ,

REF [IR] = ΓEF [IR] + ΓEP [R · ΓP|F |I] + ΓEFP · TP[IR] + lC
E
F [IR] ,

GEFGR
S
I = BEFGR · δSI −BSFGI · δER +BEFRI · δSG ,

REFG[IR] = BEFG[IR] +BEFH[R · ΓH|G|I + ΓEH[R ·BH|FG|I +BEFGH · TH[IR] + lC
E
FG[IR] .
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Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

CLBAN · ∂p
N
ABI(x(x0), l(x0), a(x0))

∂xL0
= −

(
∂P2(x, l, a, S2, p2,m2, w2)

DxI
− ∂P2(x, l, a, S2, p2,m2, w2)

∂SNAB
· pNABI−

−CLBAN · Dx
R(x0)

∂xL0
·
(
PE(S

N
AB) · TE[IR] +MF

E(S
N
AB) ·REF [IR] +WGF

E(S
N
AB) ·REFG[IR]

)
−

CLKN · Dl
R
S(x0)

∂xL0
·
(
PR(S

N
AB) · δSI +MF

E(S
N
AB) ·GEFRSI +WGF

E(S
N
AB) ·GEFGRSI

)
−

−CLBAN · Da
R
ST (x0)

∂xL0
·
(
MS

R(S
N
AB) · δTI −WGS

R(S
N
AB) · ΓTGI −WTS

E(S
N
AB) · ΓERI

))
.

Îòñþäà ñëåäóåò óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà â îêîí÷àòåëüíîì
âèäå

CLBAN · ∂p
N
ABI(x(x0), l(x0), a(x0))

∂xL0
= −

(
∂P2(x, l, a, S2, p2,m2, w2)

DxI
− ∂P2(x, l, a, S2, p2,m2, w2)

∂SNAB
· pNABI+

+CLBAN · Dx
R(x0)

∂xL0
·
(
pNABE · TE[IR] +mN

AB
F
E ·REF [IR] + wNAB

GF
E ·REFG[IR]

)
+

+CLKN · Dl
R
S(x0)

∂xL0
·
(
pNABR · δSI +mN

AB
F
E ·GEFRSI + wNAB

GF
E ·GEFGRSI

)
+

+CLBAN · Da
R
ST (x0)

∂xL0
·
(
mN

AB
S
R · δTI − wNAB

GS
R · ΓTGI − wNAB

TS
E · ΓERI

))
. (110)

1.2. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ ìîìåíòà

Èñõîäèì èç óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ ìîìåíòà âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà, ïîëó÷åííîãî â Ðàç-
äåëå XI.1.2 Ãëàâû 6.2 (ôîðìóëà (121)):

∂mP2I(x(x0), l(x0), a(x0))

∂x0
=−

(
∂P2(x, l, a, S2, p2, m2, w2)

DlIP
− ∂P2(x, l, a, S2, p2, m2, w2)

∂S2
· mP2I−

−Dx(x0)
∂x0

· [MP
I , P ]S2 −

Dl(x0)

∂x0
· [MP

I ,M ]S2 −
Da(x0)

∂x0
· [MP

I ,W ]S2

)
.

Çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå ïîëíîñòüþ â èíäåêñíîé ôîðìå

∂mLP2 I(x(x0), l(x0), a(x0))

∂xL0
=−

(
∂P2(x, l, a, S2, p2, m2, w2)

DlIP
− ∂P2(x, l, a, S2, p2, m2, w2)

∂SL2
· mLP2 I−

−Dx
R(x0)

∂xL0
· [MP

I , PR]S
L
2 − DlRS(x0)

∂xL0
· [MP

I ,M
S
R]S

L
2 − DaRST (x0)

∂xL0
· [MP

I ,W
TS
R]S

L
2

)
. (111)

Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûì, òàê êàê îíî ñôîðìóëèðîâàíî ïî îòíîøåíèþ ê âñïîìîãàòåëüíûì
äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà. Ïîýòîìó äàëåå ïåðåéäåì îò âñïîìîãàòåëüíûõ
äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà â
ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèÿìè (107). Ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ ìîìåíòà âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íî-
ãî îáúåêòà, çàïèñàííîå ïî îòíîøåíèþ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî
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îáúåêòà:

CLBAN · ∂m
N
AB

P
I(x(x0), l(x0), a(x0))

∂xL0
=−

(
∂P2(x, l, a, S2, p2,m2, w2)

DlIP
− ∂P2(x, l, a, S2, p2,m2, w2)

∂SNAB
·mN

AB
P
I−

−CLBAN · Dx
R(x0)

∂xL0
· [MP

I , PR]S
N
AB − CLBAN · Dl

R
S(x0)

∂xL0
· [MP

I ,M
S
R]S

N
AB −

−CLBAN · Da
R
ST (x0)

∂xL0
· [MP

I ,W
TS
R]S

N
AB

)
. (112)

Âîñïîëüçóåìñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè (5)

[MP
I(PR)] = −PI · δPR −MG

H ·GHGIPR −WGF
H ·GHFGIPR ,

[MP
I(M

S
R)] =MP

R · δSI −MS
I · δPR ,

[MP
I(W

TS
R)] = −WTS

I · δPR +WPS
R · δTI ,

ãäå

GMGI
P
R = ΓMGI · δPR − ΓPGR · δMI + ΓMIR · δPG ,

GHFGI
P
R = BHFGI · δPR −BPFGR · δHI +BHFIR · δPG .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

CLBAN · ∂m
N
AB

P
I(x(x0), l(x0), a(x0))

∂xL0
=−

(
∂P2(x, l, a, S2, p2,m2, w2)

DlIP
− ∂P2(x, l, a, S2, p2,m2, w2)

∂SNAB
·mN

AB
P
I−

−CLBAN · Dx
R(x0)

∂xL0
·
(
−PI(SNAB) · δPR −MG

H(SNAB) ·GHGIPR −WGF
H(SNAB) ·GHFGIPR

)
−

−CLBAN · Dl
R
S(x0)

∂xL0
·
(
MP

R(S
N
AB) · δSI −MS

I(S
N
AB) · δPR

)
−

−CLBAN · Da
R
ST (x0)

∂xL0
·
(
−WTS

I(S
N
AB) · δPR +WPS

R(S
N
AB) · δTI

))
.

Îòñþäà ñëåäóåò óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ ìîìåíòà âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà â îêîí÷àòåëüíîì
âèäå

CLBAN · ∂m
N
AB

P
I(x(x0), l(x0), a(x0))

∂xL0
=−

(
∂P2(x, l, a, S2, p2,m2, w2)

DlIP
− ∂P2(x, l, a, S2, p2,m2, w2)

∂SNAB
·mN

AB
P
I+

+CLBAN · Dx
R(x0)

∂xL0
·
(
−pNABI · δPR −mN

AB
G
H ·GHGIPR − wNAB

GF
H ·GHFGIPR

)
+

+CLBAN · Dl
R
S(x0)

∂xL0
·
(
mN

AB
P
R · δSI −mN

AB
S
I · δPR

)
+

+CLBAN · Da
R
ST (x0)

∂xL0
·
(
−wNABTSI · δPR + wNAB

PS
R · δTI

))
. (113)

1.3. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà

Èñõîäèì èç óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà, ïîëó÷åííîãî
â Ðàçäåëå XI.1.3 Ãëàâû 6.2 (ôîðìóëà (122)):

∂wQP2 I(x(x0), l(x0), a(x0))

∂x0
= −

(
∂P2(x, l, a, S2, p2, m2, w2)

DaIPQ
− ∂P2(x, l, a, S2, p2, m2, w2)

∂S2
· wQP2 I−

−Dx(x0)
∂x0

· [WQP
I , P ]S2 −

Dl(x0)

∂x0
· [WQP

I ,M ]S2 −
Da(x0)

∂x0
· [WQP

I ,W ]S2

)
.
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Çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå ïîëíîñòüþ â èíäåêñíîé ôîðìå

∂wLQP2 I(x(x0), l(x0), a(x0))

∂xL0
= −

(
∂P2(x, l, a, S2, p2, m2, w2)

DaIPQ
− ∂P2(x, l, a, S2, p2, m2, w2)

∂SL2
· wLQP2 I−

−Dx
R(x0)

∂xL0
· [WQP

I , PR]S
L
2 − DlRS(x0)

∂xL0
· [WQP

I ,M
S
R]S

L
2 − DaRST (x0)

∂xL0
· [WQP

I ,W
TS
R]S

L
2

)
. (114)

Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûì, òàê êàê îíî ñôîðìóëèðîâàíî ïî îòíîøåíèþ ê âñïîìîãàòåëüíûì
äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà. Ïîýòîìó äàëåå ïåðåéäåì îò âñïîìîãàòåëüíûõ
äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà
â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèÿìè (107). Ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà âòîðîãî
ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà, çàïèñàííîå ïî îòíîøåíèþ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì âòîðîãî
ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà:

CLBAN · ∂w
N
AB

QP
I(x(x0), l(x0), a(x0))

∂xL0
= −

(
∂P2(x, l, a, S2, p2,m2, w2)

DaIPQ
− ∂P2(x, l, a, S2, p2,m2, w2)

∂SNAB
· wNKQPI−

−CLBAN · Dx
R(x0)

∂xL0
· [WQP

I , PR]S
N
AB − CLBAN · Dl

R
S(x0)

∂xL0
· [WQP

I ,M
S
R]S

N
AB −

−CLBAN · Da
R
ST (x0)

∂xL0
· [WQP

I ,W
TS
R]S

N
AB

)
. (115)

Âîñïîëüçóåìñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè (6)

[WQP
I(PR)] = −MP

I · δQR +W IP
I · ΓQIR +WQP

H · ΓHIR ,

[WQP
M (MS

R)] =WQP
R · δSM −WSP

M · δQR ,

[WQP
I(W

TS
R)] = 0 .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

CLBAN · ∂w
N
AB

QP
I(x(x0), l(x0), a(x0))

∂xL0
= −

(
∂P2(x, l, a, S2, p2,m2, w2)

DaIPQ
− ∂P2(x, l, a, S2, p2,m2, w2)

∂SNAB
· wNKQPI−

−CLBAN · Dx
R(x0)

∂xL0
·
(
−MP

I(S
N
AB) · δQR +W IP

I(S
N
AB) · ΓQIR +WQP

H(SNAB) · ΓHIR
)
−

−CLBAN · Dl
R
S(x0)

∂xL0
·
(
WQP

R(S
N
AB) · δSM −WSP

M (SNAB) · δQR
))
.

Îòñþäà ñëåäóåò óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà â îêîí-
÷àòåëüíîì âèäå

CLBAN · ∂w
N
AB

QP
I(x(x0), l(x0), a(x0))

∂xL0
= −

(
∂P2(x, l, a, S2, p2,m2, w2)

DaIPQ
− ∂P2(x, l, a, S2, p2,m2, w2)

∂SNAB
· wNKQPI+

+CLBAN · Dx
R(x0)

∂xL0
·
(
−mN

AB
P
I · δQR + wNAB

IP
I · ΓQIR + wNAB

QP
H · ΓHIR

)
+

+CLBAN · Dl
R
S(x0)

∂xL0
·
(
wNAB

QP
R · δSM − wNAB

SP
M · δQR

))
. (116)

2. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

Èñõîäíûìè óðàâíåíèÿìè äëÿ äàëüíåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèé ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà, ïîëó÷åííûå â Ðàçäåëå XI.2 Ãëàâû 6.2. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî
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ýòè óðàâíåíèÿ ñëåäóåò ñ÷èòàòü âñïîìîãàòåëüíûìè, òàê êàê îíè ñôîðìóëèðîâàíû ïî îòíîøåíèþ ê âñïîìîãà-
òåëüíûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà

S2, p2, m2, w2 èëè â èíäåêñíîé ôîðìå SL2K , pL2KI , mL2K
P
I , wL2K

QP
I .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âûâîä îêîí÷àòåëüíûõ óðàâíåíèé äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ äèíàìè÷å-
ñêèõ ïàðàìåòðîâ âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà äîëæåí âêëþ÷àòü â ñåáÿ äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå íåîáõî-
äèìî ïåðåéòè îò âñïîìîãàòåëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì
âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà

S2, p2, m2, w2 èëè â èíäåêñíîé ôîðìå SNAK , pNAKI , mN
AK

P
I , wNAK

QP
I .

Ñâÿçü ìåæäó íåïîñðåäñòâåííûìè è âñïîìîãàòåëüíûìè äèíàìè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè äàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè
(100), (102), (103) è (104) Ãëàâû 6.1:

SL2K = CLAN · SNAK , pL2KI = CLAN · pNAKI , mL2K
P
I = CLAN ·mN

AK
P
I , wL2K

QP
I = CLAN · wNAKQPI . (117)

Íà âòîðîì ýòàïå íåîáõîäèìî ó÷åñòü ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷åííûå â Ãëàâå 6.3.

2.1. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ èìïóëüñà

Èñõîäèì èç óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ èìïóëüñà âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà,
ïîëó÷åííîãî â Ðàçäåëå XI.2.1 Ãëàâû 6.2 (ôîðìóëà (125)):

∂p2I(x(l0), l(l0), a(l0))

∂l0
== −

(
∂M2(x, l, a,S2, p2,m2,w2)

DxI
− ∂M2(x, l, a,S2, p2,m2,w2)

∂S2
· p2I −

Dx(l0)

∂l0
· [PI , P ]S2 −

Dl(l0)

∂l0
· [PI ,M ]S2 −

Da(l0)

∂l0
· [PI ,W ]S2

)
.

Çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå ïîëíîñòüþ â èíäåêñíîé ôîðìå

∂pL2KI(x(l0), l(l0), a(l0))

∂lL0K
== −

(
∂M2(x, l, a,S2, p2,m2,w2)

DxI
− ∂M2(x, l, a,S2, p2,m2,w2)

∂SL2K
· pL2KI −

−Dx
R(l0)

∂lL0K
· [PI , PR]SL2K − DlRS(l0)

∂lL0K
· [PI ,MS

R]S
L
2K − DaRST (l0)

∂lL0K
· [PI ,WTS

R]S
L
2K

)
. (118)

Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûì, òàê êàê îíî ñôîðìóëèðîâàíî ïî îòíîøåíèþ ê âñïîìîãàòåëüíûì
äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà. Ïîýòîìó äàëåå ïåðåéäåì îò âñïîìîãàòåëüíûõ
äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà â
ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèÿìè (117). Ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ èìïóëüñà
âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà, çàïèñàííîå ïî îòíîøåíèþ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì
âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà:

CLAN · ∂p
N
AKI(x(l0), l(l0), a(l0))

∂lL0K
== −

(
∂M2(x, l, a, S2, p2,m2, w2)

DxI
− ∂M2(x, l, a, S2, p2,m2, w2

∂SNAK
· pNAKI −

−CLAN · Dx
R(l0)

∂lL0K
· [PI , PR]SNAK − CLAN · Dl

R
S(l0)

∂lL0K
· [PI ,MS

R]S
N
AK −

−CLAN · Da
R
ST (l0)

∂lL0K
· [PI ,WTS

R]S
N
AK

)
. (119)

Âîñïîëüçóåìñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè (4)

[PI(PR)] = PE · TE[IR] +MF
E ·REF [IR] +WGF

E ·REFG[IR] ,

[PI(M
S
R)] = PR · δSI +MF

E ·GEFRSI +WGF
E ·GEFGRSI ,

[PI(W
TS
R)] =MS

R · δTI −WGS
R · ΓTGI −WTS

E · ΓERI ,
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ãäå

TE[IR] = lC
E
[IR] − ΓE[IR] ,

GEFR
S
I = ΓEFR · δSI − ΓSFI · δER + ΓERI · δSF ,

REF [IR] = ΓEF [IR] + ΓEP [R · ΓP|F |I] + ΓEFP · TP[IR] + lC
E
F [IR] ,

GEFGR
S
I = BEFGR · δSI −BSFGI · δER +BEFRI · δSG ,

REFG[IR] = BEFG[IR] +BEFH[R · ΓH|G|I + ΓEH[R ·BH|FG|I +BEFGH · TH[IR] + lC
E
FG[IR] .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

CLAN · ∂p
N
AKI(x(l0), l(l0), a(l0))

∂lL0K
== −

(
∂M2(x, l, a, S2, p2,m2, w2)

DxI
− ∂M2(x, l, a, S2, p2,m2, w2

∂SNAK
· pNAKI −

−CLAN · Dx
R(l0)

∂lL0K
·
(
PE(S

N
AK) · TE[IR] +MF

E(S
N
AK) ·REF [IR] +WGF

E(S
N
AK) ·REFG[IR]

)
−

−CLAN · Dl
R
S(l0)

∂lL0K
·
(
PR(S

N
AK) · δSI +MF

E(S
N
AK) ·GEFRSI +WGF

E(S
N
AK) ·GEFGRSI

)
−

−CLAN · Da
R
ST (l0)

∂lL0K
·
(
MS

R(S
N
AK) · δTI −WGS

R(S
N
AK) · ΓTGI −WTS

E(S
N
AK) · ΓERI

))
.

Îòñþäà ñëåäóåò óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ èìïóëüñà âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáú-
åêòà â îêîí÷àòåëüíîì âèäå

CLAN · ∂p
N
AKI(x(l0), l(l0), a(l0))

∂lL0K
== −

(
∂M2(x, l, a, S2, p2,m2, w2)

DxI
− ∂M2(x, l, a, S2, p2,m2, w2

∂SNAK
· pNAKI +

+CLAN · Dx
R(l0)

∂lL0K
·
(
pNAKE · TE[IR] +mN

AK
F
E ·REF [IR] + wNAK

GF
E ·REFG[IR]

)
+

+CLAN · Dl
R
S(l0)

∂lL0K
·
(
pNAKR · δSI +mN

AK
F
E ·GEFRSI + wNAK

GF
E ·GEFGRSI

)
+

+CLAN · Da
R
ST (l0)

∂lL0K
·
(
mN

AK
S
R · δTI − wNAK

GS
R · ΓTGI − wNAK

TS
E · ΓERI

))
. (120)

2.2. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ìîìåíòà

Èñõîäèì èç óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ìîìåíòà âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà,
ïîëó÷åííîãî â Ðàçäåëå XI.2.2 Ãëàâû 6.2 (ôîðìóëà (126)):

∂mP2I(x(l0), l(l0), a(l0))

∂l0
== −

(
∂M2(x, l, a,S2, p2,m2,w2)

DlIP
− ∂M2(x, l, a,S2, p2,m2,w2)

∂S2
mP2I−

Dx(l0)

∂l0
· [MP

I , P ]S2 −
Dl(l0)

∂l0
· [MP

I ,M ]S2 −
Da(l0)

∂l0
· [MP

I ,W ]S2

)
.

Çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå ïîëíîñòüþ â èíäåêñíîé ôîðìå

∂m2LK
P
I(x(l0), l(l0), a(l0))

∂lL0K
== −

(
∂M2(x, l, a,S2, p2,m2,w2)

DlIP
− ∂M2(x, l, a,S2, p2,m2,w2)

∂SL2K
mL2K

P
I−

−Dx
R(l0)

∂lL0K
· [MP

I , PR]S
L
2K − DlRS(l0)

∂lL0K
· [MP

I ,M
S
R]S

L
2K − DaRST (l0)

∂lL0K
· [MP

I ,W
TS
R]S

L
2K

)
. (121)



X. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà â îáùåì ñëó÷àå 597

Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûì, òàê êàê îíî ñôîðìóëèðîâàíî ïî îòíîøåíèþ ê âñïîìîãàòåëüíûì
äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà. Ïîýòîìó äàëåå ïåðåéäåì îò âñïîìîãàòåëüíûõ
äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà â
ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèÿìè (117). Ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ìîìåíòà
âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà, çàïèñàííîå ïî îòíîøåíèþ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì
âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà:

CLAN · ∂m
N
AK

P
I(x(l0), l(l0), a(l0))

∂lL0K
== −

(
∂M2(x, l, a, S2, p2,m2, w2)

DlIP
− ∂M2(x, l, a, S2, p2,m2, w2)

∂SNAK
mN

AK
P
I−

−CLAN · Dx
R(l0)

∂lL0K
· [MP

I , PR]S
N
AK − CLAN · Dl

R
S(l0)

∂lL0K
· [MP

I ,M
S
R]S

N
AK −

−CLAN · Da
R
ST (l0)

∂lL0K
· [MP

I ,W
TS
R]S

N
AK

)
. (122)

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè (5)

[MP
I(PR)] = −PI · δPR −MG

H ·GHGIPR −WGF
H ·GHFGIPR ,

[MP
I(M

S
R)] =MP

R · δSI −MS
I · δPR ,

[MP
I(W

TS
R)] = −WTS

I · δPR +WPS
R · δTI ,

ãäå

GMGI
P
R = ΓMGI · δPR − ΓPGR · δMI + ΓMIR · δPG ,

GHFGI
P
R = BHFGI · δPR −BPFGR · δHI +BHFIR · δPG .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

CLAN · ∂m
N
AK

P
I(x(l0), l(l0), a(l0))

∂lL0K
== −

(
∂M2(x, l, a, S2, p2,m2, w2)

DlIP
− ∂M2(x, l, a, S2, p2,m2, w2)

∂SNAK
mN

AK
P
I−

−CLAN · Dx
R(l0)

∂lL0K
·
(
−PI(SNAK) · δPR −MG

H(SNAK) ·GHGIPR −WGF
H(SNAK) ·GHFGIPR

)
−

−CLAN · Dl
R
S(l0)

∂lL0K
·
(
MP

R(S
N
AK) · δSI −MS

I(S
N
AK) · δPR

)
−

−CLAN · Da
R
ST (l0)

∂lL0K
·
(
−WTS

I(S
N
AK) · δPR +WPS

R(S
N
AK) · δTI

))
.

Îòñþäà ñëåäóåò óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ìîìåíòà âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáú-
åêòà â îêîí÷àòåëüíîì âèäå

CLAN · ∂m
N
AK

P
I(x(l0), l(l0), a(l0))

∂lL0K
== −

(
∂M2(x, l, a, S2, p2,m2, w2)

DlIP
− ∂M2(x, l, a, S2, p2,m2, w2)

∂SNAK
mN

AK
P
I+

+CLAN · Dx
R(l0)

∂lL0K
·
(
−PNAKI · δPR −MN

AK
G
H ·GHGIPR −WN

AK
GF

H ·GHFGIPR
)
+

+CLAN · Dl
R
S(l0)

∂lL0K
·
(
MN

AK
P
R · δSI −MN

AK
S
I · δPR

)
+

+CLAN · Da
R
ST (l0)

∂lL0K
·
(
−WN

AK
TS
I · δPR +WN

AK
PS
R · δTI

))
. (123)
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2.3. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà

Èñõîäèì èç óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî
îáúåêòà, ïîëó÷åííîãî â Ðàçäåëå XI.2.2 Ãëàâû 6.2 (ôîðìóëà (127)):

∂wQP2 I(x(l0), l(l0), a(l0))

∂l0
= −

(
∂M2(x, l, a, S2, p2,m2,w2)

DaIPQ
− ∂M2(x, l, a, S2, p2,m2,w2)

∂S2
· wQP2 I−

−Dx(l0)
∂l0

· [WQP
I , P ]S2 −

Dl(l0)

∂l0
· [WQP

I ,M ]S2 −
Da(l0)

∂l0
· [WQP

I ,W ]S2

)
.

Çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå ïîëíîñòüþ â èíäåêñíîé ôîðìå

∂wL2K
QP

I(x(l0), l(l0), a(l0))

∂lL0K
= −

(
∂M2(x, l, a,S2, p2,m2,w2)

DaIPQ
− ∂M2(x, l, a, S2, p2,m2,w2)

∂SL2K
· wL2KQPI−

−Dx
R(l0)

∂lL0K
· [WQP

I , PR]S
L
2K − DlRS(l0)

∂lL0K
· [WQP

I ,M
S
R]S

L
2K − DaRST (l0)

∂lL0K
· [WQP

I ,W
TS
R]S

L
2K

)
. (124)

Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûì, òàê êàê îíî ñôîðìóëèðîâàíî ïî îòíîøåíèþ ê âñïîìîãàòåëüíûì
äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà. Ïîýòîìó äàëåå ïåðåéäåì îò âñïîìîãàòåëüíûõ
äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà
â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèÿìè (117). Ïîëó÷èì óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ âòîðî-
ãî ìîìåíòà âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà, çàïèñàííîå ïî îòíîøåíèþ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì
ïàðàìåòðàì âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà:

CLAN · ∂w
N
AK

QP
I(x(l0), l(l0), a(l0))

∂lL0K
= −

(
∂M2(x, l, a, S2, p2,m2, w2)

DaIPQ
− ∂M2(x, l, a, S2, p2,m2, w2)

∂SNAK
· wNAKQPI−

−CLAN · Dx
R(l0)

∂lL0K
· [WQP

I , PR]S
N
AK − CLAN · Dl

R
S(l0)

∂lL0K
· [WQP

I ,M
S
R]S

N
AK −

−CLAN · Da
R
ST (l0)

∂lL0K
· [WQP

I ,W
TS
R]S

N
AK

)
. (125)

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè (6)

[WQP
I(PR)] = −MP

I · δQR +W IP
I · ΓQIR +WQP

H · ΓHIR ,

[WQP
M (MS

R)] =WQP
R · δSM −WSP

M · δQR ,

[WQP
I(W

TS
R)] = 0 .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

CLAN · ∂w
N
AK

QP
I(x(l0), l(l0), a(l0))

∂lL0K
= −

(
∂M2(x, l, a, S2, p2,m2, w2)

DaIPQ
− ∂M2(x, l, a, S2, p2,m2, w2)

∂SNAK
· wNAKQPI−

−CLAN · Dx
R(l0)

∂lL0K
·
(
−MP

I(S
N
AK) · δQR +W IP

I(S
N
AK) · ΓQIR +WQP

H(SNAK) · ΓHIR
)
−

−CLAN · Dl
R
S(l0)

∂lL0K
·
(
WQP

R(S
N
AK) · δSM −WSP

M (SNAK) · δQR
))
.

Îòñþäà ñëåäóåò óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà âòîðîãî ïðîìåæóòî÷-
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íîãî îáúåêòà â îêîí÷àòåëüíîì âèäå

CLAN · ∂w
N
AK

QP
I(x(l0), l(l0), a(l0))

∂lL0K
= −

(
∂M2(x, l, a, S2, p2,m2, w2)

DaIPQ
− ∂M2(x, l, a, S2, p2,m2, w2)

∂SNAK
· wNAKQPI+

+CLAN · Dx
R(l0)

∂lL0K
·
(
−mN

AK
P
I · δQR + wNAK

IP
I · ΓQIR + wNAK

QP
H · ΓHIR

)
+

+CLAN · Dl
R
S(l0)

∂lL0K
·
(
wNAK

QP
R · δSM − wNAK

SP
M · δQR

))
. (126)

3. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî îáúåêòà óæå ñôîðìóëèðî-
âàíû ïî îòíîøåíèþ ê íåïîñðåäñòâåííûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ýòîãî îáúåêòà òàê êàê â ñîîòâåòñòâèè ñ
ñîîòíîøåíèÿìè (105), (107), (108), (109) Ãëàâû 6.1 èìååì:

S
L
2KM ≡ SLKM , p

L
2KMI ≡ pLKMI , m

L
2KM

P
I ≡ mL

KM
P
I , w

L
2KM

QP
I ≡ wLKM

QP
I . (127)

Ïîýòîìó äàëüíåéøåå ïðåîáðàçîâàíèå óêàçàííûõ óðàâíåíèé ñâîäèòñÿ ê ó÷åòó ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé.

3.1. Óðàâíåíèå äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ èìïóëüñà

Èñõîäèì èç óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ èìïóëüñà âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî
îáúåêòà, ïîëó÷åííîãî â Ðàçäåëå XI.3.1 Ãëàâû 6.2 (ôîðìóëà (130)):

∂p2I(x(a0), l(a0), a(a0))

∂a0
= −

(
∂W2(x, l, a,S2,p2,m2,w2)

DxI
− ∂W2(x, l, a,S2,p2,m2,w2)

∂S2
· p2I−

−Dx(a0)
∂a0

· [PI , P ]S2 −
Dl(a0)

∂a0
· [PI ,M ]S2 −

Da(a0)

∂a0
· [PI ,W ]S2

)
.

Çàïèøåì ýòî ñîîòíîøåíèå ïîëíîñòüþ â èíäåêñíîé ôîðìå è ó÷òåì ñîîòíîøåíèÿ (127)

∂pLKMI(x(a0), l(a0), a(a0))

∂aL0KM
= −

(
∂W2(x, l, a, S2, p2,m2, w2)

DxI
− ∂W2(x, l, a, S2, p2,m2, w2)

∂SLKM
· pLKMI−

− DxR

∂aL0KM
· [PI(PR)]SLKM − DlRS

∂aL0KM
· [PI(MS

R)]S
L
KM − DaRST

∂aL0KM
· [PI(WTS

R)]S
L
KM

)
. (128)

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè (4)

[PI(PR)] = PE · TE[IR] +MF
E ·REF [IR] +WGF

E ·REFG[IR] ,

[PI(M
S
R)] = PR · δSI +MF

E ·GEFRSI +WGF
E ·GEFGRSI ,

[PI(W
TS
R)] =MS

R · δTI −WGS
R · ΓTGI −WTS

E · ΓERI ,

ãäå

TE[IR] = lC
E
[IR] − ΓE[IR] ,

GEFR
S
I = ΓEFR · δSI − ΓSFI · δER + ΓERI · δSF ,

REF [IR] = ΓEF [IR] + ΓEP [R · ΓP|F |I] + ΓEFP · TP[IR] + lC
E
F [IR] ,

GEFGR
S
I = BEFGR · δSI −BSFGI · δER +BEFRI · δSG ,

REFG[IR] = BEFG[IR] +BEFH[R · ΓH|G|I + ΓEH[R ·BH|FG|I +BEFGH · TH[IR] + lC
E
FG[IR] .
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∂pLKMI(x(a0), l(a0), a(a0))

∂aL0KM
= −

(
∂W2(x, l, a, S2, p2,m2, w2)

DxI
− ∂W2(x, l, a, S2, p2,m2, w2)

∂SLKM
· pLKMI−

− DxR

∂aL0KM
·
(
PE(S

L
KM ) · TE[IR] +MF

E(S
L
KM ) ·REF [IR] +WGF

E(S
L
KM ) ·REFG[IR]

)
−

− DlRS
∂aL0KM

·
(
PR(S

L
KM ) · δSI +MF

E(S
L
KM ) ·GEFRSI +WGF

E(S
L
KM ) ·GEFGRSI

)
−

−DaRST
∂aL0KM

·
(
MS

R(S
L
KM ) · δTI −WGS

R(S
L
KM ) · ΓTGI −WTS

E(S
L
KM ) · ΓERI

))
.

Îòñþäà ñëåäóåò óðàâíåíèå äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ èìïóëüñà âòîðîãî ïðîìåæóòî÷-
íîãî îáúåêòà â îêîí÷àòåëüíîì âèäå:

∂pLKMI(x(a0), l(a0), a(a0))

∂aL0KM
= −

(
∂W2(x, l, a, S2, p2,m2, w2)

DxI
− ∂W2(x, l, a, S2, p2,m2, w2)

∂SLKM
· pLKMI+

+
DxR

∂aL0KM
·
(
pLKME · TE[IR] +mL

KM
F
E ·REF [IR] + wLKM

GF
E ·REFG[IR]

)
+

+
DlRS
∂aL0KM

·
(
pLKMR) · δSI +mL

KM
F
E ·GEFRSI + wLKM

GF
E ·GEFGRSI

)
+

+
DaRST
∂aL0KM

·
(
mL

KM
S
R · δTI − wLKM

GS
R · ΓTGI − wLKM

TS
E · ΓERI

))
. (129)

3.2. Óðàâíåíèå äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ìîìåíòà

Èñõîäèì èç óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ìîìåíòà âòîðîãî ïðîìåæóòî÷íîãî
îáúåêòà, ïîëó÷åííîãî â Ðàçäåëå XI.3.2 Ãëàâû 6.2 (ôîðìóëà (131)):

∂mP2I(x(l0), l(l0), a(l0))

∂l0
= −

(
∂W2(x, l, a,S2,p2,m2,w2)

DlIP
− ∂W2(x, l, a,S2,p2,m2,w2)

∂S1
m
P
2I−

−Dx(l0)
∂l0

· [MP
I , P ]S2 −

Dl(l0)

∂l0
· [MP

I ,M ]S2 −
Da(l0)

∂l0
· [MP

I ,W ]S2

)
.

Çàïèøåì ýòî ñîîòíîøåíèå ïîëíîñòüþ â èíäåêñíîé ôîðìå è ó÷òåì ñîîòíîøåíèÿ (127)

∂mL
KM

P
I(x(l0), l(l0), a(l0))

∂lL0KM
= −

(
∂W2(x, l, a, S2, p2,m2, w2)

DlIP
− ∂W2(x, l, a, S2, p2,m2, w2)

∂SLKM
mL

KM
P
I−

−Dx
R(l0)

∂lL0KM
· [MP

I , PR]S
L
KM − DlRS(l0)

∂lL0KM
· [MP

I ,M
S
R]S

L
KM − DaRST (l0)

∂lL0KM
· [MP

I ,W
TS
R]S

L
KM

)
. (130)

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè (5)

[MP
I(PR)] = −PI · δPR −MG

H ·GHGIPR −WGF
H ·GHFGIPR ,

[MP
I(M

S
R)] =MP

R · δSI −MS
I · δPR ,

[MP
I(W

TS
R)] = −WTS

I · δPR +WPS
R · δTI ,

ãäå

GMGI
P
R = ΓMGI · δPR − ΓPGR · δMI + ΓMIR · δPG ,

GHFGI
P
R = BHFGI · δPR −BPFGR · δHI +BHFIR · δPG .
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Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

∂mL
KM

P
I(x(l0), l(l0), a(l0))

∂lL0KM
= −

(
∂W2(x, l, a, S2, p2,m2, w2)

DlIP
− ∂W2(x, l, a, S2, p2,m2, w2)

∂SLKM
mL

KM
P
I−

−Dx
R(l0)

∂lL0KM
·
(
−PI(SLKM ) · δPR −MG

H(SLKM ) ·GHGIPR −WGF
H(SLKM ) ·GHFGIPR

)
−

−Dl
R
S(l0)

∂lL0KM
·
(
MP

R(S
L
KM ) · δSI −MS

I(S
L
KM ) · δPR

)
−

−Da
R
ST (l0)

∂lL0KM
·
(
−WTS

I(S
L
KM ) · δPR +WPS

R(S
L
KM ) · δTI

))
.

Îòñþäà ñëåäóåò óðàâíåíèå äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ìîìåíòà âòîðîãî ïðîìåæóòî÷-
íîãî îáúåêòà â îêîí÷àòåëüíîì âèäå:

∂mL
KM

P
I(x(l0), l(l0), a(l0))

∂lL0KM
= −

(
∂W2(x, l, a, S2, p2,m2, w2)

DlIP
− ∂W2(x, l, a, S2, p2,m2, w2)

∂SLKM
mL

KM
P
I+

+
DxR(l0)

∂lL0KM
·
(
−pLKMI · δPR −mL

KM
G
H ·GHGIPR − wLKM

GF
H ·GHFGIPR

)
+

+
DlRS(l0)

∂lL0KM
·
(
mL

KM
P
R · δSI −mL

KM
S
I · δPR

)
+

+
DaRST (l0)

∂lL0KM
·
(
−wLKMTSI · δPR + wLKM

PS
R · δTI

))
. (131)

3.3. Óðàâíåíèå äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà

Èñõîäèì èç óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà âòîðîãî ïðîìåæó-
òî÷íîãî îáúåêòà, ïîëó÷åííîãî â Ðàçäåëå XI.3.3 Ãëàâû 6.2 (ôîðìóëà (132)):

∂wQP
2 I(x(l0), l(l0), a(l0))

∂l0
= −

(
∂W2(x, l, a,S2,p2,m2,w2)

DaIPQ
− ∂W2(x, l, a,S2,p2,m2,w2)

∂S2
· wQP2 I−

−Dx(l0)
∂l0

· [WQP
I , P ]S2 −

Dl(l0)

∂l0
· [WQP

I ,M ]S2 −
Da(l0)

∂l0
· [WQP

I ,W ]S2

)
.

Çàïèøåì ýòî ñîîòíîøåíèå ïîëíîñòüþ â èíäåêñíîé ôîðìå è ó÷òåì ñîîòíîøåíèÿ (127)

∂wLKM
QP

I(x(l0), l(l0), a(l0))

∂lL0KM
= −

(
∂W2(x, l, a, S2, p2,m2, w2)

DaIPQ
− ∂W2(x, l, a, S2, p2,m2, w2)

∂SLKM
· wLKMQPI−

−Dx
R(l0)

∂lL0KM
· [WQP

I , PR]S
L
KM − DlRS(l0)

∂lL0KM
· [WQP

I ,M
S
R]S

L
KM − DaRST (l0)

∂lL0KM
· [WQP

I ,W
TS
R]S

L
KM

)
. (132)

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè (6)

[WQP
I(PR)] = −MP

I · δQR +W IP
I · ΓQIR +WQP

H · ΓHIR ,

[WQP
M (MS

R)] =WQP
R · δSM −WSP

M · δQR ,

[WQP
I(W

TS
R)] = 0 .
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Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

∂wLKM
QP

I(x(l0), l(l0), a(l0))

∂lL0KM
= −

(
∂W2(x, l, a, S2, p2,m2, w2)

DaIPQ
− ∂W2(x, l, a, S2, p2,m2, w2)

∂SLKM
· wLKMQPI−

−Dx
R(l0)

∂lL0KM
·
(
−MP

I(S
L
KM ) · δQR +W IP

I(S
L
KM ) · ΓQIR +WQP

H(SLKM ) · ΓHIR
)
−

−Dl
R
S(l0)

∂lL0KM
·
(
WQP

R(S
L
KM ) · δSM −WSP

M (SLKM ) · δQR
))
.

Îòñþäà ñëåäóåò óðàâíåíèå äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà âòîðîãî ïðî-
ìåæóòî÷íîãî îáúåêòà â îêîí÷àòåëüíîì âèäå:

∂wLKM
QP

I(x(l0), l(l0), a(l0))

∂lL0KM
= −

(
∂W2(x, l, a, S2, p2,m2, w2)

DaIPQ
− ∂W2(x, l, a, S2, p2,m2, w2)

∂SLKM
· wLKMQPI+

+
DxR(l0)

∂lL0KM
·
(
−mL

KM
P
I · δQR + wLKM

IP
I · ΓQIR + wLKM

QP
H · ΓHIR

)
+

+
DlRS(l0)

∂lL0KM
·
(
wLKM

QP
R · δSM − wLKM

SP
M · δQR

))
. (133)

XI. ÓÑËÎÂÈÅ ÑÎÂÌÅÑÒÍÎÑÒÈ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÄÈÍÀÌÈÊÈ

Óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè óðàâíåíèé äèíàìèêè � ýòî íå ÷òî èíîå, êàê óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè äèôôåðåíöèàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ

dS(z) = −p ·Dz ,

à èìåííî

d2d1S(z)− d1d2S(z) = 0 ,

çàïèñàííîå ñ èñïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèé äèíàìèêè.
Ïðåæäå, ÷åì ðàññìîòðåòü óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè óðàâíåíèé äèíàìèêè, âûâåäåì óðàâíåíèÿ äèíàìèêè, èñïîëü-

çóÿ îáîáùåííóþ êèíåìàòè÷åñêóþ ïåðåìåííóþ, îáîáùåííîå äåéñòâèå è îáîáùåííûé èìïóëüñ. Êàê è ïðåæäå,
ââåäåì îáîáùåííóþ êèíåìàòè÷åñêóþ ïåðåìåííóþ zα ∼ (x, l, a). Êðîìå òîãî, ââåäåì îáîáùåííîå äåéñòâèå|2

Sϵ ∼ (SI , SIK , S
I
KL) .

Ñîîòâåòñòâåííî îáîáùåííûé èìïóëüñ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

pϵα(z) = −∂S
ϵ(z)

Dzα
∼

(
−∂S(x, l, a)

Dx
,−∂S(x, l, a)

Dl
,−∂S(x, l, a)

Da

)
∼

∼
(
p(z),m(z), w(z)

)
∼
(
−P
(
S(x, l, a)

)
,−M

(
S(x, l, a)

)
,−W

(
S(x, l, a)

))
.

Äëÿ ïåðåìåííûõ zα, Sϵ(z), pεα(z) èìåþò ìåñòî ïðåîáðàçîâàíèÿ

zα(z0) = Zα(z0) ,

S′ϵ(z) = Sϵ(z, S(z)) ,
p′ϵα(z) = Pϵα(z, S(z), p(z)) .

2 Â ÷àñòíîì ñëó÷àå îáîáùåííîå äåéñòâèå Sα âêëþ÷àåò â ñåáÿ äåéñòâèå ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö è ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö ïåðâîãî
è âòîðîãî ðîäà
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Ïðè âûâîäå óðàâíåíèé äèíàìèêè áóäåì èñõîäèòü èç óñëîâèÿ

Dpϵα(z)

Dzβ
= 0 . (134)

Çàìåòèì, ÷òî ýòî óñëîâèå ñèëüíåå óñëîâèé, êîòîðûå èñïîëüçîâàëîñü â ïðåäûäóùåì Ðàçäåëå. Îòñþäà

∂Pϵα(z, S, p)
Dzβ

− ∂Pϵα(z, S, p)
∂Sδ

· pδβ(z) +
∂Pϵα(z, S, p)

∂pδγ
· ∂p

δ
γ(z)

Dzβ
= 0 .

Â ýòîì âûðàæåíèè èñïîëüçóåì ïåðåñòàíîâêó

∂pδγ(z)

Dzβ
=
∂pδβ(z)

Dzγ
− [Pγ , Pβ ]S

δ(z) .

Ïîëó÷èì

∂Pϵα(z, S, p)
Dzβ

− ∂Pϵα(z, S, p)
∂Sδ

· pδβ(z) +
∂Pϵα(z, S, p)

∂pδγ
· ∂p

δ
β(z)

Dzγ
− ∂Pϵα(z, S, p)

∂pδγ
· [Pγ , Pβ ]Sδ(z) = 0 .

Ðàññìàòðèâàÿ ýòî âûðàæåíèå êàê òîæäåñòâî

Dzγ(z0)

∂z0α
· ∂p

ϵ
β(z)

Dzγ
− ∂pϵβ(z0)

∂z0α
= 0 ,

ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äèíàìèêè

∂pϵβ(z0)

∂z0α
= −

(
∂Pϵα(z, S, p)

Dzβ
− ∂Pϵα(z, S, p)

∂Sδ
· pδβ(z)−

∂Pϵα(z, S, p)
∂pδγ

· [Pγ , Pβ ]Sδ(z)

)
, (135)

∂Pϵα(z, S, p)
∂pδγ

=
Dzγ(z0)

∂z0α
δϵδ .

Òî÷íåå íóæíî ñêàçàòü òàê: ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñîîòâåòñòâóþò "ñèëüíîìó"óñëîâèþ (22). Åñëè
óñëîâèå (22) îñëàáèòü, âûïîëíèâ ñâåðòêó ïî èíäåêñàì ϵ è α, òî åñòü, èñõîäèòü èç óñëîâèÿ

Dpαα(z)

Dzβ
= 0 , (136)

òî óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ïðèîáðåòàþò âèä, áëèçêèé ê òîìó, êîòîðûé ðàññìàòðèâàëñÿ â ïðåäûäóùèõ Ðàçäåëàõ,

∂pαβ(z0)

∂z0α
= −

(
∂Pαα(z, S, p)

Dzβ
− ∂Pαα(z, S, p)

∂Sδ
· pδβ(z)−

∂Pαα(z, S, p)
∂pδγ

· [Pγ , Pβ ]Sδ(z)

)
, (137)

∂Pαα(z, S, p)
∂pδγ

=
Dzγ(z0)

∂z0δ
.

Òî÷íåå íóæíî ñêàçàòü òàê: ðàíåå âìåñòî îäíîãî óñëîâèÿ (22) èñïîëüçîâàëèñü òðè óñëîâèÿ

Dp(z)

Dzβ
= 0 ,

Dm(z)

Dzβ
= 0 ,

Dw(z)

Dzβ
= 0 .

Ïåðåéäåì òåïåðü ê âûâîäó óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè óðàâíåíèé äèíàìèêè. Èñõîäíûì ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå èíòåãðè-
ðóåìîñòè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

dSϵ(z) = −pϵγ ·Dzγ :

d2d1S
ϵ(z)− d1d2S

ϵ(z) = 0 . (138)

Îòêóäà

d2(p
ϵ
γ ·D1z

γ)− d1(p
ϵ
γ ·D2z

γ) = 0
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èëè

d2(p
ϵ
γ) ·D1z

γ − d1(p
ϵ
γ) ·D2z

γ + pϵγ · (d2D1z
γ − d1D2z

γ) = 0

èëè

d2(p
ϵ
γ) ·D1z

γ − d1(p
ϵ
γ) ·D2z

γ = pϵγ · (d1 ΛD2z
γ) . (139)

Çàìåòèì, ÷òî èç óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè (26) è óðàâíåíèé ñòðóêòóðû ñëåäóþò ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ
â ñëåäóþùåì âèäå:

[Pδ, Pµ]S
ϵ(z) = pϵγ ·Rγ[µδ] . (140)

Ó÷èòûâàÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû â ñëåäóþùåé ôîðìå:

d1 ΛD2z
γ = Rγ[µν · (D1z

ν ·D2z
µ)

è ïåðåõîäÿ â âûðàæåíèè (26) îò äèôôåðåíöèàëîâ ê ïðîèçâîäíûì, ïîëó÷èì

Dzγ(z0)

∂z0α
· ∂p

ϵ
γ(z0)

∂z0β
− Dzγ(z0)

∂z0β
· ∂p

ϵ
γ(z0)

∂z0α
= pϵγ ·Rγ[µν] ·

Dzν(z0)

∂z0α
· Dz

µ(z0)

∂z0β
.

Åñëè òåïåðü ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ïðåîáðàçîâàòü ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé äèíàìèêè (23), òî ïîëó÷èì ñîîòíî-
øåíèÿ, êîòîðûå íàçîâåì óñëîâèåì ñîâìåñòíîñòè óðàâíåíèé äèíàìèêè:

∂P(z, S, p)

∂pβγ
·

(
∂Pϵα(z, S, p)

Dzγ
− ∂Pϵα(z, S, p)

∂Sδ
· pδγ(z)−

∂Pϵα(z, S, p)
∂pκδ

· [Pδ, Pγ ]Sκ(z)

)
−

− ∂P(z, S, p)

∂pαγ
·

(
∂Pϵβ(z, S, p)

Dzγ
− ∂Pϵβ(z, S, p)

∂Sδ
· pδγ(z)−

∂Pϵβ(z, S, p)
∂pκδ

· [Pδ, Pγ ]Sκ(z)

)
=

= pϵγ ·Rγ[µν] ·
∂P(z, S, p)

∂pαν
· ∂P(z, S, p)

∂pβµ
.

Çäåñü ââåäåíî îáîçíà÷åíèå P = Pκκ. Èñïîëüçóÿ ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ (28), óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè
ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂P(z, S, p)

∂pβγ
·

(
∂Pϵα(z, S, p)

Dzγ
− ∂Pϵα(z, S, p)

∂Sδ
· pδγ(z) +

∂Pϵα(z, S, p)
∂pκδ

· pκλ ·Rλ[δγ]

)
−

− ∂P(z, S, p)

∂pαγ
·

(
∂Pϵβ(z, S, p)

Dzγ
− ∂Pϵβ(z, S, p)

∂Sδ
· pδγ(z) +

∂Pϵβ(z, S, p)
∂pκδ

· pκλ ·Rλ[δγ]

)
=

= pϵγ ·Rγ[µν] ·
∂P(z, S, p)

∂pαν
· ∂P(z, S, p)

∂pβµ
.
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Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî óðàâíåíèÿ äèíàìèêè. Ïðè ýòîì îãðàíè÷èìñÿ óðàâíåíèÿìè äèíàìèêè äëÿ ôóí-
äàìåíòàëüíîãî îáúåêòà, èìåÿ â âèäó, ÷òî óðàâíåíèÿ äèíàìèêè äëÿ ïðîìåæóòî÷íûõ îáúåêòîâ àíàëèçèðóþòñÿ
àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Äëÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ îáúåêòîâ è ïîäîáíûõ èì ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ è èõ ÷àñòíûõ ñëó-
÷àåâ êîîðäèíàòû âåêòîðà äåéñòâèÿ, ïî îòíîøåíèþ ê êîòîðîìó ôîðìóëèðóþòñÿ óðàâíåíèÿ äèíàìèêè, ïîäîáíû
êîîðäèíàòàì îáîáùåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.

I. ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÑÄÂÈÃÀ

Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ñäâèãà îïðåäåëÿþò çàâèñèìîñòè èìïóëüñà, ìîìåíòà è âòîðîãî ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëü-
íîãî îáúåêòà îò êîîðäèíàò îáîáùåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.

1. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà â ïîëå âíåøíåé ñèììåòðèè

Óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà ïðèâåäåíî â Ãëàâå 6.4 (ôîðìóëà (23)).

Â îáùåì ñëó÷àå (äëÿ òðåòüåãî ïðèáëèæåíèÿ) èìååì:

∂pM (x(x0), l(x0), a(x0))

∂x0
= −∂P(x, l, a, S, p,m,w)

DxM
+
∂P(x, l, a, S, p,m,w)

∂S
· pM −

− DxQ

∂x0
·
(
pI · T I[MQ] +mN

I ·RIN [MQ] + wILN ·RNLI[MQ]

)
−

− DlQI
∂x0

·
(
pQ · δIM +mN

P ·GPNQIM + wLPN ·GNPLQIM
)
− (1)

− DaQLI
∂x0

·
(
mL

Q · δIM − wNLQ · ΓINM − wILN · ΓNQM
)
,

ãäå äëÿ óäîáñòâà èíäåêñû ñóììèðîâàíèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê äåéñòâèþ, îïóùåíû. Íàïðèìåð,

∂pM (x(x0), l(x0), a(x0))

∂x0
=
∂pKM (x(x0), l(x0), a(x0))

∂x0K
.

Çäåñü

T I[MQ] = CI[MQ] − ΓI[MQ] ,

GPNQ
I
M = ΓPNQ · δIM − ΓINM · δPQ + ΓPQM · δIN ,

RIN [MQ] = ΓIN [MQ] + ΓIP [Q · ΓP|N |M ] + ΓINP · TP[MQ] + CIN [MQ] ,

GNPLQ
I
M = ΓNPLQ · δIM − ΓIPLM · δNQ + ΓNPQM · δIL ,

RNLI[MQ] = ΓNLI[MQ] + ΓNLT [Q · ΓT|I|M ] + ΓNT [Q · ΓT|LI|M ] + ΓNLIT · TT[MQ] + CNLI[MQ] .

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå (äëÿ âòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ) èìååì

∂pM (x(x0), l(x0))

∂x0
= −∂P(x, l, S, p,m)

DxM
+
∂P(x, l, S, p,m)

∂S
· pM −

−Dx
Q

∂x0
·
(
pI · T I[MQ] +mN

I ·RIN [MQ]

)
− DlQI

∂x0
·
(
pQ · δIM +mN

P ·GPNQIM
)
. (2)

Çäåñü

T I[MQ] = CI[MQ] − ΓI[MQ] ,

GPNQ
I
M = ΓPNQ · δIM − ΓINM · δPQ + ΓPQM · δIN ,

RIN [MQ] = ΓIN [MQ] + ΓIP [Q · ΓP|N |M ] + ΓINP · TP[MQ] + CIN [MQ] .
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1.1. ×àñòíûå ñëó÷àè

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíî ðîëü êàæäîãî èç ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèé (1) è (2).
1. Ðàññìîòðèì ïåðâîå óðàâíåíèå, â êîòîðîì ïðàâàÿ ÷àñòü îãðàíè÷åíà ïåðâûì ñëàãàåìûì

∂pM (x(x0), l(x0), a(x0))

∂x0
= −∂P(x, l, S, p,m,w)

DxM
.

Ýòî óðàâíåíèå â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà êîîðäèíàòû xI ñâîäÿòñÿ ê òðåì ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì xa,
êîîðäèíàòû x0 ñâîäÿòñÿ ê êîîðäèíàòå âðåìåíè, à äåéñòâèå èìååò îäíó âðåìåíè-ïîäîáíóþ êîìïîíåíòó, çàïèñû-
âàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

∂pa(t)

∂t
= −∂H(x, l, S, p,m,w)

Dxa
,

ãäå ââåäåíî ïåðåîáîçíà÷åíèåH = P. À ýòî óðàâíåíèå åñòü íå ÷òî èíîå, êàê óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà, ðàññìîòðåííîå
â Ðàçäåëå I Ãëàâû 6.2.
2. Âûäåëèì èç ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèé (1) è (2) âòîðîå ñëàãàåìîå è çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå â ñëåäóþùåì

âèäå:

∂pM (x(x0), l(x0), a(x0))

∂x0
=
∂P(x, l, S, p,m,w)

∂S
· pM .

Ïðèâåäåííîå óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà

∂

∂x0
.

Òàêèì îáðàçîì, ñëåäóåò ñ÷èòàòü, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå â óðàâíåíèÿõ (1) è (2) îòâåòñòâåííî çà êâàíòîâûå ÿâëåíèÿ
â ðàñïðåäåëåíèè èìïóëüñà ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà â îáîáùåííîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè.
3. Îáðàòèìñÿ ê òðåòüåìó ñëàãàåìîìó â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèé (1) è (2) è çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå â ñëåäóþùåì

âèäå:

∂pM (x(x0), l(x0), a(x0))

∂x0
= −Dx

Q

∂x0
· pI · T I[MQ] . (3)

Ïóñòü â ÷àñòíîì ñëó÷àå êîîðäèíàòû xI ñâîäÿòñÿ ê êîîðäèíàòàì ÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè xi,
êîîðäèíàòû x0 ñâîäÿòñÿ ê ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîìó èíâàðèàíòó � èíòåðâàëó s , à äåéñòâèå èìååò îäíó
êîìïîíåíòó, ïîäîáíóþ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîìó èíòåðâàëó. Òîãäà âûøåóêàçàííîå óðàâíåíèå ïðèîáðåòàåò
âèä óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òî÷å÷íîé ÷àñòèöû

∂pi(s)

∂s
= −pk · T k[in] ·

dxn

∂s
.

Äëÿ òî÷å÷íîé ìàññèâíîé ÷àñòèöû èìïóëüñ ïðîïîðöèîíàëåí ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ÷àñòèöû

pi(s) = m · dxi
∂s

= m · vi(s) ,

ãäå m � ìàññà ÷àñòèöû. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïðèîáðåòàåò âèä

∂vi(s)

∂s
= −vk · T k[in] · vn .

Îòñþäà âèäíî, ÷òî óðàâíåíèå äâèæåíèÿ íå çàâèñèò îò ìàññû ÷àñòèöû. Òàêèì îáðàçîì, ñëåäóåò ñ÷èòàòü, ÷òî
áëàãîäàðÿ ñëàãàåìîìó

DxQ

∂x0
· pI · T I[MQ]

óðàâíåíèå (3) îêàçûâàåòñÿ ïðèãîäíûì äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà â ãðàâèòàöèîííîì
ïîëå ñ êðó÷åíèåì.
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4. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ñëàãàåìîå

−Dx
Q

∂x0
·mN

I ·RIN [MQ] . (4)

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà êîîðäèíàòû xI ñâîäÿòñÿ ê êîîðäèíàòàì òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà xa, êî-
îðäèíàòû x0 ñâîäÿòñÿ ê ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîìó èíâàðèàíòó � èíòåðâàëó s , à äåéñòâèå èìååò îäíó êîì-
ïîíåíòó, ïîäîáíóþ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîìó èíòåðâàëó. Òîãäà âûøåóêàçàííîå ñëàãàåìîå ïðèîáðåòàåò âèä

−dx
b

ds
·md

c · F cd[ab] .

Çäåñü ëàòèíñêèå èíäåêñû ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 1, 2, 3. Çàìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà

∂S

∂lcd
= md

c

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáùåïðèíÿòûé ìîìåíò èìïóëüñà â òîì ñëó÷àå, åñëè ïðåîáðàçîâàíèÿ lcd ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ëåâûå ïîâîðîòû. Ñëàãàåìîå (4) ñîîòâåòñòâóåò ïðåäñòàâëåíèþ î ñèëüíîé ãðàâèòàöèè, ðàçâèòîìó â Ãëàâå 5.6.
Îòñþäà îáùåå ñîîáðàæåíèå îòíîñèòåëüíî ðàññìàòðèâàåìîãî ñëàãàåìîãî ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíî îïèñûâàåò

âçàèìîäåéñòâèå äâèæóùåãîñÿ çàðÿäà(ìîìåíòà) ñ ïîëåì âíóòðåííåé ñèììåòðèè.
5. Ïÿòîå ñëàãàåìîå

−Dx
Q

∂x0
· wILN ·RNLI[MQ] .

ïî ñâîåé ñòðóêòóðå ïîõîæå íà ïðåäûäóùåå. È ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îíî òàêæå îïèñûâàåò âçàèìîäåéñòâèå âòîðîãî
ìîìåíòà äâèæóùåãîñÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà ñ ïîëåì âíåøíåé ñèììåòðèè.
Ñäåëàåì íåñêîëüêî îáùèõ çàìå÷àíèé îòíîñèòåëüíî ñëàãàåìîãî

−Dx
Q

∂x0
·
(
pI · T I[MQ] +mN

I ·RIN [MQ] + wILN ·RNLI[MQ]

)
(5)

â öåëîì. Ïðîèçâîäíàÿ DxQ

∂x0
îïèñûâàåò äâèæåíèå ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà, ÷àñòíûì ñëó÷àåì êîòîðîãî ÿâ-

ëÿþòñÿ áóñòû, ïîâîðîòû, äèëàòàöèè. Ïîýòîìó ðàññìàòðèâàÿ ñëàãàåìîå (5), áóäåì ãîâîðèòü î DxQ

∂x0
-äâèæåíèè

ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà. Èñïîëüçóÿ ýòó òåðìèíîëîãèþ, íóæíî ñêàçàòü òàê: ñëàãàåìîå (5) óðàâíåíèÿ äèíà-
ìèêè èìïóëüñà (1) îáóñëîâëåíî âçàèìîäåéñòâèåì ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà ñ ïîëåì âíåøíåé ñèììåòðèè ïðè
DxQ

∂x0
-äâèæåíèè ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà.

6. Îáðàòèìñÿ ê ñëàãàåìîìó

−Dl
Q
I

∂x0
·
(
pQ · δIM +mN

P ·GPNQIM + wLPN ·GNPLQIM
)
. (6)

Ïðîèçâîäíàÿ DlQI

∂x0
îïèñûâàåò äâèæåíèå ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà, ÷àñòíûì ñëó÷àåì êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ

äâèæåíèå ñ óñêîðåíèåì, âðàùåíèÿ. Ïîýòîìó ðàññìàòðèâàÿ ñëàãàåìîå (6), áóäåì ãîâîðèòü î DlQI

∂x0
-äâèæåíèè ôóí-

äàìåíòàëüíîãî îáúåêòà. Èñïîëüçóÿ ýòó òåðìèíîëîãèþ, íóæíî ñêàçàòü òàê: ñëàãàåìîå (6) óðàâíåíèÿ äèíàìèêè

èìïóëüñà (1) îáóñëîâëåíî âçàèìîäåéñòâèåì ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà ñ ïîëåì âíåøíåé ñèììåòðèè ïðè DlQI

∂x0
-

äâèæåíèè ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà. Â ÷àñòíîñòè, ê ýòîìó ñëàãàåìîìó îòíîñèòñÿ ðåàêöèÿ íà èçëó÷åíèå ïîëÿ
âíåøíåé ñèììåòðèè óñêîðåííî äâèæóùèìñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì îáúåêòîì.
7. Ðàññìîòðèì ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå

−Da
Q
LI

∂x0
·
(
mL

Q · δIM − wNLQ · ΓINM − wILN · ΓNQM
)
. (7)

Ïðîèçâîäíàÿ DaQLI

∂x0
îïèñûâàåò äâèæåíèå ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà, ÷àñòíûì ñëó÷àåì êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ

äâèæåíèå ñ âòîðûì óñêîðåíèåì, óñêîðåííûå âðàùåíèÿ. Ïîýòîìó ðàññìàòðèâàÿ ñëàãàåìîå (7), áóäåì ãîâîðèòü î
DaQLI

∂x0
-äâèæåíèè ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà. Èñïîëüçóÿ ýòó òåðìèíîëîãèþ, íóæíî ñêàçàòü òàê: ñëàãàåìîå (7)

óðàâíåíèÿ äèíàìèêè èìïóëüñà (1) îáóñëîâëåíî âçàèìîäåéñòâèåì ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà ñ ïîëåì âíåøíåé

ñèììåòðèè ïðè DaQLI

∂x0
-äâèæåíèè ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà.

Íà ýòîì çàêîí÷èì îáñóæäåíèå ñëàãàåìûõ ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ äèíàìèêè èìïóëüñà â ïîëå âíåøíåé ñèì-
ìåòðèè.
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2. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà â ïîëå âíóòðåííåé ñèììåòðèè

Â ýòîì Ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ èìïóëüñà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà, ïðè-
âåäåííîå â Ãëàâàõ 6.1, 6.3, � íî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ôóíäàìåíòàëüíûé îáúåêò âçàèìîäåéñòâóåò ñ ïîëåì âíóòðåííåé
ñèììåòðèè. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ê óðàâíåíèþ ýòîãî òèïà îòíîñèòñÿ óðàâíåíèå äâèæåíèÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â
ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå.

Â îáùåì ñëó÷àå (äëÿ òðåòüåãî ïðèáëèæåíèÿ) èìååì

∂pM (x(x0), l(x0), a(x0))

∂x0
= −∂P(x, l, S, p,m,w)

DxM
+
∂P(x, l, S, p,m,w)

∂S
· pM −

− DxQ

∂x0
·
(
QI · F I[MQ] + INI · F IN [MQ] + JILN · FNLI[MQ]

)
−

− DlQI
∂x0

·
(
QQ · δIM + INP ·GPNQIM + JLPN ·GNPLQIM

)
− (8)

− DaQLI
∂x0

·
(
ILQ · δIM − JNLQ ·AINM − JILN ·ANQM

)
.

Çäåñü

F I[MQ] = CI[MQ] −AI[MQ] ,

GPNQ
I
M = APNQ · δIM −AINM · δPQ +APQM · δIN ,

F IN [MQ] = AIN [MQ] +AIP [Q ·AP|N |M ] +AINP · FP[MQ] + CIN [MQ] ,

GNPLQ
I
M = BNPLQ · δIM −BIPLM · δNQ +BNPQM · δIL ,

FNLI[MQ] = BNLI[MQ] +BNLT [Q ·AT|I|M ] +ANT [Q ·BT|LI|M ] +BNLIT · FT[MQ] + CNLI[MQ] .

Äëÿ âòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ èìååì

∂pM (x(x0), l(x0), a(x0))

∂x0
= −∂P(x, l, S, p,m)

DxM
+
∂P(x, l, S, p,m)

∂S
· pM −

− DxQ

∂x0
·
(
QI · F I[MQ] + INI · F IN [MQ]

)
− DlQI

∂x0
·
(
QQ · δIM + INP ·GPNQIM

)
. (9)

Çäåñü

F I[MQ] = CI[MQ] −AI[MQ] ,

GPNQ
I
M = APNQ · δIM −AINM · δPQ +APQM · δIN ,

F IN [MQ] = AIN [MQ] +AIP [Q ·AP|N |M ] +AINP · FP[MQ] + CIN [MQ] .

2.1. ×àñòíûå ñëó÷àè

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíî ðîëü êàæäîãî èç ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèé (8) è (9).
1. Ðîëü ïåðâîãî è âòîðîãî ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèé (8) è (9) ñîâïàäàåò ñ òîé, êîòîðàÿ ïðèñóùà

àíàëîãè÷íûì ñëàãàåìûì â óðàâíåíèÿõ (1) è (2) è ðàññìàòðèâàëàñü â ïðåäûäóùåì Ðàçäåëå.
2. Îáðàòèìñÿ ê ñëàãàåìîìó

−Dx
Q

∂x0
·
(
QI · F I[MQ] + INI · F IN [MQ] + JILN · FNLI[MQ]

)
. (10)

Ýòî ñëàãàåìîå îáóñëîâëåíî âçàèìîäåéñòâèåì ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà ñ ïîëåì âíóòðåííåé ñèììåòðèè ïðè
DxQ

∂x0
-äâèæåíèè ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà. Âûäåëèì èç âûðàæåíèÿ (10) ïåðâîå ñëàãàåìîå

−DxQ

∂xK0
·QKI · F I[MQ] (11)
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è ðàññìîòðèì åãî ÷àñòíûé ñëó÷àé, ñîîòâåòñòâóþùèé âçàèìîäåéñòâèþ ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà ñ ýëåêòðîìàã-
íèòíûì ïîëåì. Äëÿ ýòîãî ïîëîæèì, ÷òî êîîðäèíàòû xM ñâîäÿòñÿ ê êîîðäèíàòàì ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ÑÒÎ
xm, à êîîðäèíàòû xQ è xK0 ñâîäÿòñÿ ê ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîìó èíòåðâàëó s. Òîãäà

QKI =
∂SK

DXI
ñâîäèòñÿ ê

∂S

DXI
,

ãäå äåéñòâèå S èìååò îäíó êîìïîíåíòó, ïîäîáíóþ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîìó èíòåðâàëó. Êðîìå òîãî, ïîëî-
æèì, ÷òî XI ñâîäèòñÿ ê ïðàâîìó ïîâîðîòó â ïëîñêîñòè 12 � X12. Â ðåçóëüòàòå

QKI ñâîäèòñÿ ê
∂S

DX12
= Q12 ,

à

−F I[MQ] ñâîäèòñÿ ê ïîòåíöèàëàì ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ A12
m .

Â ðåçóëüòàòå ñëàãàåìîå (11) ñâîäèòñÿ ê Q12 · A12
m � ñëàãàåìîìó, ñîîòâåòñòâóþùåìó ïðåäñòàâëåíèþ î ñëàáîì

ýëåêòðîìàãíåòèçìå, ðàçâèòîìó â Ãëàâå 5.6.
Âûäåëèì èç âûðàæåíèÿ (10) âòîðîå ñëàãàåìîå

−DxQ

∂xK0
· IKNI · F IN [MQ] (12)

è ðàññìîòðèì åãî ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà ôóíäàìåíòàëüíûé îáúåêò âçàèìîäåéñòâóåò ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì.
Äëÿ ýòîãî ïîëîæèì, ÷òî êîîðäèíàòû xQ ñâîäÿòñÿ ê êîîðäèíàòàì ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ÑÒÎ xq, êîîðäèíàòû
xK0 ñâîäÿòñÿ ê ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîìó èíòåðâàëó s , à äåéñòâèå èìååò îäíó êîìïîíåíòó, ïîäîáíóþ ïðî-
ñòðàíñòâåííî-âðåìåííîìó èíòåðâàëó. Òîãäà âûøåóêàçàííîå ñëàãàåìîå ïðèîáðåòàåò âèä

−Dx
q

ds
· INI · F IN [mq] ,

à òîê

IKNI =
∂SK

DLIN
ñâîäèòñÿ ê

∂S

DLIN
.

Êðîìå òîãî, ïîëîæèì, ÷òî ïðàâîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå LIN ñâîäèòñÿ ê ïîâîðîòó â ïëîñêîñòè 12 � L12. Â
ðåçóëüòàòå òîê

IKNI ñâîäèòñÿ ê ýëåêòðè÷åñêîìó çàðÿäó
∂S

DL12
= q12 ≡ q , (13)

òåíçîð ïîëÿ âíóòðåííåé ñèììåòðèè

F IN [MQ] ñâîäèòñÿ ê òåíçîðó ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ F[mq] ,

à ñëàãàåìîå (12) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèëó Ëîðåíöà

q · F[mq]
dxq

ds
.

Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïî îòíîøåíèþ ê ïîëþ âíóòðåííåé ñèììåòðèè, èñòî÷íèêîì êîòîðîãî ÿâëÿ-
åòñÿ ìíîãîêîìïîíåíòíûé çàðÿä qα, ïîëó÷èì îáîáùåíèå ôîðìóëû Ëîðåíöà

qα · Fα[mq]
dxq

ds
,

ãäå Fα[mq] - òåíçîð ßíãà-Ìèëëñà.
Òðåòüå ñëàãàåìîå â âûðàæåíèè (10)

−Dx
Q

∂x0
· JILN · FNLI[MQ]
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ïî ñâîåé ñòðóêòóðå ïîõîæå íà ïðåäûäóùåå. È ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îíî àíàëîãè÷íî îïèñûâàåò âçàèìîäåéñòâèå
âòîðîãî òîêà äâèæóùåãîñÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà ñ ïîëåì âíóòðåííåé ñèììåòðèè.
3. Îáðàòèìñÿ ê ñëàãàåìîìó

−Dl
Q
I

∂x0
·
(
QQ · δIM + INP ·GPNQIM + JLPN ·GNPLQIM

)
(14)

óðàâíåíèÿ (8). Ýòî ñëàãàåìîå îáóñëîâëåíî âçàèìîäåéñòâèåì ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà ñ ïîëåì âíóòðåííåé

ñèììåòðèè ïðè DlQI

∂x0
-äâèæåíèè ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà.

Îñòàíîâèìñÿ íà âòîðîì ñëàãàåìîì â âûðàæåíèè (14)

−Dl
Q
I

∂xK0
· IKNP ·GPNQIM . (15)

Çäåñü

GPNQ
I
M = APNQ · δIM −AINM · δPQ +APQM · δIN ,

ïîýòîìó ðàññìàòðèâàåìîå ñëàãàåìîå âêëþ÷àåò â ñåáÿ òðè. Äëÿ ïîíèìàíèÿ ñóùåñòâà äåëà îñòàíîâèìñÿ òîëüêî
íà ïåðâîì èç íèõ, òî åñòü ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå

−IKNP ·APNQ · Dl
Q
M

∂xK0
.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé ýòîãî âûðàæåíèÿ, êîãäà ðå÷ü èäåò î âçàèìîäåéñòâèè ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà
ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì. Ïóñòü êîîðäèíàòû xM ñâîäÿòñÿ ê êîîðäèíàòàì òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà xa è
âðåìåíè t , êîîðäèíàòû xK0 ñâîäÿòñÿ ê êîîðäèíàòå âðåìåíè, à äåéñòâèå èìååò îäíó êîìïîíåíòó, ïîäîáíóþ
âðåìåíè. Êðîìå òîãî, ó÷òåì, ÷òî òîê IKNP ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä q12 (ñì. ñîîòíîøåíèå (13))
Òîãäà âûøåóêàçàííîå ñëàãàåìîå â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïðèîáðåòàåò âèä

q12 ·A12
q ·
Dlqa
∂t

.

Çäåñü èíäåêñ a ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 1,2,3, èíäåêñ q ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 1,2,3,4. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå
ïîòåíöèàë A12

i ýòî ïîòåíöèàë ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ êîìïîíåíòû

� ïîòåíöèàë ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ

φ = A12
4

� è ïîòåíöèàë ìàãíèòíîãî ïîëÿ

Ab = A12
b .

Â ðåçóëüòàòå ðàññìàòðèâàåìîå ñëàãàåìîå ïðèîáðåòàåò âèä

q · φ · dl
4
a

dt
+ q ·Ab ·

dlba
dt

.

Âûðàæåíèå

dl4a
dt

=
d

dt

dxa
dt

= aa

ýòî óñêîðåíèå, ñ êîòîðûì äâèæåòñÿ çàðÿä, à âûðàæåíèå

dlba
dt

= Ωba

ýòî óãëîâàÿ ñêîðîñòü, ñ êîòîðîé âðàùàåòñÿ çàðÿä, åñëè ïîëîæèòü, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå lba ýòî ïîâîðîò â ïëîñ-
êîñòè ab.
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Òàêèì îáðàçîì, ïðè óñêîðåííîì äâèæåíèè ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå íà íåãî ïîìèìî
ñèëû Ëîðåíöà äåéñòâóåò ñèëà, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ óñêîðåíèþ è ïîòåíöèàëó ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ

q · φ · aa .

Ýòîò âûâîä ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòîì Ðàçäåëà 4.2 Ãëàâû 5.3, çàêëþ÷àþùåìñÿ â òîì, ÷òî â óñêîðåííîé ñèñòåìå
îòñ÷åòà ê òåíçîðó ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ äîáàâëÿåòñÿ ñëàãàåìîå, ïðîïîðöèîíàëüíîå ïðîèçâåäåíèþ óñêîðåíèÿ
íà ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë.
Ïðè âðàùåíèè ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå íà íåãî äåéñòâóåò ñèëà, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ

óãëîâîé ñêîðîñòè è ïîòåíöèàëó ìàãíèòíîãî ïîëÿ

q ·Ab · Ωba .

Îòñþäà îáùåå ñîîáðàæåíèå îòíîñèòåëüíî ñëàãàåìîãî (15) ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíî îïèñûâàåò âçàèìîäåéñòâèå
äâèæóùåãîñÿ óñêîðåííî èëè âðàùàþùåãîñÿ çàðÿäà ñ ïîëåì âíóòðåííåé ñèììåòðèè.
4. Îáðàòèìñÿ ê ñëàãàåìîìó

−Da
Q
LI

∂x0
·
(
ILQ · δIM − JNLQ ·AINM − JILN ·ANQM

)
(16)

óðàâíåíèÿ (8). Ýòî ñëàãàåìîå îáóñëîâëåíî âçàèìîäåéñòâèåì ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà ñ ïîëåì âíóòðåííåé

ñèììåòðèè ïðè DaQLI

∂x0
-äâèæåíèè ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà.

Íà ýòîì çàêîí÷èì îáñóæäåíèå ñëàãàåìûõ ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (8).

3. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ ìîìåíòà â ïîëå âíåøíåé ñèììåòðèè

Óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà â ïîëå âíåøíåé ñèììåòðèè ïðèâåäåíî
â Ãëàâå 6.4 (ôîðìóëà (25)).

Â îáùåì ñëó÷àå (äëÿ òðåòüåãî ïðèáëèæåíèÿ) èìååì

∂mL
M (x(x0), l(x0), a(x0))

∂x0
= −∂P(x, l, a, S, p,m,w)

DlML
+
∂P(x, l, a, S, p,m,w)

∂S
·mL

M −

−Dx
Q

∂x0
·
(
−pM · δLQ −mN

I ·GINML
Q − wIPN ·GNPIML

Q

)
−

−Dl
Q
I

∂x0
·
(
mL

Q · δIM −mI
M · δLQ

)
− DaQNI

∂x0
·
(
−wINM · δLQ + wLNQ · δIM

)
. (17)

ãäå

GINM
L
Q = ΓINM · δLQ − ΓLNQ · δIM + ΓIMQ · δLN ,

GNPIM
L
Q = ΓNPIM · δLQ − ΓLPIQ · δNM + ΓNPMQ · δLI ,

Çäåñü äëÿ óäîáñòâà èíäåêñû ñóììèðîâàíèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê äåéñòâèþ, îïóùåíû.

Äëÿ âòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ èìååì

∂mL
M (x(x0), l(x0), a(x0))

∂x0
= −∂P(x, l, a, S, p,m)

DlML
+
∂P(x, l, a, S, p,m)

∂S
·mL

M −

−Dx
Q

∂x0
·
(
−pM · δLQ −mN

I ·GINML
Q

)
− DlQI

∂x0
·
(
mL

Q · δIM −mI
M · δLQ

)
. (18)

ãäå

GINM
L
Q = ΓINM · δLQ − ΓLNQ · δIM + ΓIMQ · δLN .

Çäåñü äëÿ óäîáñòâà èíäåêñû ñóììèðîâàíèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê äåéñòâèþ, îïóùåíû.
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3.1. ×àñòíûå ñëó÷àè

Ïðè îòñóòñòâèè âçàèìîäåéñòâèÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà ñ ïîëåì óðàâíåíèå äèíàìèêè ìîìåíòà çàïèñûâà-
åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂mL
M (x(x0), l(x0), a(x0))

∂x0
= −∂P(x, l, a, S, p,m)

DlML
+
∂P(x, l, a, S, p,m)

∂S
·mL

M −

DxQ

∂x0
·
(
−pM · δLQ

)
− DlQI

∂x0
·
(
mL

Q · δIM −mI
M · δLQ

)
− DaQNI

∂x0
·
(
−wINM · δLQ + wLNQ · δIM

)
. (19)

Ýòî óðàâíåíèå ñëåäóåò íàçâàòü óðàâíåíèå äèíàìèêè ìîìåíòà ñâîáîäíîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà. Ðàñ-
ñìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíî ðîëü êàæäîãî èç ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèé (19).
1. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (19), â êîòîðîì ïðàâàÿ ÷àñòü îãðàíè÷åíà ïåðâûì ñëàãàåìûì

∂mL
M (x(x0), l(x0), a(x0))

∂x0
= −∂P(x, l, a, S, p,m)

DlML
.

Ýòî óðàâíåíèå â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà êîîðäèíàòû xI ñâîäÿòñÿ ê òðåì ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì xa,
êîîðäèíàòû x0 ñâîäÿòñÿ ê êîîðäèíàòå âðåìåíè, à äåéñòâèå èìååò îäíó âðåìåíè-ïîäîáíóþ êîìïîíåíòó, çàïèñû-
âàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

∂ma
b(t)

∂t
= −∂H(x, l, a, S, p,m)

Dlba
,

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå H = P. À ýòî óðàâíåíèå åñòü íå ÷òî èíîå, êàê óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà, ðàññìîòðåííîå â
Ðàçäåëå I Ãëïâû 6.1.
2. Âûäåëèì èç ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèé (19) âòîðîå ñëàãàåìîå è çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå â ñëåäóþùåì âèäå:

∂mL
M (x(x0), l(x0), a(x0))

∂x0
= −∂P(x, l, a, S, p,m)

∂S
·mL

M .

Ïðèâåäåííîå óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà

∂

∂x0
.

Òàêèì îáðàçîì, ñëåäóåò ñ÷èòàòü, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå â óðàâíåíèè (19) îòâåòñòâåííî çà êâàíòîâûå ÿâëåíèÿ â
ðàñïðåäåëåíèè ìîìåíòà ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà â îáîáùåííîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè.
3. Îáðàòèìñÿ ê òðåòüåìó ñëàãàåìîìó â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèé (19)

−Dx
Q

∂x0
·
(
−pM · δLQ

)
.

Ýòî ñëàãàåìîå îáóñëîâëåíî DxQ

∂x0
-äâèæåíèåì ñâîáîäíîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà.

4. Îáðàòèìñÿ ê ÷åòâåðòîìó ñëàãàåìîìó â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèé (19)

−Dl
Q
I

∂x0
·
(
mL

Q · δIM −mI
M · δLQ

)
.

Ýòî ñëàãàåìîå îáóñëîâëåíî DlQI

∂x0
-äâèæåíèåì ñâîáîäíîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà. Äëÿ âûÿñíåíèÿ ðîëè

ýòîãî ñëàãàåìîãî ïðîàíàëèçèðóåì åãî ñëåäóþùèé ÷àñòíûé ñëó÷àé óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ìîìåíòà:

∂mL
M (x(x0), l(x0), a(x0))

∂x0
= −Dl

Q
I

∂x0
·
(
mL

Q · δIM −mI
M · δLQ

)
.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé ýòîãî óðàâíåíèÿ, êîãäà êîîðäèíàòû xI ñâîäÿòñÿ ê òðåì ïðîñòðàíñòâåííûì êî-
îðäèíàòàì xa, êîîðäèíàòû x0 ñâîäÿòñÿ ê êîîðäèíàòå âðåìåíè, à äåéñòâèå èìååò îäíó âðåìåíè-ïîäîáíóþ êîì-
ïîíåíòó. Èìååì

dma
b(t)

dt
= −dl

c
b

dt
·ma

c +
dlad
dt

·md
b .
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Ïîëàãàÿ, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå lcb - ýòî ïîâîðîò â ïëîñêîñòè cd, èìååì

dlcb
dt

= Ωcb − óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ â ïëîñêîñòè cd .

Â ýòîì îáîçíà÷åíèè ðàññìàòðèâàåìîå óðàâíåíèå ïðèîáðåòàåò âèä

dma
b(t)

dt
= Ωad ·md

b −ma
c · Ωcb .

Ðàçëîæèì ýòî óðàâíåíèå íà êîìïîíåíòû ïî òðåì ïëîñêîñòÿì (12), (23), (31). Ïðè ýòîì ó÷òåì, ÷òî äëÿ ïîâîðîòîâ

ma
b = −mb

a , Ωab = −Ωba .

Ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé

dm1
2(t)

dt
= Ω1

3 ·m3
2 −m1

3 · Ω3
2

dm2
3(t)

dt
= Ω2

1 ·m1
3 −m2

1 · Ω1
3

dm3
1(t)

dt
= Ω3

2 ·m2
1 −m3

2 · Ω2
1 .

Ïîëàãàÿ, ÷òî ïîâîðîò â óêàçàííûõ ïëîñêîñòÿõ åñòü ïîâîðîò âîêðóã ãëàâíûõ îñåé èíåðöèè, èìååì

m1
2 = J ′Ω1

2 , m2
3 = J ′′Ω2

3 , m3
1 = J ′′′Ω3

1 .

Çäåñü ÷åðåç J îáîçíà÷åíû ãëàâíûå ìîìåíòû èíåðöèè. Ñ ó÷åòîì ýòèõ ñîîòíîøåíèé ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðèîáðå-
òàåò âèä

J ′ dΩ
1
2(t)

dt
= (J ′′ − J ′′′)Ω1

3 · Ω3
2 ,

J ′′ dΩ
2
3(t)

dt
= (J ′′′ − J ′)Ω2

1 · Ω1
3 ,

J ′′′ dΩ
3
1(t)

dt
= (J ′ − J ′′)Ω3

2 · Ω2
1 .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ Ýéëåðà äëÿ ñâîáîäíîãî âðàùåíèÿ òâåðäîãî òåëà ñ çàêðåïëåííîé òî÷êîé.

4. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà

Óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà â ïîëå âíåøíåé ñèììåòðèè
ïðèâåäåíî â Ãëàâå 6.4 (ôîðìóëà (27)).

∂wNLM (x(x0), l(x0), a(x0))

∂x0
= −∂P(x, l, a, S, p,m,w)

DaMLN
+
∂P(x, l, a, S, p,m,w)

∂S
· wNLM −

−Dx
Q

∂x0
·
(
−mL

M · δNQ + wILM · ΓNIQ + wNLP · ΓPMQ

)
− DlQI

∂x0
·
(
wNLQ · δIM − wILM · δNQ

)
. (20)

Çäåñü äëÿ óäîáñòâà èíäåêñû ñóììèðîâàíèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê äåéñòâèþ, îïóùåíû. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ñäâèãà
äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà ñâîáîäíîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂wNLM (x(x0), l(x0), a(x0))

∂x0
= −∂P(x, l, a, S, p,m,w)

DaMLN
+
∂P(x, l, a, S, p,m,w)

∂S
· wNLM −

−Dx
Q

∂x0
·
(
−mL

M · δNQ
)
− DlQI

∂x0
·
(
wNLQ · δIM − wILM · δNQ

)
.
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II. ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÄÈÍÀÌÈÊÈ ËÈÍÅÉÍÎÃÎ ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß

Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îïðåäåëÿþò çàâèñèìîñòè èìïóëüñà, ìîìåíòà è âòîðîãî ìî-
ìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà îò êîîðäèíàò ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (ïîâîðîòîâ, äèëàòàöèé, áóñòîâ) îáîá-
ùåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Ïðè çàïèñè óðàâíåíèé äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
1) íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ÷òî

Dx

∂l0
= 0 ,

Dl

∂l0
= δ èëè

DlIK

∂l0
M
N

= δIM · δNK ,
Da

∂l0
= 0 , (21)

(ñì. Ãëàâà 6.1. Ðàçäåë I.1);
2) óäîáíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ïåðåîáîçíà÷åíèÿ:

CLKI
D

∂(l0)LK
→ D

∂(l0)I
, CLKI

∂

∂(l0)LK
→ ∂

∂(l0)I
, (22)

(îòíîñèòåëüíî ïîñòîÿííûõ CLKI ñì. Ãëàâà 6.1. Ðàçäåë II.1).

1. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ èìïóëüñà

Óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ èìïóëüñà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà â ïîëå âíåøíåé
ñèììåòðèè ïðèâåäåíî â Ãëàâå 6.4 (ôîðìóëà (31)).

Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (21) è îáîçíà÷åíèé (22) â îáùåì ñëó÷àå (äëÿ òðåòüåãî ïðèáëèæåíèÿ) èìååì

∂pM (x(l0), l(l0), a(l0))

∂(l0)
= −∂M(x, l, a, S, p,m,w)

DxM
+
∂M(x, l, a, S, p,m,w)

∂S
· pM −

− DlQI
∂(l0)

·
(
pQ · δIM +mN

P ·GPNQIM + wLPN ·GNPLQIM
)
, (23)

ãäå

GPNQ
I
M = ΓPNQ · δIM − ΓINM · δPQ + ΓPQM · δIN ,

GNPLQ
I
M = ΓNPLQ · δIM − ΓIPLM · δNQ + ΓNPQM · δIL .

Çäåñü äëÿ óäîáñòâà èíäåêñû ñóììèðîâàíèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê äåéñòâèþ, îïóùåíû.

Äëÿ âòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ èìååì:

∂pM (x(l0), l(l0))

∂(l0)
= −∂M(x, l, a, S, p,m)

DxM
+
∂M(x, l, a, S, p,m)

∂S
· pM − DlQI

∂(l0)
·
(
pQ · δIM +mN

P ·GPNQIM
)
.(24)

Äëÿ èìïóëüñà ñâîáîäíîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (23)
çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂pM (x(l0), l(l0), a(l0))

∂(l0)
= −∂M(x, l, a, S, p,m,w)

DxM
+
∂M(x, l, a, S, p,m,w)

∂S
· pM − DlQM

∂(l0)
· pQ . (25)

2. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ìîìåíòà

Óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà ïðèâåäåíî â Ãëàâå
6.4 (ôîðìóëà (34)).

Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (21) è îáîçíà÷åíèé (22) â îáùåì ñëó÷àå (äëÿ òðåòüåãî ïðèáëèæåíèÿ) èìååì:

∂mL
M (x(l0), l(l0), a(l0))

∂(l0)
= −∂M(x, l, a, S, p,m,w)

DlML
+
∂M(x, l, a, S, p,m,w)

∂S
·mL

M−DlQI
∂(l0)

·
(
mL

Q ·δIM−mI
M ·δLQ

)
,

(26)
ãäå äëÿ óäîáñòâà èíäåêñû ñóììèðîâàíèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê äåéñòâèþ, îïóùåíû.
Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî äèíàìèêà ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ìîìåíòà íå çàâèñèò îò ïîëÿ, â êîòîðîì

íàõîäèòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûé îáúåêò.
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3. Óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà

Óðàâíåíèå äèíàìèêè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà ïðèâåäåíî
â Ãëàâå 6.4 (ôîðìóëà (37)). Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (21) è îáîçíà÷åíèé (22) èìååì

∂wNLM (x(l0), l(l0), a(l0))

∂(l0)
= −∂M(x, l, a, S, p,m,w)

DaMLN
+
∂M(x, l, a, S, p,m,w)

∂S
·wNLM−Dl

Q
I

∂(l0)
·
(
wNLQ·δIM−wILM ·δNQ

)
.

(27)
Îòñþäà âèäíî, ÷òî äèíàìèêà âòîðîãî ìîìåíòà òàêæå íå çàâèñèò îò ïîëÿ, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ ôóíäàìåí-

òàëüíûé îáúåêò.

III. ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÂÒÎÐÎÃÎ ËÈÍÅÉÍÎÃÎ ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß

Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îïðåäåëÿþò çàâèñèìîñòè èìïóëüñà, ìîìåíòà è âòî-
ðîãî ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà îò êîîðäèíàò âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (òåëåñíûõ ïîâîðîòîâ,
âðàùåíèé, óñêîðåíèé) îáîáùåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Ïðè çàïèñè óðàâíåíèé äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ
1) íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ÷òî

Dx

∂a0
= 0 ,

Dl

∂a0
= 0 ,

Da

∂l0
= δ èëè

DaIKL
∂a0MNP

= δIM · δNK · δPL , (28)

(ñì. Ãëàâà 6.1. Ðàçäåë I.1);
2) óäîáíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ïåðåîáîçíà÷åíèÿ:

CLKNI
D

∂(a0)LKN
→ D

∂(a0)I
, CLKNI

∂

∂(a0)LKN
→ ∂

∂(a0)I
, (29)

(îòíîñèòåëüíî ïîñòîÿííûõ CLKNI ñì. Ãëàâà 6.1. Ðàçäåë II.1).

1. Óðàâíåíèå äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ èìïóëüñà

Óðàâíåíèå äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ èìïóëüñà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà ïðèâåäåíî
â Ãëàâå 6.4 (ôîðìóëà (41)). Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (28) è îáîçíà÷åíèé (29) èìååì

∂pM (x(a0), l(a0), a(a0))

∂(a0)
= −∂W(x, l, a, S, p,m,w)

DxM
+
∂W(x, l, a, S, p,m,w)

∂S
· pM −

−Da
Q
LI

∂(a0)
·
(
mL

Q · δIM − wNLQ · ΓINM − wILN · ΓNQM
)
. (30)

2. Óðàâíåíèå äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ìîìåíòà

Óðàâíåíèå äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà ïðèâåäåíî
â Ãëàâå 6.4 (ôîðìóëà (44)). Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (28) è îáîçíà÷åíèé (29) èìååì

∂mL
M (x(a0), l(a0), a(a0))

∂(a0)
= −∂W(x, l, a, S, p,m,w)

DlML
+
∂W(x, l, a, S, p,m,w)

∂S
·mL

M−Da
Q
NI

∂(a0)
·
(
−wINM ·δLQ+wLNQ·δIM

)
.

(31)

3. Óðàâíåíèå äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà

Óðàâíåíèå äèíàìèêè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà ôóíäàìåíòàëüíîãî îáúåêòà
ïðèâåäåíî â Ãëàâå 6.4 (ôîðìóëà (47)). Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (28) è îáîçíà÷åíèé (29) èìååì

∂wNLM (x(a0), l(a0), a(a0))

∂(a0)
= −∂W(x, l, a, S, p,m,w)

DaMLN
+
∂W(x, l, a, S, p,m,w)

∂S
· wNLM .



Ïîñëåñëîâèå

Ýòà êíèãà çàêàí÷èâàåòñÿ íà ïîëóñëîâå. Îíà íå èìååò è íå ìîæåò èìåòü êîíöà. Ìîëîäûì ëþäÿì, âñòàâøèì íà
ïóòü ñàìîñòîÿòåëüíûõ èññëåäîâàíèé, ÿ æåëàþ óñïåõà è õî÷ó ñêàçàòü, ÷òî êîíñòðóêòèâíîå óñîâåðøåíñòâîâàíèå
ïðåäñòàâëåíèé î Ôèçè÷åñêîì Ìèðå ñâÿçàíî íå òîëüêî ñ ýêñïåðèìåíòîì, íî è óñèëèÿìè â ïîèñêå ïîíÿòèéíîé è
ìàòåìàòè÷åñêîé ãàðìîíèè è êðàñîòû.

À. Êåöàðèñ. Ìîñêâà, ôåâðàëü 2019.
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