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В этой Лекции рассматривается алгебра линейных
преобразований, действующих на алгебре пространства-
времени фундаментальных частиц. Обе алгебры образу-
ют кинематическую алгебру, ответственную за движение
пространства-времени фундаментальной частицы как еди-
ного целого. Кинематическая алгебра и ей сопряженная
алгебра объединяются в общую кинематическую алгебру,
которая является обобщением классической группы инва-
риантных преобразований – группы Пуанкаре.

I. ВВЕДЕНИЕ

В классической физике ключевую роль играют пре-
образования, которые не влияют на физические явле-
ния. Такие преобразования составляют группу Пу-
анкаре. И в этом смысле мы будем называть пре-
образования группы Пуанкаре инвариантными пре-

образованиями. К преобразованиям группы Пуан-
каре относятся сдвиги (трансляции) и повороты в
пространстве-времени СТО – сдвиги геометрических
точек и времени, повороты в геометрических плоско-
стях и движения с постоянной скоростью. В теории,
которую мы излагаем, для каждой фундаменталь-
ной частицы вводится пространство-время X, обоб-
щающее пространство-время СТО. Отсюда возникает
необходимость обобщения группы Пуанкаре как груп-
пы инвариантных преобразований. В частности, сдви-
ги геометрических точек и сдвиги времени, входящие
в группу Пуанкаре, необходимо дополнить сдвигами
отрезков линий, площадей, сдвигами скорости, угло-
вой скорости и телесной угловой скорости. В отли-
чие от сдвигов в пространстве-времени СТО сдвиги
в пространстве-времени X образуют алгебру. Кроме
того, повороты в геометрических плоскостях и дви-
жения с постоянной скоростью, входящие в группу
Пуанкаре, необходимо обобщить до поворотов отно-
сительно всех базисных векторов в пространстве-вре-
мени X.

Взаимодействие частиц приводит к преобразованию
пространства действия этих частиц. Помимо этого
взаимодействие приводит к преобразованию прост-
ранства-времени частиц. Результатом взаимодей-
ствия является образование новых частиц со своим
пространством действия и со своим пространством-
временем. Так как каждой фундаментальной части-
це соответствует свой тип пространстве-времени X, то
наряду с инвариантными преобразованиями, не выво-

дящими за рамки типа пространстве-времени необхо-
димо ввести инвариантные преобразования, изменя-
ющие тип пространстве-времени. Такие преобразова-
ния сопутствуют взаимодействию элементарных ча-
стиц.

Так как фундаментальной частице соответствует
фундаментальная античастица, которой сопутствует
сопряженное пространство-время

+
X, то в инвариант-

ные преобразования необходимо включить сопряжен-
ные преобразования пространства-времени

+
X. Вы-

шеуказанные преобразования объединяются в общую

кинематическую алгебру, которая является обобще-
нием классической группы инвариантных преобразо-
ваний – группы Пуанкаре.

II. ЛИНЕЙНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ
ПРОСТРАНСТВА-ВРЕМЕНИ СТО

Введем оператор, который ставит в соответствие
вектору x ∈ X вектор x′ ∈ X. Обозначим такой опе-
ратор l( ) и назовем его преобразованием.

Обозначим множество преобразований L1
1: X→X.

Введем на множестве преобразований L1
1: X→X опе-

рации сложения ⊕

l1( ) ⊕ l2( ) = l( ) ⊂ I1
1

и умножения на число ⊙

α⊙ l1( ) = l( ) ⊂ I1
1 .

Пусть эти операции также удовлетворяют закону дис-
трибутивности

α⊙ [l1( ) ⊕ l2( )] = α⊙ l1( ) ⊕ α⊙ l2( ) .

В результате множество преобразований L1
1 становит-

ся векторным пространством.
Будем считать, что преобразования l( ) линейны от-

носительно сложения векторов и умножения вектора
на число. То есть,

l(α1 · x1 + α2 · x2) = α1 ⊙ l(x1) ⊕ α2 ⊙ l(x2).

Эти соотношения являются условиями согласования
сложений ⊕ и + и умножений ⊙ и · . Эти условия
состоят в том, что после действия оператора

α1 ⊙ l1( ) ⊕ α2 ⊙ l2( )

на вектор x получим

α1 · x1 + α2 · x2 ,
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то есть ⊕-сложение становится +-сложением, а ⊙-
умножение становится · -умножением.

Введем базисные преобразования Ii
m( ), чтобы име-

ло место

l( ) = Ii
m( ) · lmi ,

где lmi – координаты преобразования l( ). Линейное
преобразование вектора x = ei · x

i должно иметь вид:

l(x) = l(ei · x
i) = em · lmi · x

i .

Из этого условия найдем правило преобразования ба-
зисных векторов el пространства X с помощью базис-
ных преобразований Ii

k( ):

Ii
m(ek) = em · δi

k .

Для него выполняется требуемое соотношение

l(x) = lmi · I
i
m(x) = lmi · x

k · Ii
m(ek) = em · lmi · x

i .

III. ЛИНЕЙНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ
ПРОСТРАНСТВА-ВРЕМЕНИ

ФУНДАМЕНТАЛЬНОЙ ЧАСТИЦЫ

Далее будем рассматривать линейные преобразо-
вания обобщенного пространства-времени X. Вве-
дем оператор, который ставит в соответствие вектору
x ∈ X вектор x′ ∈ X. Обозначим такой оператор l( ) и
назовем его преобразованием. Указанное соответствие
будем записывать так

x′ = l(x) .

Потребуем, чтобы преобразование l( ): X→X было
линейным. То есть, выполнялось соотношение

l(α1 · x1 + α2 · x2) = α1 · l(x1) + α2 · l(x2).

Вектор обобщенного пространства-времени X мо-
жет быть разложен по базисным векторам EI :

x = E0 x
0 + Ei x

i + Eij x
ij + Eijk x

ijk + E1324 x
1324 .

Как принято мы записываем это соотношение, ис-
пользуя собирательные индексы

I, J,K,L,∼ (0, i, ij, ijk, 1324) ,

x = EI · x
I .

Поэтому вектор x′ = l(x) в силу линейности преобра-
зования может быть записан в виде:

x′ = l(EI) · x
I .

Введем разложение векторов l(EI) по базисным век-
торам EK

l(EI) = EM · lMI .

Здесь lMI–коэффициенты разложения. Используя это
соотношение, получим

x′ = EM · lMI · x
I . (1)

1. Векторное пространство линейных
преобразований

Обозначим множество линейных преобразований L.
На нем определим операции сложения ⊕

l1( ) ⊕ l2( ) ∈ L

и умножения на число ⊙

α⊙ h( ) ∈ L .

Пусть эти операции удовлетворяют закону дистрибу-
тивности.

α⊙ [l1( ) ⊕ l2( )] = α⊙ l1( ) ⊕ α⊙ l2( ) . (2)

В результате множество линейных преобразований L

становится векторным пространством. Соответствие
закона дистрибутивности в L закону дистрибутивно-
сти в X:

α · (x1 + x2) = α · x1 + α · x2

можно рассматривать как условия согласования сло-
жений "⊕" и "+" и умножений "⊙" и " · ". Эти усло-
вия сводятся к тому, что ⊕-сложение становится +-
сложением, а ⊙-умножение становится · -умножением
после действия оператора (2) на вектор x.

На векторном пространстве L введем базисные пре-

образования II
K( ), чтобы

l( ) = lMI · II
M ( ) ,

где lMI есть координаты преобразования l( ), пред-
ставляющие собой ранее введенные коэффициенты
разложения векторов l(EI) по базисным векторам EM .
Линейное преобразование вектора x = EK ·xK должно
иметь вид (1). Таким образом, должно выполняться

lMI · II
M (EK) · xK = EM · lMI · xI .

Из этого условия найдем правило преобразования ба-
зисных векторов EK пространства X с помощью ба-
зисных преобразований II

M ( ):

II
M (EK) = EM · δI

K , (3)

где δI
K есть символ Кронекера.

2. Группа линейных преобразований. Алгебра
линейных преобразований

На множестве линейных преобразований L введем
закон композиции. То есть двум преобразованиям
l1(x) и l2(x) ставится в соответствие преобразование
l(x), называемое композицией или произведением пре-
образований l1(x) и l2(x):

l(x) = l2(l1(x)) , где l( ), l1( ), l2( ) ∈ L , (4)

Потребуем, чтобы композиция преобразований бы-
ла групповым законом. То есть, чтобы на множестве
линейных преобразований L было определено
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1. единичное преобразование δ( ), для которого вы-
полняются соотношения:

δ(l(x)) = l(x) , l(δ(x)) = l(x) .

2. обратное преобразование l−1( ), для которого
выполняются соотношения:

l(l−1(x)) = δ(x) , l−1(l(x)) = δ(x) .

Указанные определения делают множество линейных
преобразований L группой.

Найдем связь между координатами преобразо-
вания-композиции и координатами преобразований,
участвующих в композиции. Для этого рассмотрим
уравнение (4), записав преобразования, участвующие
в композиции, через базисные преобразования:

l( ) = lML · IL
M ( ) , l2( ) = (l2)

M
I · I

I
M ( ) ,

l1( ) = (l1)
K

L · IL
K( ) ,

и учитывая, что

x = EL · xL .

Для правой части уравнения (4) получим

l2((l1)
K

I · I
I
K(x)) = l2((l1)

K
I · I

I
K(EL · xL))

= l2(EK · (l1)
K

L · xL) = (l2)
M

I · I
I
M (EK · (l1)

K
L · xL)

= (l2)
M

I · (l1)
K

L · xL · II
M (EK)

= EM · (l2)
M

I · (l1)
I
L · xL .

Для левой части уравнения (4) получим

l(EI · x
I) = lM L · IL

M (EI · x
I) = EM · lM L · xL

Из сравнения этих выражений получим

lM L = (l2)
M

I · (l1)
I
L . (5)

Кроме того, из сравнения

l2(l1( )) = (l2)
M

I · (l1)
K

L · II
M (IL

K( ))

и

l( ) = lM L · IL
M ( ) = (l2)

M
I · (l1)

I
L · IL

M ( )

= (l2)
M

I · δ
I
K · (l1)

K
L · IL

M ( )

получим закон композиции базисных преобразований

II
M (IL

K( )) = δI
K · IL

M ( ) .

Закон композиции, действующий на векторах про-
странства L, можно рассматривать как вид умноже-
ния и записывать его в в алгебраической, а не в опе-
раторной форме

l = l1 ◦ l2 . (6)

Закон композиции для базисных векторов приобрета-
ет вид ◦-умножения:

IL
K ◦ II

M = δI
K · IL

M . (7)

Действие линейного преобразования на вектор можно
также рассматривать как вид умножения:

x′ = x ◦ l .

Закон композиции для базисных векторов (3) приоб-
ретает вид:

EK ◦ II
M = δI

K · EM .

Будем полагать, что законы композиции и сложе-
ния линейных преобразований связаны законом дис-
трибутивности. Вследствие этого множество линей-
ных преобразований L является кольцом. А так как
оно вместе с тем является векторным пространством,
то, следовательно, оно представляет собой алгебру.

3. Линейное преобразование алгебры X

Так как X является не только векторным простран-
ством, но и алгеброй, то возникает вопрос: что проис-
ходит с произведением векторов при линейном преоб-
разовании векторного пространства X в себя. В общем
случае алгебра X отображается в другую алгебру X

′

с другим произведением векторов. Далее рассмотрим
связь между произведениями в алгебрах X и X

′.
Пусть векторы x, x1, x2 ∈ X подчиняются правилу

параллелограмма, то есть

x = x2 ◦ x1 ,

и пусть векторы x′, x′1, x
′
2 ∈ X

′ получены из x, x1, x2

с помощью линейного преобразования l, то есть

x′ = l(x), x′1 = l(x1), x′2 = l(x2) .

Рассмотрим далее два вектора. Вектор, в который
отображается произведение векторов

x′ = l(x) = l(x2 ◦ x1) ,

и вектор, равный произведению преобразованных век-
торов

x′′ = l(x2) ◦ l(x1) .

В общем случае эти векторы не равны друг другу.
Действительно, запишем вектор x′ через базисные
векторы:

x′ = l(EL · xL) = l(EL) · xL = EN · lN L · xL
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или

x′ = l((EI · x2
I) ◦ (EK · x1

K)) = l(EI ◦ EK) · x2
I · x1

K

= l(EL) ·
+
CL

KI · x2
I · x1

K

= EN · lN L ·
+
CL

KI · x2
I · x1

K .

Для вектора x′′ имеем:

x′′ = l(EI · x2
I) ◦ l(EK · x1

K) = l(EI) ◦ l(EK) · x2
I · x1

K .

Рассматривая векторы l(EI) как базисные в алгебре
X

′, закон умножения базисных векторов в этой алгеб-
ре запишем следующим образом

l(EI) ◦ l(EK) = l(EL) ·
+
C ′L

KI , (8)

где
+
C ′L

KI структурные постоянные алгебры X
′. С

учетом этого для вектора x′′ имеем:

x′′ = l(EI · x2
I) ◦ l(EK · x1

K) = l(EL) ·
+
C ′L

KI · x2
I · x1

K

= EN · lN L ·
+
C ′L

KI · x2
I · x1

K .

Отсюда следует, что векторы x′ и x′′ отличаются
вследствие различия структурных постоянных в ал-
гебрах X и X

′. Из (8) следует уравнение, связывающее
структурные постоянные алгебр X и X

′:

+
CN

MP · lP I · l
M

K = lN L ·
+
C ′L

KI . (9)

Отсюда следует условие, при котором линейное пре-
образование сохраняет алгебру X. Потребуем, чтобы
векторы x′, x′1, x

′
2 также подчинялись правилу парал-

лелограмма

l(x) = l(x2) ◦ l(x1) .

Это равносильно условию

+
C ′L

KI =
+
CL

KI

или

+
CN

MP · lP I · l
M

K = lN L ·
+
CL

KI

или

lN L ·
+
CL

KI · (l
−1)I

P =
+
CN

MP · lM K .

То есть линейные преобразования, сохраняющие про-
изведение в X, сохраняют структурные матрицы X.

4. Регулярное представление преобразованного
вектора

В регулярном представлении векторов алгебры X

базисным векторам EI ставятся в соответствие струк-
турные матрицы

EI ∼
+
CL

KI ,

вектору x ∈ X

x = EI · x
I

ставится в соответствие матрица

XL
K =

+
CL

KI · x
I .

Отсюда следует, что в регулярном представлении пре-
образованному вектору x′ = l(x)

x′ = EI · l
I
P · xP

соответствует матрица

X ′L
K =

+
CL

KI · l
I
P · xP .

Используя (9), для матрицы представления получим

X ′L
K = lLN ·

+
CN

IP ·(l−1)I
K ·xP = lLN ·XN

I ·(l
−1)I

K .

– правило преобразования матрицы представления
при линейных преобразованиях.

IV. ПОВОРОТЫ И РАСТЯЖЕНИЯ
ОБОБЩЕННОГО ПРОСТРАНСТВА-ВРЕМЕНИ

Линейное преобразование запишем в виде произве-
дения преобразований

l = u ◦ h .

И пусть преобразование u поворачивает вектор, не
меняя его длины, а преобразование h, напротив, со-
храняет направление вектора, но изменяет его длину.
Преобразование u называется поворотом, преобразо-
вание h называется растяжением. Далее рассмотрим
указанные преобразования.

1. Скалярное произведение. Длина вектора

На пространстве-времени X определено скалярное
произведение векторов. Для x1, x2 ∈ X скалярное
произведение равно

〈x1, x2〉 = 〈EI ,EK〉 (x1)
I (x2)

K = gIK · (x1)
I (x2)

K .

Величина gIK = E0 ·
+
C0

IK есть метрический тензор.
Скалярное произведение вектора на себя есть квад-

рат длины вектора:

〈x, x〉 = gIK · xI · xK ≡ x2 .

Пусть
+
x есть сопряженный вектор по отношению

к вектору x. Тогда скалярное произведение

〈x,
+
x〉 = δIK · xI · xK
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называют квадратом нормы вектора и обозначают |x|
2

в отличие от обозначения x2 для длины вектора.
Пусть x = x2◦x1, вычислим квадрат нормы вектора

x через квадраты норм векторов x1 и x2.

|x|
2

= 〈x2 ◦ x1 ,
+
x1 ◦

+
x2〉 =

〈x2
I · x1

K · (EI ◦ EK) , x1L · x2M · (EL ◦ E
M )〉 =

〈EP ·
+
CP

IK · x1
I · x2

K , E
Q · CQ

LM · x1L · x2M 〉 =

x1
I · x2

K ·
+
CP

IK · CP
LM · x1L · x2M .

Далее учтем, что∗

+
CP

IK · CP
LM = δL

I · δ
M

K .

Получим

|x|
2

= x2
I · x1

K · x1K · x2I .

Таким образом, в результате имеем

|x|2 = |x2|
2
· |x1|

2

– соотношение, которое можно назвать теоремой Пи-

фагора для алгебры X.
Сделаем полезное замечание. Особенно просто тео-

рема Пифагора доказывается для векторов специаль-
ного вида. Пусть для векторов x1 и x2 выполняются
условия†

x1 ◦
+
x1 = 〈x1,

+
x1〉 ≡ |x1|

2

x2 ◦
+
x2 = 〈x2,

+
x2〉 ≡ |x2|

2

Тогда для вектора

x = x2 ◦ x1

также выполняется

x ◦
+
x = 〈x,

+
x〉 ≡ |x|

2
,

причем

|x|2 = |x2|
2
· |x1|

2
.

Действительно,

x ◦
+
x = x2 ◦ x1 ◦

+
x1 ◦

+
x2 = x2 ◦

+
x2 · 〈x1,

+
x1〉 =

〈x2,
+
x2〉 · 〈x1,

+
x1〉 = |x2|

2
· |x1|

2
.

∗Это следует из соотношения, приведенного в Лекции 16
стр.12
†Указанные условия выполняются, например, для

кватернионов.

2. Группа поворотов

В общем случае алгебра X при линейном преобра-
зовании переходит в другую алгебру X

′ с другим про-
изведением векторов. В том числе линейное преобра-
зование меняет и скалярное произведение векторов.
Далее рассмотрим связь между скалярными произве-
дениями в алгебрах X и X

′.
Пусть векторы x1, x2 ∈ X участвуют в скалярном

произведении

〈x1, x2〉

и пусть векторы x′1, x
′
2 ∈ X

′ получены из x1, x2 с
помощью линейного преобразования l, то есть

x′ = l(x), x′1 = l(x1), x′2 = l(x2) .

Рассмотрим далее два скалярных произведения: вы-
шеуказанное а также скалярное произведение преоб-
разованных векторов

〈l(x1), l(x2)〉 .

В общем случае эти скалярные произведения не равны
друг другу. Действительно, в первом случае имеем:

〈(EI · x1
I), (EK · x2

K)〉 = 〈EI ,EK〉 · x1
I · x2

K .

Здесь

〈EI ,EK〉 =
+
C0

IK = gIK

Для второго скалярного произведения имеем:

〈l(EI · x1
I), l(EK · x2

K)〉 = 〈l(EI), l(EK)〉 · x1
I · x2

K .

Рассматривая векторы l(EI) как базисные в алгебре
X

′ с законом умножения базисных векторов в этой ал-
гебре (8) для скалярного произведения базисных век-
торов получим

〈l(EI), l(EK)〉 =
+
C ′0

IK = g
′
IK (10)

где C ′0
IK структурные постоянные алгебры X

′. Отсю-
да следует, что скалярные произведения отличаются
вследствие различия метрических тензоров в алгеб-
рах X и X

′. Из (10) следует уравнение, связывающее
метрические тензоры алгебр X и X

′:

gPM · lP I · l
M

K = g
′
IK . (11)

Отсюда следует условие, при котором линейное пре-
образование сохраняет скалярное произведение. По-
требуем, чтобы рассмотренные скалярные произведе-
ния были равны друг другу

〈l(x1), l(x2)〉 = 〈x1, x2〉 .

Это равносильно условию

5



g
′
IK = gIK (12)

Линейные преобразования, сохраняющие скалярное
произведение, называются поворотами. Мы будем
обозначать их символом u. Из (11) и (12) следует,
что матрица линейного преобразования для поворо-
тов должна удовлетворять условию

gLM · uL
I · u

M
K · gKN = δI

N . (13)

Если ввести сопряженную матрицу
+
uN

L в соответ-
ствии с определением:

+
uN

L = gLM · uM
K · gKN ,

то условие принадлежности линейных преобразова-
ний к поворотам приобретает вид:

+
uN

L = (u−1)N
L .

В качестве примера рассмотрим условие (12) когда
поворот происходит в плоскости с сигнатурой (+,−).
В этом случае имеем g11 = 1, g22 = −1 и

u =
u1

1 u2
1

u1
1 u2

1
, g =

1 0
0 −1

.

В результате имеем:

u1
1 · u

1
1 − u2

1 · u
2
1 = 1

u1
1 · u

1
2 − u2

1 · u
2
2 = 0

u1
2 · u

1
1 − u2

2 · u
2
1 = 0

u1
2 · u

1
2 − u2

2 · u
2
2 = −1 .

(14)

Если поворот происходит в плоскости с сигнатурой
(+,+), то имеем g11 = 1, g22 = 1,

u1
1 · u

1
1 + u2

1 · u
2
1 = 1

u1
1 · u

1
2 + u2

1 · u
2
2 = 0

u1
2 · u

1
1 + u2

2 · u
2
1 = 0

u1
2 · u

1
2 + u2

2 · u
2
2 = 1 .

(15)

Условие (13) является частным случаем преобразо-
вания структурных постоянных (9). Действительно,
из (9) имеем:

+
C0

MP · lP I · l
M

K = l00 ·
+
C ′0

KI + l0L1
·

+
C ′L1

KI .

Отсюда получаем условия, при которых линейное пре-
образование становится поворотом

l00 ·
+
C ′0

KI =
+
C0

KI ,

l0L1
·

+
C ′L1

KI = 0 .

Повороты составляют группу. Произведение пово-
ротов есть поворот. Действительно, если

(u1)
−1 =

+
u1 , (u2)

−1 =
+
u2 ,

то для

u = u1 ◦ u2

имеет место

u−1 = (u2)
−1 ◦ (u1)

−1 =
+
u2 ◦

+
u1 =

+
(u1 ◦ u2) =

+
u .

Последнее следует из
+
(u2)

N
L ·

+
(u1)

L
M =

gLI · (u2)
I
K · gKN · gSM · (u1)

S
P · gPL =

(u2)
I
K · gKN · gSM · (u1)

S
I =

gSM · (u1)
S
I · (u2)

I
K · gKN =

gSM · uS
K · gKN =

+
uN

M .

3. Группа растяжений

Растяжения сохраняют направление вектора, но из-
меняют его длину. Матрица таких преобразований
имеет вид

hL
I = h · δL

I , (16)

где h действительное положительное число, называе-
мое коэффициентом растяжения. Действительно,

x′ = h(x) = EL · hL
I · x

I = h · EL · δL
I · x

I = h · x .

Растяжения составляют группу. Произведение растя-
жений есть растяжение.

hL
I = (h1)

L
K · (h2)

K
I = h1 · h2 · δ

L
I = h · δL

I .

Отсюда закон композиции коэффициентов растяже-
ний

h = h1 · h2 .

Обратное растяжение (сжатие) к растяжению (16)
есть

(h−1)L
I =

1

h
· δL

I .

Произвольное линейное преобразование меняет
метрический тензор в соответствии с соотношением:

g
′
IK = gLM · lLI · l

M
K .

Представим матрицу lLI в виде произведения

lLI = uL
P · hP

I ,

где uL
P – матрица поворота, удовлетворяющая усло-

вию

gLM · uL
P · uM

Q = gPQ .

Тогда имеем

g
′
IK = (gLM · uL

P · uM
Q) · hP

I · h
Q

K .

Отсюда получим соотношение

g
′
IK = gPQ · hP

I · h
Q

K

и

g
′
IK = h2 · gIK .
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V. ПАРАМЕТРИЧЕСКОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ
ЛИНЕЙНЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ

Пусть векторы l ∈ L являются функциями пара-

метров ϕα:

l(ϕα) = II
K · lKI(ϕ

α) .

Причем на параметрах ϕα действует закон компози-
ции

ϕα = Φ(ϕ2
α, ϕ1

α)

со свойствами группы, и имеют место соответствие
закона композиции на {ϕα} и закона композиции на
L (6):

l(ϕα) = l(ϕ1
α) ◦ l(ϕ2

α) ,

и соответствие единиц групп:

l(0) = δ() .

или

lKI(ϕ
α)

∣

∣

ϕα=0
= δK

I .

Для группы поворотов такие параметры называются
углы поворота. Для группы растяжений такие пара-
метры называются коэффициенты растяжения. Рас-
смотрим дифференциал dl вблизи единицы группы

dl(ϕα) = II
K

∂lKI(ϕ
α)

∂ϕα
dϕα = II

K ·KK
Iα · dϕα .

где введено обозначение

KK
Iα =

∂lKI(ϕ
α)

∂ϕα

∣

∣

∣

∣

ϕα=0

.

Векторы

Iα = II
K KK

Iα (17)

представляют собой базисные векторы в пространстве
векторов вида

dl = Iα dϕ
α . (18)

Пусть на этом пространстве действует закон умно-
жения, определяемый умножением базисных векто-
ров

Iα ◦ Iβ = Iγ · Cγ
αβ . (19)

Подставляя сюда (17) и учитывая (7), получим

KK
Lβ ·KL

Iα = KK
Iγ · Cγ

αβ . (20)

Сравнивая это соотношение с (19), заключаем, что ба-
зисным векторам Iα можно поставить в соответствие

матрицы KK
Lα. Это соответствие будем называть па-

раметрическим представлением алгебры линейных
преобразований и записывать так

Iα ∼ KL
Iα .

Далее рассмотрим дифференциальные уравнения для
зависимости координат линейного отображения от па-
раметров. Для этого запишем уравнение (5) в следу-
ющем виде

lM L(ϕ1) = lM K(ϕ) · lKL(ϕ0) ,

где ϕ1 = Φ(ϕ,ϕ0), и рассмотрим его при ϕ0 = 0 + δϕ:

lM L(ϕ) + δlM L(ϕ) =
[

lKL(0) +
(

δlK L(ϕ0)
δϕ0

α

)

ϕ0=0
· δϕα

]

· lM K(ϕ) .

Учитывая, что lKL(0) = δK
L, получим

δlM L(ϕ) = lM K(ϕ) ·KK
Lα · δϕα . (21)

Эти уравнения позволяют определить координаты ли-
нейного отображения в зависимости от параметров.

1. Группа поворотов

В качестве примера воспользуемся уравнениями
(21) для определения матрицы поворота в плоскости с
сигнатурой (+,−)(Смотри Раздел IV.2). Из (21) име-
ем

δu1
1 = δϕ · (K1

1 · u
1
1 +K2

1 · u
1
2)

δu1
2 = δϕ · (K1

2 · u
1
1 +K2

2 · u
1
2)

δu2
1 = δϕ · (K1

1 · u
2
1 +K2

1 · u
2
2)

δu2
2 = δϕ · (K1

2 · u
2
1 +K2

2 · u
2
2) .

Начальные условия:

u1
1(0) = 1, u1

2(0) = 0, u2
1(0) = 0, u2

2(0) = 1 .

Для компонент матрицы поворота в рассматриваемом
случае выполняются соотношения (14):

u1
1 · u

1
1 − u2

1 · u
2
1 = 1

u1
1 · u

1
2 − u2

1 · u
2
2 = 0

u1
2 · u

1
1 − u2

2 · u
2
1 = 0

u1
2 · u

1
2 − u2

2 · u
2
2 = −1 .

Дифференцируя эти уравнения по ϕ и рассматривая
полученные уравнения при ϕ = 0, получим:

δu1
1 · u

1
1 − δu2

1 · u
2
1 = δu1

1 = 0

δu1
1 · u

1
2 + u1

1 · δu
1
2 − δu2

1 · u
2
2 − u2

1 · δu
2
2

= δu1
2 − δu2

1 = 0

δu1
2 · u

1
1 + u1

2 · δu
1
1 − δu2

2 · u
2
1 − u2

2 · δu
2
1

= δu1
2 − δu2

1 = 0

δu1
2 · u

1
2 − δu2

2 · u
2
2 = −δu2

2 = 0 .
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Отсюда имеем

K1
1 = K2

2 = 0, K2
1 = K1

2 = K .

В результате дифференциальные уравнения (21) при-
обретают вид:

δu1
1 = δϕ ·K · u1

2 , δu1
2 = δϕ ·K · u1

1 ,

δu2
1 = δϕ ·K · u2

2 , δu2
2 = δϕ ·K · u2

1 .

Первая пара уравнений дает

u1
1 = cosh(K · ϕ), u2

1 = sinh(K · ϕ) ,

вторая пара уравнений дает

u2
2 = cosh(K · ϕ), u1

2 = sinh(K · ϕ) .

Аналогично определим матрицы поворота в плоско-
сти с сигнатурой (+,+) (Смотри Раздел IV.2). Для
компонент матрицы поворота в этом случае выполня-
ются соотношения (15):

u1
1 · u

1
1 + u2

1 · u
2
1 = 1

u1
1 · u

1
2 + u2

1 · u
2
2 = 0

u1
2 · u

1
1 + u2

2 · u
2
1 = 0

u1
2 · u

1
2 + u2

2 · u
2
2 = 1 .

Дифференцируя эти уравнения по ϕ и рассматривая
полученные уравнения при ϕ = 0, получим:

δu1
1 · u

1
1 + δu2

1 · u
2
1 = δu1

1 = 0

δu1
1 · u

1
2 + u1

1 · δu
1
2 + δu2

1 · u
2
2 + u2

1 · δu
2
2

= δu1
2 + δu2

1 = 0

δu1
2 · u

1
1 + u1

2 · δu
1
1 + δu2

2 · u
2
1 + u2

2 · δu
2
1

= δu1
2 + δu2

1 = 0

δu1
2 · u

1
2 + δu2

2 · u
2
2 = δu2

2 = 0 .

Отсюда имеем

K1
1 = K2

2 = 0, K1
2 = −K2

1 = K, .

В результате дифференциальные уравнения (21) при-
обретают вид:

δu1
1 = −δϕ ·K · u1

2 , δu1
2 = δϕ ·K · u1

1 ,

δu2
1 = −δϕ ·K · u2

2 , δu2
2 = δϕ ·K · u2

1 .

Первая пара уравнений дает

u1
1 = cos(K · ϕ), u1

2 = sin(K · ϕ) ,

вторая пара уравнений дает

u2
2 = cos(K · ϕ), u2

1 = − sin(K · ϕ) .

Далее рассмотрим повороты в пространстве-време-
ни X. Произвольное преобразование, сохраняющее
квадрат длины вектора x, представляет собой поворот

в произвольной плоскости в пространстве-времени X

на угол, который мы обозначим θ. Это преобразова-
ние удовлетворяет условиям

u(θ1 + θ2) = u(θ1) ◦ u(θ2) (22)

u(0) = ∆ – единичному преобразованию (23)

Продифференцируем уравнение (22) по θ1, после чего
положим

θ1 = 0

и введем переобозначение

θ2 = θ , δθ1 = δθ .

Получим

δu(θ) = δθ · Iθ ◦ u(θ) , (24)

где

Iθ =
du

dθ

∣

∣

∣

θ=0
.

Этот вектор назовем базисным вектором оси поворо-
та.

Уравнение (24) при начальном условии (23) позво-
ляет записать поворот в следующем виде

u(θ) = exp(Iθ · θ) ≡ ∆ +
1

1!
(Iθ · θ) +

1

2!
(Iθ · θ)

2 + ... .

(25)

Возможны два случая, которым удовлетворяет
квадрат базисного вектора оси поворота:

1.

(Iθ)
2 = −E0 ,

2.

(Iθ)
2 = E0 .

В первом случае поворот (25) принимает вид

u(θ) = E0 · cos θ + Iθ sin θ . (26)

Во втором случае поворот (25) принимает вид∗

u(θ) = E0 · cosh θ + Iθ sinh θ . (27)

∗Формулы (26) и (27) являются обобщением формулы
Эйлера

exp(i · θ) = cos θ + i · sin θ ,

где i- мнимая единица.
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Поворот вокруг оси Iθ может быть разложен по ба-
зисным поворотам. Пусть ϕα углы базисных поворо-
тов. Оси базисных поворотов Iα отождествим с ба-
зисными векторами Eα пространства-времени фунда-
ментальных частиц. Тогда соотношение (19) преобра-
зуется в

Eα ◦ Eβ = Eγ ·
+
Cγ

βα . (28)

Оно определяет алгебру поворотов U как подалгебру
пространства-времени X. Для этой алгебры из усло-
вия ассоциативности имеем

+
Cκ

λα ·
+
Cλ

µβ =
+
Cκ

µγ ·
+
Cγ

βα . (29)

Отсюда следует регулярное параметрическое пред-
ставление алгебры поворотов

Eα ∼
+
Cγ

βα .

Матрицы
+
Cγ

βα в этом случае называются генерато-

рами поворотов.
Если пространством представления алгебры пово-

ротов является пространство-время, то соотношение
(20) принимает вид

+
CK

Lα ·
+
CL

Iβ =
+
CK

Iγ ·
+
Cγ

βα . (30)

И в этом случае параметрическое представление ал-
гебры поворотов записывать так

Eα ∼
+
CL

Iα .

Генераторами поворотов служат матрицы
+
CL

Iα.
Рассмотрим дифференциал поворота du вблизи

единицы группы

du(ϕα) = II
K

∂uK
I(ϕ

α)

∂ϕα
dϕα = II

K ·
+
CK

Iα · dϕα .

где принято

+
CK

Iα =
∂uK

I(ϕ
α)

∂ϕα

∣

∣

∣

∣

ϕα=0

.

Векторы

Eα = II
K

+
CK

Iα (31)

представляют собой базисные векторы осей поворотов
в пространстве-времени. Таким образом,

du = Eα dϕ
α .

Сравнение этой формулы с

du = Iθ dθ|θ=0 .

показывает, что векторы Iθ могут быть выражены че-
рез векторы базисных поворотов Eα

Iθ = Eα · Cα . (32)

Здесь Cα – "направляющие косинусы" вектора оси по-
ворота Iθ

Cα =
∂ϕα

∂θ

∣

∣

∣

∣

θ=0

.

Из (32) вытекает условие, которому удовлетворяют
"направляющие косинусы"

(Iθ)
2 = (Eα)2 · (Cα)2 .

В частном случае, когда

Iθ = Eα

имеем базисные повороты, а соотношения (26) и (27)
преобразуются в следующие

u(ϕα) =

{

E0 cosϕα + Eα sinϕα , для (Eα)2 = −1 ;
E0 coshϕα + Eα sinhϕα , для (Eα)2 = 1 .

(33)

(По α нет суммирования.)
Матрицы поворота в подалгебре поворотов имеют

вид

uγ
β(ϕα) =















δγ
β · cosϕα +

+
Cγ

βα · sinϕα ,
для (Eα)2 = −1 ;

δγ
β · coshϕα +

+
Cγ

βα · sinhϕα ,
для (Eα)2 = 1 ,

(34)

Матрицы поворота в пространстве-времени таковы

uK
I(ϕ

α) =















δK
I · cosϕα +

+
CK

Iα · sinϕα ,
для (Eα)2 = −1 ;

δK
I · coshϕα +

+
CK

Iα · sinhϕα ,
для (Eα)2 = 1 ,

(35)

2. Группа растяжений

Произвольное преобразование, сохраняющее на-
правление вектора, представляет собой растяжение,
определяемое параметром который мы обозначим k.
Это преобразование удовлетворяет условиям

h(k1 + k2) = h(k1) ◦ h(k2) (36)

h(0) = ∆ – единичному преобразованию (37)

Продифференцируем уравнение (36) по k1, после чего
положим

k1 = 0

и введем переобозначение

k2 = k , δk1 = δk .
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Получим

δh(k) = δk · E0 ◦ h(k) , (38)

где

E0 =
dh

dk

∣

∣

∣

k=0
.

Этот вектор назовем базисным вектором оси поворо-
та.

Уравнение (38) при начальном условии (37) позво-
ляет записать поворот в следующем виде

h(k) = exp(E0 · k) ≡ ∆ +
1

1!
(E0 · k) +

1

2!
(E0 · k)

2 + ... .

(39)

VI. ПОВОРОТЫ В АЛГЕБРЕ КЛИФФОРДА

Используя (32), получим представление поворотов
в алгебре Клиффорда векторами этой алгебры:

u(ϕα) =

{

E0 cosϕα + Eα sinϕα , для (Eα)2 = −1 ;
E0 coshϕα + Eα sinhϕα , для (Eα)2 = 1 .

Отсюда получим

Iα = II
K ·

+
CK

Iα = Eα .

Матрицы поворота пространства алгебры Клиффор-
да вокруг оси, задаваемой вектором Eα, можно запи-
сать так

uK
I(ϕ

α) =















δK
I · cosϕα +

+
CK

Iα · sinϕα ,
для (Eα)2 = −1 ;

δK
I · coshϕα +

+
CK

Iα · sinhϕα ,
для (Eα)2 = 1 ,

где
+
CK

Iα есть структурные матрицы регулярного
представления базисных векторов Eα, по индексу α
нет суммирования. Отсюда следует, что

KK
Iα =

∂uK
I(ϕ

α)

∂ϕα

∣

∣

∣

∣

ϕα=0

=
+
CK

Iα (40)

1. Полувекторы

Рассмотрим поворот в алгебре Клиффорда относи-
тельно оси E21. В обратном регулярном представле-
нии такой поворот представляется вектором алгебры
Клиффорда

u = E0 cosϕ+ E21 sinϕ . (41)

Сопряженный поворот представляется вектором

+
u = E0 cosϕ− E21 sinϕ .

Вектор
+
u является обратным по отношению к u. То

есть

+
u ◦ u = (u)−1 ◦ u = u ◦

+
u = u ◦ (u)−1 = E0 .

Назовем вектор u – поворотом на угол (+ϕ), а вектор
+
u = (u)−1 – поворотом на угол (−ϕ). Рассмотрим

далее произведение u ◦ u

u ◦ u = u2 = E0 (cos2 ϕ− sin2 ϕ) + E21 2 sinϕ cosϕ

= E0 cos 2ϕ− E21 sin 2ϕ .

Таким образом, u2 – есть поворот на угол (+2ϕ). Ана-
логично

+
u2 – есть поворот на угол (−2ϕ).

Рассмотрим теперь преобразование векторов алгеб-
ры Клиффорда под действием поворотов. Рассмот-
рим сначала алгебру Клиффорда C2, построенную на
базисных векторах E0, E1, E2, E21. Сигнатура этих век-
торов такова (+,++,−). Рассмотрим вектор

ψ = E1 x
1 + E2 x

2 ,

принадлежащий этой алгебре. Вычислим вектор

ψ′ = ψ ◦ u .

ψ′ = ψ ◦ u = (E1 x
1 + E2 x

2) ◦ (E0 cosϕ+ E21 sinϕ)

= E1 (x1 cosϕ+ x2 sinϕ) + E2 (x2 cosϕ− x1 sinϕ) .

То есть, ψ′ представляет собой вектор, повернутый
относительно ψ на угол (−ϕ). Аналогично этому

ψ′ = u ◦ ψ = (E0 cosϕ+ E21 sinϕ) ◦ (E1 x
1 + E2 x

2)

= E1 (x1 cosϕ− x2 sinϕ) + E2 (x2 cosϕ+ x1 sinϕ)

– вектор, повернутый относительно ψ на угол (+ϕ).
∗ Векторы ψ′ = ψ ◦

+
u и ψ′ =

+
u ◦ ψ повернуты от-

носительно ψ на углы (+ϕ) и (−ϕ) соответственно.
Отсюда следует, что

ψ ◦ u =
+
u ◦ ψ , u ◦ ψ = ψ ◦

+
u ,

u ◦ ψ ◦ u = ψ ,
+
u ◦ ψ

+
u = ψ .

Кроме того, вектор вида

u ◦ ψ ◦
+
u = u2 ◦ ψ = ψ ◦

+
u2

∗Заметим, что для алгебры Клиффорда C2, постро-
енной на базисных векторах E0, E1, E2, E21 с сигнатурой
(+,−−,−) умножение ψ на h справа (ψ ◦ u) поворачивает
ψ на угол (+ϕ), а слева (u ◦ ψ) – на угол (−ϕ)
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соответствует повороту ψ на угол (+2ϕ), а вектор

+
u ◦ ψ ◦ u =

+
u2 ◦ ψ = ψ ◦ u2

– повороту ψ на угол (−2ϕ).
Рассмотрим теперь другой вектор, принадлежащий

указанной алгебре,

λ = E0 x
0 + E21 x

21 ,

Умножение λ на u справа дает

λ′ = λ ◦ u = (E0 x
0 + E21 x

21) ◦ (E0 cosϕ+ E21 sinϕ)

= E0 (x0 cosϕ− x21 sinϕ) + E21 (x21 cosϕ+ x0 sinϕ) .

То есть, λ′ представляет собой вектор, повернутый от-
носительно λ на угол (−ϕ). Умножим λ на u слева

λ′ = u ◦ λ = (E0 cosϕ+ E21 sinϕ) ◦ (E0 x
0 + E21 x

21)

= E0 (x0 cosϕ− x21 sinϕ) + E21 (x21 cosϕ+ x0 sinϕ) .

Следовательно, умножение λ на u слева поворачива-
ет λ также на угол (−ϕ). Аналогично этому легко
получить, что векторы

+
u ◦ λ и λ ◦

+
u соответствуют

повороту на угол (+ϕ). Из

u ◦ λ = λ ◦ u , λ ◦
+
u =

+
u ◦ λ ,

следует

u ◦ λ ◦
+
u = λ ,

+
u ◦ λ ◦ u = λ .

а также, что вектор

u ◦ λ ◦ u = u2 ◦ λ = λ ◦ u2

соответствует повороту λ на угол (−2ϕ), а вектор

+
u ◦ λ ◦

+
u =

+
u2 ◦ λ = λ ◦

+
u2

– повороту λ на угол (+2ϕ).
Рассмотрим теперь преобразование полного векто-

ра алгебры C2

x = (E0 x
0 + E21 x

21) + (E1 x
1 + E2 x

2) = λ+ ψ

под действием поворота (41). Из предыдущего следу-
ет, что умножение x на u справа (x ◦ u) поворачивает
каждую из частей λ и ψ на угол (−ϕ), а умножение
слева поворачивает часть ψ на угол (+ϕ), а часть λ на
угол (−ϕ). Умножение x на

+
u слева (

+
u◦x) приводит

к повороту каждой из частей λ и ψ на угол (+ϕ), а
умножение x на

+
u справа (x ◦

+
u) приводит к пово-

роту части λ на угол (+ϕ), а части ψ на угол (−ϕ).
Преобразования вида

u ◦ x ◦
+
u ,

+
u ◦ x ◦ u (42)

сохраняют часть λ но поворачивают часть ψ на угол
(−2ϕ) и (+2ϕ) соответственно. И, напротив, преоб-
разования вида

u ◦ x ◦ u ,
+
u ◦ x ◦

+
u (43)

сохраняют часть ψ, но поворачивают часть λ на угол
(−2ϕ) и (+2ϕ) соответственно. То есть,

u ◦ x ◦
+
u = λ+ u ◦ ψ ◦

+
u ,

+
u ◦ x ◦ u = λ+

+
u ◦ ψ ◦ u ,

u ◦ x ◦ u = u ◦ λ ◦ u+ ψ ,
+
u ◦ x ◦

+
u =

+
u ◦ λ ◦

+
u + ψ .

Все сказанное свидетельствует о том, что полный век-
тор алгебры Клиффорда C2 содержит два слагаемых,
преобразующихся по разному под действием поворо-
тов. В связи с этим дадим следующее определение.
Назовем часть вектора алгебры Клиффорда, преобра-
зующуюся при поворотах (42) и сохраняющуюся при
поворотах (43), полувектором первого рода, а часть
вектора алгебры Клиффорда, преобразующуюся при
поворотах (43) и сохраняющуюся при поворотах (42),
полувектором второго рода.

Рассмотрим далее вектор алгебры Клиффорда C3 с
сигнатурой (+,+ + +,−−−,−):

x = E0 x
0 + E1 x

1 + E2 x
2 + E3 x

3

+E21 x
21 + E13 x

13 + E23 x
23 + E123 x

123

Рассмотрим поведение двух слагаемых

χ = E3 x
3 + E123 x

123 , µ = E13 x
13 + E23 x

23

под действием поворота (41). Имеем

χ′ = χ ◦ u = (E3 x
3 + E123 x

123) ◦ (E0 cosϕ+ E21 sinϕ)

= E3 (x3 cosϕ− x123 sinϕ) + E123 (x123 cosϕ+ x0 sinϕ) .

χ′ = u ◦ χ = (E0 cosϕ+ E21 sinϕ) ◦ (E3 x
3 + E123 x

123) =

E3 (x3 cosϕ− x123 sinϕ) + E123 (x123 cosϕ+ x3 sinϕ) .

µ′ = µ ◦ u = (E13 x
13 + E23 x

23) ◦ (E0 cosϕ+ E21 sinϕ) =

E13 (x13 cosϕ− x23 sinϕ) + E23 (x23 cosϕ+ x13 sinϕ) .

µ′ = u ◦ µ = (E0 cosϕ+ E21 sinϕ) ◦ (E13 x
13 + E23 x

23) =

E13 (x13 cosϕ− x23 sinϕ) + E23 (x23 cosϕ+ x13 sinϕ) .

Отсюда следует, что слагаемые

ψ + µ = E1 x
1 + E2 x

2 + E13 x
13 + E23 x

23

составляют полувектор первого рода, а слагаемые

λ+ χ = E0 x
0 + E21 x

21 + E3 x
3 + E123 x

123

составляют полувектор второго рода.
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Рассмотрим далее вектор алгебры Клиффорда C4 с
сигнатурой (+,+ + +−,−−− + ++,− + ++,−):

x = E0 x
0 + E1 x

1 + E2 x
2 + E3 x

3 + E4 x
4+

E21 x
21 + E13 x

13 + E23 x
23 + E14 x

14 + E24 x
24 + E34 x

34+

E123 x
123 + E124 x

124 + E134 x
134 + E234 x

234 + E1234 x
1234 .

Он распадается на полувектор первого рода

x′ = (E1 x
1 + E2 x

2) + (E13 x
13 + E23 x

23)

+(E14 x
14 + E24 x

24) + (E134 x
134 + E234 x

234)

и полувектор второго рода

x′′ = (E0 x
0 + E21 x

21) + (E3 x
3 + E123 x

123)

+(E4 x
4 + E124 x

124) + (E34 x
34 + E1234 x

1234) .

2. Геометрические повороты

Базисными векторами осей геометрических поворо-
тов служат базисные векторы

E21 , E13 , E32 .

Вместе с базисным вектором E0 указанные векторы
образуют алгебру Клиффорда C2 – алгебру кватерни-
онов. Генераторами геометрических поворотов в про-
странстве алгебры U являются матрицы Паули

E21 ∼

13 0
32 21

32 -1

13 1

21 1

0 -1

= i -1
1

= i σ3

E13 ∼

13 0
32 21

32 1

13 1

21 -1

0 -1

= i -i
i

= i σ2

E32 ∼

13 0
32 21

32 1

13 -1

21 1

0 -1

= i 1
1

= i σ1

Генераторами геометрических поворотов в простран-
стве представления X являются матрицы

E21 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124

32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1

13 1

21 1

0 -1

42 -1

14 1

1324 1

34 -1

1 -1

2 1

3 1

123 -1

134 -1

234 1

4 1

124 -1

= i

0 34 123 124

13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

-1 2

1 123

-1 234

1 124

= i

34 124

0 123

σ3
0

σ3
34

σ3
123

σ3
124

E13 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124

32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1

13 1

21 -1

0 -1

42 1

14 1

1324 -1

34 -1

1 1

2 1

3 -1

123 -1

134 1

234 1

4 -1

124 -1

= i

0 34 123 124

13 14 2 134

-i 13

i 0

-i 14

i 34

-i 2

i 123

-i 234

i 124

= i

34 124

0 123

σ2
0

σ2
34

σ2
123

σ2
124
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E32 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124

32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1

13 -1

21 1

0 -1

42 1

14 -1

1324 1

34 -1

1 1

2 -1

3 1

123 -1

134 1

234 -1

4 1

124 -1

= i

0 34 123 124

13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= i

34 124

0 123

σ1
0

σ1
34

σ1
123

σ1
124

3. Релятивистские повороты

Релятивистские повороты состоят из геометриче-
ских поворотов относительно осей

E21 , E13 , E32 .

и так называемых бустов, то есть поворотов относи-
тельно осей

E14 , E42 , E34 .

Эти повороты являются гиперболическими. Указан-
ные базисные векторы совместно с базисными векто-
рами

E0 , E1324

составляют алгебру Клиффорда C3. Генераторами
релятивистских поворотов в пространстве алгебры U

являются матрицы

E21 ∼

13 0 14 34
32 21 42 1324

32 -1

13 1

21 1

0 -1

42 -1

14 1

1324 1

34 -1

= i

0 34
13 14

-1 13

1 0

-1 14

1 34

= i

0 34

σ3
0

σ3
34

E13 ∼

13 0 14 34
32 21 42 1324

32 1

13 1

21 -1

0 -1

42 1

14 1

1324 -1

34 -1

= i

0 34
13 14

-i 13

i 0

-i 14

i 34

= i

0 34

σ2
0

σ2
34

E32 ∼

13 0 14 34
32 21 42 1324

32 1

13 -1

21 1

0 -1

42 1

14 -1

1324 1

34 -1

= i

0 34
13 14

1 13

1 0

1 14

1 34

= i

0 34

σ1
0

σ1
34

E14 ∼

13 0 14 34
32 21 42 1324

32 1

13 1

21 1

0 1

42 1

14 1

1324 1

34 1

=

0 34
13 14

1 13

1 0

1 14

1 34

=
0 34

σ1
0

σ1
34

E24 ∼

13 0 14 34
32 21 42 1324

32 -1

13 1

21 1

0 -1

42 -1

14 1

1324 1

34 -1

=

0 34
13 14

-i 13

i 0

-i 14

i 34

=
0 34

σ2
0

σ2
34

E34 ∼

13 0 14 34
32 21 42 1324

32 -1

13 -1

21 1

0 1

42 -1

14 -1

1324 1

34 1

=

0 34
13 14

-1 13

1 0

-1 14

1 34

=
0 34

σ3
0

σ3
34

Генераторами релятивистских поворотов в про-
странстве представления X помимо матриц, указан-
ных в предыдущем Разделе, являются
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E14 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124

32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1

13 1

21 1

0 1

42 1

14 1

1324 1

34 1

1 -1

2 -1

3 -1

123 -1

134 -1

234 -1

4 -1

124 -1

= 1

0 34 123 124

13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

-1 2

-1 123

-1 234

-1 124

= 1

34 124

0 123

σ1
0

σ1
34

-σ1
123

-σ1
124

E42 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124

32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1

13 -1

21 -1

0 1

42 1

14 -1

1324 -1

34 1

1 -1

2 1

3 1

123 -1

134 -1

234 1

4 1

124 -1

= 1

0 34 123 124

13 14 2 134

i 13

-i 0

i 14

-i 34

-i 2

i 123

-i 234

i 124

= 1

34 124

0 123

-σ2
0

-σ2
34

σ2
123

σ2
124

E34 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124

32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1

13 -1

21 1

0 1

42 -1

14 -1

1324 1

34 1

1 1

2 1

3 -1

123 -1

134 1

234 1

4 -1

124 -1

= 1

0 34 123 124

13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

1 2

-1 123

1 234

-1 124

= 1

34 124

0 123

σ3
0

σ3
34

-σ3
123

-σ3
124

VII. ЛИНЕЙНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ
ПРОСТРАНСТВА-ВРЕМЕНИ

ФУНДАМЕНТАЛЬНОЙ АНТИЧАСТИЦЫ

Алгебра
+
X была определена как пространство-вре-

мя фундаментальной античастицы.
Введем линейное преобразование

+
l:

+
X→

+
X. Для

него имеем ( )
+
l =

+
lKI · ( )KI

K , где ( )KI
K и

+
lKI со-

ответственно базисные преобразования и координаты
преобразования ( )

+
l.

(
+
x)

+
l = (xL ·EL)

+
l = xL ·(EL)

+
l = xL ·(EL)KI

K ·
+
uK

I .

Если положить

(EL)KI
M = E

I · δL
M , (44)

получим

(
+
x)

+
l = xL · δL

M ·
+
lM I · E

I = xL ·
+
lLI · E

I .

Линейное преобразование
+
l:

+
X→

+
X является

сопряженным∗ линейному преобразованию l: X→X.

∗то есть полученным в результате сопряжения;
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Связь между преобразованиями дается формулами:

+
(x′) =

+
(EK · lKI · x

I) =
+
(xI) ·

+
(lKI) ·

+
(eK) = xI ·

+
lIK · EK =

+
x′

+
(lKI) =

+
lIK

+
(II

K( )) = ( )KK
I

+
(II

K( ) · lKI) =
+
(lKI) ·

+
(II

K( )) =
+
lIK · ( )KK

I

+
(l( )) = ( )

+
l

+
lML = g

IM · lKI · gKL

и
+
((

+
x)′) =

+
(xI ·

+
lIK · EK) =

+
(EK) ·

+
(
+
lIK) ·

+
(xI) = EK · lKI · x

I = x′

+
(
+
lKI) = lIK

+
(( )KI

K) = IK
I( )

+
(( )KI

K ·
+
lKI) =

+
(
+
lKI) ·

+
(( )KI

K) = lIK · IK
I( )

+
(( )

+
l) = l( )

lML = g
IM ·

+
lKI · gKL .

Здесь gKL и g
IM – компоненты метрического и об-

ратного метрического тензоров.
На множестве

+
l действует закон композиции. Двум

преобразованиям (
+
x)

+
l1 и (

+
x)

+
l2 ставится в соответ-

ствие композиция или произведение преобразований

(
+
x)

+
l = ((

+
x)

+
l2)

+
l1 .

Найдем связь между координатами композиции пре-
образований и координатами преобразований, участ-
вующих в композиции.

((
+
x)KI

K ·
+
(l2)

K
I)

+
l1 = ((xL · EL)KI

K ·
+
(l2)

K
I)

+
l1 =

(xK ·
+
(l2)

K
I · E

I)
+
l1 =

(xK ·
+
(l2)

K
I · E

I)KM
L ·

+
(l1)

L
M =

(EI)KM
L ·

+
(l2)

K
I · xK ·

+
(l1)

L
M =

xK ·
+
l2

K
L ·

+
(l1)

L
I · E

I = (xI · E
I)

+
l =

(xI · E
I)KK

L ·
+
lLK = xK ·

+
lKI · E

I .

Поэтому

+
lKI =

+
(l2)

K
L ·

+
(l1)

L
I .

Кроме того, из сравнения

(( )
+
l2)

+
l1 = (( )KL

K)KI
M ·

+
(l2)

K
L ·

+
(l1)

M
I

и

( )
+
l = ( )KI

K ·
+
lKI = ( )KI

K ·
+
(l1)

L
I ·

+
(l2)

K
L =

( )KI
K ·

+
(l1)

M
I · δ

L
M ·

+
(l2)

K
L

получим правило композиции базисных преобразова-
ний

(( )KL
K)KI

M = ( )KI
K · δL

M .

После введения на множестве линейных преобразо-
ваний умножения на число ( )

+
l1 ⊙ α = ( )

+
l и сложе-

ния ( )
+
l1 ⊕ ( )

+
l2 = ( )

+
l получим алгебру линейных

преобразований
+
L.

+
L можно рассматривать как пространство векто-

ров вида
+
l = KI

K ·
+
lKI . На векторах

+
l действует

закон умножения
+
L ◦

+
L →

+
L. Закон композиции

для базисных векторов приобретает вид умножения:

KL
K ◦KI

M = KI
K · δL

M . (45)

Действие сопряженного линейного преобразования на
сопряженный вектор можно также рассматривать как
вид умножения:

+
x′ =

+
x ◦

+
l .

Закон композиции для базисных векторов (44) приоб-
ретает вид:

E
L ◦KI

M = δL
M · EI . (46)

1. Повороты в сопряженном
пространства-времени

Введем скалярное произведение сопряженных век-
торов

+
x1,

+
x2 ∈

+
X:

〈
+
x1,

+
x2〉 = (x1)I (x2)K 〈EI ,EK〉 = (x1)I (x2)K · gIK .

Величина g
IK = CIK

0 есть обратный метрический

тензор. Заметим, что в случае сопряженной алгеб-
ры Клиффорда

+
C4, g

IK представляет собой диаго-
нальную матрицу, диагональю которой является сиг-
натура базисных векторов E

I . Скалярное произведе-
ние сопряженного вектора на себя есть квадрат длины

вектора:

〈
+
x,

+
x〉 =

+
xI ·

+
xK · gIK = (

+
x)2 .

В общем случае алгебра
+
X при линейном преоб-

разовании переходит в другую алгебру
+
X

′ с другим
произведением векторов. В том числе линейное пре-
образование меняет и скалярное произведение векто-
ров. Далее рассмотрим связь между скалярными про-
изведениями в алгебрах

+
X и

+
X

′.
Пусть векторы

+
x1,

+
x2 ∈

+
X участвуют в скаляр-

ном произведении

〈
+
x1,

+
x2〉

и пусть векторы
+
x′1,

+
x′2 ∈

+
X

′ получены из
+
x1,

+
x2

с помощью линейного преобразования
+
l, то есть

+
x′ = (

+
x)

+
l,

+
x′1 = (

+
x1)

+
l,

+
x′2 = (

+
x2)

+
l .

Рассмотрим далее два скалярных произведения: вы-
шеуказанное а также скалярное произведение преоб-
разованных векторов

〈(
+
x1)

+
l, (

+
x2)

+
l〉 .
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В общем случае эти скалярные произведения не равны
друг другу. Действительно, в первом случае имеем:

〈x1I · E
I , x2K · EK〉 = x1I · x2K · 〈EI ,EK〉 .

Здесь

〈EI ,EK〉 = CIK
0 = g

IK

Для второго скалярного произведения имеем:

〈(x1I ·E
I)

+
l, (x2K ·EK)

+
l〉 = x1I ·x2K · 〈(EI)

+
l, (EK)

+
l〉 .

Рассматривая векторы (EI)
+
l как базисные в алгебре

+
X

′ для скалярного произведения базисных векторов
получим

〈(EI)
+
l, (EK)

+
l〉 = C ′IK

0 = g
′IK (47)

где C ′IK
0 структурные постоянные алгебры

+
X

′. От-
сюда следует, что скалярные произведения отличают-
ся вследствие различия метрических тензоров в алгеб-
рах

+
X и

+
X

′. Из (47) следует уравнение, связывающее
метрические тензоры алгебр

+
X и

+
X

′:

+
lIP ·

+
lKM · gPM = g

′IK . (48)

Отсюда следует условие, при котором линейное пре-
образование сохраняет скалярное произведение. По-
требуем, чтобы рассмотренные скалярные произведе-
ния были равны друг другу

〈(
+
x1)

+
l, (

+
x2)

+
l〉 = 〈

+
x1,

+
x2〉 .

Это равносильно условию

g
′IK = g

IK

Линейные преобразования, сохраняющие скалярное
произведение в сопряженном пространстве-времени,
назовем сопряженными поворотами и будем обозна-
чать их символом

+
u. Матрица линейного преобра-

зования для сопряженных поворотов должна удовле-
творять условию

g
LM ·

+
uI

L ·
+
uK

M · gKN = δI
N .

Если ввести матрицу uN
L в соответствии с определе-

нием:

uL
N = gKN ·

+
uK

M · gLM ,

то условие принадлежности сопряженных линейных
преобразований к поворотам приобретает вид:

uL
N =

+
(u−1)L

N .

2. Растяжения сопряженного
пространства-времени +

X

Растяжения сопряженного пространства-времени
+
X сохраняет направление вектора этого простран-

ства. Обозначим такое растяжение
+
h. Мы положим,

что

+
h = h−1 .

Таким образом,

+
hI

K =
1

h
· δI

K

и

(
+
h)−1 = h .

VIII. ОБЩАЯ КИНЕМАТИЧЕСКАЯ АЛГЕБРА

В этом разделе мы построим общую кине-

матическую алгебру , объединяющую обобщенное
пространство-время, сопряженное обобщенное прост-
ранство-время и линейные преобразования этих про-
странств. Это пространство далее будет рассмат-
риваться как пространство фундаментальных и про-
межуточных частиц и античастиц. Такое построе-
ние выполним в несколько этапов, рассматривая по-
далгебры общей кинематической алгебры по мере их
усложнения.

1. Алгебра линейных преобразований L

Эта алгебра далее положена в основу рассмотрения
пространства промежуточных частиц.

Рассмотренную ранее алгебру линейных преобразо-
ваний L дополним скалярным умножением 〈L,L〉 →
IK. Для базисных векторов скалярное умножение
определим следующим образом

〈IL
K , I

I
M 〉 = δI

K · δL
M .

Тогда ◦-умножение базисных векторов в алгебре ли-
нейных преобразований определяется следующим об-
разом

IL
K ◦ II

M = δI
K · δL

M + δI
K · IL

M . (49)

Умножение векторов в алгебре записывается так

l = l1 ◦ l2 . (50)

Здесь l, l1, l2 ∈ L. Пусть векторы l1, l2 записываются
через базисные векторы следующим образом

l1 = IL
K · (l1)

K
L, l2 = II

M · (l2)
M

I

16



Тогда

l = E0 · l
0 + IL

M · lM L .

После подстановки приведенных выражений в (24)
и учета закона умножения базисных векторов
(23), получим выражения для координат вектора–
произведения l

l0 = (l2)
M

K · (l1)
K

M , lM L = (l2)
M

K · (l1)
K

L .

Здесь l0 представляет собой значение скалярного про-
изведения векторов l1, l2.

2. Кинематическая алгебра T = X + L

Эта алгебра далее положена в основу рассмотре-
ния пространства фундаментальных и промежуточ-
ных частиц.

Введем векторное пространство T = X + L, которое
назовем кинематическим. Наряду с умножениями

X ◦ X → X , L ◦ L → L

введем умножения

X ◦ L → X , L ◦ X → X

с помощью следующей таблицы умножений базисных
векторов

EI ◦ EK = EL ·
+
CL

IK ,

IL
K ◦ II

M = δI
K · IL

M ,

EK ◦ II
M = δI

K · EM ,

IL
K ◦ EM = 0 .

(51)

В результате множество векторов T становится алгеб-
рой, которую также назовем кинематической. Умно-
жение векторов в кинематической алгебре запишем
следующим образом

t = t1 ◦ t2 . (52)

Здесь t, t1, t2 ∈ T.
Заметим, что алгебра T неассоциативна. Например,

не выполняется условие ассоциативности произведе-
ния

(EI ◦ EK) ◦ IM
L = EI ◦ (EK ◦ IM

L) .

Действительно, справа имеем CM
IK ·EL, а слева δM

K ·
CP

IL · EP .
Кинематическую алгебру T дополним скалярным

умножением

〈L,L〉 → IK , 〈L,X〉 → IK

а также умножением

X ◦ X → L .

Тогда ◦-умножение базисных векторов в кинематиче-
ской алгебре T определяется следующим образом

EI ◦ EK = EL ·
+
CL

IK − IM
L ·

+
CL

MIK

IL
K ◦ EM = 0

EK ◦ II
M = δI

K · EM

IL
K ◦ II

M = δI
K · δL

M + δI
K · IL

M .

(53)

Эти формулы составляют правила умножения базис-
ных векторов алгебры T.

Квадрат длины вектора в этой алгебре равен

t2 = gIK · xI · xK + lIK · lKI

Отметим, что алгебра пространства-времени X и
алгебра линейных преобразований L являются подал-
гебрами кинематической алгебры T.

3. Общая алгебра линейных преобразований
L = L +

+
L

Эта алгебра далее положена в основу рассмотрения
пространства промежуточных частиц и античастиц.

Рассмотрим случай, когда алгебра линейных пре-
образований L и алгебра сопряженных линейных пре-
образований

+
L объединены в одну. Построенную та-

ким образом алгебру будем называть общей алгеброй

линейных преобразований . Эта алгебра определяет-
ся уже введенными правилами умножения базисных
векторов: (7) для алгебры линейных преобразований
L и (45) для алгебры сопряженных линейных преоб-
разований

+
L, а также смешанными произведениями

базисных векторов, в качестве которых постулируем
следующие:

IL
K ◦KI

M = gKM · gLI

KL
K ◦ II

M = g
LI · gKM .

В результате общая алгебра линейных преобразова-
ний определяется следующей таблицей умножения ба-
зисных векторов:

IL
K ◦ II

M = δI
K · IL

M

KL
K ◦KI

M = δL
M ·KI

K

IL
K ◦KI

M = gKM · gLI

KL
K ◦ II

M = g
LI · gKM .

(54)

Если на алгебрах L и
+
L определено скалярное

умножение, то общая алгебра линейных преобразо-
ваний определяется следующей таблицей умножения
базисных векторов:

IL
K ◦ II

M = δI
K · δL

M + δI
K · IL

M

KL
K ◦ II

M = g
LI · gKM

IL
K ◦KI

M = gKM · gLI

KL
K ◦KI

M = δL
M · δI

K + δL
M ·KI

K .

(55)

17



4. Сопряженная кинематическая алгебра
+
T =

+
X +

+
L

Эта алгебра далее положена в основу рассмотре-
ния пространства фундаментальных и промежуточ-
ных античастиц.

+
X представляет собой пространство векторов x =

xI · E
I ,

+
L представляет собой пространство векторов

+
l =

+
lIK ·KK

I . В результате получим таблицу умно-
жения базисных векторов:

KL
K ◦KI

M = δL
M ·KI

K

KL
K ◦ E

I = 0

E
L ◦KI

M = δL
M · EI

EI ◦ EK = CIK
L · EL .

(56)

Если на алгебре
+
L определено скалярное умноже-

ние, то сопряженная кинематическая алгебра опреде-
ляется следующей таблицей умножения базисных век-
торов:

KL
K ◦KI

M = δL
M · δI

K + δL
M ·KI

K

KL
K ◦ E

I = 0

E
L ◦KI

M = δL
M · EI

E
I ◦ E

K = CIK
L · EL − CKIM

L ·KL
M .

(57)

5. Общая кинематическая алгебра
T = X +

+
X + L +

+
L

Эта алгебра далее положена в основу рассмотре-
ния пространства фундаментальных и промежуточ-
ных частиц и античастиц.

Рассмотрим общий случай, когда алгебры X, L,
+
X

и
+
L объединены в одну. Построенную таким образом

алгебру будем называть общей кинематической, имея
в виду, что в ней объединены кинематическая алгебра
и сопряженная кинематическая алгебра. Эта алгебра
определяется уже выведенными правилами умноже-
ния, к которым нужно добавить следующие произве-
дения

KL
K ◦ EM , EK ◦KI

M , IL
K ◦ E

I , E
L ◦ II

M .

Рассмотрим указанные произведения

KL
K ◦ EM = EK ⊗ EL ◦ EM

= EK ⊗ E
L ⊗ EM + EK ⊗ 〈EL,EM 〉 = EK · δL

M

EK ◦KI
M = EK ◦ EM ⊗ E

I

= EK ⊗ EM ⊗ E
I + 〈EK ,EM 〉 ⊗ E

I = gKM · EI

IL
K ◦ E

I = E
L ⊗ EK ◦ E

I

= EL ⊗ EK ⊗ EI + EL ⊗ 〈EK ,E
I〉 = EL · δI

K

E
L ◦ II

M = E
L ◦ E

I ⊗ EM

= E
L ⊗ E

I ⊗ EM + 〈EL,EI〉 ⊗ EM = g
LI · EM

E
L ◦ EM = E

L ⊗ EM + 〈EL,EM 〉 = IL
M + δL

M

EK ◦ E
I = EK ⊗ E

I + 〈EK ,E
I〉 = KI

K + δI
K .

Здесь из конечных выражений исключены базисные
векторы, выходящие за рамки рассматриваемой ал-
гебры.

Таким образом, общая кинематическая алгебра
определяется следующей таблицей умножений базис-
ных векторов:

EK ◦ EI = KI
K + δI

K

EI ◦ EK = EL ·
+
CL

IK − IM
L ·

+
CL

MIK

EK ◦ II
M = δI

K · EM

IL
K ◦ EM = E

L · gKM

IL
K ◦ II

M = δI
K · δL

M + δI
K · IL

M

EK ◦KI
M = gKM · EI

KL
K ◦ EM = EK · δL

M

IL
K ◦KI

M = gKM · gLI

KL
K ◦ II

M = g
LI · gKM

IL
K ◦ EI = EL · δI

K

E
L ◦ II

M = g
LI · EM

KL
K ◦KI

M = δL
M · δI

K + δL
M ·KI

K

E
L ◦KI

M = δL
M · EI

KL
K ◦ E

I = EK · gLI

E
I ◦ E

K = CIK
L · EL − CIKM

L ·KL
M

E
L ◦ EM = δL

M + IL
M .

(58)

IX. УРАВНЕНИЯ СТРУКТУРЫ. УРАВНЕНИЯ
КВАНТОВАНИЯ В ДИФФЕРЕНЦИАЛАХ

1. Уравнения структуры алгебры линейных
отображений L

Рассмотрим алгебру линейных отображений L. За-
кон композиции на L определен умножением векторов

l = l1 ◦ l2

Введем второй дифференциал δ2δ1l. Выполняя для
него выкладки, аналогичные тем, которые были про-
деланы в предыдущем разделе, получим уравнения
структуры:

δ2δ1l = δ1l ◦ δ2l . (59)

К уравнениям структуры можно применить процеду-
ру антисимметризации. Из (59) имеем

δ2δ1l − δ1δ2l = δ1l ◦ δ2l − δ2l ◦ δ1l .

Или в другом виде с использованием символа Λ

δ2 Λ δ1l = δ1l Λ δ2l .

Подставляя в (59) выражения дифференциалов че-
рез базисные векторы

δl = IK
I · δl

I
K
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и пользуясь законом умножения базисных векторов ∗

IL
K ◦ II

M = δI
K · IL

M ,

получим уравнения структуры для алгебры линейных
отображений L в координатной форме

δ2δ1l
M

L = δ2l
M

K · δ1l
K

L . (60)

Это уравнение можно получить непосредственно диф-
ференцируя закон умножения координат векторов со-
множителей:

lM L = (l2)
M

K · (l1)
K

L .

В том случае, когда в алгебре L определено скаляр-
ное умножение, закон умножения базисных векторов
имеет вид:

IL
K ◦ II

M = δI
K · IL

M + δI
K · δL

M .

и ранее полученное уравнение структуры дополняется
скалярным уравнением

δ2δ1l
0 = δ2l

L
K · δ1l

K
L ,

которое можно рассматривать как определение квад-
рата дифференциала длины, так как для скалярного
произведения δ2 = δ1 = δ и

δ2l0 = δlLK · δlKL = (δσ)2 .

2. Уравнения квантования в дифференциалах
алгебры линейных преобразований

В уравнениях (59) и (60) введем обозначение δ1l =
χl и соответственно δ1l

I
K = χI

K и назовем функцию
χl с координатами χI

K волновой функцией простран-
ства L, дифференциал δ2 обозначим d. Коэффициент
L имеет размерность длины и аналогичен постоянной
Планка ~ в уравнениях квантовой механики. Урав-
нения структуры, записанные по отношению к волно-
вым функциям

dχl = 1
L
· χl ◦ dl . (61)

или к ее координатам

dχI
K = 1

L
· dlIL · χL

K . (62)

назовем уравнениями квантования в дифференциалах

алгебры линейных преобразований.

∗В рассматриваемой здесь алгебре L скалярное умноже-
ние не определено

3. Уравнения структуры общей алгебры
линейных преобразований L = L +

+
L

Рассмотрим алгебру векторов

l = l +
+
l ∈ L = L +

+
L .

Умножение векторов задано уравнениями

l = l1 ◦ l2

Введем второй дифференциал δ2δ1l. Выполняя для
него выкладки, аналогичные тем, которые были про-
деланы в предыдущем разделе, получим уравнения
структуры:

δ2δ1l = δ1l ◦ δ2l . (63)

или

δ2(δ1
+
l + δ1l) = (δ1

+
l + δ1l) ◦ (δ2

+
l + δ2l)

или

δ2δ1
+
l+δ2δ1l = δ1

+
l◦δ2

+
l+δ1

+
l◦δ2l+δ1l◦δ2

+
l+δ1l◦δ2l .

Вычислим уравнения структуры для координат
векторов. Для этого подставим в предыдущее соот-
ношение выражения дифференциалов через базисные
векторы:

δ
+
l = δ

+
lIK ·KK

I , δl = δlIK · IK
I .

δ2δ1
+
lM L ·KL

M + δ2δ1l
M

L · IL
M =

δ1
+
lKL · δ2

+
lM I · (K

L
K ◦KI

M )+

δ1l
K

L · δ2
+
lM I · (I

L
K ◦KI

M )+

δ1
+
lKL · δ2l

M
I · (K

L
K ◦ II

M )+

δ1l
K

L · δ2l
M

I · (I
L

K ◦ II
M ) .

Далее воспользуемся законом умножения базисных
векторов (55):

IL
K ◦ II

M = δI
K · δL

M + δI
K · IL

M

KL
K ◦ II

M = gLI · gKM

IL
K ◦KI

M = gKM · gLI

KL
K ◦KI

M = δL
M · δI

K + δL
M ·KI

K .

В результате получим

δ2δ1
+
lKI ·K

I
K + δ2δ1l

M
L · IL

M =

δ1
+
lKL · δ2

+
lLK + δ1

+
lKL · δ2

+
lLI ·K

I
K+

δ1l
K

L · δ2
+
lM I · gKM · gLI + δ1

+
lKL · δ2l

M
I · g

LI · gKM

+δ1l
K

L · δ2l
L

K + δ1l
K

L · δ2l
M

K · IL
M .

В силу линейной независимости базисных векторов
следуют уравнения структуры для координат векто-
ров общей алгебры линейных отображений

δ2δ1l
M

L = δ2l
M

K · δ1l
K

L ,

δ2δ1
+
lKI = δ1

+
lKL · δ2

+
lLI ,

δ2
+
lM L · δ1

+
lLM + δ1l

K
L · δ2

+
lM I · gKM · gLI

+δ1
+
lKL · δ2l

M
I · g

LI · gKM + δ2l
M

L · δ1l
L

M = 0 .

(64)
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4. Уравнения квантования в дифференциалах
общей алгебры линейных преобразований

В уравнениях (64) введем обозначение δ1l = χl и
соответственно δ1l

I
K = χI

K и назовем функцию χl с
координатами χI

K волновой функцией пространства
L. Кроме того, введем обозначение δ1

+
l =

+
χl и соот-

ветственно δ1
+
lIK =

+
χI

K и назовем функцию
+
χl с

координатами
+
χI

K волновой функцией пространства
+
L. Дифференциал δ2 обозначим d. Коэффициент L

имеет размерность длины и аналогичен постоянной
Планка ~ в уравнениях квантовой механики. Урав-
нения структуры, записанные по отношению к волно-
вым функциям или к ее координатам

dχM
L = dlM K · χK

L ,

d
+
χK

I =
+
χK

L · d
+
lLI ,

d
+
lM L ·

+
χL

M + χK
L · d

+
lM I · gKM · gLI

+
+
χK

L · dlM I · g
LI · gKM + dlM L · χL

M = 0 .

(65)

назовем уравнениями квантования в дифференциалах

общей алгебры линейных преобразований.

5. Уравнения структуры кинематической алгебры

Обобщенное пространство время X является алгеб-
рой. Множество линейных преобразований L про-
странства X также является алгеброй. А для ал-
гебр существуют характерные дифференциальные со-
отношения, определяемые дифференцированием за-
кона умножения векторов. Эти соотношения назы-
ваются уравнениями структуры.

Введем векторное пространство T = X + L, кото-
рое назовем кинематическим. Наряду с умножения-
ми X◦X → X и L◦L → L введем умножения X◦L → X

и L◦X → с помощью следующей таблицы умножений
базисных векторов

EI ◦ EK = EL ·
+
CL

IK ,

IL
K ◦ II

M = δI
K · IL

M ,

EI ◦ I
L

K = δL
I · EK ,

II
M ◦ EK = 0 .

(66)

В результате множество векторов T становится алгеб-
рой, которую также назовем кинематической. Умно-
жение векторов в кинематической алгебре запишем
следующим образом

t =
1

L
· t1 ◦ t2 . (67)

Здесь t, t1, t2 ∈ T. Далее рассмотрим уравнения
структуры кинематической алгебры T, определяемые
дифференцированием вышеуказанного закона умно-
жения векторов: Возьмем первые дифференциалы от
этого соотношения

δ1t =
1

L
· δt1 ◦ t2 , δ2t =

1

L
· t1 ◦ δt2 .

Отсюда вблизи единицы алгебры (для t1 = t2 = L):

δ1t = δt1 , δ2t = δt2 . (68)

Введем второй дифференциал соотношения (67):

δ2δ1t =
1

L
· δt1 ◦ δt2 . (69)

Используем (68) для преобразования этого уравнения.
Получим

δ2δ1t =
1

L
· δ1t ◦ δ2t .

Эти уравнения представляют собой уравнения струк-
туры кинематической алгебры T. Запишем их через
векторы слагаемых пространств X и L. Для этого под-
ставим в эти уравнения t = x+ l. Получим

δ2(δ1x+ δ1l) =
1

L
(δ1x+ δ1l) ◦ (δ2x+ δ2l) .

Или

δ2δ1x = 1
L
· δ1x ◦ (δ2x+ δ2l) ,

δ2δ1l = 1
L
· δ1l ◦ δ2l .

(70)

Запишем полученные уравнения через координаты
векторов x и l. Для этого подставим в (70) выра-
жения векторов через базисные векторы x = EI · xI

и l = lKI · II
K и воспользуемся законом умножения

базисных векторов (66). Получим

δ2δ1x
I = 1

L
· (

+
CI

ML · δ2x
L + δ2l

I
M ) · δ1x

M ,

δ2δ1l
I
K = 1

L
· δ2l

I
L · δ1l

L
K .

(71)

6. Уравнения квантования в дифференциалах
кинематической алгебры

В уравнениях (70) и (71) введем обозначение δ1x =
χx и соответственно δ1x

I = χI и назовем функцию
χx с координатами χI волновой функцией обобщен-
ного пространства времени X. Кроме того, введем
обозначение δ1l = χl и соответственно δ1l

I
K = χI

K

и назовем функцию χl с координатами χI
K волновой

функцией пространства L, дифференциал δ2 обозна-
чим d. Коэффициент L имеет размерность длины и
аналогичен постоянной Планка ~ в уравнениях кван-
товой механики. Уравнения структуры, записанные
по отношению к волновым функциям

dχx = 1
L
· χx ◦ (dx+ dl) ,

dχl = 1
L
· χl ◦ dl .

(72)

или к ее координатам

dχI = 1
L
· (

+
CI

ML · dxL + dlIM ) · χM ,

dχI
K = 1

L
· dlIL · χL

K .
(73)

назовем уравнениями квантования в дифференциалах

кинематической алгебры.
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7. Уравнения структуры сопряженной
кинематической алгебры +

T =
+
X +

+
L

Рассмотрим алгебру векторов

+
t =

+
x+

+
l ∈

+
T =

+
X +

+
L,

Умножение векторов задано уравнением

+
t =

+
t1 ◦

+
t2 .

Введем второй дифференциал δ2δ1
+
t. Выполняя для

него выкладки, аналогичные тем, которые были про-
деланы в предыдущем разделе, получим уравнение
структуры:

δ2δ1
+
t = δ1

+
t ◦ δ2

+
t . (74)

После подстановки δ
+
t получим

δ2(δ1
+
x+ δ1

+
l) = (δ1

+
x+ δ1

+
l) ◦ (δ2

+
x+ δ2

+
l) ,

δ2δ1
+
x+ δ2δ1

+
l = δ1

+
x ◦ δ2

+
x+ δ1

+
x ◦ δ2

+
l+

δ1
+
l ◦ δ2

+
x+ δ1

+
l ◦ δ2

+
l .

Вычислим уравнения структуры для координат
векторов. Для этого подставим в предыдущее соот-
ношение выражения дифференциалов через базисные
векторы:

δ
+
x = δxI · E

I , δ
+
l = δ

+
lKI ·K

I
K .

Получим

δ2δ1
+
lKI ·K

I
K + δ2δ1xI · E

I =

δ1
+
lKL · δ2

+
lM I · (K

L
K ◦KI

M )+

δ1
+
lKL · δ2xI · (K

L
K ◦ E

I)+

δ1xL · δ2
+
lM I · (E

L ◦KI
M ) + δ1xI · δ2xK · (EI ◦ E

K) .

Далее воспользуемся правилом умножения базис-
ных векторов (57):

KL
K ◦KI

M = δL
M · δI

K + δL
M ·KI

K

KL
K ◦ EI = 0

E
L ◦KI

M = E
I · δL

M

E
I ◦ E

K = CIK
L · EL + CIKM

L ·KL
M .

Получим

δ2δ1
+
lKI ·K

I
K + δ2δ1xI · E

I =

= δ1
+
lKL · δ2

+
lLI · (δ

I
K +KI

K) + δ1xL · δ2
+
lLI · E

I

+ δ1xI · δ2xK · (CIK
L · EL + CIKM

L ·KL
M ) .

В результате получим уравнения структуры:

δ2δ1
+
lKI = δ1

+
lKL · δ2

+
lLI + δ2xL · δ1xM · CMLK

I ,

δ2δ1xI = δ1xL · δ2
+
lLI + δ1xM · δ2xL · CML

I .

(75)

8. Уравнения квантования в дифференциалах
сопряженной кинематической алгебры

В уравнениях (75) введем обозначение δ1
+
x =

+
χx

и соответственно δ1xI = χI и назовем функцию
+
χx

с координатами χI волновой функцией сопряженного
пространства времени

+
X. Кроме того, введем обо-

значение δ1
+
l =

+
χl и соответственно δ1

+
lIK =

+
χI

K и
назовем функцию

+
χl с координатами

+
χI

K волновой

функцией пространства
+
L, дифференциал δ2 обозна-

чим d. Коэффициент L имеет размерность длины и
аналогичен постоянной Планка ~ в уравнениях кван-
товой механики. Уравнения структуры, записанные
по отношению к волновым функциям

d
+
χl = 1

L
·

+
χl ◦ d

+
l ,

d
+
χx = 1

L
·

+
χx ◦ (d

+
x+ d

+
l) . (76)

или к ее координатам

d
+
χI

K = 1
L
· d

+
lIL ·

+
χL

K ,

dχI = 1
L
· (CLM

I · dxL + d
+
lM L) · χM . (77)

назовем уравнениями квантования в дифференциалах

сопряженной кинематической алгебры.

9. Уравнения структуры общей кинематической
алгебры T = X + L +

+
X +

+
L

Рассмотрим алгебру векторов

t = x + l +
+
x +

+
l ∈ T = X + L +

+
X +

+
L .

Умножение векторов задано уравнением

t = t1 ◦ t2 .

Введем второй дифференциал δ2δ1t. Выполняя для
него выкладки, аналогичные тем, которые были про-
деланы в разделе 1, получим уравнение структуры:

δ2δ1t = δ1t ◦ δ2t . (78)

После подстановки δt получим

δ2(δ1x+ δ1l + δ1
+
x+ δ1

+
l)

= (δ1x+ δ1l + δ1
+
x+ δ1

+
l) ◦ (δ2x+ δ2l + δ2

+
x+ δ2

+
l) ,

или

δ2δ1x+ δ2δ1l + δ2δ1
+
x+ δ2δ1

+
l =

δ1x ◦ δ2x+ δ1x ◦ δ2l + δ1x ◦ δ2
+
x+ δ1x ◦ δ2

+
l

+δ1l ◦ δ2x+ δ1l ◦ δ2l + δ1l ◦ δ2
+
x+ δ1l ◦ δ2

+
l

+δ1
+
x ◦ δ2x+ δ1

+
x ◦ δ2l + δ1

+
x ◦ δ2

+
x+ δ1

+
x ◦ δ2

+
l

+δ1
+
l ◦ δ2x+ δ1

+
l ◦ δ2l + δ1

+
l ◦ δ2

+
x+ δ1

+
l ◦ δ2

+
l .
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Вычислим уравнения структуры для координат
векторов. Для этого подставим в предыдущее соот-
ношение выражения дифференциалов через базисные
векторы:

δx = EI · δx
I , δl = IK

I · δl
I
K ,

δ
+
x = δxI · E

I , δ
+
l = δ

+
lIK ·KK

I .

Получим

δ2δ1x
I · EI + δ2δ1l

M
L · IL

M+

δ2δ1
+
lKI ·K

I
K + δ2δ1xL · EL =

δ1x
K · δ2x

M · (EK ◦ EM ) + δ1x
K · δ2l

M
I · (EK ◦ II

M )+

δ1x
K · δ2

+
lM I · (EK ◦KI

M ) + δ1x
K · δ2xI · (EK ◦ E

I)+

δ1l
K

L · δ2x
M · (IL

K ◦ EM )+

δ1l
K

L · δ2l
M

I · (I
L

K ◦ II
M )+

δ1l
K

L · δ2
+
lM I · (I

L
K ◦KI

M )+

δ1l
K

L · δ2xI · (I
L

K ◦ EI)+

δ1
+
lKL · δ2x

M · (KL
K ◦ EM )+

δ1
+
lKL · δ2l

M
I · (K

L
K ◦ II

M )+

δ1
+
lKL · δ2

+
lM I · (K

L
K ◦KI

M )+

δ1
+
lKL · δ2xI · (K

L
K ◦ E

I)+

δ1xL · δ2x
M · (EL ◦ EM ) + δ1xL · δ2l

M
I · (E

L ◦ II
M )+

δ1xL · δ2
+
lM I · (E

L ◦KI
M ) + δ1xL · δ2xI · (E

L ◦ E
I) .

Далее воспользуемся правилом умножения базисных
векторов (58):

EK ◦ EI = KI
K + δI

K

EK ◦ EM = EL · CL
KM + IP

L · CL
PKM

IL
K ◦ EM = gKM · EL

EK ◦ II
M = δI

K · EM

IL
K ◦ II

M = δI
K · δL

M + δI
K · IL

M

EK ◦KI
M = gKM · EI

KL
K ◦ EM = δL

M · EK

IL
K ◦KI

M = gKM · gLI

KL
K ◦ II

M = gLI · gKM
IL

K ◦ EI = EL · δI
K

E
L ◦ II

M = gLI · EM

KL
K ◦KI

M = δL
M · δI

K + δL
M ·KI

K

KL
K ◦ E

I = EK · gLI

EL ◦KI
M = EI · δL

M

E
L ◦ E

I = CLI
K · EK + CLIM

K ·KK
M

EL ◦ EM = δL
M + IL

M .

Получим

δ2δ1x
I · EI + δ2δ1l

M
L · IL

M+

δ2δ1
+
lKI ·K

I
K + δ2δ1xL · EL =

EI · C
I
KM · δ1x

K · δ2x
M + IP

L · CL
PKM · δ1x

K · δ2x
M+

δ1x
K · δ2l

M
K · EM + δ1x

K · δ2
+
lM I · gKM · EI+

δ1x
K · δ2xI · (K

I
K + δI

K) + δ1l
K

L · δ2x
M · gKM · EL+

δ1l
K

L · δ2l
M

K · (δL
M + IL

M )+

δ1l
K

L · δ2
+
lM I · gKM · gLI+

δ1l
K

L · δ2xK · EL + δ1
+
lKL · δ2x

L · EK+

δ1
+
lKL · δ2l

M
I · g

LI · gKM+

δ1
+
lKL · δ2

+
lLI · (δ

I
K +KI

K)+

δ1
+
lKL · δ2xI · EK · gLI + δ1xL · δ2x

M · (δL
M + IL

M )+

δ1xL · δ2l
M

I · g
LI · EM + δ1xL · δ2

+
lLI · E

I+

δ1xL · δ2xI · C
LI

K · EK + δ1xL · δ2xI · C
LIM

K ·KK
M .

После необходимых преобразований получим уравне-
ния структуры по отношению к дифференциалам ко-
ординат векторов

δ2δ1x
I = δ2l

I
K · δ1x

K+

δ2
+
lIL · δ1x

L +
+
CI

KL · δ1x
K · δ2x

L+

δ1
+
xL · δ2l

I
M · gLM + δ1

+
lIL · δ2

+
xK · gLK ,

δ2δ1l
M

L = δ2l
M

K · δ1l
K

L + δ1
+
xL · δ2x

K+
+
CM

LIK · δ1x
I · δ2x

K ,

δ2δ1
+
lKI = δ1

+
lKL · δ2

+
lLI + δ1x

K · δ2xI+

δ1xL · δ2xM · CLMK
I ,

δ2δ1xL = δ2xK · δ1l
K

L+

δ1xK · δ2
+
lKL + δ1xK · δ2xI · C

KI
L+

gKM · δ1xK · δ2
+
lM L + gKM · δ1l

K
L · δ2x

M ,

gIK · δ1x
I · δ2x

K + gIK · δ1xI · δ2xK + δ1x
K · δ2xK+

δ1xK · δ2x
K + δ1l

K
L · δ2l

L
K + δ1

+
lKL · δ2

+
lLK+

gLI · gKM · δ1l
K

L · δ2
+
lM I+

gLI · gKM · δ1
+
lKL · δ2l

M
I = 0 .

(79)
Последнее соотношение представляет собой алгебра-
ическое уравнение. Оно является следствием отобра-
жения произведений базисных векторов на множество
действительных чисел K.

10. Уравнения квантования в дифференциалах
общей кинематической алгебры

В уравнениях (79) ведем обозначение δ1x = χx и
соответственно δ1x

I = χI и назовем функцию χx с ко-
ординатами χI волновой функцией обобщенного про-
странства времени X. Кроме того, введем обозначе-
ние δ1l = χl и соответственно δ1l

I
K = χI

K и назовем
функцию χl с координатами χI

K волновой функци-
ей пространства L. Кроме того введем обозначение
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δ1
+
x =

+
χx и соответственно δ1xI = χI и назовем

функцию
+
χx с координатами χI волновой функцией

сопряженного пространства времени
+
X. Кроме то-

го, введем обозначение δ1
+
l =

+
χl и соответственно

δ1
+
lIK =

+
χI

K и назовем функцию
+
χl с координата-

ми
+
χI

K волновой функцией пространства
+
L. Диф-

ференциал δ2 обозначим d. Коэффициент L имеет
размерность длины и аналогичен постоянной План-
ка ~ в уравнениях квантовой механики. Уравнения
структуры, записанные по отношению к волновым
функциям или к ее координатам

dχI = dlIK · χK+

d
+
lIL · χL +

+
CI

KL · χK · dxL+
+
χL · dlIM · gLM +

+
χI

L · d
+
xK · gLK ,

dχM
L = dlM K · χK

L +
+
χL · dxK+

+
CM

LIK · χI · dxK ,

d
+
χK

I =
+
χK

L · d
+
lLI + χK · dxI+

χL · dxM ·
+
CLMK

I ,

dχL = dxK · χK
L+

χK · d
+
lKL + χK · dxI · C

KI
L+

gKM · χK · d
+
lM L + gKM · χK

L · dxM ,

gIK · χI · dxK + gIK · χI · dxK + χK · dxK+

χK · dxK + χK
L · dlLK +

+
χK

L · d
+
lLK+

gLI · gKM · dlKL ·
+
χM

I+

gLI · gKM · d
+
lKL · χM

I = 0 ,

назовем уравнениями квантования в дифференциалах

общей кинематической алгебры.

X. ВЫВОДЫ

• Обобщение пространства-времени СТО до
пространства-времени X, сопоставленного фун-
даментальной частице, требует обобщения груп-
пы Пуанкаре как группы инвариантных преоб-
разований. В частности, сдвиги геометрических
точек и сдвиги времени, входящие в группу Пу-
анкаре, дополняются сдвигами отрезков линий,
площадей, сдвигами скорости, угловой скорости
и телесной угловой скорости.

• Кроме того, повороты в геометрических плоско-
стях и движения с постоянной скоростью, вхо-
дящие в группу Пуанкаре, обобщаются до по-
воротов относительно всех базисных векторов в
пространстве-времени X.

• В отличие от сдвигов в пространстве-времени
СТО сдвиги в пространстве-времени X образу-
ют алгебру.

• Общие соображения требуют включения в со-
став инвариантных преобразований группы рас-
тяжений пространства-времени X.

• Так как каждой фундаментальной частице соот-
ветствует свой тип пространства-времени X, то
наряду с инвариантными преобразованиями, не
выводящими за рамки типа пространства-време-
ни, необходимо ввести инвариантные преобразо-
вания, изменяющие тип пространства-времени.
Такие преобразования сопутствуют взаимодей-
ствию элементарных частиц.

• Так как фундаментальной частице соответству-
ет фундаментальная античастица, которой со-
путствует сопряженное пространство-время

+
X,

то в инвариантные преобразования необходимо
включить сопряженные преобразования прост-
ранства-времени

+
X.

• Вышеуказанные преобразования объединяются
в общую кинематическую алгебру, которая яв-
ляется обобщением классической группы инва-
риантных преобразований – группы Пуанкаре.
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