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В этой лекции мы рассматриваем операцию эрмито-
ва сопряжения и контравариантную сопряженную алгебру
Клиффорда как способ описания антилептонов.

I. ВВЕДЕНИЕ. ЭРМИТОВО СОПРЯЖЕННОЕ
УРАВНЕНИЕ ДИРАКА.

Отправной точкой для дальнейших рассуждений
будет по прежнему уравнение Дирака

(
γiα

β ∂i +
me c

~
γ0α

β

)
· ψβ = 0 . (1)

Дирак нашел, что уравнение, эрмитово сопряженное∗

к уравнению (1), описывает частицу, масса которой
совпадает с массой электрона, но отличающуюся от
электрона знаком электрического заряда, – позитрон.
Затем было установлено, что каждой фундаменталь-
ной частице соответствует фундаментальная антича-
стица, обладающая той же массой, но противополож-
ными по знаку зарядовыми квантовыми числами. В
предыдущей лекции мы показали, что алгебраический
подход позволяет утверждать пригодность уравнения
Дирака для описания лептонов и ставит под сомне-
ние возможность использования уравнения Дирака
для описания кварков. Отсюда можно предположить,
что эрмитово сопряженное уравнение Дирака отно-
сится к антилептонам. А это обстоятельство в соче-
тании со стремлением соединить эрмитово сопряжен-
ное уравнение Дирака с изложенным нами алгебра-
ическим подходом к квантовым явлениям заставляет
нас поставить в соответствие волновым функциям ан-
тилептонов векторы и алгебры определенного вида.

Итак, начнем с того, что приведем эрмитово

∗Эрмитово сопряжение произвольной комплексной мат-
рицы сводится к ее транспонированию (замене строк
столбцами и наоборот) и переходу от комплексных вели-
чин к комплексно сопряженным.

сопряженное† уравнение Дирака‡, предназначенное
прежде всего для описания поведения позитрона

+
ψβ ·

(
+
γβ

αi

←−
∂

i
+

me c

~

+
γβ

α0

)
= 0 . (2)

Здесь

•
+
γ0 – единичная матрица.

+
γ0 =

1

1

1

1

•
+
γk – четыре матрицы, эрмитово сопряженные к

образующим матрицам алгебры Дирака

+
γ1 = i

-1

-1

1

1

,
+
γ2 = i

i
-i

-i
i

+
γ3 = i

1

-1

-1

1

,
+
γ4 = i

1

1

1

1

Волновая функция позитрона представлена стро-
кой из четырех комплексных компонент

+
ψβ ∼

+
ψ =

+
ψ1 ,

+
ψ2 ,

+
ψ3 ,

+
ψ4 , (3)

где§

+
ψ1 = ϕ1 − i χ1 ,

+
ψ2 = ϕ2 − i χ2 ,

+
ψ3 = ϕ3 − i χ3 ,

+
ψ4 = ϕ4 − i χ4 .

(4)

†Эрмитово сопряженную величину будем обозначать
значком

+
слева от символа самой величины, имея в виду,

что правое поле от указанного символа часто использует-
ся для размещения индексов. Например, запись

+
A

I
K обо-

значает эрмитово сопряженную матрицу по отношению к
матрице A

I
K . Это обозначение несколько отличается от

общепринятого, но более удобно.
‡При переходе от уравнения (1) к эрмитово сопряженно-

му уравнению учтено, что

+
(A · B) =

+
B ·

+
A .

§Эрмитово сопряжение скалярной комплексной величи-
ны сводится к ее комплексному сопряжению.
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Операторы
←−
∂

i
есть операторы частного диф-

ференцирования по геометрическим координатам∗∗

x1, x2, x3 и времени x4 = c t

←−
∂

i
=

←−
∂

∂xi

∼

( ←−
∂

∂x1

,

←−
∂

∂x2

,

←−
∂

∂x3

,

←−
∂

∂x4

=

←−
∂

c ∂t

)
.

Эти операторы действуют на волновую функцию, сто-
ящую слева.

Приведенные уравнения записаны в комплексной
форме. Индексы α, β принимают значения 1, . . . , 4 в
соответствии с нумерацией компонент волновой функ-
ции. Однако нужно иметь в виду, что используемая
здесь нумерация не имеет отношения к той нумера-
ции компонент, которая будет введена далее в алгебре
действия антилептонов.

Кроме комплексной формы уравнение Дирака мо-
жет быть записано в спинорной форме. Для этого
необходимо строку

+
ψ из четырех компонент заменить

на строку из двух компонент

+
ψ =

∣∣ +
ξ ,

+
η

∣∣ .

Каждая из компонент
+
ξ и

+
η является двухкомпо-

нентной функцией

+
ξ =

∣∣ ϕ1 − i χ1 , ϕ2 − i χ2
∣∣ ,

+
η =

∣∣ ϕ3 − i χ3 , ϕ4 − i χ4
∣∣ .

Каждая из величин
+
ξ и

+
η определяется как спинор.

При этом волновая функция выступает как биспинор.
Спинорной форме эрмитово сопряженного уравнения
Дирака соответствуют зрмитово сопряженные матри-
цы Дирака размерности 2×2, в которых по прежне-
му использованы следующие обозначения для блоков
2×2

1 = 1

1
, σ1 = 1

1
, σ2 =

-i

i
, σ3 =

-1

1
.

После обозначения указанных блоков получим эрми-
тово сопряженные матрицы Дирака в следующем ви-
де:

•
+
γ0 = 1

1
,

•
+
γk – четыре матрицы, эрмитово сопряженные к

образующим матрицам алгебры Дирака

+
γ1 = i -σ1

σ1

,
+
γ2 = i -σ2

σ2

,

∗∗Здесь полагается xi = δik x
k.

+
γ3 = i -σ3

σ3

,
+
γ4 = i 1

1
.

Спинорная форма эрмитово сопряженного уравне-
ния Дирака в матричном виде∗:

+
ξ

+
η

(
i 1

1

←−
∂

4

+ i -σa

σa

←−
∂

a
+ me c

~
1

1

)
= 0

II. АЛГЕБРА ЭРМИТОВО СОПРЯЖЕННЫХ
МАТРИЦ ДИРАКА.

Вышеуказанные матрицы позволяют построить ал-
гебру эрмитово сопряженных матриц Дирака с шест-
надцатью базисными матрицами

+
γI . Здесь индекс I

по прежнему принимает значения от 0 до 15. Приве-
дем эти матрицы и укажем их свойства.

• Единичная матрица
+
γ0.

+
γ0 =

1

1

1

1

= 1
1

• Четыре образующих матрицы
+
γk, где индекс k

принимает значения от 1 до 4.

+
γ1 = i

-1

-1

1

1

= i -σ1

σ1

+
γ2 = i

i
-i

-i
i

= i -σ2

σ2

+
γ3 = i

1

-1

-1

1

= i -σ3

σ3

+
γ4 = i

1

1

1

1

= i 1
1

Для них имеют место соотношения

+
γ1 ·

+
γ1 =

+
γ0 ,

+
γ2 ·

+
γ2 =

+
γ0 ,

+
γ3 ·

+
γ3 =

+
γ0 ,

+
γ4 ·

+
γ4 = −

+
γ0 . (5)

C помощью матриц
+
γk путем умножения их

друг на друга образуются остальные одинна-
дцать матриц.

∗Здесь как и прежде латинские индексы a, b, c, d, пробе-
гают значения от 1 до 3.
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• Шесть матриц

+
γik =

+
γi ·

+
γk . (6)

Здесь i 6= k.

+
γ21 = i

-1

1

-1

1

= i σ3

σ3

+
γ13 = i

-i
i

-i
i

= i σ2

σ2

+
γ32 = i

1

1

1

1

= i σ1

σ1

+
γ14 =

1

1

-1

-1

= σ1

-σ1

+
γ42 =

i
-i

-i
i

= -σ2

σ2

+
γ34 =

-1

1

1

-1

= σ3

-σ3

Для этих матриц выполняется правило пере-
становки индексов и, соответственно, матриц-
сомножителей – условие антикоммутативности

+
γik = −

+
γki . (7)

Возведение в квадрат матриц
+
γik приводит к

следующим соотношениям

+
γ21 ·

+
γ21 = −

+
γ0 ,

+
γ42 ·

+
γ42 =

+
γ0 ,

+
γ32 ·

+
γ32 = −

+
γ0 ,

+
γ14 ·

+
γ14 =

+
γ0 ,

+
γ13 ·

+
γ13 = −

+
γ0 ,

+
γ34 ·

+
γ34 =

+
γ0 . (8)

• Четыре матрицы

+
γikl =

+
γi ·

+
γk ·

+
γl , (i 6= k, i 6= l, k 6= l) . (9)

+
γ123 =

-1

-1

1

1

= -1
1

+
γ124 =

-1

1

-1

1

= σ3

σ3

+
γ134 =

i
-i

i
-i

= (−1) σ2

σ2

+
γ234 =

1

1

1

1

= σ1

σ1

Для этих матриц выполняются правила пере-
становки индексов и, соответственно, матриц-
сомножителей, вытекающие из условий ассоци-
ативности и антикоммутативности

+
γikl =

+
γkli =

+
γlik =

−
+
γkil = −

+
γilk = −

+
γlki . (10)

Возведение в квадрат матриц
+
γikl приводит к

следующим соотношениям

+
γ123 ·

+
γ123 = −

+
γ0 ,

+
γ124 ·

+
γ124 =

+
γ0 ,

+
γ134 ·

+
γ134 =

+
γ0 ,

+
γ234 ·

+
γ234 =

+
γ0 . (11)

• Матрица

+
γ1324 =

+
γ1 ·

+
γ3 ·

+
γ2 ·

+
γ4 . (12)

+
γ1324 = i

-1

-1

1

1

= i -1
1

Для этой матрицы выполняются правила пере-
становки индексов и, соответственно, матриц-
сомножителей, вытекающие из условий ассоци-
ативности и антикоммутативности

+
γ1324 =

+
γ1243 =

+
γ1432 = −

+
γ1234 =

−
+
γ1342 = −

+
γ1423 = −

+
γ3241 = −

+
γ3412 =

−
+
γ3124 =

+
γ3421 =

+
γ3214 =

+
γ3142 =

+
γ2413 =

+
γ2134 =

+
γ2341 = −

+
γ2143 =

−
+
γ2431 = −

+
γ2314 =

+
γ4132 = −

+
γ4321 =

−
+
γ4213 =

+
γ4312 =

+
γ4123 =

+
γ4231 . (13)

Возведение в квадрат матрицы
+
γ1324 дает

+
γ1324 ·

+
γ1324 = −

+
γ0 . (14)

Соотношения (5)–(14) показывают, что эрмитово со-
пряженная алгебра Дирака есть алгебра Клиффорда,
построенная на образующих матрицах

+
γ1 ,

+
γ2 ,

+
γ3 ,

+
γ4 .
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III. КОНТРАВАРИАНТНАЯ СОПРЯЖЕННАЯ
АЛГЕБРА КЛИФФОРДА.

В соответствии с нашей программой будем пола-
гать, что эрмитово сопряженные матрицы Дирака яв-
ляются структурными матрицами алгебры действия
антилептонов. Отсюда следует, что алгебру действия
антилептонов необходимо рассматривать как контра-
вариантную алгебру Клиффорда. Поэтому алгебру
действия антилептонов будем называть контравари-
антной сопряженной алгеброй Клиффорда и обозна-

чать
+
C̃. Базисные векторы для ковариантной сопря-

женной алгебры Клиффорда будем обозначать EI .
Зададим закон умножения базисных векторов в

контравариантной сопряженной алгебре Клиффорда
+
C̃ следующим образом:

EI ◦ EK = EL ·
+
CL

KI . (15)

где
+
CL

KI есть структурные постоянные контравари-

антной сопряженной алгебры Клиффорда
+
C̃.

Здесь необходимо отметить, что введенный в насто-
ящем разделе термин "сопряженный"и символ

+
нуж-

но считать никак не связанными с понятием "эрмито-
во сопряженный"и соответствующим символом, при-
веденными в предыдущих разделах, до тех пор, пока
мы не докажем, что векторы и матрицы вводимой ал-

гебры
+
C̃ в комплексном представлении являются эр-

митово сопряженными по отношению к алгебре C̃. В
этом, собственно, и состоит наша задача.

Итак в соответствии с принятой нами программой
мы имеем алгебру Клиффорда, построенную на шест-
надцати базисных векторах EI , где индекс I пробегает
значения от 0 до 15. Укажем эти векторы и правила
умножения, которым они подчиняются.

• E0. Для него имеет место правило умножения

E0 ◦ E0 = E0 .

• Ei, где индекс i пробегает значения от 1 до 4.
То есть, число таких векторов равно четырем.
Эти векторы являются образующими. Для них
имеют место правила умножения

Ei ◦ E0 = E0 ◦ Ei = Ei ,

Ei ◦ Ei = sign Ei ,

где

sign E1 = sign E2 = sign E3 = − sign E4 = E0 .

• Векторы

Eik = Ei ◦ Ek .

Здесь i 6= k. Таким образом, число этих векторов
равно числу сочетаний из четырех элементов по
два

C2
4 = 6 .

Для этих векторов выполняется правило пере-
становки индексов и, соответственно, сомножи-
телей – условие антикоммутативности

Eik = −Eki .

Остальные правила умножения, в которых
участвуют эти векторы, следуют из условий ас-
социативности и антикоммутативности. В част-
ности,

Eik ◦ Eik = −Ei ◦ (Ek ◦ Ek) ◦ Ei = − sign Ei ◦ sign Ek .

• Векторы

Eikl = Ei ◦ Ek ◦ El .

Здесь

i 6= k , i 6= l , k 6= l .

Таким образом, число этих векторов равно чис-
лу сочетаний из четырех элементов по три

C3
4 = 4 .

Для этих векторов выполняется правило пере-
становки индексов и, соответственно, сомножи-
телей, вытекающее из условий ассоциативности
и антикоммутативности

Eikl = Ekli = Elik = −Ekil = −Eilk = −Elki .

Остальные правила умножения, в которых
участвуют эти векторы, следуют из условий ас-
социативности и антикоммутативности. В част-
ности,

Eikl ◦ Eikl = −Ei ◦ (Ek ◦ (El ◦ El) ◦ Ek) ◦ Ei =

− sign Ei ◦ sign Ek ◦ sign El .

• Вектор

Eiklm = Ei ◦ Ek ◦ El ◦ Em .

Здесь

i 6= k , i 6= l , i 6= m, k 6= l , k 6= m, l 6= m.

Таким образом, число этих векторов равно чис-
лу сочетаний из четырех элементов по четыре,
то есть единице
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C4
4 = 1 .

Для этого вектора выполняются правила пере-
становки индексов и, соответственно, сомножи-
телей, вытекающее из условий ассоциативности
и антикоммутативности

Eiklm = Eilmk = Eimkl = −Eilkm =

−Eikml = −Eimlk = −Eklmi = −Ekmil =

−Ekilm = Ekmli = Eklim = Ekiml =

Elmik = Elikm = Elmki = −Elimk =

−Elmki = −Elkim = −Emikl = −Emkli =

−Emlik = Emkil = Emilk = Emlki .

Остальные правила умножения, в которых
участвуют этот вектор, следуют из условий ас-
социативности и антикоммутативности. В част-
ности,

Eiklm ◦ Eiklm =

Ei ◦ (Ek ◦ (El ◦ (Em ◦ Em) ◦ El) ◦ Ek) ◦ Ei =

sign Ei ◦ sign Ek ◦ sign El ◦ sign Em .

Как и прежде в том случае, когда необходимо под-
черкнуть размерность образующего пространства ал-
гебры Клиффорда, мы по прежнему будем исполь-

зовать обозначение
+
C̃4 вместо обозначения

+
C̃. Это

особенно полезно при выделении подалгебры алгебры
Клиффорда. Например, подалгебру с тремя образу-
ющими базисными векторами (например, E1, E2, E3),

удобно обозначать
+
C̃3.

В соответствии с нашим общим замыслом мы долж-
ны для указанных базисных векторов EI , пользуясь
правилами умножения векторов в алгебре Клиффор-
да, найти из (15) структурные матрицы

+
CL

KI и пока-
зать, что эти матрицы связаны со структурными мат-

рицами CIK
L алгебры C̃ некоторой операцией "сопря-

жения", которая в комплексном представлении долж-
на сводиться к эрмитовому сопряжению.

IV. РЕГУЛЯРНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ
КОНТРАВАРИАНТНОЙ СОПРЯЖЕННОЙ

АЛГЕБРЫ КЛИФФОРДА

Далее рассмотрим соответствие между базисными

векторами алгебры Клиффорда
+
C̃ и ее структурны-

ми матрицами. Для этого запишем условие ассоциа-
тивности для произведения трех базисных векторов

EI ◦ (EK ◦ EN ) = (EI ◦ EK) ◦ EN .

Отсюда, используя закон умножения базисных векто-
ров, получим

(EI ◦ EL)
+
CL

NK = (EL ◦ EN )
+
CL

KI .

Откуда

+
CM

LI ·
+
CL

NK =
+
CM

NL ·
+
CL

KI . (16)

Сравнивая это выражение с самим законом умноже-
ния базисных векторов (15), заключаем, что базис-
ным векторам EI можно поставить в соответствие
структурные матрицы

+
CL

KI . При этом ◦ – умноже-
нию базисных векторов ставится в соответствие обыч-
ное умножение матриц в том же порядке. Это со-
ответствие называется регулярным (присоединенным)

представлением алгебры
+
C̃ и обозначается:

EI ∼
+
CL

KI .

Номер структурной матрицы I есть индекс базисного
вектора, который представлен этой матрицей. В регу-
лярном представлении произвольному вектору алгеб-
ры

+
S̃ = EI SI соответствует матрица

+
S̃L

K =
+
CL

KI · SI .

1. Действительное представление

Из (15) следует алгоритм вычисления структурных
матриц, соответствующих базисным векторам. Сна-
чала нужно установить номер структурной матрицы
(I) в соответствии с номером базисного вектора, затем
для каждого столбца матрицы (K) проделать следу-
ющие вычисления. Базисный вектор EK , номер кото-
рого совпадает с номером столбца матрицы, нужно
умножить слева на базисный вектор EI , номер которо-
го совпадает с номером структурной матрицы. Далее
нужно определить базисный вектор EL, на который
проецируется это произведение, и численное значение
проекции. Тогда номер (L) указанного базисного век-
тора определит номер строки, на пересечении которой
с рассматриваемым столбцом, необходимо поставить
указанное численное значение проекции.

Теперь вычислим структурные матрицы
+
CL

KI по
приведенному алгоритму для двух случаев

1. подалгебра
+
C̃3 с тремя образующими базисными

векторами E1, E2, E3;

2. алгебра
+
C̃4 с четырьмя образующими базисными

векторами E1, E2, E3, E4.

Для подалгебры
+
C̃3 будем вычислять структурные

матрицы для особого порядка индексов:∗

(32, 13, 21, 0, 1, 2, 3, 123) .

∗Приведенный порядок индексов оправдан тем, что для
него структурные матрицы контравариантной сопряжен-
ной алгебры Клиффорда представлены эрмитово сопря-
женными матрицами Дирака (см. Раздел II).
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То есть, будем записывать слагаемые вектора
+
S̃ в

следующей последовательности

+
S̃ = E32 S32 + E13 S13 + E21 S21 + E0 S0 +

E1 S1 + E2 S2 + E3 S3 + E123 S123 .

В результате получим действительные структурные
матрицы 8 × 8 представления базисных векторов EK .
(См. Раздел V).

Для алгебры
+
C̃4 будем вычислять структурные

матрицы для особого порядка индексов, обобщающего
предыдущий порядок индексов,

(32, 13, 21, 0, 42, 14, 1324, 34, 1, 2, 3, 123, 134, 234, 4, 124) .

То есть, будем записывать слагаемые вектора S в сле-
дующей последовательности

+
S̃ = E32 S32 + E13 S13 + E21 S21 + E0 S0 +

E42 S42 + E14 S14 + E1324 S1324 + E34 S34 +

E1 S1 + E2 S2 + E3 S3 + E123 S123 +

E134 S134 + E234 S234 + E4 S4 + E124 S124 .

В результате получим действительные матрицы
16 × 16 представления базисных векторов EK . (См.
Раздел V).

Помимо действительного представления будем ис-
пользовать комплексное и кватернионное представле-
ния базисных векторов алгебры Клиффорда, удобные
в силу своей компактности.

2. Комплексное представление

1. подалгебра
+
C̃3.

Комплексное представление основано на следую-
щем разложении вектора:

+
S̃ = E13 ◦ (E21 S32 + E0 S13) + E0 ◦ (E21 S21 + E0 S0) +

E2 ◦ (E21 S1 + E0 S2) + E123 ◦ (E21 S3 + E0 S123) .

Это представление соответствует записи алгебры
+
C̃3 в виде произведения

+
C̃2 ×

+
C̃1 (здесь нижний

индекс есть размерность образующего пространства).

Базисными векторами алгебры
+
C̃3 являются

E13, E0, E2, E123 ;

базисными векторами алгебры
+
C̃1 являются

E21, E0 .

Пространство
+
C̃1 можно рассматривать как про-

странство комплексных чисел. Для этого базисному

вектору E21 алгебры
+
C̃1 поставим в соответствие мни-

мую единицу i, имея в виду, что (E21)
2 = −1, а базис-

ному вектору E0 алгебры
+
C̃1 поставим в соответствие

действительную единицу

E21 ∼ i, E0 ∼ 1 .

В результате получим вектор алгебры
+
C̃3 в комплекс-

ном представлении:

+
S̃ = E13 ◦ (i S32 + S13) + E0 ◦ (i S21 + S0)+

E2 ◦ (i S1 + S2) + E123 ◦ (i S3 + S123) .
(17)

Таким образом, в комплексном представлении коор-
динаты (компоненты) вектора являются комплексны-
ми. Введем для них обозначение

+
S̃13 = i S32 + S13 ,

+
S̃0 = i S21 + S0 ,

+
S̃2 = i S1 + S2 ,

+
S̃123 = i S3 + S123 .

(18)

С учетом этого вектор S можно записать

+
S̃ = E13

+
S̃13 + E0

+
S̃0 + E2

+
S̃2 + E123

+
S̃123 .

Отсюда видно, что в комплексном представлении век-
тор S проецируется на направления E13, E0, E2, E123.

Комплексное представление базисных векторов да-
ется структурными матрицами 4 × 4 (см. Раздел V).

2. алгебра
+
C̃4.

Комплексное представление в этом случае основано
на следующем разложении вектора:

+
S̃ = E13 ◦ (E21 S32 + E0 S13) + E0 ◦ (E21 S21 + E0 S0) +

E14 ◦ (E21 S42 + E0 S14) + E34 ◦ (E21 S1324 + E0 S34) +

E2 ◦ (E21 S1 + E0 S2) + E123 ◦ (E21 S3 + E0 S123) +

E234 ◦ (E21 S134 + E0 S234) + E124 ◦ (E21 S4 + E0 S124) ,

Это представление соответствует записи алгебры
+
C̃4 в виде произведения

+
C̃3 ×

+
C̃1 (здесь нижний

индекс есть размерность образующего пространства).

Базисными векторами алгебры
+
C̃3 являются

E13, E0, E14, E34, E2, E123, E234, E124 ;

базисными векторами алгебры
+
C̃1 являются

E21, E0 .

Как и прежде поставим в соответствие базисному век-

тору E21 алгебры
+
C̃1 мнимую единицу i, имея в виду,

что (E21)
2 = −1, а базисному вектору E0 алгебры

+
C̃1

действительную единицу. В результате получим век-

тор алгебры
+
C̃4 в комплексном представлении:
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+
S̃ = E13 ◦ (i S32 + S13) + E0 ◦ (i S21 + S0) +

E14 ◦ (i S42 + S14) + E34 ◦ (i S1324 + S34) +

E2 ◦ (i S1 + S2) + E123 ◦ (i S3 + S123) +

E234 ◦ (i S134 + S234) + E124 ◦ (i S4 + S124) .

Таким образом, в комплексном представлении коор-
динаты вектора являются комплексными. Введем для
них обозначение

+
S̃13 = i S32 + S13 ,

+
S̃0 = i S21 + S0 ,

+
S̃14 = i S42 + S14 ,

+
S̃34 = i S1324 + S34 ,

+
S̃2 = i S1 + S2 ,

+
S̃123 = i S3 + S123 ,

+
S̃234 = i S134 + S234 ,

+
S̃124 = i S4 + S124 .

(19)

С учетом этого вектор
+
S̃ можно записать

+
S̃ = E13

+
S̃13 + E0

+
S̃0 + E14

+
S̃14 + E34

+
S̃34 +

E2
+
S̃2 + E123

+
S̃123 + E234

+
S̃234 + E124

+
S̃124 .

Отсюда видно, что в комплексном представлении век-
тор

+
S̃ проецируется на направления E13, E0,E14, E34,

E2, E123, E234, E124.
Комплексное представление базисных векторов да-

ется структурными матрицами 8 × 8 (см. Раздел V).
Как и для лептонов назовем базисный вектор E21

основным в связи с тем положением, которое он зани-
мает в комплексном представлении. Связанное с ним
комплексное представление поставим в соответствие
позитрону. С алгебраической точки зрения направле-
ния E13 и E32 эквивалентны направлению E21 и также
могут быть приняты за основное. Для того, чтобы от-
личить эти случаи от предыдущего, будем обозначать
мнимую единицу через j, если за основное направле-
ние принят вектор E13, и обозначать мнимую единицу
через k, если за основное направление принят вектор
E32. Первый случай организации комплексного пред-
ставления поставим в соответствие антимюону. Вто-
рой случай организации комплексного представления
поставим в соответствие анти-τ -лептону.

3. Кватернионное представление

1. подалгебра
+
C̃3.

Кватернионное представление подалгебры
+
C̃3 ос-

новано на разложении вектора:

+
S̃ = (E32 S32 + E13 S13 + E21 S21 + E0 S0) ◦ E0 +

(E32 S1 + E13 S2 + E21 S3 + E0 S123) ◦ E123 .

Это представление соответствует записи алгебры
+
C̃3

в виде произведения
+
C̃1×

+
C̃2. Базисными векторами

алгебры
+
C̃1 являются

E0, E123 ;

базисными векторами алгебры
+
C̃2 являются

E32, E13, E21, E0 .

Последняя алгебра является алгеброй кватернионов,
так как

sign E32 = sign E13 = sign E21 = −1 .

Для базисных кватернионов используем соответствен-
но следующие обозначения

i · σ1, i · σ2, i · σ3, 1 .

Заменим базисные векторы E32, E13, E21, E0 кватерни-
онами в соответствии

E32 ∼ i σ1 ,
E13 ∼ i σ2 ,
E21 ∼ i σ3 ,
E0 ∼ 1 11 .

В результате получим вектор алгебры
+
C̃3 в кватер-

нионном представлении

+
S̃ = (i · σ1 S32 + i · σ2 S13 + i · σ3 S21 + S0) ◦ E0 +

(i · σ1 S1 + i · σ2 S2 + i · σ3 S3 + S123) ◦ E123 .

Таким образом, в кватернионном представлении ко-
ординаты вектора являются кватернионами. Введем
для них обозначение

+
S̃0 = i · σ1 S32 + i · σ2 S13 + i · σ3 S21 + S0 ,

+
S̃123 = i · σ1 S1 + i · σ2 S2 + i · σ3 S3 + S123 .

(20)

С учетом этого вектор S можно записать

+
S̃ =

+
S̃0 E0 +

+
S̃123 E123 .

Отсюда видно, что в кватернионном представлении
вектор

+
S̃ проецируется на направления E0, E123.

Кватернионное представление базисных векторов
дается структурными матрицами 2×2 (см. Раздел V).

2. алгебра
+
C̃4.

Кватернионное представление алгебры
+
C̃4 основа-

но на разложении вектора:

+
S̃ = (E32 S32 + E13 S13 + E21 S21 + E0 S0) ◦ E0 +

(E32 S42 + E13 S14 + E21 S1324 + E0 S34) ◦ E34 +

(E32 S1 + E13 S2 + E21 S3 + E0 S123) ◦ E123 +

(E32 S134 + E13 S234 + E21 S4 + E0 S124) ◦ E124 .

Это представление соответствует записи алгебры
+
C̃4

в виде произведения
+
C̃2×

+
C̃2. Базисными векторами

одной алгебры
+
C̃2 являются

E0, E34, E123, E124 ;
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базисными векторами другой алгебры
+
C̃2 являются

E32, E13, E21, E0 .

Заменяя базисные векторы E32, E13, E21, E0 кватерни-

онами, получим вектор алгебры
+
C̃3 в кватернионном

представлении

+
S̃ = (i · σ1 S32 + i · σ2 S13 + i · σ3 S21 + S0) ◦ E0 +

(i · σ1 S42 + i · σ2 S14 + i · σ3 S1324 + S34) ◦ E34 +

(i · σ1 S1 + i · σ2 S2 + i · σ3 S3 + S123) ◦ E123 +

(i · σ1 S134 + i · σ2 S234 + i · σ3 S4 + S124) ◦ E124 .

Таким образом, в кватернионном представлении ко-
ординаты вектора являются кватернионами. Введем
для них обозначение

+
S̃0 = i · σ1 S32 + i · σ2 S13 + i · σ3 S21 + S0 ,

+
S̃34 = i · σ1 S42 + i · σ2 S14 + i · σ3 S1324 + S34 ,

+
S̃123 = i · σ1 S1 + i · σ2 S2 + i · σ3 S3 + S123 ,

+
S̃124 = i · σ1 S134 + i · σ2 S234 + i · σ3 S4 + S124 .

(21)

С учетом этого вектор
+
S̃ можно записать

+
S̃ =

+
S̃0 E0 +

+
S̃34 E34 +

+
S̃123 E123 +

+
S̃124 E124 .

Отсюда видно, что в кватернионном представлении
вектор

+
S̃ проецируется на направления E0, E34, E123,

E124.
Кватернионное представление базисных векторов

дается структурными матрицами 4×4 (см. Раздел V).

V. СТРУКТУРНЫЕ МАТРИЦЫ
КОНТРАВАРИАНТНОЙ СОПРЯЖЕННОЙ

АЛГЕБРЫ КЛИФФОРДА.

Приведем структурные матрицы алгебры Клиф-
форда, которые реализуют регулярное представление
базисных векторов:

EI ∼
+
CL

KI .

При преобразовании матриц
+
CL

KI от действитель-
ного представления к комплексному использованы
следующие обозначения для блоков 2×2

1 = 1

1
, i = 1

-1
,

что равносильно замене действительных матриц 2×2
вида

a b

-b a

на комплексные числа.
При преобразовании матриц

+
CL

KI от комплекс-
ного представления к кватернионному использованы
следующие обозначения для блоков 2×2

11 = 1

1
, σ1 = 1

1
, σ2 =

-i

i
, σ3 =

-1

1
.

Матрицы σ1, σ2, σ3 представляют собой матрицы
Паули (с той разницей, что по соображениям симмет-
рии в качестве σ3 взята матрица с противоположным
знаком).

3. Подалгебра
+
C̃3

E0 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 1

13 1

21 1

0 1

1 1

2 1

3 1

123 1

= 1

0 123
13 2

1 13

1 0

1 2

1 123

= 1

0 123

11 2

11 123

E1 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 -1

13 1

21 -1

0 1

1 1

2 -1

3 1

123 -1

= i

0 123
13 2

-1 13

-1 0

1 2

1 123

= i

0 123

-σ1
2

σ1
123

E2 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 -1

13 -1

21 1

0 1

1 1

2 1

3 -1

123 -1

= i

0 123
13 2

i 13

-i 0

-i 2

i 123

= i

0 123

-σ2
2

σ2
123

E3 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 1

13 -1

21 -1

0 1

1 -1

2 1

3 1

123 -1

= i

0 123
13 2

1 13

-1 0

-1 2

1 123

= i

0 123

-σ3
2

σ3
123

E21 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 -1

13 1

21 1

0 -1

1 -1

2 1

3 1

123 -1

= i

0 123
13 2

-1 13

1 0

-1 2

1 123

= i

0 123

σ3
2

σ3
123
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E13 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 1

13 1

21 -1

0 -1

1 1

2 1

3 -1

123 -1

= i

0 123
13 2

-i 13

i 0

-i 2

i 123

= i

0 123

σ2
2

σ2
123

E32 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 1

13 -1

21 1

0 -1

1 1

2 -1

3 1

123 -1

= i

0 123
13 2

1 13

1 0

1 2

1 123

= i

0 123

σ1
2

σ1
123

E123 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

32 -1

13 -1

21 -1

0 -1

1 1

2 1

3 1

123 1

= 1

0 123
13 2

-1 13

-1 0

1 2

1 123

= 1

0 123

-11 2

11 123

4. Алгебра
+
C̃4

–

E0 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1

13 1

21 1

0 1

42 1

14 1

1324 1

34 1

1 1

2 1

3 1

123 1

134 1

234 1

4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

11 0

11 34

11 123

11 124

E1 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1

13 1

21 -1

0 1

42 -1

14 1

1324 -1

34 1

1 1

2 -1

3 1

123 -1

134 1

234 -1

4 1

124 -1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

-1 0

-1 14

-1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= i

34 124

0 123

-σ1
0

-σ1
34

σ1
123

σ1
124

E2 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1

13 -1

21 1

0 1

42 -1

14 -1

1324 1

34 1

1 1

2 1

3 -1

123 -1

134 1

234 1

4 -1

124 -1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

i 13

-i 0

i 14

-i 34

-i 2

i 123

-i 234

i 124

= i

34 124

0 123

-σ2
0

-σ2
34

σ2
123

σ2
124
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E3 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1

13 -1

21 -1

0 1

42 1

14 -1

1324 -1

34 1

1 -1

2 1

3 1

123 -1

134 -1

234 1

4 1

124 -1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

-1 0

1 14

-1 34

-1 2

1 123

-1 234

1 124

= i

34 124

0 123

-σ3
0

-σ3
34

σ3
123

σ3
124

E4 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1

13 -1

21 1

0 -1

42 1

14 -1

1324 1

34 -1

1 1

2 -1

3 1

123 -1

134 1

234 -1

4 1

124 -1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= i

34 124

0 123

11 0

11 34

11 123

11 124

E21 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1

13 1

21 1

0 -1

42 -1

14 1

1324 1

34 -1

1 -1

2 1

3 1

123 -1

134 -1

234 1

4 1

124 -1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

-1 2

1 123

-1 234

1 124

= i

34 124

0 123

σ3
0

σ3
34

σ3
123

σ3
124

E13 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1

13 1

21 -1

0 -1

42 1

14 1

1324 -1

34 -1

1 1

2 1

3 -1

123 -1

134 1

234 1

4 -1

124 -1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

-i 13

i 0

-i 14

i 34

-i 2

i 123

-i 234

i 124

= i

34 124

0 123

σ2
0

σ2
34

σ2
123

σ2
124
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E32 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1

13 -1

21 1

0 -1

42 1

14 -1

1324 1

34 -1

1 1

2 -1

3 1

123 -1

134 1

234 -1

4 1

124 -1

= i

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= i

34 124

0 123

σ1
0

σ1
34

σ1
123

σ1
124

E14 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1

13 1

21 1

0 1

42 1

14 1

1324 1

34 1

1 -1

2 -1

3 -1

123 -1

134 -1

234 -1

4 -1

124 -1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

-1 2

-1 123

-1 234

-1 124

= 1

34 124

0 123

σ1
0

σ1
34

-σ1
123

-σ1
124

E42 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1

13 -1

21 -1

0 1

42 1

14 -1

1324 -1

34 1

1 -1

2 1

3 1

123 -1

134 -1

234 1

4 1

124 -1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

i 13

-i 0

i 14

-i 34

-i 2

i 123

-i 234

i 124

= 1

34 124

0 123

-σ2
0

-σ2
34

σ2
123

σ2
124

E34 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1

13 -1

21 1

0 1

42 -1

14 -1

1324 1

34 1

1 1

2 1

3 -1

123 -1

134 1

234 1

4 -1

124 -1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

1 2

-1 123

1 234

-1 124

= 1

34 124

0 123

σ3
0

σ3
34

-σ3
123

-σ3
124
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E123 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1

13 -1

21 -1

0 -1

42 -1

14 -1

1324 -1

34 -1

1 1

2 1

3 1

123 1

134 1

234 1

4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

-1 0

-1 14

-1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

-11 0

-11 34

11 123

11 124

E124 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 -1

13 -1

21 1

0 1

42 -1

14 -1

1324 1

34 1

1 -1

2 -1

3 1

123 1

134 -1

234 -1

4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

1 0

-1 14

1 34

-1 2

1 123

-1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

σ3
0

σ3
34

σ3
123

σ3
124

E134 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1

13 -1

21 -1

0 1

42 1

14 -1

1324 -1

34 1

1 1

2 -1

3 -1

123 1

134 1

234 -1

4 -1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

i 13

-i 0

i 14

-i 34

i 2

-i 123

i 234

-i 124

= (−1 )

34 124

0 123

σ2
0

σ2
34

σ2
123

σ2
124

E234 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1

13 1

21 1

0 1

42 1

14 1

1324 1

34 1

1 1

2 1

3 1

123 1

134 1

234 1

4 1

124 1

= 1

0 34 123 124
13 14 2 134

1 13

1 0

1 14

1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= 1

34 124

0 123

σ1
0

σ1
34

σ1
123

σ1
124
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E1324 ∼

13 0 14 34 2 123 234 124
32 21 42 1324 1 3 134 4

32 1

13 -1

21 1

0 -1

42 1

14 -1

1324 1

34 -1

1 -1

2 1

3 -1

123 1

134 -1

234 1

4 -1

124 1

= −i

0 34 123 124
13 14 2 134

-1 13

-1 0

-1 14

-1 34

1 2

1 123

1 234

1 124

= −i

34 124

0 123

-11 0

-11 34

11 123

11 124

Постулированный нами закон умножения (15) ба-
зисных векторов контравариантной сопряженной ал-

гебры Клиффорда
+
C̃ приводит к тому, что струк-

турные матрицы
+
CL

KI этой алгебры в действитель-
ном представлении совпадают с транспонированными

структурными матрицами CIK
L алгебры действия C̃.

Этот вывод мы запишем следующим образом

+
CL

KI = (CIK
L)t .

Отсюда следует, что симметричные структурные мат-

рицы алгебры
+
C̃ совпадают с соответствующими

структурными матрицами алгебры C̃ и антисиммет-

ричные структурные матрицы алгебры
+
C̃ отлича-

ются противоположным знаком от соответствующих

структурных матриц алгебры C̃.
Переход от действительных матриц к комплексным

связан с заменой блочных матриц

1

1
,

1

-1

на действительную и мнимую единицы соответствен-
но. Но блочной матрице

1

-1

при транспонировании соответствуют матрица

-1

1
,

эквивалентная −i. Таким образом, структурные мат-
рицы

+
CL

KI контравариантной сопряженной алгебры

Клиффорда
+
C̃ в комплексном представлении совпа-

дают с эрмитово сопряженными структурными мат-

рицами CIK
L алгебры действия C̃. Поэтому нужно

считать, что введенная нами контравариантная со-

пряженная алгебра Клиффорда
+
C̃ с законом умно-

жения базисных векторов (15) является алгеброй дей-
ствия антилептонов.

VI. СЖАТОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ
КОНТРАВАРИАНТНОЙ СОПРЯЖЕННОЙ

АЛГЕБРЫ ДЕЙСТВИЯ

В предыдущем Разделе мы получили для контрава-
риантной сопряженной алгебры +

C3 8 структурных
матриц, которые в комплексном представлении сов-
падают с 8 сопряженными матрицами Дирака

+
γ0,

+
γ1,

+
γ2,

+
γ3,

+
γ21,

+
γ13,

+
γ32,

+
γ123,

. Затем для +
C4 мы получили 16 структурных мат-

риц, близких по духу к сопряженным матрицам Ди-
рака, но отличных от них прежде всего размерностью.
Необходимо отметить, что получить 16 сопряженных
матриц Дирака, используя наш подход, то есть исхо-
дя из точного регулярного представления контрава-
риантной сопряженной алгебры Клиффорда, невоз-
можно принципиально. Для этого необходимо обра-
титься к ее сжатому представлению. В этом разделе
рассмотрим сжатое представление базисных векторов

алгебры Клиффорда
+
C̃n в ее подалгебре

+
C̃n−k, где

k < n. Для примера рассмотрим сжатое представле-

ние базисных векторов алгебры
+
C̃n в ее подалгебре

+
C̃n−1. Разобьем базисные векторы EI алгебры

+
C̃n на

две группы EI1
и EI2

с одинаковым числом векторов

так, чтобы векторы EI1
образовывали алгебру

+
C̃n−1.

В силу симметрий алгебры Клиффорда соотношения
(15) имеют вид

EI1
◦ EK1

= EL1
·

+
CL1

K1I1
, (22)

EI2
◦ EK1

= EL2
·

+
CL2

K1I2
, (23)

EI1
◦ EK2

= EL2
·

+
CL2

K2I1
,

EI2
◦ EK2

= EL1
·

+
CL1

K2I2
.

Будем полагать, что приближенно при вычислении
матриц представления базисных векторов алгебры
+
C̃n в алгебре

+
C̃n−1 базисные векторы EL2

в пра-
вой части уравнения (23) можно заменить на базис-
ные векторы EL1

с помощью соотношения

EL2
= EL1

· PL1
L2

, (24)

где PL1
L2

есть матрица соответствий. Тогда соотно-
шение (23) принимает вид:

EI2
◦ EK1

= EL1
· PL1

L2
·

+
CL2

K1I2
. (25)

Соотношения (22) и (25) позволяют получить матри-

цы представления базисных векторов алгебры
+
C̃n в

ее подалгебре
+
C̃n−1, причем базисные векторы по-

далгебры
+
C̃n−1 представляются точно, а остальные

базисные векторы – приближенно.
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Аналогичным образом можно рассмотреть сжатое

представление базисных векторов алгебры
+
C̃n в ее

подалгебре
+
C̃n−k, где k < n.

1. Первое сжатое представление.

Рассмотрим первое сжатое представление

+
R1 :

+
C̃4 →

+
C̃3 {E32, E13, E21, E0, E1, E2, E3, E123}.

Для этого положим, что при вычислении структур-
ных матриц по формуле (25) соотношение (24) опре-
деляется тем, что базисные векторы с индексами

42, 14, 1324, 34, 134, 234, 4, 124

заменяются на базисные векторы с индексами

32, 13, 21, 0, 1, 2, 3, 123

соответственно. Тогда размерность матриц базисных

векторов алгебры
+
C̃4 понижается вдвое и равна 8×8

в действительном представлении, 4×4 в комплексном
представлении и 2×2 в кватернионном представлении.

В результате получим следующие структурные мат-
рицы.

E0 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 321

14 13 1

1324 21 1

34 0 1

134 1 1

234 2 1

4 3 1

124 123 1

= 1

1

1

1

1

= 1
11

11

E1 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 -1

14 13 1

1324 21 -1

34 0 1

134 1 1

234 2 -1

4 3 1

124 123 -1

= i

-1

-1

1

1

= i -σ1

σ1

E2 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 -1

14 13 -1

1324 21 1

34 0 1

134 1 1

234 2 1

4 3 -1

124 123 -1

= i

i
-i

-i
i

= i -σ2

σ2

E3 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 1

14 13 -1

1324 21 -1

34 0 1

134 1 -1

234 2 1

4 3 1

124 123 -1

= i

1

-1

-1

1

= i -σ3

σ3

E4 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 1

14 13 -1

1324 21 1

34 0 -1

134 1 1

234 2 -1

4 3 1

124 123 -1

= i

1

1

1

1

= i 11
11

E21 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 -1

14 13 1

1324 21 1

34 0 -1

134 1 -1

234 2 1

4 3 1

124 123 -1

= i

-1

1

-1

1

= i σ3

σ3

E13 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 1

14 13 1

1324 21 -1

34 0 -1

134 1 1

234 2 1

4 3 -1

124 123 -1

= i

-i
i

-i
i

= i σ2

σ2

E32 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 1

14 13 -1

1324 21 1

34 0 -1

134 1 1

234 2 -1

4 3 1

124 123 -1

= i

1

1

1

1

= i σ1

σ1

E14 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 1

14 13 1

1324 21 1

34 0 1

134 1 -1

234 2 -1

4 3 -1

124 123 -1

= 1

1

1

-1

-1

= 1
σ1

-σ1
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E42 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 1

14 13 -1

1324 21 -1

34 0 1

134 1 -1

234 2 1

4 3 1

124 123 -1

= 1

i
-i

-i
i

= 1
-σ2

σ2

E34 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 -1

14 13 -1

1324 21 1

34 0 1

134 1 1

234 2 1

4 3 -1

124 123 -1

= 1

-1

1

1

-1

= 1
σ3

-σ3

E123 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 -1

14 13 -1

1324 21 -1

34 0 -1

134 1 1

234 2 1

4 3 1

124 123 1

= 1

-1

-1

1

1

= (−1 ) 11
-11

E124

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 -1

14 13 -1

1324 21 1

34 0 1

134 1 -1

234 2 -1

4 3 1

124 123 1

= 1

-1

1

-1

1

= 1
σ3

σ3

E134 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 1

14 13 -1

1324 21 -1

34 0 1

134 1 1

234 2 -1

4 3 -1

124 123 1

= 1

i
-i

i
-i

= (−1 ) σ2

σ2

E234 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 1

14 13 1

1324 21 1

34 0 1

134 1 1

234 2 1

4 3 1

124 123 1

= 1

1

1

1

1

= 1
σ1

σ1

E1324 ∼

13 0 2 123
32 21 1 3

42 32 1

14 13 -1

1324 21 1

34 0 -1

134 1 -1

234 2 1

4 3 -1

124 123 1

= i

1

1

-1

-1

= i 11
-11

Приведенные матрицы соответствуют первому сжа-
тому представлению базисных векторов алгебры

Клиффорда
+
C̃4 в алгебре

+
C̃3. В рассматриваемом

представлении только базисные векторы

E32, E13, E21, E0, E1, E2, E3, E123 .

представлены структурными матрицами точно.

2. Второе сжатое представление.

Рассмотрим второе сжатое представление

+
R2 :

+
C̃4 →

+
C̃2 {E32, E13, E21, E0}.

Для этого положим, что при вычислении структур-
ных матриц по формуле (25) соотношение (24) опре-
деляется тем, что базисные векторы с индексами
(42, 14, 1324, 34), (134, 234, 4, 124) и (1, 2, 3, 123) заменя-
ются на базисные векторы с индексами (32, 13, 21, 0)
соответственно. Тогда размерность матриц представ-

ления базисных векторов алгебры
+
C̃4 понижается

вдвое в сравнении с первым сжатым представлением
и равна 4×4 в действительном представлении, 2×2 в
комплексном представлении и 1 × 1 в кватернионном
представлении.

Ограничимся тем, что приведем матрицы регуляр-
ного представления образующих базисных векторов

алгебры
+
C̃4 в алгебре

+
C̃2. Имеем

E1 ∼

13 0
32 21

1 32 1

2 13 -1

3 21 1

123 0 -1

= i 1
1

= i σ1

E2 ∼

13 0
32 21

1 32 1

2 13 1

3 21 -1

123 0 -1

= i -i
i

= i σ2

E3 ∼

13 0
32 21

1 32 -1

2 13 1

3 21 1

123 0 -1

= i -1
1

= i σ3

E4 ∼

13 0
32 21

134 32 1

234 13 -1

4 21 1

124 0 -1

= i 1
1

= i 11
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Таким образом, базисные векторы E1, E2, E3, представ-

лены в алгебре C̃2 матрицами Паули. В результате для

базисных векторов алгебры
+
C̃4 получим

E32 ∼ i σ1 , E42 ∼ −1 σ2 ,
E13 ∼ i σ2 , E14 ∼ 1 σ1 ,
E21 ∼ i σ3 , E1324 ∼ i 11 ,
E0 ∼ 1 11 , E34 ∼ 1 σ3 ,

E1 ∼ i σ1 , E134 ∼ −1 σ2 ,
E2 ∼ i σ2 , E234 ∼ 1 σ1 ,
E3 ∼ i σ3 , E4 ∼ i 11 ,
E123 ∼ 1 11 , E124 ∼ 1 σ3 .

В рассматриваемом представлении только базисные
векторы E32, E13, E21, E0 представлены точно. Соотно-
шения

E32 ∼ i σ1 ,
E13 ∼ i σ2 ,
E21 ∼ i σ3 ,
E0 ∼ 1 11

можно рассматривать как соответствие между ука-
занными базисными векторами и кватернионами.
Именно такое соответствие было постулировано в раз-
деле IV.3.

3. Третье сжатое представление

Рассмотрим третье сжатое представление

+
R3 :

+
C̃4 →

+
C̃1 {E21, E0}

Для этого положим, что соотношение (24) определя-
ется тем, что базисные векторы с индексами (42, 14),
(1324, 34), (134, 234), (4, 124), (1, 2), (3, 123), (32, 13)
заменяются на векторы с индексами (21, 0) соответ-
ственно. Тогда размерность матриц базисных векто-

ров алгебры
+
C̃4 понижается вдвое в сравнении с вто-

рым сжатым представлением и равна 2× 2 в действи-
тельном представлении, 1×1 в комплексном представ-
лении. В результате для базисных векторов алгебры
+
C̃4 получим

E32 ∼ i , E1 ∼ i , E42 ∼ i , E134 ∼ i ,
E13 ∼ 1 , E2 ∼ 1 , E14 ∼ 1 , E234 ∼ 1 ,
E21 ∼ i , E3 ∼ i , E1324 ∼ i , E4 ∼ i ,
E0 ∼ 1 , E123 ∼ 1 , E34 ∼ 1 , E124 ∼ 1

В рассматриваемом представлении вектор E21 и толь-
ко он представляется точно мнимой единицей.

Полученное здесь соотношение

E21 ∼ i

подтверждает соответствие, постулированное в разде-
ле IV.2.

VII. ВЫВОДЫ

1. Структурные матрицы контравариантной со-

пряженной алгебры Клиффорда
+
C̃3 в ком-

плексном представлении совпадают с 8 эрмитово
сопряженными матрицами Дирака

+
γ0,

+
γ1,

+
γ2,

+
γ3,

+
γ21,

+
γ13,

+
γ32,

+
γ123.

2. Структурные матрицы контравариантной со-

пряженной алгебры Клиффорда
+
C̃ в действи-

тельном представлении есть транспонирован-
ные структурные матрицы ковариантной алгеб-

ры Клиффорда C̃. При переходе к комплексному
представлению эти матрицы переходят в эрми-
тово сопряженные.

3. 16 структурных матриц контравариантной со-

пряженной алгебры Клиффорда
+
C̃4 обобщают

16 эрмитово сопряженных матриц Дирака, отли-
чаясь от них прежде всего размерностью.

4. Если предположить вырождение части компо-
нент вектора контравариантной сопряженной

алгебры Клиффорда
+
C̃4, то структурные мат-

рицы этой алгебры в комплексном представле-
нии совпадают с 16-ю эрмитово сопряженными
матрицами Дирака.

5. Усиление вырождения компонент вектора сна-
чала приводит к структурным матрицам в виде
матриц Паули, а затем к действительной и мни-
мой единицам.
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